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Prefacio

Este é o Livro de Atas do XXII Congresso da Sociedade Portuguesa
de Estatistica (SPE) e o seu conteido é o resultado de um excelente
trabalho de revisao de artigos apresentados durante o congresso e
submetidos a apreciagdo para publicagdo nestas Atas.

O congresso realizou-se no Centro de Congressos Ria Formosa, sedia-
do no Real Marina Hotel & SPA em Olhao, de 07 a 10 de outubro
de 2015, e decorreu de forma excelente, tendo reunido perto de 200
participantes, na grande maioria portugueses mas também com a
presenca de outras nacionalidades. Desta forma, foi possivel, mais
uma vez, fomentar o desenvolvimento da investigacdo na area da
Probabilidade e da Estatistica, promover a sua implantacao junto
da sociedade civil e o intercambio cientifico através do didlogo e
colaboragao entre os participantes.

O programa cientifico contemplou 4 sessoes plendrias, 7 sessoes te-
maticas com 21 comunicagoes orais, 82 comunicacoes orais livres e
30 posters. Para as sessoes plenarias foram convidados os oradores
Luzia Gongalves, da Universidade Nova de Lisboa, James W. Tay-
lor, da Universidade de Oxford, Manuel Scotto, da Universidade de
Lisboa e Peter Miiller, da Universidade do Texas, Austin. As sessoes
tematicas foram organizadas pelos colegas Fatima Salgueiro, do Ins-
tituto Universitario de Lisboa e Business Research Unit, Henrique
Cabral, da Universidade de Lisboa & MARE, Inés Sousa, da Univer-
sidade do Minho, Irene Oliveira, da Universidade de Tras-os Montes
e Alto Douro, Luisa Canto e Castro, da Universidade de Lisboa, Pe-
dro Fernandes do Instituto Gulbenkian de Ciéncia, Regina Bispo e
Tiago Marques, da Startfactor.

O inicio dos trabalhos foi precedido pelo habitual minicurso do con-
gresso da SPE, este ano, intitulado “Estatistica Bayesiana Computa-
cional - uma introdugao”, e lecionado pela Professora Doutora Maria
Anténia Amaral Turkman, CEAUL e Faculdade de Ciéncias da Uni-
versidade de Lisboa e pelo Professor Doutor Carlos Daniel Paulino,
CEAUL e Instituto Superior Técnico da Universidade de Lisboa.



No decorrer do congresso realizou-se também a atribuicao do Pré-
mio SPE 2015 & aluna do Doutoramento em Ciéncias - especialidade
em Matematica, da Escola de Ciéncias da Universidade do Minho,
Ana Isabel Borges, com o trabalho “Modelagao Conjunta de Dados
Longitudinais e de Sobrevivéncia de Cancro da Mama”. Este prémio
é atribuido anualmente e tem por objetivo estimular o estudo e a in-
vestigacao cientifica em Probabilidade e Estatistica entre os jovens.
Um dos momentos mais marcantes do XXII Congresso da SPE foi
a atribuicdo do Prémio Carreira SPE a Professora Doutora Maria
Antoénia Amaral Turkman, pela sua obra cientifica e pela sua dedi-
cagao ao desenvolvimento e divulgagao da Estatistica em Portugal.

A consecucao das tarefas inerentes a realizagdo deste congresso deveu-
se as respetivas Comissdo Organizadora (CO) e Comissao Cientifica
(CC), mas também & passagem de testemunho de elementos de co-
missoes anteriores, a todos queremos expressar o nosso profundo
agradecimento. Um agradecimento especial é devido a Margarida
Silva do CEAUL, pela prontidao e disponibilidade que sempre ma-
nifestou em apoiar-nos. Queremos também agradecer aos autores
dos artigos submetidos a apreciacao para publicacao nestas atas e,
em especial, a todos os revisores. O nosso agradecimento é extensivo
ao INE por mais uma vez ter aceite encarregar-se da impressao deste
documento no ambito da frutuosa colaboracao que mantém com a
SPE. Sé com o envolvimento de todos os intervenientes foi possivel
concluir mais um volume das Atas da SPE e divulgar, por esta via,
parte da producao cientifica da comunidade estatistica portuguesa.

Por fim, queremos expressar o nosso reconhecimento a todos os con-
gressistas pelos trabalhos apresentados durante o congresso, na cer-
teza de ser a divulgacao do que de melhor se faz em Estatistica que
promove, na sociedade, os Progressos e Aplicacoes desta ciéncia.

Faro, novembro de 2016
Os Editores
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Analise de Sobrevivéncia e Valores
Extremos em R

Ana Maria Abreu
FCEE, Universidade da Madeira e CIMA, abreu@staff.uma.pt

Délia Gouveia-Reis
FCEE, Universidade da Madeira e CEAUL, delia@uma.pt

Palavras—chave: Andlise de sobrevivéncia, software R, valores
extremos

Resumo: O software R é uma ferramenta extremamente 1til para a
investigacao estatistica. No entanto, a proliferagao de bibliotecas (na
ordem dos milhares) dificulta o rapido e eficiente acesso a todas as
possibilidades em cada uma das dreas desta ciéncia. Uma forma de
limitar esta procura é aceder a task view correspondente, se existir.
Pelos motivos descritos, neste trabalho procura-se compilar infor-
magao relevante nas dareas de andlise de sobrevivéncia e de valores
extremos, de modo a minimizar as dificuldades referidas. A aborda-
gem na analise de sobrevivéncia, que possui task view, seréd sobretudo
através de exemplos. Nos valores extremos serd dada uma visao geral
do que existe, uma vez que nesta area nao ha task view.

1 Introducao

O R é uma linguagem que surge pela criacao da R Foundation for
Statistical Computing [7], com o objetivo de fornecer uma ferramenta
gratuita e de utilizagao livre, para o tratamento e anélise de dados e
para a construgao de graficos. Em 1993, Robert Gentleman e Ross
Thaka, na Universidade de Auckland, deram origem & linguagem R
e tornaram-na open source em 1995.

O R é uma ferramenta bastante abrangente, com boas capacidades
ao nivel da programacao e um conjunto bastante vasto (e em cons-
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tante crescimento) de bibliotecas (livrarias) que acrescentam intime-
ras potencialidades a ja poderosa versao base do R. O download do R
é gratuito e pode ser feito a partir da pagina principal do R Project
for Statistical Computing em http://www.r-project.org/ ou do Com-
prehensive R Archive Network (CRAN) em http://cran.r-project.org/.
Uma biblioteca muito utilizada é o R Commander (abreviadamente
Remdr, desenvolvido em 2003, por John Fox) pois possui um interface
grafico que torna a interagao com o utilizador muito mais amigavel
do que na consola do R. Além de possuir menus, permite a escrita
de cédigo e engloba as restantes funcionalidades existentes no R
original. Existem ainda os plugins do R Commander que adicionam
funcionalidades aos menus.

Uma forma de tornar eficiente a utilizagdo do R, consiste em ace-
der a task view correspondente a area em estudo, se existir, pois
estas task views sao excelentes guias para encontrar as bibliotecas e
fungoes adequadas ao proposito do investigador. Atualmente exis-
tem 33 task views, abrangendo areas tao diversas como inferéncia
bayesiana, ensaios clinicos, genética, otimizacao e programacao ma-
tematica, andlise de sobrevivéncia, séries temporais, entre outras.
Contudo, ainda hé vérias dreas para as quais nao existe esta fun-
cionalidade, como sejam, valores extremos, andlise em componentes
principais, modelos com equacOes estruturais ou controlo de qua-
lidade. Assim, neste trabalho ird ser feita uma breve revisao das
bibliotecas existentes para a andlise de sobrevivéncia e para os va-
lores extremos, procurando contribuir para um eficiente acesso as
potencialidades do R nestas areas. A abordagem na andlise de so-
brevivéncia ([5, 9]) serd sobretudo através de exemplos. Nos valores
extremos ([1, 3]) serd dada uma visao geral do que existe, uma vez
que nesta area nao ha task view.

2 Analise de Sobrevivéncia

A anilise de sobrevivéncia é uma das areas da estatistica que possui
task viewno R (https://cran.r-project.org/web/views/Survival.html),
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survival
cmprsk timereg

mstate T muhaz

rms eha

Figura 1: Bibliotecas core.

a qual se encontra organizada por temas e por ordem alfabética das
bibliotecas. Importa notar desde logo que esta task view nao esgota
todas as funcionalidades que existem no R para esta area, mas cobre
a maior parte. Allignol e Latouche (os responséveis pela manuten-
¢do da task view) identificam sete bibliotecas core (Figura 1), sendo
a survival, a rms e a eha as mais abrangentes.

Para além destes, hd muitos outros (mais de cem), cujas particu-
laridades seriam impossiveis de enumerar aqui de forma suficiente-
mente abreviada. De qualquer modo, a ja referida organizagao por
temas permite uma escolha rapida da biblioteca apropriada para o
objetivo pretendido como, por exemplo, a estimacao da funcao de
sobrevivéncia, a realizagao de testes ou a obtencao de modelos de
regressao (bibliotecas survival, rms; eha e timereg) ou ainda a estima-
¢ao da funcao de risco (bibliotecas rms, eha e muhaz). As bibliotecas
cmprsk e mstate sao mais especificas; referem-se, respetivamente, a
modelos de riscos competitivos e a modelos multiestado.

O que se segue sao pequenos exemplos de representagbes gréficas
usuais (fungéo de sobrevivéncia e func¢ao de risco) com alguns por-
menores extra. A amostra aleatdria, de dimensao 100, usada nos
exemplos que se seguem, foi gerada da seguinte forma: os tempos
de vida através da distribuicao exponencial de pardmetro A = 1, a
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censura através da distribuigao uniforme no intervalo 0.5 e 2, a idade
através da distribuicao normal de parametros = 60 e 0 = 8, e os
estratos através de uma amostra aleatdria de valores de 1 a 3. O
respetivo codigo é o que se segue:

set.seed(123)

stime < — rexp(100) * 10

cens < — runif(100,.5,2) * 10

sevent < — as.numeric(stime <= cens)

stime < — pmin(stime, cens)

strat < — sample(1:3, 100, replace=TRUE)

idade < — rnorm(100,60,8)

dd < — data.frame("'surv.time"=stime, "surv.event"=sevent, "strat"=strat,
"idade"=idade)

ddweights < — array(1, dim=nrow(dd))

Biblioteca survcomp Biblioteca RemdrPlugin.ggplot2
fung&o km.coxph.plot.ana menu KMggplot2; item Kaplan—Meier plot

10

—— Baixo
rrrrr Intermédio
Alto

0.8

06
I

Probabilidade
04
I

Probabilidade

N
S

) -
24 Logv‘ank p‘.szs‘—m

T T T T T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Individuos Tempo (anos) s ' 0
emrisco Tempo (anos)
Bako 37 33 28 22 220 14 9 6 0 0

Inermédio $L 2720 14 118 5 2 11 stratF « Baixo o Intermédio e Alto
Ao 32 27 22 18 16 13 8 5 3 1

4 16 18 20

Figura 2: Estimativas de Kaplan-Meier da funcao de sobrevivéncia.

Exemplo 2.1 Tendo presente que qualquer grdfico no R pode ser
melhorado através da alteracao do seu codigo base, a Figura 2 exibe
dois grdficos da estimativa de Kaplan-Meier com uma alteracao mi-
nima do seu cdédigo (essencialmente a tradugao para portugués).
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A particularidade da biblioteca survcomp diz respeito nao apenas ao
facto de exibir o valor de prova resultante do teste logrank para a
iqualdade das fungoes de sobrevivéncia, mas sobretudo por mostrar
o numero de individuos em risco, para cada categoria, nos valores
indicados na escala do tempo. Jd no que diz respeito ao plugin Rcm-
drPlugin.KMggplot2 da biblioteca RCommander (que também indica
o valor p), a principal inovagdo € a indicag¢ao do valor da mediana
do tempo de vida através das retas verticais.

Outro tipo de grafico muito tutil na andlise de sobrevivéncia é o da
funcao de risco pois, além de descrever o risco ao longo do tempo,
ajuda na escolha da distribuigao para a variavel aleatdria que repre-
senta o tempo de vida. O Exemplo 2.2 refere-se a duas representa-
¢oes desta funcao.

Biblioteca muhaz Biblioteca rankhazard
fungdes muhaz e plot fungéo rankhazardplot
o
2 B & strat

idade

12 13 14

1
Funcé&o de risco relativo
1
1

Funcéo de risco
1.0
11

0.9

0.5

0.8

0.0 0.5 1.0 15 20 25 strat 1 1 2 3 3
idade 45.9 55.2 59.3 64.9 78.3

Figura 3: Funcoes de risco.

Exemplo 2.2 A biblioteca muhaz permite que a representacdo da
fungdo de risco seja feita de um modo bastante simples (Figura 3),
recorrendo apenas as funcoes muhaz e plot.

Uma outra perspetiva interessante e inovadora da func¢ao de risco,

z

€ a que se obtém através da func¢ao rankhazardplot, fornecida pela
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biblioteca rankhazard, [4]. FEsta abordagem indica o risco ndo ao
longo do tempo mas ao longo dos valores das covaridveis presentes
no modelo. Assim, num mesmo grdfico € possivel observar o risco
relativo para cada covaridvel e representar os valores das covaridveis
no eizo horizontal (minimo, Q1, mediana, Q3 e mdximo). Concre-
tamente, em relagdo as covaridveis apresentadas, verifica-se que a
diferenca entre os niveis 1 ("Baizo”) e 2 ("Intermédio”) é sensivel-
mente a mesma que entre os niveis 2 (“Intermédio”) e 3 (“Alto”)
da covaridvel “strat” e que, em relagdo a covaridvel “idade”, o risco
diminui com a idade. Note-se que, quando a covaridvel é quantita-
tiva, o valor de referéncia (correspondente ao individuo padrdo) que
€ considerado por regra é o correspondente a mediana, como acontece
com a covaridvel “idade”.

Por 1ltimo, mas nao menos importante, apresenta-se um outro gra-
fico de utilizacao frequente pois permite uma analise visual prelimi-
nar da proporcionalidade das fungoes de risco.

Biblioteca survminer
funcéo ggsurvplot

Logaritmo da estimativa de Breslow
da funcéo de risco cumulativa

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Tempo (em anos)

Strata = stratF=Baixo - stratF=Intermédio=- stratF=Alto

Figura 4: Logaritmo da estimativa de Breslow da funcgao de risco
cumulativa para os trés estratos.

Exemplo 2.3 Na Figura 4, o tempo € representado no eixo das
abcissas e o logaritmo da estimativa de Breslow da func¢ao de risco



Atas do XXII Congresso da SPE 7

cumulativa no eizo das ordenadas. Este grdfico é obtido duma forma
simples através da biblioteca survminer, utilizando a func¢do ggsurvplot.
O cruzamento das curvas dd indica¢ao de ndo haver proporcionali-
dade das correspondentes fungdes de risco.

As particularidades de natureza mais algébrica nao foram aqui abor-
dadas. No entanto, s6 a titulo de exemplo, refira-se que a funcao
ConvertWeibull da biblioteca SurvRegCensCov faz a conversao da pa-
rametrizacao das estimativas dos parametros do modelo Weibull.

3 Valores Extremos

A crescente aplicabilidade da teoria dos valores extremos jd era bem
visivel em 2006, ano no qual surgiu a elaboracao de um estado da
arte [10] sobre o software utilizado no estudo de valores extremos.
Os seus autores, Stephenson e Gilleland, além de outros softwares,
indicam algumas bibliotecas do R tais como ismev, evir, evd e evd-
Bayes. Além disso, apresentam também a biblioteca extRemes como
sendo essencialmente um interface grafico do ismev e referem que
muitas das funcgbes da biblioteca fExtremes se baseiam em funcoes
das bibliotecas ismev, evir e evd. Mais recentemente, Gilleland et
al. [2] direcionam essa escolha para o R, pelo facto de ser o software
que continha, em 2013, a maior variedade de metodologias na area
de valores extremos. De entre estas metodologias, a dos maximos
anuais foi a escolhida no estudo efetuado por Penalva et al. [6], para
exemplificar uma andlise de valores extremos no R. Nesse estudo, as
autoras mencionam as bibliotecas evir, fExtremes e evdBayes e rea-
lizam uma descrigdo das bibliotecas ismev e evd. Até ao momento
nao existe qualquer task view exclusivamente dedicada a teoria dos
valores extremos que facilite o acesso as bibliotecas e funcionalida-
des apropriadas, mas as task views Bayesian, Distributions, Environ-
metrics, Finance, Spatial incluem pelo menos uma das bibliotecas
indicadas na Figura 5.

A existéncia de algumas fungbes relativas a teoria dos valores ex-
tremos motivou a referéncia de outras bibliotecas tanto nos esta-
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fExtremes :
extRemes SpatialExtremes

-
evdbayes A ismev

evir evd

Figura 5: Bibliotecas em task views.

dos da arte j referidos como no website mantido por Eric Gilleland
(http://www.ral.ucar.edu/ ericg/softextreme.php), embora essas bi-
bliotecas nao sejam exclusivamente dedicadas & aplicagao de meto-
dologias nesta drea. Alguns exemplos sdo as bibliotecas copula, fit-
distrplus e RandomFields. A biblioteca fitdistrplus estabelece a ligacao
mais visivel entre as dreas da andlise de sobrevivéncia e dos valores
extremos. De facto, ao carregar a biblioteca fitdistrplus, automati-
camente também é carregada a biblioteca survival. Por outro lado
existem também bibliotecas no R destinadas a conteddos muito es-
pecificos na drea de valores extremos tais como as bibliotecas bgeva
e spatial.gev.bma. A primeira disponibiliza uma fun¢do para mode-
los de regressao para extremos bivariados enquanto que a segunda
permite ajustar um modelo espacial hierdrquico a valores extremos.
Apesar de mais gerais, as bibliotecas evt0, evmix, MCMC4Extremes e
Renext estao focalizadas em certas metodologias especificas da area
de valores extremos. A biblioteca evt0 é a tinica que aborda a meto-
dologia PORT (Peaks Over Random Threshold) de entre as bibliote-
cas do R (pelo menos do conhecimento das autoras). Esta biblioteca,
nao indicada no website mantido por Eric Gilleland, é um produto
da escola portuguesa de valores extremos que permite determinar o
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indice de valores extremos v por meio do estimador MOP (média de
ordem p). Além disso, esta biblioteca (que requer a biblioteca evd)
permite também obter as estimativas para v pelos estimadores dos
momentos, dos momentos mistos e generalizado de Hill. A biblioteca
evmix fornece funcoes para a modelagao mista de valores extremos,
para a estimacao do limiar u e para estimadores de densidade pelo
método do niicleo. Apesar de esta biblioteca nao requerer qualquer
das bibliotecas mencionadas, os seus criadores indicam que existe
uma razoavel consisténcia com as fungdes base da biblioteca evd. O
Exemplo 3.1 refere-se a uma dessas fungoes, cuja aplicacao originou
os dois graficos da Figura 6.

Bibloteca evd Biloteca evmix
fungdo mriplot funcéo mrlpot

N feecests
w 5

—  Madsesss
- K0
v= D=2

T T T T E T T T T
9 & m 1 % il 1" i

s iy

Figura 6: Graficos de vida residual média.

Exemplo 3.1 A Figura 6 exibe dois grdficos de vida residual média
com uma alteragdo minima do seu cddigo (tradugdo para portugués e
alteracao da escala de cores). Os dados utilizados, jd analisados por
outros autores no contexto da metodologia POT [8], correspondem
a idades de mulheres nascidas por volta do ano 1900 que morreram
no ano de 1993.

A particularidade da fungdo mrlplot da biblioteca evmix diz respeito
ndao apenas ao facto de exibir um eixo superior com o niumero de
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excessos, mas sobretudo por mostrar um valor de referéncia para o
limiar u. Além da indicag¢ao grdfica (linha vertical) e numérica de
um limiar u, as estimativas de mdxzima verosimilhanca dos parame-
tros de escala e forma da correspondente distribuicao generalizada
de Pareto sdo também apresentadas. FEsta informacao pode ainda
ser apresentada para trés valores a considerar para o limiar u, faci-
litaando a interpretacao do grdfico e a comparacao de estimativas.
A titulo exemplificativo, na Figura 7 é também indicado o valor su-
gerido para o limiar u pelos autores Reiss e Thomas [8].

Biloteca evmix
fungdo mriplot

Nineo e exests
R 3 m 5 # B 4 1
g 1 1 I I I L L

o | — letaseossas
- Ol

Figura 7: Gréfico de vida residual média com u = 95 e u = 97.

A biblioteca MCMC4Extremes partilha a metodologia Bayesiana com
a biblioteca menos recente evdBayes mas requer a biblioteca evir em
vez da biblioteca evd. A biblioteca Renext apareceu em 2010 e inclui
a implementagao de fungoes relativas ao denominado méthode du
renouvellement. Esta abordagem surge como uma generalizagao da
abordagem cldssica POT (Peaks Over Threshold) ao permitir que os
excessos em relacao a um dado limiar u sigam uma distribuicao de
probabilidade diferente da distribuicao de Pareto. Para esta biblio-
teca, que também requer a biblioteca evd, existe um interface grafico
denominado de RenextGUI.
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A biblioteca extRemes, que inicialmente foi interface grafico da bi-
blioteca ismev, tornou-se numa biblioteca de valores extremos por
si 86, tendo sido criado um interface grafico para algumas das suas
fungoes, denominado de in2extRemes, cujo tutorial pode ser encon-
trado no link http://www.ral.ucar.edu/staff/ericg/extRemes. Outra
biblioteca é a intitulada texmex (Statistical modelling of extreme va-
lues), que pode ser utilizada na modelagdo quer de méximos quer
de excessos. Além disso, esta biblioteca tem a particularidade de
ter funcionalidades especificas da abordagem bayesiana e da anélise
multivariada de valores extremos. Muito recentemente (fevereiro de
2016), surgiu uma nova biblioteca intitulada Multivariate Extreme
Value Distributions (mev), a qual é inteiramente direcionada para o
estudo dos valores extremos multivariados. Além da implementacao
de métodos de selegao do limiar, esta biblioteca permite ainda a si-
mulagéo de processos max-estdveis. A biblioteca eva (Extreme Value
Analysis with Goodness-of-Fit Testing), que surgiu também recente-
mente (dezembro de 2015), possui a particularidade de incluir testes
de ajustamento para a escolha tanto do limiar u na metodologia de
excessos de nivel, como do ntiimero de observagoes k£ na metodologia
das maiores observagoes.

Além das bibliotecas j4 mencionadas, existem outras mais gerais
que englobam varias areas da estatistica e probabilidades, entre as
quais a andlise dos valores extremos (Imomco e VGAM, por exemplo).
Existem ainda outras mais focalizadas numa area de aplicacao em
que recorrem a esta teoria como sejam, por exemplo, as bibliotecas

actuar e QRM.

4 Conclusao

O R é tdo dinamico que qualquer trabalho sobre ele é inevitavel-
mente incompleto e um pouco desatualizado. Exemplo disso é o
facto de a data do inicio da escrita deste artigo (junho de 2015) ha-
ver 6730 bibliotecas e atualmente (setembro de 2016) j& haver 9202.
Mas precisamente por essa razao, entende-se que uma sistematizagao
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periddica por areas pode se revelar 1til, de modo a que as intiimeras
potencialidades deste software possam ser plenamente aproveitadas.
Embora a biblioteca Rcmdr nao conste na task view para a ané-
lise de sobrevivéncia, recomenda-se o seu uso pois assim é possi-
vel usar os plugins relativos a esta drea que lhe estao associados:
RcmdrPlugin.survival, RcmdrPlugin. KMggplot2, RcmdrPlugin.EZR e
RcmdrPlugin. NMBU. Esta abordagem torna a interagao mais simples
e mantém a mais valia da escrita do cédigo, realidade que é valida
para as restantes areas. A existéncia da task view é uma grande
vantagem pois rapidamente se identificam as bibliotecas existentes
para éareas especificas, como sejam, por exemplo, modelos multies-
tado, sobrevivéncia relativa, modelos de efeitos aleatérios, modelos
bayesianos, simulagao, entre outros. Além disso, todos as bibliote-
cas podem ser instaladas simultaneamente, em vez de uma a uma,
bastando para tal instalar a biblioteca ctv e proceder de acordo com
as instrugoes existentes em https://cran.r-project.org/web/views/.
Neste breve trabalho, tentou-se mostrar algumas das peculiaridades
que distinguem este software de outros mais comerciais, através das
inovagOes que apresenta nos graficos mais usuais desta area. No
entanto, as particularidades de natureza mais algébrica nao foram
abordadas.

Neste trabalho, fez-se também uma revisao das bibliotecas do R que
podem ser aplicadas na andlise de valores extremos. Procurou-se as-
sim organizar uma coletanea de informacgao sobre estas bibliotecas,
tendo como linhas de orientacao a sua abrangéncia relativamente
as metodologias da area, as suas interligagoes e as suas particula-
ridades. Nesta area recomenda-se igualmente a biblioteca Rcmdr
em detrimento dos interfaces graficos in2extRemes e RenextGUI pois
permite a utilizagao simultanea de uma ou mais das bibliotecas men-
cionadas num mesmo ambiente amigdvel. Se em 2013 o R ja era o
software que continha a maior variedade de metodologias na drea de
valores extremos, atualmente esse facto é ainda mais evidente dado
o surgimento de novas bibliotecas, bem como o aperfeicoamento das
ja existentes. Seria pois bastante util reunir e organizar as bibliote-
cas do R sobre andlise de valores extremos numa task view, segundo
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tépicos que permitissem um fécil acesso e manuseamento da grande
quantidade de funcionalidades existentes. Essa é a nossa proposta
de trabalho futuro.

Em conclusao, trabalhar com o R é estar preparado para uma cons-
tante descoberta, acompanhada por muitos momentos de satisfagao
intercalados por alguns de frustragao.
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Resumo: O teste de Friedman é a alternativa nao paramétrica a
ANOVA de medidas repetidas. Os testes de comparacao miltipla sdo
aplicados apds a rejeicao da hipdtese nula do teste Friedman. Neste
trabalho, realizamos um estudo de simulacao para analisar a proba-
bilidade de erro de Tipo I tanto no teste de Friedman como também
nos testes de comparagao multipla mais usuais. Consideraram-se as
distribuicoes discretas vulgarmente utilizadas para modelar dados de
contagens, nas areas da Biologia e da Ecologia. No teste de Fried-
man a taxa de erro de Tipo I empirica é menor quando se considera
a estatistica de teste com aproximacgao ao qui-quadrado. Nos testes
de comparacao multipla, a probabilidade de erro de Tipo I aumenta
com o aumento do nimero de blocos, e no teste LSD de Fisher tam-
bém com o aumento do nimero de tratamentos. O teste dos Sinais
é 0 mais conservativo e o teste LSD de Fisher o mais liberal.

1 Introducao

O teste de Friedman substitui a ANOVA de um delineamento expe-
rimental em blocos casualizados (medidas repetidas para cada bloco
em cada nivel do fator ou do tratamento). E aplicado quando os
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pressupostos de normalidade multivariada e esfericidade sao viola-
dos. Para o calculo da estatistica de teste sao utilizadas as ordens
dos dados em vez dos valores observados. Este teste nao é tao po-
tente quanto a ANOVA, quando os pressupostos da ANOVA nao sao
violados [1].

No teste de Friedman pretende-se testar se as distribuigoes das obser-
vagoes da varidvel dependente nos diversos tratamentos sao idénticas
contra a hipétese alternativa de que pelo menos uma distribuicao di-
fere na localizacdo. A estatistica de teste associada a este teste segue
aproximadamente uma distribuicao Qui-quadrado. No entanto, esta
demostrado que esta aproximacao a distribuicao do Qui-quadrado é
demasiado conservadora, i.e., com maior probabilidade para come-
ter o erro do Tipo II. Assim, foi proposta uma estatistica de teste
alternativa com uma distribuicdo aproximada F [5].

Perante a rejeicao da igualdade das distribuicoes dos tratamentos,
podem aplicar-se testes de comparagao multipla para averiguar quais
os tratamentos que diferem entre si. Existe uma grande variedade
de testes que podem ser aplicados, nao existindo um teste que seja
melhor que todos os outros em todos os contextos. Na andlise da
poténcia destes testes, Pereira et al. [6] concluiram que o teste dos
Sinais é muito conservador e os testes LSD de Fisher e HSD de Tukey,
calculados com base nas ordens, sao os mais liberais.

Este trabalho tem como objetivo estudar a taxa de erro de Tipo I do
teste de Friedman e dos testes de comparac¢ao multipla mais usuais
quando dispomos de dados de contagens.

2 Métodos

Os dados consistem em n vetores aleatérios (X;1, Xia, ..., Xik ), @ = 1,
..., n, mutuamente independentes designados por blocos (Tabela 1).
Para a realizacao do teste Friedman, e posteriores testes de com-
paracao miultipla, em cada uma das linhas substituem-se os dados
originais pelas respetivas ordens quando se considera a ordenagao
por ordem crescente (Tabela 2). Em caso de empate, usa-se a média
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Tabela 1: Dados originais Tabela 2: Ordens dos dados
Tratamento Tratamento
Bloco 1 e K Bloco 1 . K Total
1 X1 ... Xikx 1 Ry ... Rk Ry
2 Xo1 ... Xokr 2 Ro1 ... Rag Rs.
n an e XnK n Rnl e RnK Rn
Total | R1 ... Rk R

das ordens. Seja R;; a ordem atribuida a X;; dentro do bloco 7, com
1 § Tij S K, 1= 1,...,77,, ] = 1,...,K.

2.1 Teste de Friedman

Assumindo que as distribui¢coes das observacoes da varidvel depen-
dente nos varios tratamentos sao as mesmas, ou que estas distri-
buigbes sao simétricas com a mesma média embora com varidncias
diferentes, as hipoteses em estudo sao:

Hy: As distribuigoes das observagoes da variavel dependente nos
diversos tratamentos sao idénticas wvs.

H;: Pelo menos uma distribuicao difere das restantes na localiza-
Gao.

Para este teste foram propostas duas estatisticas de teste:

1. A inicialmente sugerida por Friedman [2]:

sk - )YI (R, - )’

Jj=1

430 Z]K=1 R?j —nK(K +1)

F7“1:

Para valores de n e K pequenos, os pontos criticos estao ta-
bulados (ver por ex. [9]). Para um dado nivel de significancia



18

Afonso & Pereira

«, a hipdtese nula é rejeitada quando o valor observado para
a estatistica de teste for superior ou igual ao ponto critico ta-
bulado. Para valores grandes de K e/ou n a estatistica de
teste segue aproximadamente uma distribuicao qui-quadrado
com (K — 1) graus de liberdade.

2. Como a estatistica de teste anterior é demasiado conservado-

ra, foi proposta uma alternativa que consiste na estatistica da
ANOVA com dois fatores calculada com base nas ordens R;;
[5]:

(Tl - I)FTl
Kn—-1)—Fry’

que segue aproximadamente uma distribuicdo F' com (K — 1)
e (K — 1)(n — 1) graus de liberdade. A hipédtese nula é re-
jeitada, ao nivel de significancia «, quando Fry for superior
ou igual ao quantil de probabilidade (1 — «) da distribuicao

FTQZ

Fr 1, (k-1)(n—1)-

2.2 Testes de comparacao miultipla

Perante a rejeicao de Hy no teste Friedman, muitas vezes interessa
averiguar quais as distribuigoes que diferem entre si na localizagao.
Para tal, realizam-se os testes de comparacgao miltipla nos quais se
comparam todos os pares de tratamentos. Assim, as hipdteses a
testar sao:

Hy: As distribuigoes das observacoes da variavel dependente nos

H

tratamentos j e k sdo idénticas wvs.

1: As duas distribuigoes diferem na localizacéo,

com j,k=1,...Kej#k.
Os testes de comparagao miultipla mais usuais sao:

e Teste de Bonferroni-Dunn [9).

o Teste LSD de Fisher [1]: calculado com base nas ordens R;;.
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o Teste de Wilcozon-Nemenyi-McDonald-Thompson [3]: equiva-
lente ao teste HSD de Tukey calculado com base nas ordens.

o Teste de Wilcoxon [8]: com a corregao de Bonferroni, ou Holm,
ou Hochberg, ou Hommel [4].

e Teste dos Sinais [8]: com a corregao de Bonferroni, ou Holm,
ou Hochberg, ou Hommel.

3 Simulagao

No estudo de simulagao levado a cabo, consideraram-se modelos li-
neares aditivos da forma:

Xik = 0+ Bi + 7 + €ir,

onde € é a mediana global, 8; o efeito do bloco i, 7, o efeito do
tratamento k e ¢;; o efeito aleatorio do bloco ¢ e do tratamento k,
comi=1,...nek=1,.. K.

Foram consideradas varias combinagoes para n e K, nomeadamente
n = 3,4,5,6,10,15,20,30 blocos e K = 3,4,5,6,10 tratamentos,
e diferentes cendrios distribucionais, onde se considerou a mesma
distribuicao de probabilidade para os efeitos dos blocos e dos erros:

e Binomial: 8; ~ B(10;0,5), €; —~ B(10;0,5) sendo a distribui-
¢ao dos tratamentos:

— assimétrica positiva:

T —~ B(Ng;0,2) com Ni = 25,50, 75,100;
— simétrica:

T —~ B(Ng;0,5) com Ny = 10,20, 30, 40;
— assimétrica negativa:

7 —~ B(Ny;0,8) com Ny, = 6,12,19, 25.

e Binomial Negativa: 8; —~ BN(10;0,5), 7x —~ BN(Rg;0,5) e
€ix — BN (10;0,5), com Ry = 5,10,15,20.
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e Poisson: 8; —~ P(5), 7. —~ P(A¢) e €55 — P(5), com
Ax = 5,10, 15, 20.

e Uniforme: 8; ~ U{0,...,10}, 7o ~ U {0,..., N} e
ei —~ U {0, ..., 10}, com Ny, = 10,20, 30, 40.

Nos cendrios considerados os tratamentos tém o mesmo efeito, i.e.,
a hipdtese nula do teste de Friedman é verdadeira bem como as
hipdteses nulas dos testes de comparacao multipla.

Para cada uma das combinagoes de n, K e cendrio distribucional
foram realizadas M = 1500 replicagoes, tendo-se contabilizado para
cada combinagao o numero total de réplicas com:

e teste de Friedman significativo, rp;
e teste de comparacao multipla significativo, r;

e teste de Friedman e o teste comparacao multipla significativos,
TFc-

A partir destas contagens, para cada uma das combinagoes, foram
obtidas as taxas de erro de Tipo I empiricas para:

e o teste de Friedman: &p = rp/M,
e cada um dos testes de comparagio multipla: &. = r./M.

Adicionalmente, foi calculada a proporcao de vezes que cada um dos
testes de comparagao multipla foi significativo, quando se rejeitou a
hipétese nula do teste de Friedman: 7. p = TFe/TF.

Foi considerado um nivel de significancia de 5% para todos os testes
e foi usado o programa R project [7].

4 Resultados

Em todos os cenarios gerados obtiveram-se resultados similares com
os varios tipos de assimetria e dispersao considerados. Nas Figuras
1, 2 e 3, apresenta-se apenas uma selecao desses resultados.
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De um modo geral, a taxa de erro de Tipo I empirica do teste de
Friedman obtido com o uso da estatistica de teste proposta por Fri-
edman (F'r1) é inferior & alternativa com distribui¢do aproximada F'
(F'rq), especialmente perante um nimero reduzido de blocos (Figura
1). Nestes casos a taxa de erro de Tipo I obtida com a estatistica de
teste F'ry é superior ao nivel de significancia « definido. A medida
que aumenta o nimero de blocos e/ou tratamentos as taxas de erro
de Tipo I empiricas das duas estatisticas de teste aproximam-se, e
para um numero elevado de blocos coincidem.

O teste dos Sinais nunca rejeitou a hipdtese nula, sendo por isso o que
apresentou menor probabilidade de erro de Tipo I empirica (Figura
2). Usualmente, o teste de Wilcoxon é o que apresenta a segunda
menor taxa de erro de Tipo I; para um nimero reduzido de trata-
mentos a correcao de Hommel é a que d4 origem a maiores valores do
erro, mas a medida que se aumenta o nimero de tratamentos o erro
é idéntico em todas as correcoes. No entanto, perante um ntmero
reduzido de tratamentos e elevado de blocos, o teste de Bonferroni-
Dunn tende a apresentar uma menor probabilidade de erro de Tipo
I do que o teste de Wilcoxon com qualquer uma das corregoes. O
teste de Wilcoxon-Nemenyi-McDonald-Thompson apresentou uma
taxa de erro de Tipo I semelhante ao o previamente definido, em-
bora por vezes tenha ligeiramente ultrapassado esse nivel. O teste
LSD de Fisher foi o teste que mostrou o pior desempenho, com pro-
babilidade de erro de Tipo I empirica muito superior ao « definido
e aumenta com o numero de tratamentos. A salientar que com 10
tratamentos a taxa de erro de Tipo I empirica deste teste ultrapassa
os 50%.

A Figura 3 ilustra o desempenho dos vérios testes de comparacdo
multipla, apds a rejeicdo da hipdtese nula do teste de Friedman.
Mais concretamente, permite comparar a proporgao de vezes que
se comete o erro de Tipo I com os testes de comparagao multipla,
quando também se cometeu esse erro com o teste de Friedman. Pe-
rante os resultados obtidos, é possivel ordenar os testes por ordem
crescente de proporcao de concordancia na decisao errada dos tes-
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Figura 1: Probabilidade de erro de Tipo I empirica do teste de
Friedman com as estatisticas de teste F'r; e Fro, considerando as
distribui¢coes Binomial Negativa, Poisson e Uniforme discreta, com
E(Xk) =10,k =1,..., K. A linha horizontal tracejada representa

o nivel de significancia de 5%.
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Figura 2: Probabilidade de erro de Tipo I empirica dos testes de
comparagao multipla, considerando as distribuigoes Binomial Nega-
tiva, Poisson e Uniforme discreta, com F(X ;) =10, k=1,.... K. A
linha horizontal tracejada representa o nivel de significancia de 5%.
(Testes - LSD: LSD de Fisher; B-D: Bonferroni-Dunn; W-B, W-H1, W-Hc
e W-HI: Wilcoxon com corre¢do de Bonferroni, Holm, Hochberg e Hom-
mel, respetivamente; WNDT: Wilcoxon-Nemenyi-McDonald-Thompson;
S-B, S-HI, S-Hc e S-HI: Sinais com corre¢ao de Bonferroni, Holm, Hoch-
berg e Hommel, respetivamente)
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miiltipla foi significativo, quando se rejeitou a hipétese nula do teste

de Friedman, considerando a distribuicao Binomial Negativa com
E(Xx)=10,k=1,..,K.
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tes de comparacao multipla com o teste de Friedman (para ambas
as estatisticas de teste): 1) teste dos Sinais (todas as corregoes); 2)
teste de Wilcoxon (todas as correcoes); 3) teste de Bonferroni-Dunn;
4) teste de Wilcoxon-Nemenyi-McDonald-Thompson; 5) teste LSD
de Fisher. A observar que enquanto que na Figura 2 a comparacao
entre o desempenho dos testes de Wilcoxon e de Bonferroni-Dunn
depende do niimero de blocos e tratamentos considerados, na Figura
3 o teste de Wilcoxon apresentou sempre um desempenho superior.

5 Conclusao

Na analise da taxa de erro de Tipo I empirica cometido pelo teste de
Friedman e pelos testes de comparagao multipla, foram considerados
varios cendrios distribucionais que incluiram distribuicoes simétricas
e assimétricas, bem como diferentes graus de dispersao, para avaliar
se estas caracteristicas tinham influéncia no desempenho dos testes.
Os resultados obtidos foram similares para todas as distribuigoes e
parametros considerados, pelo que a probabilidade de se cometer o
erro de Tipo I nao é afetada pelas caracteristicas destas distribuigoes.
No teste de Friedman a taxa de erro de Tipo I é menor com a estatis-
tica de teste proposta por Friedman (Fr1) do que com a aproximagao
a distribuicdo F' (Fre). No entanto, a medida que aumenta o nu-
mero de blocos as probabilidades de erro de Tipo I destas estatisticas
aproximam-se, uma vez que o erro obtido com a estatistica de teste
Fr; aumenta e o obtido com a estatistica de teste Froy diminui.
Nos testes de comparagao multipla, a taxa de erro de Tipo I empi-
rica aumenta com o aumento do nimero de blocos, e no teste LSD
também com o aumento do nimero de tratamentos. A menor proba-
bilidade de erro de Tipo I é observada no teste dos Sinais e a maior
no teste LSD de Fisher.

Perante a decisao incorreta do teste de Friedman, exceto no teste
LSD de Fisher, a medida que aumenta o nimero de tratamentos
diminui a concordancia dos testes de comparagao multipla com o
teste de Friedman na tomada de decisao incorreta.
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Em suma, neste estudo da taxa de erro de Tipo I, o teste dos Sinais
é o mais conservador e o teste LSD de Fisher o mais liberal.

Agradecimentos

Este trabalho ¢é financiado por Fundos Nacionais através da FCT
- Fundagao para a Ciéncia e a Tecnologia no ambito do projeto
“UID/MAT/04674/2013 (CIMA)”.

Referéncias

1]
2]

[9]

Conover, W.J. (1999). Pratical nonparametric statistics, Third edi-
tion. John Wiley & Sons, New York.

Friedman, M. (1937). The use of ranks to avoid the assumption of
normality implicit in the analysis of variance. Journal of the Ameri-
can Statistical Association 32, 675-701

Hollander, M. and Wolfe, D.A. (1999). Nonparametric statistical
methods, Second edition. John Wiley & Sons, New York.

Holm, S. (1979). A simple sequentially rejective multiple test proce-
dure. Scandinavian Journal of Statistics 6, 65-70.

Iman, R.L., Davenport, J.M. (1980). Approximations of the criti-
cal region of the Friedman statistics. Communications in Statistics -
Theory and Methods 9, 571-595.

Pereira, D.G., Afonso, A., Medeiros, F.M. (2015). Overview of Fri-
edman’s test and post-hoc analysis. Communications in Statistics -
Simulation and Computation 44, 2636—2653.

R Core Team (2015). R: A language and environment for statistical
computing. R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria.
URL https://www.R-project.org/.

Sheskin, D. J. (2007). Handbook of parametric and nonparametric
statistical procedures, Fourth edition. Chapman & Hall/CRC, Boca
Raton.

Siegel, S. and Castellan Jr., N.J. (1988). Nonparametric statistics for
the Behavioral Sciences, Second edition. McGraw-Hill, New York.



Modelacao Conjunta de Dados Longitu-
dinais e de Sobrevivéncia de Cancro da
Mama

Ana Borges
CIICESI, ESTGF-IPP, DMA-ECUM, Universidade do Minho, aib@estgf.ipp.pt

Inés Sousa
DMA-ECUM e CMAT, Universidade do Minho, isousa@math.uminho.pt

Palavras—chave: modelos conjuntos, sobrevivéncia, dados longitu-
dinais, cancro da mama

1 Introducao

Doengas oncolégicas sao a segunda maior causa de morte em Por-
tugal, e tém um grande impacto social nos pacientes e suas familias
[22]. Na Europa o cancro da mama ¢ o tumor com maior incidéncia
nas mulheres [2]. A publicagdo de 2003 por Pinheiro, Tyczynski,
Bray, Amado, Matos e Parkin [22], refere que desde 1995 a mortali-
dade devido ao cancro de mama, tem vindo a diminuir em Portugal.
Os autores argumentam que essa melhoria é uma consequéncia de um
diagnéstico precoce e melhor qualidade de tratamento. O Plano Es-
tratégico Nacional de Saude refere, nas recomendacoes para o cancro
de mama, a importancia da "medicina baseada em evidéncias”para
estabelecer diretrizes e especificar os protocolos para uma boa me-
dicina na pratica.

Atualmente existe um numero reduzido de estudos que caracteri-
zam a complexidade desse tipo de cancro na populagao portuguesa,
que sao conduzidos principalmente pelos registros de cancro de base
populacional, como por exemplo o RORENO (Registo Oncoldgico
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Regional do Norte). Embora de grande importancia, uma vez que
quantificam a incidéncia e prevaléncia da doenga na populagéao [10],
as analises produzidas apenas incidem em dados agrupados e sem
especificidade ao nivel do individuo. Ainda, a informagao que reco-
lhem pode ser de alguma forma escassa em termos de especificidade
do tumor ou mesmo, por exemplo, em termos de informagao sobre a
verdadeira causa da morte. Assim, os dados obtidos diretamente de
uma Unidade de Senologia de um hospital permitem investigar esti-
mativas de sobrevivéncia especifica do cancro e o valor prognéstico
de certos fatores clinicos que usualmente nao podem ser recolhidos
pelos registros populacionais [18]. Torna-se, dessa forma, extrema-
mente importante o investimento continuo em estudos estatisticos
e epidemiolégicos em doencas oncoldgicas para a compreensao da
evolugao da doenca em Portugal, centrados se possivel nos centros
de senologia dos hospitais.

De facto, até agora, a publicagdo mais recente a que temos acesso ¢é a
publicacao do RORENO que apresenta resultados de sobrevivéncia
de pacientes diagnosticados com tumores malignos no periodo de
2007-2008, residentes até a data de diagnostico na area de influéncia
do RORENO, que inclui Braga, a area de interesse deste trabalho.
O presente trabalho propoe a utilizacao de métodos estatisticos no
ambito da bioestatistica para estudar o cancro da mama, em pa-
cientes da unidade de Senologia no Hospital de Braga. Sendo a
bioestatistica uma ciéncia que desenvolve metodologias estatisticas
motivadas por questoes e problemas cientificos nas dreas de medi-
cina, epidemiologia, satide publica e biologia.

A anilise aqui exposta tem como objetivo primordial desenvolver
modelos conjuntos para dados longitudinais (medigoes repetidas ao
longo do tempo de marcadores tumorais) e de sobrevivéncia (tempo
até evento de interesse) de pacientes com cancro de mama, sendo a
morte por cancro da mama o nosso evento de interesse.

Para tal, num primeiro momento, realizamos uma anélise explorato-
ria dos dados recolhidos, seguida por uma andlise de sobrevivéncia
independente a fim de compreender quais os possiveis fatores de
risco para a morte por cancro de mama, para estes pacientes. Pos-
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teriormente procedeu-se a uma analise longitudinal independente de
dois marcadores tumorais: o Carcinoma Antigénio 15-3 (CA15-3)
e o Antigénio carcino embriondrio (CEA), para identificagdo de fa-
tores de risco relacionados com o aumento dos seus valores. Neste
trabalho apenas se apresentard os resultados relativos ao marcador
CA15-3. Os resultados da andlise longitudinal do marcador CEA
foram anteriormente apresentados em Borges, Sousa e Castro [1].
Em muitos estudos longitudinais, as varidveis de interesse regista-
das em cada individuo incluem medidas repetidas em tempos pré-
especificados e, também, o tempo até ocorrer um evento de particular
interesse: por exemplo, morte, recidiva de um determinado sintoma
ou saida do estudo [8]. Em dados médicos, tais como os apresentados
neste estudo, onde a informacao sobre sobrevivéncia é simultanea-
mente recolhida com dados de medigoes repetidas ao longo do tempo
(valores de CA15-3 neste caso particular), é habitual detetar-se que
o processo longitudinal estd associado ao processo de sobrevivéncia
dos pacientes [19].

Até ao final do século XX, dados desta natureza eram usualmente
analisados considerando as componentes de sobrevivéncia e longitu-
dinal em separado. No entanto, num contexto onde as observagoes
longitudinais poderao estar correlacionadas com as de sobrevivéncia
os modelos conjuntos dos processos longitudinais e de sobrevivéncia
tém sido cada vez propostos, por serem capazes de capturar informa-
¢oes relativamente a associacao desses dois processos. Mais, como
McCrink, Marshall e Cairns [19] salientam, quando hd uma associ-
acao entre os dois processos que nao é devidamente tida em conta,
introduz-se no modelo um enviesamento desnecessario, afetando os
resultados e, portanto, as estimativas obtidas.

Como tal, sendo um aumento abrupto dos valores do marcador tu-
moral CA15-3, acima de um determinado valor de referéncia, um
sinal de alarme para uma possivel recidiva do tumor (que podera
estar relacionada com a morte iminente do paciente), o processo de
sobrevivéncia e processo longitudinal de cada marcador tumoral es-
tao de certa forma associados. Dessa forma, torna-se pertinente a
construcao de um modelo conjunto para estudar a associagao entre
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a progressao longitudinal dos valores do marcador tumoral CA15-3
e a sobrevivéncia dos pacientes.

No trabalho apresentado, comecamos por descrever sucintamente o
conjunto de dados recolhidos dos registos do Hospital de Braga. Pos-
teriormente clarificamos a metodologia estatistica implementada na
andlise de sobrevivéncia, na analise longitudinal e na andlise con-
junta. Em seguida, expomos os principais resultados terminando
com uma se¢ao de discussao, onde conjuntamente se sugere os tra-
balhos futuros que poderao ser implementados.

A anélise apresentada foi realizada com o suporte do open source
software estatistico R [23].

2 Base de dados de cancro da mama do
Hospital de Braga

O Hospital de Braga esta situado na cidade de Braga, localizada a
norte de Portugal. Atualmente serve uma drea direta de aproxima-
damente 275 000 utentes. A sua drea de influéncia inclui os distritos
de Braga e Viana do Castelo e funciona como unidade hospitalar de
primeira linha para os municipios de Braga, Braga, Pévoa de Var-
zim, Terras de Bouro, Vieira do Minho e Vila Verde e como unidade
hospitalar de segunda linha para a area restante. Sendo um hospital
central, que abrange uma populagao, de acordo com o censo de 2011,
de 1 081 641 habitantes. A populacao feminina com mais de 15 anos
dos municipios de primeira linha é de 128 859. Em 2008, foi criada
uma unidade de Senologia do Hospital de Braga.

Os dados foram recolhidos diretamente dos registos médicos de cada
paciente, listados no sistema informatico do hospital de Braga -
Glintt HS. Teve-se, portanto, acesso a todo o historial clinico de
cada paciente: um vasto conjunto de informacao, tais como infor-
macao pessoal, diagndstico, pré-operatério, pés-operatorio, reunioes
de grupo; acompanhamento (follow-up) e exames médicos. A auto-
rizagao para a recolha e uso de dados Senologia foi aprovado pelo
Comité de Etica do Hospital de Braga.
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Foi reunida informagao sobre 596 pacientes, onde 56 pacientes fo-
ram excluidos, uma vez que corresponderam a, pelo menos, um dos
seguintes critérios de exclusdo: (i) sem informagdo de diagnéstico,
tratamento ou de acompanhamento; (ii) género Masculino e (iii) ne-
oplasia benigna da mama.

Portanto, foram selecionados 540 pacientes para a presente andlise.
Como 19 pacientes apresentaram cancro da mama bilateral que, se-
gundo sugestao do médico consultor do presente estudo, foram tra-
tados como casos independentes, traduziu-se num nimero total de
559 casos analisados de pacientes do sexo feminino com diagnés-
tico de tumor maligno no periodo de 2008 até 2012. No entanto,
registaram-se casos diagnosticados antes de 2008, mas todos vivos a
2008 e em acompanhamento. O nimero total de mortes é de 74, no
entanto, o nimero total de mortes por cancro de mama é de apenas
55.

A partir das informagoes recolhidas dos intimeros relatérios médi-
cos foi possivel reunir mais de 50 varidveis. As varidveis recolhidas
agrupam-se em duas categorias: (i) varidveis explicativas a nivel do
paciente, que sao um grupo de caracteristicas demogréficas, fatores
progndésticos e etioldgicos [24][28], como por exemplo: idade, meno-
pausa, idade a primeira gravidez a termo, histéria familiar de cancro
de mama, etc.; e (ii) as varidveis explicativas a nivel do tumor, que
incluem as caracteristicas do tumor, alguns deles fatores progndsti-
cos importantes jé relatado na literatura [11] [3], tais como: classifi-
cagao TNM, estadiamento, tipo histoldgico, expressao dos recetores
hormonais, invasao vascular ou linfatico, valores de marcadores tu-
morais CEA e CA15-3, entre outros.

3 Metodologia

3.1 Anadlise de sobrevivéncia

Quando a variavel de resposta de interesse é o tempo desde o diag-
néstico do tumor até morte, como na presente andlise, deverao ser
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utilizados métodos estatisticos de sobrevivéncia [5], que modelam o
risco de morte em cada momento. O modelo de riscos proporcio-
nais de Cox (CPHM) é o modelo comumente utilizado em andlise
de sobrevivéncia. No entanto, existem algumas restricoes a aplica-
¢ao deste tipo de modelos ou seja, a suposigao de risco proporcional
e nao a nao formulagao da funcao de sobrevivéncia cumulativa de
baseline, que pode ser de interesse médico.

Assim sendo, recorremos a modelos paramétricos flexiveis de sobre-
vivéncia, em particular, ao modelo paramétrico flexivel de Royston-
Parmar (FRPM) [25], para estimar as razoes de risco (RR) ao longo
do tempo desde o diagndstico considerando um conjunto de cova-
ridveis estatisticamente significativas. E, também, recorrendo ao co-
nhecido CPHM, apenas com o propésito de comparar as estimativas.
No caso particular desta andlise consideramos como evento de in-
teresse a morte por cancro da mama considerando como tempo de
referéncia o tempo, em meses, desde o diagnéstico de tumor ma-
ligno até morte por cancro da mama, ou até ao final do estudo onde
considerada a data de 30/11/2014.

Para estimar o risco relativo de morte por cancro da mama, procedeu-
se inicialmente com o calculo das estimativas nao paramétricas de
Kaplan-Meier, para cada variavel, estratificadas por categoria, compa-
rando-se estas através da sua representacao gréfica.

A estimativa de Kaplan-Meier [16] é uma estimativa ndo paramé-
trica de maxima verosimilhanga (MLE) da fungdo de sobrevivéncia,
S(t), amplamente utilizada em anglises deste tipo. Essa estimativa é
uma fungao em degrau com saltos nos tempos observados do evento
(morte por cancro da mama), t;. A estimativa de Kaplan-Meier da
funcao de sobrevivéncia é dada por:

1 ift <ty

S(t) = 4] (1)
Htift [1 — 7:i| if t1 <t ’

onde 0 < t; < ty < ... < tp, d; representa o numero de individuos

que tiveram o evento no tempo t;, e o valor Y; representa o niimero de

individuos em risco no tempo ¢; (ou seja, individuos que morreram
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no momento ¢; ou mais tarde).

Para avaliar a significancia estatistica das diferencas entre as curvas
de sobrevivéncia de cada categoria de varidvel, fizemos uso da familia
G* de testes de Harrington e Fleming [13], com pesos em cada morte
de S(t)?, implementados no software estatistico utilizado. Como
se considerou p = 0, fez-se dessa forma uso do log-rank ou teste
de Mantel-Haenszel, onde a hipétese nula a ser testada é: nao ha
diferenga entre as (verdadeiras) curvas de sobrevivéncia.
Considerando as varidveis estatisticamente significativas, obtidas no
testes de log-rank, ajustaram-se varios modelos de sobrevivéncia com
multiplas covaridveis para estimar o efeito conjunto de diversas va-
ridveis independentes na sobrevivéncia dos pacientes.

O CPHM define a probabilidade de sobrevivéncia, com base no pres-
suposto de riscos proporcionais, como uma funcao do tempo ¢, para
um vetor de covaridveis x;, da seguinte forma:

S(t | 2:) = [So(8)] PR, 2)

onde Sp(t) é a fungao de sobrevivéncia de baseline e 8 é o vetor de
coeficientes a estimar.

A funcéo de risco respetiva é dada por: h(t | z;) = ho(t) exp(z;3),
onde ho(t) é a funcao de risco de baseline.

A particularidade deste modelo, que pode ser visto como uma das
suas vantagens, é que o calculo dos coeficientes nao requer a formu-
lacdo da funcdo de sobrevivéncia cumulativa de baseline, uma vez
que é absorvida quando os coeficientes sdo estimados pelo método
de log-verosimilhanca parcial. No entanto, como Royston e Parmar
[25] referem muitas vezes é de interesse, em estudos médicos, a esti-
mativa da funcao de risco de baseline, uma vez que esta diretamente
relacionada com o percurso temporal de uma doenga. Por isso, é de
interesse o uso de um modelo mais flexivel, em que a visualizagao da
fungao de risco de baseline é mais simples.

Optamos, por isso, por trabalhar com a abordagem proposta por
Royston e Parmar [25], onde modelam o logaritmo da fungao de risco
cumulativa de baseline como uma fungao de spline ctibica "natural”’de
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tempo logaritmico. O FRPM vem da familia de fungbes que tém por
base a transformagao da funcao de sobrevivéncia por uma fungao de
ligacdo g(.):

g[S(t| @) = g[So(t)] + xiB. (3)
Como estamos interessados em estimar as RR, e como Royston e
Parmar [25] sugerem, usamos splines ciibicos para modelar g[So(t)],
dentro da familia Aranda-Ordaz de fungées de ligacao:

mﬂzmﬁi”) @)

fazendo 6 — 0, em vez de trabalhar com os valores mais gerais de 6,
seguindo a sugestido de Royston e Parmar [25], que explicam que de
outra forma a interpretagao dos efeitos das covariaveis iria revelar-se
obscura.

Assim, a transformagao do modelo por ser escrita da seguinte forma:

g[St xi)] =log [H(t| x:)] = m; = s(log(t) | v, k) + B (5)

onde H(t | x;) é a fungdo de risco cumulativa e s é um spline cibico
natural a atuar na escala logaritmica de tempo ¢, com um parametro
~v ajustavel e k nds. A escolha do nimero de nés pode ser feita recor-
rendo ao valor minimo do critério de informacao de Akaike (AIC).
A respetiva fungao de sobrevivéncia pode ser formulada da seguinte
forma:

S(t [ i) = exp (= exp(1mi)) - (6)

E a funcao de risco como:
ds(log(t) | 7, k.
hmm=<(“$7”}mm. @

Ao trabalhar com dados reais, especialmente num estudo em que
o tempo de referéncia, como a data de inicio do estudo e o fim do
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estudo, é de extrema importancia, é preciso ter em conta a exis-
téncia de censura e, até mesmo, de truncatura dos dados. Neste
estudo particular detetou-se a necessidade de reconhecer truncatura
a esquerda e censura a direita dos dados.

Consideramos como inicio do estudo a data do diagnéstico de tumor
maligno e como final do estudo a data 30/11/2013. Uma vez que os
individuos entram no estudo em diferentes momentos e o0 momento
final do estudo é predeterminado por néds, estes tém seu préprio espe-
cifico, e fixo, tempo de censura. Esta forma de censura é designada
por censura generalizada de Tipo I [6].

Neste estudo conhece-se tanto o momento em que os individuos en-
tram no estudo como o de morte se este ocorrer antes do final do
estudo. No entanto, nao se pode precisar o momento da morte se
esta ocorreu apds o final do estudo. Sendo que a tnica informagao
que se tem é que o momento do evento é maior ao momento do final
do estudo. Estamos, portanto, confrontados com uma situacdo de
censura & direita dos dados [17].

Adotando a notagao de Klein e Moeschberger [17], para um especi-
fico individuo em estudo, assumimos que ha um tempo de vida X e
um tempo censurado fixo, C;. (C, para tempo de censura a direita).
Os tempos X sao considerados independentes e identicamente dis-
tribuidos com fungao densidade de probabilidade f(z) e fungao de
sobrevivéncia S(z). O tempo de vida X exato de um individuo sera
conhecido se, e apenas se, X é menor ou igual a C;.. Se X for maior
do que C,., o individuo é um sobrevivente, e o seu momento do evento
é censurado em C)..

Como mencionado anteriormente, a unidade de senologia do Hospi-
tal de Braga sé foi criada em 2008, no entanto, temos informacoes
sobre os pacientes que foram diagnosticados com tumor maligno an-
tes desse momento, vivos a criagdo da Unidade. Como nao temos
qualquer informagao sobre pacientes que foram diagnosticados an-
tes de 2008 e morreram antes desse ano, temos de considerar uma
truncatura a esquerda dos dados nesse ano.

Klein e Moeschberger[17] esclarecem que a truncatura de dados de
sobrevivéncia ocorre quando somente aqueles individuos cujo mo-
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mento do evento se encontra dentro de uma determinada “janela
observacional”(Y L, Y R) sdo observados. Quando Y R é infinito es-
tamos perante truncatura a esquerda. Um individuo cujo momento
do evento ndo se encontra neste intervalo nao foi observado e, por
isso, nenhuma informagao sobre este individuo estd disponivel para
o investigador. Os autores alertam para o fato de que, por apenas
termos conhecimento de individuos com tempos de evento dentro
da janela observacional, a inferéncia de dados truncados é restrita a
uma estimagao condicional.

Especificando para o presente estudo, a fungao de verosimilhanga,
tendo em conta censura a direita e truncatura a esquerda dos dados,
pode ser construida da seguinte forma:

LO|Y)= Hf ST (8)

i€ER

Onde D é o conjunto de tempos de morte e R é o conjunto de
observacoes censuradas a direita. Uma vez que tanto o CPHM e o
FRPM assumem riscos proporcionais realizou-se o teste estatistico
proposto por Grambsch e Therneau [27] com base no célculo do
residuo de Schoenfeld, para avaliar a validade dessa suposicao.

O modelo final escolhido foi estimado por "step-wise backwards”,
ou seja, comecando com o modelo saturado considerando todas as
variaveis significativas, e, em seguida, eliminando uma-por-uma as
variaveis menos significativa.

Finalmente, para diagndstico do modelo ajustado foi representada
graficamente uma sobreposicao da curva de sobrevivéncia nao pa-
ramétrica (Kaplan-Meier) versus a curva de FRPM versus a curva
CPHM, para uma determinada combinagao de valores de covaridveis.
Uma vez que os resultados apontam que tanto o FRPM e o CPHM
devolvem estimativas semelhantes representou-se graficamente os re-
siduos de Cox-Snell [4], um tipo de residuos para modelos de sobre-
vivéncia, para avaliar a qualidade global do ajuste. Se o modelo
ajustado estiver correto, fazendo a transformagao integral de pro-
babilidade no verdadeiro momento de morte 7', a variavel aleatoria
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resultante tem uma distribui¢ao uniforme sobre o intervalo unitério.
Da mesma forma, a varidvel aleatéria U = H(Tj|z;), onde z; é um
vetor de todas os covaridveis de tempo fixo, tem uma distribuicao
exponencial com taxa de risco 1. Aqui, H(Tj|z;) é a funcao de risco
cumulativa verdadeira para um individuo. Se as estimativas dos (§’s
do modelo sao b = (bl,...,bp)/7 entao, os residuos de Cox-Snell sao
definidos como [17]:

P

rcs; = ﬁO(Tj)eXp <Z(xijk,bk)> , ji=1,...n. (9)

k=1

Onde Hy(t) ¢ a a funcio de risco de baseline estimada.

Se o modelo estiver correto e os valores dos b's estiverem perto dos
verdadeiros valores de /3, entao os valores dos ¢ 5,8 deverao ser uma
amostra censurada de uma distribuicdo exponencial.

Uma possivel avaliagao grafica da qualidade do ajuste, utilizada na
presente analise, é comparar a funcao de sobrevivéncia da distribui-
¢ao exponencial unitaria Sexp(t) = exp(—t), com as estimativas de
sobrevivéncia de Kaplan-Meier do r¢g, [30].

Toda a anélise foi realizada com open source software estatistico
R [23], em particular fazendo uso dos pacotes Survival [27] e flexsurv
[15].

3.2 Analise Longitudinal

Dados longitudinais sao geralmente caracterizados como variaveis de
resposta que sao medidas repetidamente ao longo do tempo para um
grupo de individuos.

E importante a utilizagao de métodos longitudinais ao estudar este
tipo de dados, pois permitem distinguir, por exemplo, alteragoes ao
longo do tempo dentro de individuos e diferengas entre individuos
nos seus niveis de baseline [9]. A principal caracteristica dos mode-
los longitudinais é que estes permitem modelar tanto a dependéncia
entre a resposta das variaveis explanatérias como a autocorrelagao



38 Borges & Sousa

entre as respostas. Ignorando correlagao em dados longitudinais po-
deria levar a conclusoes incorretas sobre os coeficientes de regressao,
a estimativas dos coeficientes ineficientes [9].

Neste estudo em particular, a varidvel resposta - os valores de CA15—
3 - foi analisada fazendo uso de modelos longitudinais definidos por
Diggle, Heagerty, Liang e Zeger [9], onde foram testadas diferentes
estruturas de correlacao.

As mesmas covaridveis utilizadas no modelo final de sobrevivéncia
foram testadas no modelo longitudinal ajustado. O tempo de refe-
réncia utilizado foi o tempo, em anos, desde diagnéstico de cancro
de mama até a data do teste sanguineo que regista o valor do marca-
dor. De acordo com os procedimentos médicos habituais, os médicos
ficam alerta para uma possivel recidiva do cancro da mama para pa-
cientes que apresentem valores dos marcadores acima do valor de
referéncia de 37 U/ml.

No geral, denotamos cada paciente pelo indice ¢ = 1,...,n. Medidas
repetidas dos marcadores para cada paciente i, no momento corres-
pondente t;;, sao indicadas por Y;;, onde j = 1,...,m;. Note-se que,
neste estudo em particular, as medi¢oes nao sdo feitas, para todos
os individuos, todas nos mesmos momentos, por isso estamos pe-
rante um estudo nao balanceado. Considere-se N = Y m; como o
numero total de medigoes da base de dados.

Iniciamos com uma andlise exploratoria e estimagao pontual ajus-
tando um modelo linear dos minimos quadrados ordinarios saturado
(OLS)[9] com todas as varidveis que apresentaram um efeito signifi-
cativo na sobrevivéncia dos pacientes, dado por:

Yij = wij +€ij, (10)

onde E[Y;;] = u;; e g;5 sdo N realizagdes independentes e identica-
mente distribufdas (i.i.d) de N(0,£2).

Uma vez que o modelo OLS assume independéncia entre quaisquer
duas medicoes, do mesmo individuo ou entre individuos diferentes, é
importante considerar diferentes modelos no contexto da analise lon-
gitudinal, que tenham em conta a correlagao que geralmente existe
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nas medi¢oes do mesmo individuo.

Para ter uma percegdo da estrutura de correlacao a considerar no
modelo longitudinal final analisou-se o variograma [9] dos residuos
do modelo OLS saturado. O padrao deste sugeriu a existéncia de
variabilidade entre individuos (efeitos aleatérios), e uma possivel va-
riabilidade dentro de individuos (correlacao serial). Assim sendo,
mantendo a mesma estrutura média (efeitos fixos) compararam-se
dois modelos “aninhados”com as seguintes diferentes estruturas de
correlagao: (i) efeitos aleatérios, correlagao serial exponencial e erro
de medicdo (REE) e (ii) efeitos aleatérios, correlagao serial Gaussi-
ana e erro de medigdo (REG).

No geral, os modelos longitudinais considerados sao dados por:

Yij = wij + digUi + Witiy) + Zij, (11)
onde U; sao realizagoes i.i.d de MV N(0,%), que representam os efei-

tos aleatorios ao nivel do individuo e d;; é um vector de covaridveis
para os efeitos aleatérios. W;(t;;) é um processo Gaussiano continuo
com E[W;(t;;)] =0 e Var[W;(t;;)] = o2, que representa a variabili-
dade dentro dos individuos e Z;; sao N realizagoes i.i.d. de N(0,72),
representado o erro de medigao (variabilidade nao explicada).

Para modelar o termo fixo do modelo longitudinal, y;;, testou-se a
existéncia de um ponto de mudancga no efeito do tempo nos marcado-
res tumorais. Em termos praticos, o ponto de mudanga é o momento
em que existe uma alteracao no declive da progressao média do mar-
cador. Considerando  como o ponto de mudanga, podemos escrever
E[Y;;] = pij como:

Xijﬁ + aity, if ti; < 1)
Hij =

XijB+as(tij —1) ifti; >6 (12)

onde X;; representa o vetor de covaridveis, 8 o vetor de coeficientes
de regressao a estimar, o e ag 0s coeficientes representando o declive
antes e depois do ponto de mudanga, respetivamente.

Para a estimacao dos parametros recorreu-se ao método de maxima
verosimilhancga, com a funcao de verosimilhanga dada por:
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o T 1 . ,
LO1]Y) H H 2¢)|V | {_Q(yij - M’ij)‘/ij (Yij — Hij) }>

i=1j5=1

(13)
Onde V;; s@o as posicoes de variancia/covariancia da matriz de va-
ridncia/covariancia de todos os dados.
Em seguida, realizou-se, partindo do modelo saturado, uma elimina-
¢ao das variaveis nao significativas, até que a estrutura média ficou
definida apenas com covaridveis significativas.
Para o modelo RE a estrutura de correlagao apenas engloba os ter-
mos U; e Z;;. Sendo que para os modelos REE e REG a estrutura
de correlacao fica definida por: U; + W;(ti;) + Zi;. O que distingue
estes dois ultimos modelos longitudinais é a forma como diferen-
tes realizacoes de W; estao correlacionadas no tempos. Ou seja, se
considerarmos a correlagdo entre os W;(t;;), digamos entre W(t) e
W(t — u), determinada pela funcao de autocorrelagao p(u), teremos

para o modelo REE p(u) = exp (—é|u\) e para o modelo REG

p(u) = exp (—%Uﬁ), onde ¢ é o parametro intervalar que especifica
a taxa a que a correlacao estabiliza.

A validacao da estrutura de correlacao a considerar no modelo final
foi realizada graficamente através da comparacao entre o variograma
empirico e os variogramas tedricos dos modelos ajustados, e também
comparando os valores maximizados da log-verosimilhanca de cada
modelo.

O variograma [9] de um processo estocdstico Y (¢) é dado por:

V(u) = %VarY(t) SVt =), u> 0. (14)

Para um processo estacionério, a fungao de autocorrelagao, p(u), e a
varidncia de Y (t), 02, estdo relacionados por: y(u) = 02{1 — p(u)}.
A estimacao do variograma empirico é baseada no calculo das di-
ferencas de residuos, v;; = %(sz — mk.)z, e as correspondentes di-
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ferencas temporais, u;;; = t;; — tig, onde 7;; = Y;; — v;; com
A funcao de autocorrelacao em cada intervalo u é estimada do vari-
ograma amostral por:

pluy =1 1), (15)

onde 9(u) é a média de todos os v;;s correspondentes aquele valor
particular de u, e 62 é a varidncia do processo estimada.

Para a validacao grafica dos pressupostos do modelo longitudinal
ajustado sao apresentados o gréfico de residuos padronizados contra
os valores ajustados da varidvel resposta e o grafico Q-Q dos quantis
empiricos dos residuos observados contra os quantis teéricos duma
distribuicao Normal Reduzida, para a validagao dos pressupostos de
variancias homogéneas e distribuicao gaussiana dos erros nao expli-
cados, Z;;, respetivamente.

Toda a andlise foi realizada com open source software estatistico
R[23], em particular fazendo uso dos pacotes nlme [21] e joineR
[20].

3.3 Analise conjunta de dados longitudinais e de
sobrevivéncia

Modelos conjuntos para dados longitudinais e de sobrevivéncia sao
modelos estatisticos que nos permitem compreender dois processos
de interesse, simultaneamente, longitudinal e sobrevivéncia, dado
que existe uma associacao entre eles [26].

Como o principal interesse da presente andlise reside no estudo da
associacao entre o processo longitudinal e o processo de sobrevivén-
cia, adotou-se o modelo conjunto de efeitos aleatérios desenvolvido
inicialmente por Wulfsohn e Tsiatis [29], dentro da metodologia de
maxima verosimilhanga para modelagao conjunta.

Como Diggle, Sousa e Chetwynd [8] esclarecem, o principio das meto-
dologias de méaxima verosimilhanca na modelagao conjunta consiste



42 Borges & Sousa

na especificagdo da distribuigao conjunta de Y, um vetor de medi-
¢oes repetidas, e um tnico tempo até ao evento F', que denotam por
[Y, F]. Existem trés tipos de metodologias de verosimilhanga que di-
ferem na parametrizacao da funcao de verosimilhanga conjunta dos
processos longitudinais e sobrevivéncia: os modelos de selecao; os
modelos de mistura padrao e os modelos de efeitos aleatérios. As
suas diferencas podem ser percetiveis pelas seguintes equacoes, onde
U representa o efeito aleatdrio latente que liga os processos longitu-
dinal e sobrevivéncia [26]:

Modelos de selegao:[Y,F\U] = [U][Y|U][F|Y]. (16)

Modelos de mistura padrao:[Y,F,U| = [U][F|U][Y |F]. (17)

Modelos de efeitos aleatérios:[Y,F,U] = [U][Y |U1][F|Uz2],  (18)

onde U = (Uy,Us).

Na abordagem de efeito aleatérios para modelar conjuntamente os
resultados observados de Y e F' sao assumidos como condicional-
mente independentes dado uma variavel latente U, assim a distri-
buicao conjunta de Y e F' assume a forma:

vir) = [ wivrvi = [ pveiEva. o)

Neste tipo de modelos a associagao entre as medidas longitudinais e o
tempo até ao evento fica completamente determinado pela estrutura
de correlacao entre os dois efeitos aleatérios Uy e Us.

Um método frequentemente utilizado para estimar os parametros
do modelo conjunto, adotado no presente trabalho, é o método da
méaxima verosimilhanga (ML), que maximiza a log-verosimilhanga
da distribuigdo conjunta dada por [19]:

N
11 / FOUL0) F (F2.8:(U3,0) £ (U10)dUs, (20)
=1
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onde f(Y;|U;,0), f(F;,0;|U;,0) e f(U;]0) sao as fungoes de densidade
dos processos longitudinal, sobrevivéncia e efeitos aleatorios, respe-
tivamente, e ¢ é o indicador do evento, igualando a um se o evento
ocorreu e a zero caso contrario.

Usualmente as medicoes repetidas sao modeladas por um modelo li-
near de efeitos aleatérios, explicado na secgao anterior, incorporando
efeitos aleatdrios ao nivel do individuo e o modelo para os resultados
de sobrevivéncia trata-se de um modelo de riscos proporcionais de
Cox que incorpora uma fragilidade logGaussiana. A dependéncia
estocastica é, entao, capturada permitindo que os efeitos aleatérios
Gaussianos do modelo linear estejam correlacionados com o termo
de fragilidade do modelo de Cox. Um formato tipico da variavel la-
tente U é considerar o efeito ordenada na origem e declive aleatorios
dado por [14]: U;(t) = Uy; + Uiit,j, onde Uy, e U;p representam a
ordenada na origem e do declive aleatdrios, respetivamente, para o
individuo <.

A presente andlise conjunta adopta a metodologia de efeitos alea-
térios fazendo uso de dois pacotes do software R [23]: JM [30], e
joineR [20]. McCrink, Marshall e Cairns [19] fornecem, na sua revi-
sao dos avangos em modelagao conjunta, uma comparagao clara da
utilizacao destes dois pacotes.

No entanto, relativamente a esta analise em particular, existem dois
grandes constrangimentos no software utilizado: embora o modelo
conjunto de efeitos aleatérios permita que se considere simultanea-
mente censura a direita e truncatura a esquerda dos dados, ambos
os pacotes utilizados ainda nao sao capazes de lidar com truncatura
a esquerda de dados. Dessa forma, sé consideramos, na modelagem
conjunta, um modelo de Cox que incorpora censura a direita no pro-
cesso de sobrevivéncia. Assim sendo, apenas é relevante comparar
estimativas obtidas para o processo de sobrevivéncia com o modelo,
obtido anteriormente, que considera apenas o mecanismo de censura
a direita. O outro constrangimento prende-se com o fato de que
esses dois pacotes nao sao capazes de incorporar, no processo longi-
tudinal, uma correlagao de série, entre duas medidas registadas em
momentos diferentes para o mesmo individuo, a fim de explicar a
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existéncia de uma possivel variabilidade dentro de individuos. No
nosso caso especifico, foi comprovada a existéncia de uma estrutura
de correlagao exponencial que representa a variabilidade dentro do
individuo que nao deve ser ignorado. Como tal, decidiu-se, para que
a correlagao entre duas medidas tomadas em dois momentos dife-
rentes dependa do tempo, considerar o efeito ordenada na origem e
declive aleatérios, descrito acima. A escolha entre os dois pacotes
depende do foco da pesquisa implementada [19]. O modelo conjunto
implementado no pacote JM foca-se no processo de sobrevivéncia e
em como este é afetado por uma covaridvel longitudinal dependente
do tempo que é medida com erro. O pacote joineR implementa um
modelo conjunto onde o foco reside em ambos 0s processos com o
objetivo de inferir sobre a forca da ligacao entre os dois processos.
Sendo que ambos os objetivos sdo do interesse para a presente ana-
lise, fez-se uso de ambos os pacotes retirando as respetivas conclusoes
com os resultados obtidos.

Mantendo a notagao das segoes anteriores, ambos os modelos imple-
mentados pelos pacotes utilizam o modelo linear de efeitos aleatérios
para representar o processo longitudinal, dado por:

Processo Longitudinal: )/ij = ﬂ1j+Uz+sz = X1ﬂ+UOi+U1itij+Zij7
(21)
onde X; é a matriz de desenho para os efeito fixos, com os res-
petivos pardmetros de regressao a estimar (5. Na presente andlise
consideraram-se como covariaveis fixas as que apresentaram efeito
significativo na progressao do marcador na analise longitudinal se-
parada, apresentada na seccao anterior. A varidvel latgente dada por
(Uoi, U1;) € arealizagdo de MV N(0,X) onde ¥ = ( 17112 Vylg > Zij
sao N realizagoes i.i.d de N(0,72), representando o erro de medigao
(variabilidade nao especificada).
A diferenca primordial entre os pacotes joineR e JM reside na forma
como incorporam a variavel latente aleatéria no processo de sobre-
vivéncia.
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O pacote JM incorpora a estimativa precisa do processo longitu-
dinal, m;(t) = fi;; + U;, no processo de sobrevivéncia da seguinte
forma:

Processo de Sobrevivéncia JM: h;(t) = ho(t) exp{ X2;f2 + am;(t)},

(22)
onde Xy, representa as covaridveis de baseline, neste estudo em par-
ticular as covariaveis com efeito significativo obtidas na analise de
sobrevivéncia separada (secgdo anterior), e By o vetor dos coefici-
entes de regressao, a estimar, respetivos. O parametro representa
o efeito da verdadeira resposta longitudinal no processo de sobrevi-
véncia, ou seja, particularizando, representa o efeito do verdadeiro
valor do marcador tumoral CA15-3 no processo de sobrevivéncia.
O pacote joineR incorpora os efeitos aleatérios longitudinais no mo-
delo de sobrevivéncia da seguinte forma:

Processo de Sobrevivéncia joineR: h;(t) = ho(t) exp{Xa;B2+v0Uoi+71U14it},
(23)
onde g e 71 representam o efeito da ordenada na origem e declive
aleatérios do processo longitudinal, no processo de sobrevivéncia.
Sintetizando, utilizando o modelo implementado pelo pacote JM va-
mos ser capazes de determinar os fatores que influenciam as alte-
racoes dos valores de CA15-3 nos pacientes, e que efeito tem essa
alteracdo na sua sobrevivéncia. A utilizagdo do pacote joineR é
apropriada para a nossa andlise uma vez que estamos interessado
em determinar o efeito da resposta inicial dos valores de CA15-3,
Y0, € as alteragoes na resposta ao longo do tempo, 71, na sobrevi-
véncia dos pacientes.
Para a validacao grafica dos pressupostos do modelo conjunto ajus-
tado sao apresentados, para validagao do processo longitudinal, o
grafico de residuos padronizados contra os valores ajustados da va-
ridvel resposta e o grafico Q-Q dos quantis empiricos dos residuos
observados contra os quantis tedéricos duma distribuigao Normal Re-
duzida, para a validacao dos pressupostos de variancias homogéneas
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e distribuicao gaussiana dos erros nao explicados, Z;;, respetiva-
mente. Para validagao do processo de sobrevivéncia faz-se uso da
representacao grafica dos residuos de Cox-Snell.

4 Principais Resultados

4.1 Andlise de sobrevivéncia

Uma andlise exploratéria prévia (ndo apresentada no presente do-
cumento por restrigoes de espaco) reporta que a maioria dos casos
de cancro da mama analisados se encontram num estadio inicial.
Uma vez que as distribui¢des de frequéncia das varidveis estadio,
tamanho e grau do tumor se centram em valores mais baixos das
categorias destas. Este resultado pode estar relacionado com um
aumento do rastreio precoce levando a detegao prematura do tumor.
No entanto, é um resultado importante de ser mencionado, uma vez
que pode traduzir-se numa elevada probabilidade de sobrevivéncia
destes pacientes.

De facto, numa primeira abordagem exploratéria, em termos de so-
brevivéncia, revela que a estimativa de KaplanMeier para uma so-
brevivéncia a 10 anos (120 meses) para estes pacientes (Figural) estd
bastante proxima dos 70%. Ainda, a estimativa ndo paramétrica pa-
rece apontar xque para o tempo total de followup a probabilidade
de sobrevivéncia estd acima dos 50%. A importancia em se consi-
derar truncatura a esquerda destes dados em particular esta bem
expressa nas diferengas entre as curvas de Kaplan-Meier (Figural)
para os dois casos: considerando apenas censura a direita e consi-
derando simultaneamente censura a direita e truncatura a esquerda.
Sendo que é visivel que ignorando truncatura a esquerda leva a uma
sobrestimacao da sobrevivéncia.

Um total de 16 variaveis, apresentadas na Tabela 1, apresentaram
diferencas significativas entre as curvas de sobrevivéncia das suas
categorias (Tabela 1).

Cancro de mama triplo negativo (TN) é definidos pela auséncia de es-
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Kaplan—-Meier estimate with 95% confidence bounds
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Figura 1: Curvas de estimativas de Kaplan-Meier dos pacientes de
cancro da mama do Hospital de Braga.

trogénio, progesterona e expressao HER2 [7]. Embora o progndstico
de tumores triplo negativo permanega incerto, é de conhecimento
médico que os tumores TN tém usualmente pior prognéstico. No
presente estudo contabilizaram-se 4.38% de casos TN, que repre-
sentam 21,28% das mortes por cancer de mama. Como esperado,
existe uma diferenca significativa nas taxas de sobrevivéncia, para
as categorias da varidvel triplo negativo (TN) sim contra ndo, como
apresentado na Figura 2, e confirmado pelos resultados do teste log-
rank (Tabela 1), sendo, como esperado os casos de cancro da mama
TN aqueles com menor probabilidade de sobrevivéncia.

Embora a idade de diagndstico tratada como uma variavel conti-
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Tabela 1: Resultados do teste de log-rank das varidveis com efeito
significativo na sobrevivéncia dos pacientes

] Resultados do teste Log-Rank |

Variavel p-valor
Estadio < 0.001
Cancro Bilateral 0.002

Recidiva de cancro < 0.001
Tratamento Neoadjuvante < 0.001
Tipo de Cirurgia < 0.001
Imagens de invasdo vascular venosa < 0.001
Biépsia de nddulos linfaticos sentinela 0.02

Expressao dos recetores de estrogénio < 0.001
Expressao dos recetores de progesterona < 0.001
Cancro triplo negativo < 0.001
Grau de diferenciagao < 0.001
Tamanho do tumor primério 0.005

Envolvimento de nédulos linfaticos regional | < 0.001
Idade ao diagnéstico (categorizada) 0.017

Imagens de invasao linfatica 0.04

Hormonoterapia < 0.001

nua (como deveria ser) ndo apresentou um efeito estatisticamente
significativo na sobrevivéncia dos pacientes, obteve-se um resultado
diferente quando se categorizou esta mesma variavel em dois grupos:
pacientes com menos de 44 anos e pacientes com mais de 44 anos
(ou idade igual). Verificou-se que casos que se incluam na categoria
mais baixa (mulheres mais jovens) tém uma probabilidade de sobre-
vivéncia menor do que casos incluidos na categoria andloga (Figura
2), sendo essa diferenca é estatisticamente significativa (Tabela 1).

E de salientar que, num primeiro momento, categorizou-se a idade ao
diagnostico de forma idéntica a realizada nos estudos de natureza se-
melhante reportados pelo RORENO. Subsequentemente agrupamos
categorias que nao diferiam estatisticamente em termos de probabi-
lidade de sobrevivéncia.
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Kaplan Meier estimates by Triple Negati Age at Diagnosis
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Figura 2: Curvas de KaplanMeier para as categorias das varidveis
triplo negativo (triple negative) e idade ao diagndstico (age at diag-
nosis).

Os resultados, como se pode observar na Figura 2, apontam para
uma diferenca significativa entre as curvas de sobrevivéncia das trés
categorias da varidvel grau de diferenciacdo (G1, G2 e G3), confir-
mados pelos valores do teste de logrank (Tabela 1). A probabilidade
de sobrevivéncia de pacientes com tumor de grau G3 é menor em
comparagao com as outras duas categorias, e os casos com tumor
diagnosticado com grau G1 tem uma maior probabilidade de sobre-
vivéncia.
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Ainda, resultados confirmam que ndo hé diferenga significativa entre
a taxa de sobrevivéncia entre as trés primeiras categorias de Estagio
do tumor (0, I e IT), e também entre as duas dltimas categorias desta
covaridvel (III e IV). Assim sendo, foi possivel agrupar as trés pri-
meiras categorias em uma tnica categoria (0/1/II) e ao grupo as duas
dltimas categorias numa s6 (III/IV). Os resultados sugerem (Figura
3) que os casos diagnosticados com estadio IIT ou IV tém menor
probabilidade de sobrevivéncia em comparacao com um tumor no
estadio 0, I ou II, para estes pacientes.
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Figura 3: Curvas de KaplanMeier para as categorias das varidveis
estadio (tumour stage) e grau de diferenciagdo (tumour grade).
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Para a varidvel relacionada com o envolvimento regional de nédulos
linfaticos, os nossos resultados sugerem que pacientes com tumor do
tipo Nx, NO ou N1 tém uma probabilidade de sobrevivéncia signifi-
cativamente maior do que aqueles com maior grau (Figura 4). Foi
possivel determinar que nao existem diferencas significativas entre as
curvas de sobrevivéncia entre as categorias Nx, NO e N1 e, também,
entre as categorias N2 e N3.

Regional Lymph Node Involvement
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Figura 4: Curvas de Kaplan-Meier para as categorias da varidvel
envolvimento regional de nédulos linféticos (Regional lymph node
involvement).

Depois de ajustar inimeros modelos de sobrevivéncia com miltiplas
covariaveis, comecando, como ja mencionado, com o modelo satu-
rado, selecionou-se como modelo final o FRPM de zero nés com as
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cinco covariaveis, descritas acima, com efeito significativo na sobrevi-
véncia destes pacientes. A Tabela 2 compara as estimativas obtidas
(e respetivos intervalos de confianga de 95%) quando se considera o
FRPM com as obtidas quando se ajusta ao CPHM. Apresentam-se,
ainda, as estimativas para ambos os modelos considerando apenas
censura a direita e considerando simultaneamente censura a direita
e truncatura a esquerda. Como se pode constatar, os valores de
estimativas sao idénticos para ambos os modelos, e confirmam os
resultados apontados acima. Constata-se, ainda, algumas diferencas
nos resultados quando se considera ou ignora truncatura a esquerda.
Por exemplo, a variavel envolvimento regional de nédulos linfaticos
nao tem efeito significativo na sobrevivéncia dos pacientes quando
se ignora truncatura a esquerda.

E de salientar que, nos modelos aqui apresentados, nao se consi-
deraram variaveis relacionadas com o tratamento, uma vez que as
decisbes do tratamento tomadas pela equipe médica recaem sobre as
caracteristicas do tumor, o que poderia traduzir uma forte correlacao
entre os diferentes tipos de varidveis relacionadas com o tratamento
e as variaveis relacionadas com o tipo de tumor.

Como esperado, o risco de morrer de cancro da mama é significativa-
mente maior (mantendo todos os outros valores iguais) em mulheres
com cancro de mama triplo negativo (RR = 6.86). Analogamente, o
risco de morte por cancro da mama para pacientes com 44 anos, ou
mais, no momento do diagnéstico é mais baixo (RR = 0.38). O risco
de morrer de cancro de mama é 7.00 vezes maior para os casos com
tumor de estadio IIT ou IV em relagao a casos com tumor de estadio
0, I ou II. Para além disso, o risco de morrer de um tumor com o
tipo de grau G2 é 4.72 vezes maior do que de um tumor do tipo
G1 grau, e aumenta o risco para pacientes com tumor do tipo G3
(RR = 6.99). Finalmente, aqueles que apresentam um envolvimento
do tumor em nédulos linfaticos regionais de N2 ou N3 grau tém um
risco mais elevado (RR = 2.24) de morrer de cancro da mama.
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Com o intuito de avaliar graficamente a qualidade do ajuste dos mo-
delos FRPM e CPHM selecionados, sobrepos-se num mesmo grafico
(Figura 4) as curvas Kaplan-Meier, FRPM e CPHM para um paci-
ente com seguintes caracteristicas: tumor nao triplo negativo, com
idade ao diagndstico < 44, tumor no estadio III ou IV e tumor de
grau G2.

E de salientar que, como Royston e Parmar [25] explicam, por con-
venc¢ao o modelo com zero nés significa que nao foram especificados
nenhum né interno e nem de fronteira e, dessa forma, a distribuigao
de baseline trata-se da distribuicao de Weibull.

Kaplan—-Meier vs Cox Model vs Flexible Parametric Model
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Figura 5: Curvas de Kaplan-Meier, FRPM e CPHM para a combina-
¢ao de covaridveis: tumor nao triplo negativo; idade ao diagnostico
> 44; tumor no estadio 0, I ou IT e grau G2, e grau de envolvimento
de nédulos linfaticos Nx, NO ou N1.
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Tabela 2: Estimativas das razoes de risco (RR) para os modelos de risco proporcional de Cox
(CPHM) e para o modelo paramétrico flexivel de Royston e Parmar (FRPM).

Apenas Censura

a Direita

Grau (G2)
Grau (G3)
Envolvimento nédulos
linfaticos (N2 ou N3)

4.51 [1.04; 19.47]
6.14 [1.37; 27.65]

3.86 [0.96; 15.33]
5.75 [1.38; 24.05]

[

3.94 [2.13; 7.24]
[
[

6.39 [1.39; 29.47]

_
ﬁ
m.om:.awﬁ.@ﬁ
_
2.39 [0.86; 6.62]

Censura a Direita e Truncatura a Esquerda
CPHM FRPM CPHM FRPM
(0 nés) (0 nés)
Covariaveis RR IC 95% RR IC 95% RR IC 95% RR IC 95%
Triplo negativo (sim) 8.07 [3.27; 19.96] | 7.10 [2.80; 17.99] | 7.82 [2.81; 21.98] | 6.86 [2.51; 18.7]
Idade ao diagnéstico (> 44) | 0.39 [0.20; 0.73] | 0.41 [0.22; 0.78] | 0.37 [0.18; 0.71] | 0.38 [0.20; 0.73]
Estadio (III ou IV) 3.89 [2.09; 7.25] 7.58 [2.95; 19.45] | 7.00 [2.80; 17.5]

6.99 [1.53; 31.90]

ﬁ
ﬁ
ﬁwr%wwo.mo_
ﬁ
2.24 [0.81; 6.21]
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Tal como apresentado na Tabela 3, o pressuposto de riscos propor-
cionais para as covariaveis consideradas nos modelos finais nao foi
violado.

Tabela 3: P-valores obtidos no teste de riscos proporcionais

l Covariaveis p-valor
Triplo negativo (sim) 0.3885
Idade ao diagndstico (> 44) 0.0621
Estadio (III ou IV) 0.5721
Grau (G2) 0.1727
Grau (G3) 0.4238
Envolvimento nédulos linfaticos (N2 or N3) | 0.3312

A representacao grafica de residuos de Cox-Snell (Figura 6), onde a
linha preta sélida indica a estimativa de KaplanMeier da funcao de
sobrevivéncia dos residuos (com as linhas a tracejado correspondem
os intervalos de 95% de confianga), e a linha a cinzento a fungéo de
sobrevivéncia a distribuicao exponencial unitaria, sugere um ajuste
adequado do modelo de sobrevivéncia aos dados em estudo.

4.2 Analise longitudinal do marcador CA15-3

Apenas se registou informagao disponivel sobre valores marcadores
tumorais CA15-3 para 534 dos 540 pacientes elegiveis para analise.
Um total de 5166 medi¢oes de marcador tumoral CA15-3 represen-
tam todas as medigoes disponiveis desses pacientes desde o momento
do diagnéstico de cancro da mama até ao final do estudo.

Uma vez que o pressuposto de normalidade da varidvel de resposta
falhou, utilizou-se uma transformacao logaritmica dos valores de
CA15-3. Trata-se de uma transformagao usual em marcadores bio-
l6gicos. O gréfico de progressoes individuais (Figura 7) apresenta a
progressao dos valores de CA15-3, na escala logaritmica, para cada
paciente, em relacao ao valor de referéncia e a linha nao paramétrica
de spline suavizada que indica tendéncia média de progressdo. A
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Survival Function of Cox-Snell Residuals
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Figura 6: Sobreposigdo as estimativas de Kaplan-Meier da fungao
de sobrevivéncia dos residuos e da fungao de sobrevivéncia da dis-
tribuicao exponencial unitaria.

linha de spline sugere que, em média, a progressao do marcador au-
menta num ritmo lento, permanecendo abaixo do valor de referéncia
durante 10 anos (120 meses) apds o cancro da mama ser diagnos-
ticado. Apds cerca de dez anos parece existir um momento onde a
taxa de crescimento aumenta e o valor de referéncia é ultrapassado.
Este fato pode apontar para a existéncia de um ponto de mudanga
na sua progressdo no tempo. Assim, pareceu pertinente testar a
existéncia de um ponto de mudanca na progressao linear média do
marcador.

No entanto, depois de se ajustar inimeros modelos paramétricos
saturados variando os valores do ponto de mudanca (9), a sua exis-
téncia nao foi significativa na progressao média do marcador.

A Tabela 4 apresenta os parametros estimados do modelo longi-
tudinal final selecionado que explica a progressao do marcador no
tempo, comparando as estimativas obtidas ajustando o modelo OLS
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Cancer Antigen 15-3 (CA15.3) - spaghetti plot
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Figura 7: Gréfico de progressoes individuais (spaghetti plot) para os
valores do marcador tumoral CA15-3.

simples, e dos dois modelos longitudinais onde varia a estrutura de
correlagao e, ainda, os respetivos valores de log-verosimilhanca. E
de notar que, embora os valores das estimativas sejam similares para
os trés modelos, hé variacoes na significancia destes (p-valor).

A parte fixa do modelo longitudinal, que descreve a progressao mé-
dia do marcador, é composta pelas seguintes covariaveis com efeito
significativo na ordenada na origem do modelo linear: idade do di-
agndstico, estadio (0 ou I ou IT contra IIT ou IV), invasdo vascular
venosa (Sim contra N&o), e expressdo Ki.67 (baixo contra alto). A
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Tabela 4: Estimativas dos parametros para o modelo linear ordiné-
rios e modelos longitudinais para o marcador tumoral CA15-3

REE REG OLS
Modelo Modelo Modelo
Est [ p-valor Est [ p-valor Est [ p-valor
Ordenada
na origem 2.226 < 0.001 2.215 < 0.001 2.287 < 0.001
Tempo
(meses) 0.003 0.006 0.004 < 0.001 0.004 < 0.001
Idade ao
diagnéstico 0.007 0.018 0.007 0.018 0.007 < 0.001
Estadio
(III ou IV) 0.277 0.035 0.243 0.063 0.408 < 0.001
Invasao
Vascular
Venosa
(Sim) 0.610 0.003 0.623 0.002 0.812 < 0.001
Ki.67
(baixo) -0.168 0.067 -0.163 0.076 -0.226 < 0.001
v 0.426 0.5011
o? 0.031 0.066
10.552 6.119
T2 0.403 0.284 .
&2 . . 1.084
[ Log Likelihood ] -1953.611 “ -2472.825 “ -3447.758 ]

ordenada na origem do modelo, neste caso em particular, significa
que um paciente com um tumor de estadio 0, I ou II, que nao apre-
senta imagens de invasao vascular venosa e com uma expressao Ki.67
alta, em idade precoce de diagnéstico vai iniciar a progressao do
marcador de tumor com um valor aproximado de 2.23, numa escala
logaritmica.

Selecionando o modelo com o maior valor de logveromilhanca, o mo-
delo que incorpora efeitos aleatorios ao nivel do individuo e estrutura
de correlagao serial exponencial para descrever a progressao média
dos valores de CA15-3 pode-se inferir que a idade ao momento do
diagndstico afeta o valor inicial do marcador (numa escala logarit-
mica) a uma taxa de 0.0074 por ano de idade ao momento do diag-
nostico. Um paciente com um tumor com estadio III ou IV implica
um aumento do valor inicial do marcador de cerca de 0.2769, em
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comparagdo com os casos com tumor no estadio 0, I ou II. Ainda,
um tumor que apresente imagens da invasao vascular venoso tem
um incremento valor inicial do marcador de 0.6097. Por outro lado,
uma baixa expressao do biomarcador Ki.67 diminui o valor inicial
da progressao do marcador em 0.1681.

A estrutura de correlacdo selecionada para representar a variabili-
dade dos dados é, como foi referido, a que incorpora efeitos alea-
térios ao nivel individuo com 72 ~ 0.4359, estrutura de correlacio
exponencial para descrever a variabilidade dentro do individuo com
p(u) ~ exp(—15a=r=-|ul) e 6% ~ 0.0305, e um erro de medigao com
varidncia 72 = 0.4026. A escolha da estrutura de correlacio foi, tam-
bém, sustentada pela sobreposicao dos variogramas teéricos ajusta-
dos para os trés modelos longitudinais contra o variograma empirico
(Figura 8).

Comparando os modelos REE e REG com o modelo RE, a compo-
nente de correlacao serial W;(t;;) demonstrou ser significativa. Este
resultado reforga a necessidade de ter em conta correlacao entre me-
di¢oes dentro de um mesmo individuo.

Finalmente, graficamente (Figuras 9 e 10) os pressupostos do modelo
longitudinal relativamente & homogeneidade das variancias dos erros
de medicao e na normalidade destes nao parece ser passivel de ser
rejeitada.

4.3 Analise Conjunta dos dados longitudinais CA15-
3 e de sobrevivéncia

A Tabela 5 apresenta os resultados da modelacao conjunta do pro-
cesso longitudinal dos valores do marcador tumoral CA15-3 (em es-
cala logaritmica) e o processo de sobrevivéncia, onde o evento de
interesse é a morte cancro da mama, obtidos fazendo uso do pacote
joineR e do pacote JM. Estao indicadas as estimativas obtidas nas
covaridveis consideradas para ambos os processos (longitudinal e de
sobrevivéncia), bem como o erro padrao (SE) e os valores de prova
respetivos, para os dois modelos conjuntos obtidos por cada pacote
e, finalmente, o valor da log-verosimilhanca de cada modelo.
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Empirical Variogram vs Theoretical Variograms

=== - Empirical Variogram® . i

N =xpbnencial Correlation Structure -
sian-Correlation™Strugture - | -

1.2

1.0

Variogram
0.6

0.4

0.2
|

0.0

Figura 8: Sobreposicao dos variogramas tedricos e do variograma
empirico marcador tumoral CA15-3.

Analogamente a andlise longitudinal, apresentada na seccao ante-
rior, uma vez que o pressuposto de normalidade da varidvel resposta
longitudinal falhou, utilizou-se uma transformacao logaritmica dos
valores de CA15-3.

E importante ressalvar que, na presente andlise conjunta apenas fo-
ram incluidos os pacientes com informagao disponivel dos valores de
CA15-3. O que significa que apenas 534 pacientes foram elegiveis
para a presente andalise, ao passo que 540 pacientes foram inclui-
dos na andlise independente sobrevivéncia, apresentada na secgao
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Residuals versus Fitted

Fited values

Figura 9: Gréfico de residuos padronizados contra valores ajustados
do marcador CA15-3.

Normal Q-Q

Standardized residuals

Figura 10: Q-Q plot of the CA15-3 longitudinal model.

anterior. Isso traduz-se em valores diferentes entre as estimativas
dos parametros do modelo de sobrevivéncia independente e as ob-
tidas para o modelo de sobrevivéncia que considera apenas os 534
pacientes.

No entanto, uma comparagao entre as covariaveis que tém efeito sig-
nificativo no processo de sobrevivéncia do modelo conjunto e as que
tém efeito na andlise de sobrevivéncia separada é pertinente. Cova-
ridveis, tais como triplo negativo (sim contra nao), estadio (0 ouI ou
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IT contra IIT ou IV) e envolvimento dos nédulos linfdticos regionais
(Nx ou NO ou N1 contra N2 ou N3) mantém o seu efeito significa-
tivo na sobrevivéncia dos pacientes. Apesar de que o envolvimento
dos nédulos linfaticos regionais apenas tinha mostrado efeito signi-
ficativo quando se considera truncatura a esquerda no modelo de
sobrevivéncia. A covarigvel grau de diferenciacao do tumor (Gx ou
G1 contra G2 contra G3) tem um efeito significativo marginal sobre
a sobrevivéncia do paciente para o modelo ajustado com o pacote
joineR, mas um efeito claramente significativo no modelo ajustado
com o pacote JM. Ao contrario, a idade ao momento do diagndstico
(categorizada em < 44 anos de idade contra > 44 anos de idade) néao
apresenta um efeito significativo na sobrevivéncia dos pacientes para
ambos os modelos conjuntos ajustados. No entanto, este resultado
também pode estar associado pelo facto de que o efeito do tempo
ja é explicado pela progressao longitudinal do marcador tumoral no
tempo.

E importante referir que as diferengas entre as estimativas obtidas
para o processo de sobrevivéncia por ambos os pacotes é justificavel
pela forma como estes incorporam o efeito da varidvel longitudinal
no processo de sobrevivéncia.

As diferengas na estrutura de correlagdo consideradas no modelo
longitudinal ajustado na andlise separada e o modelo longitudinal
incorporado na modelagao conjunta explicam as diferencas entre as
estimativas dos parametros de regressao para o processo longitudi-
nal. De facto, covaridveis como a idade no momento do diagnéstico,
invasdo vascular venosa (sim contra nao) mantém o seu efeito signi-
ficativo nos valores iniciais da progressao linear do valor log CA15-3
dizer. No entanto, as covaridveis ki.67 (baixo contra alto) e estadio
(0 ou I ou IT contra IIT ou IV) ndo apresentam um efeito significa-
tivo sobre o processo longitudinal para ambos os modelos conjuntos
considerados.

Para o modelo conjunto obtido com o pacote JM, a significancia
do parametro de associa¢do « (p — valor < 0.0001) no processo de
sobrevivéncia realca a necessidade de se considerar uma modelacao
conjunta dos dados. Esta ligacao significativa confirma a relagao en-
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tre os processos longitudinal e sobrevivéncia. Analogamente, para o
modelo conjunto ajustado com o pacote joineR, ambos os parame-
tros de associagdo, g e 71, s@o significativos (p — valor < 0.0001)
no processo de sobrevivéncia. O que confirma a necessidade de con-
siderar uma modelacao conjunta dos dados em estudo.
Relativamente aos resultados obtidos para o modelo conjunto ajus-
tado com o pacote JM, através da determinacao da razao de riscos
(RR), é evidente que os individuos com valores elevados de CA15-
3 (na escala logaritmica) tendem a ter uma pior probabilidade de
sobrevivéncia (RR = exp(1.1942) ~ 3.3).

No ambito das estimativas obtidas para o modelo conjunto ajustado
com o pacote joineR, através do célculo de razao de riscos, 7y indica
que individuos com valores iniciais de CA15-3 que s@o mais eleva-
dos do que a média da populagao tendem a ter pior probabilidade
de sobrevivéncia (RR = exp(1.1356) ~ 3.11). Analogamente, 7,
indica que os individuos que tém um maior aumento na progressao
média dos valores de CA15-3 tendem a ter pior probabilidade de
sobrevivéncia (RR = exp(1.0987) ~ 3.0).

A representagao grafica de residuos de CoxSnell (Figura 11), onde a
linha preta sélida indica a estimativa de KaplanMeier da fungao de
sobrevivéncia dos residuos (com as linhas a tracejado correspondem
os intervalos de 95% de confianga), e a linha a cinzento a funcao de
sobrevivéncia a distribuicao exponencial unitaria, sugere um ajuste
adequado do processo de sobrevivéncia no modelo conjunto.
Graficamente (Figuras 12 e 13) os pressupostos do modelo longi-
tudinal relativamente & homogeneidade das variancias dos erros de
medigao e na normalidade destes nao parece ser passivel de ser re-
jeitada.

5 Discussao
No presente trabalho propusemo-nos a realizar uma analise de dados

de cancro da mama de pacientes acompanhados e diagnosticados na
unidade de senologia do Hospital de Braga. Sendo que os dados re-
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Survival Function of Cox—Snell Residuals

Survival Probability

T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

Cox-Snell Residuals

Figura 11: Sobreposicao as estimativas de KaplanMeier da funcao
de sobrevivéncia dos residuos e da funcao de sobrevivéncia da dis-
tribuicao exponencial unitaria.

colhidos do sistema informatico do Hospital de Braga se trataram
de um conjunto de varidveis explicativas ao nivel do paciente e do
tumor, onde se incluiam medidas longitudinal de marcadores tumo-
rais, fez-se uso de métodos estatisticos no ambito da bioestatistica
para entender a progressao do cancro da mama nos pacientes deste
hospital.

Nestes incluem-se métodos de andlise de sobrevivéncia, em que o
evento de interesse é a morte por cancro da mama e o tempo, em
meses, € medido desde o diagndstico de tumor maligno até ao mo-
mento em que ocorre o evento (ou até ao final do estudo, neste caso
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Residuals versus Fitted

Fited values

Figura 12: Gréfico de residuos padronizados contra valores ajustados
do marcador CA15-3.

Normal Q-Q

‘Standardized residuals

Figura 13: QQ plot of the CA15-3 longitudinal model.

particular foi considerada a data de 30/11/2014). E, ainda, métodos
de analise longitudinal para compreender a progressao dos valores
do marcador tumoral CA15-3. No entanto, como estes dois proces-
sos podem estar associados, uma vez que valores de CA15-3 acima
do valor de referéncia de 37 U/ml sdo um sinal de alerta para uma
possivel recidiva do tumor (que poderd levar & morte por cancro da
mama), é importante modelar conjuntamente estes dois processos.
Ignorar uma possivel associacao podera levar, como varios autores
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apontam, a uma estimagao enviesada dos parametros de interesse.
Apés a realizacdo de andlises de sobrevivéncia e longitudinal se-
paradas procedeu-se a modelagao conjunta destes dois processos
para inferir quanto a associagao destes. Na analise de sobrevivén-
cia consideraram-se o modelo de riscos proporcionais de Cox [5] e
o modelo paramétrico flexivel de Royston-Parmar [25]. Para a and-
lise longitudinal consideraram-se modelos longitudinais com varias
estruturas de correlacao definidos por Diggle, Heagerty, Liang e Ze-
ger [9].

Da analise de sobrevivéncia individual resultaram como fatores de
risco, estatisticamente significativos, na probabilidade de sobrevivén-
cia dos pacientes em estudo, as seguintes covaridveis: triplo negativo
(sim contra nao), idade ao momento do diagndstico (categorizada em
< 44 anos de idade contra > 44 anos de idade), estadio (0 ou I ou IT
contra IIT ou IV), grau de diferenciacao do tumor (Gx ou G1 contra
G2 contra G3) e envolvimento dos nédulos linféticos regionais (Nx
ou NO ou N1 contra N2 ou N3). Constatou-se, ainda, que ignorar
uma truncatura a esquerda no conjunto de dados em andlise leva a
uma sobrestimagao das estimativas de sobrevivéncia.

Da analise longitudinal individual resultaram como fatores com efeito,
estatisticamente significativo, na progressao média dos valores do
marcador tumoral CA15-3, as seguintes covaridveis: idade ao diag-
nédstico, estadio (0 ou I ou IT contra III ou IV), imagens de invasao
vascular venosa (sim contra nao) e expressao do biomarcador Ki.67
(baixo contra alto). Foi, ainda, possivel constatar a existéncia de
efeitos aleatdrios ao nivel dos individuos e, simultaneamente, uma
correlagao serial exponencial que representa a variabilidade das me-
digoes dentro de um mesmo individuo e nao deve ser ignorada.

No entanto, modelando conjuntamente estes dois processos, ado-
tando a metodologia de efeitos aleatérios [29], resulta que a associa-
¢ao entre os processos longitudinal e de sobrevivéncia é significativa
sendo essencial o seu reconhecimento. Surgiram, tal como esperado,
diferencas nas estimativas dos parametros relativos ao processo lon-
gitudinal e de sobrevivéncia comparando com as obtidas nas andlises
individuais respetivas. Levando, inclusive, que covaridveis com efei-
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tos significativos em ambos os processos deixassem de o ter no mo-
delo conjunto. No processo de sobrevivéncia, a idade ao diagnéstico
deixou de ser um fator de risco na probabilidade de sobrevivéncia
destes pacientes e no processo longitudinal as covariaveis estadio e
ki.67 deixaram de ter efeito significativo na progressao média dos
valores de CA15-3.

Dos modelos conjuntos considerados demonstra-se, ainda, que os in-
dividuos com valores elevados do marcador tumoral CA15-3 tendem
a ter um risco mais elevado de morte por cancro da mama.

Da presente andlise ressalta a necessidade de se modelar conjun-
tamente dados médicos como os considerados neste estudo, onde
se tem acesso a dados de sobrevivéncia e longitudinais, de modo
a obterem-se estimativas mais crediveis e uma percecao adequada
do processo inerente a uma doenga tao complexa como o cancro da
mama. Ainda, uma andlise desta natureza nao seria possivel sem
o acesso a dados especificos a nivel do paciente e do tumor o que
realga a importancia no investimento continuo em estudos epidemi-
olégicos implementados, por exemplo, nas unidades de senologia dos
hospitais.

Como trabalho futuro tenciona-se incorporar modelos de cura na mo-
delacao conjunta, modelagao conjunta de dados longitudinais multi-
variados (onde se consideram ambos os marcadores CEA e CA15-3
num mesmo modelo) e de sobrevivéncia e, ainda, o desenvolvimento
de modelos de previsao individual.
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Resumo: Neste trabalho introduzimos um novo estimador do in-
dice de valores extremos positivo, que resulta da redugao de viés do
cldssico estimador de Hill. As propriedades assintdticas deste novo
estimador sao estudadas sob a validade duma condicao de variagao
regular de terceira ordem e assumindo que os parametros de segunda
ordem sao conhecidos. Usamos também o método de simulagao de
Monte Carlo para analisar o comportamento do novo estimador para
amostras de dimensao finita.

1 Introducao

Sejam X1, Xo, ..., X,, varidveis aleatérias (v.a.’s) independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d) de um modelo F, cuja ordenagao
ascendente resulta nas v.a.’s (X1., < Xo.,, < ... < X,,.,,), denomina-
das estatisticas ordinais crescentes. Vamos assumir que F' pertence
ao dominio de atragao para maximos de uma funcao de distribuicao
G, isto é, que existem sequéncias de constantes normalizadoras a,, e



74 Cabral et al.

b, > 0 tais que P((Xpn.n — an)/bp < x) = F™(a, + byx) — G(x)

em todos os pontos de continuidade de G e escrevemos F € D(G).
Caso G seja uma funcao de distribuigao nao degenerada, G é a dis-
tribuicao de valores extremos G¢(x) = exp{—(1 + fsc);l/&}, £eR,
x4+ = max(z,0). O pardmetro de forma £ é usualmente conhecido
por indice de valores extremos e é o parametro que pretendemos
estimar. Esta distribuigao representa de modo unificado as trés pos-
siveis distribuigbes limite max-estdveis: Weibull (¢ < 0), Gumbel
(£ = 0) ou Fréchet (£ > 0). Neste trabalho, admitimos ainda que F
¢ um modelo de cauda pesada, ou seja, que F' € D(G¢) com £ > 0.
Seja U(t) = F<(1—1/t), t 2 1, com F*(t) = inf{z : F(x) > t}
a inversa generalizada de F'. A condicao necessaria e suficiente que
garante a convergéncia do maximo normalizado para G¢, £ > 0, é que
U € RVg, onde RV, denota a classe das funcoes de variagao regular
em infinito de indice «, isto é, a classe das fungdes mensurdveis

positivas f(.) tais que f(tz)/f(t) = xz, Vx> 0, ([6]).

1.1 Estimacgao do indice de valores extremos

Nos modelos de cauda pesada, o estimador de Hill [12]

n 2 ln
kZl Snoibln g —1,2,...,n—1, (1)

nkn

é uma das principais referéncias sobre a estimagao do parametro &.
Este estimador é consistente caso F' € D(G¢) com § > 0 e k re-
presente uma sequéncia intermédia, isto é, uma sequéncia de valores
inteiros (1 < k < n — 1) tal que:

k=k,— o0 e k/n—0, n— oo (2)

Para obtermos a distribuicdo limite de £ (k), necessitamos de as-
sumir a validade da seguinte condigao de segunda ordem, relativa a
velocidade de convergéncia de U(tz)/U(t) para xf,

InU(tx) —InU(t) —{lne  2f -1

lim 20 == Vo> 0 (3)
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onde p < 0 é um parametro de forma de segunda ordem que mede a
velocidade de convergéncia. Quanto maior for o valor de |p|, maior
serd essa velocidade. A funcao A(t) é de sinal constante para valores
elevados de t, verificando |A(t)| € RV, [5]. Se p = 0, consideramos o
prolongamento por continuidade =1 = In z. Neste trabalho, vamos
considerar a parametrizagdo A(t) = 0t com [ # 0 pardmetro de
“escala” de segunda ordem e p < 0.

Se as condigoes (2) e (3) forem satisfeitas, o estimador de Hill possui
a seguinte representacao assintética em distribuigao

VEE W -0 Lez+ VAW oy

onde Zj = Zle(Ei —1)/Vk é assintoticamente normal padrao e
FE;,i=1,2,...,k é uma sucessao de v.a.’s exponenciais unitarias
independentes. Este estimador apresenta usualmente um viés assin-
tético acentuado quando k aumenta. A redugao do viés de éH (k),
em (1), e de outros estimadores cldssicos tem sido um tema relevante
na literatura recente (ver [1] e suas referéncias). Os primeiros esti-
madores de viés reduzido tinham sempre o usual “trade-oft” entre a
variancia e o viés. O “trade-off” anteriormente referido foi ultrapas-
sado com a introducdo de estimadores MVRB (do inglés “minimum
variance reduced bias”). Nestes estimadores o termo dominante do
viés do estimador de Hill, A(n/k)/(1—p) = £B(n/k)?/(1 — p) é
estimado e removido, sem alterar o valor da sua variancia assinto-
tica. O estimador MVRB mais simples foi introduzido em [2]. Este
estimador, denotado CH (do inglés “Corrected Hill”) é dado por

SCH (1 _ fH _ B n ’3) _ _
E9H (k) = € (k)(l = (k) . k=1,2,...,n—1. (5
Os estimadores habitualmente usados para estimar p e § sao aque-
les que foram introduzidos em [4] e [7], respectivamente. Podemos
encontrar algoritmos para a estimagao de (p, 5) em [8], entre outros.
Apesar de fg? (k) resultar da redugdo do termo dominante do viés
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assintotico do estimador de Hill, este estimador é muitas vezes envi-
esado para valores de k mais elevados (ver, por exemplo, a aplicagao
a dados reais em [9]). O viés é usualmente positivo. Para remover,
eventualmente de modo mais adequado, o viés de £ (k), introduzi-
mos o denominado estimador NCH (do inglés “new corrected Hill”)
com a expressao funcional

ENCH (1) = €9 (k) (2 _ e%(%)é> . k=1,2....n—1. (6

3 5 B (n\P
Note que d; = 1 — 1&3 (%)p edy =2 — e?ﬁ(?) sao equivalentes
até a segunda ordem e, para amostras de dimensao finita, temos
do < dj se 3 > (0. Para avaliar a potencial redugao de viés dos esti-
madores introduzidos em (5) e (6), vamos considerar neste trabalho

os parametros p e 3 conhecidos e usar a notagao

EM(k)=E50 (k) e ENCH(R) = R0 (R). (7)

As propriedades do estimador NCH estéo a ser estudadas pelos au-
tores e serao apresentadas e discutidas em trabalho futuro.

1.2 Conteudo do trabalho

Na secao 2 apresentamos as propriedades e distribuigoes assintoticas
dos estimadores do indice positivo de valores extremos, £, apresen-
tados em (7), sob uma condigao de terceira ordem, dando énfase ao
estimador NCH. Seguidamente, na mesma secao, fazemos a compa-
racdo, em niveis étimos, entre os estimadores ECH(k:) e ENCH(k).
Terminamos apresentando na secao 3 um estudo de simulagao de
Monte Carlo para obter o comportamento dos estimadores em es-
tudo para amostras de dimensao finita dos modelos Fréchet e Burr.
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2 Propriedades assintéticas

2.1 Resultados para niveis intermédios

Para obter mais informacao acerca do viés dos estimadores em es-
tudo, vamos impor a validade da seguinte condicao de terceira or-
dem: existe uma funcdo B(t) que mede a velocidade de convergéncia
de (3) tal que, para todo o z > 0,
InU(tz)—InU(t)—€Inx P_1 ’
() A(t)() -5 xzPtr —1

li = , 8
o B(t) p+p ®

onde p’ < 0 é um pardmetro de terceira ordem e |B(t)| € RV,.
Vamos ainda assumir que A(t) = £5tP, B(t) = Bt com 3, # 0,
e p,p’ <0, todos estes parametros de valor conhecido.

Enunciamos primeiro a seguinte proposicao que apresenta a repre-
sentacio assintética dos estimadores €7 (k) e E9H (k), em (1) e (7),
respetivamente. A demonstragdo pode ser consultada em [10].

Proposigao 2.1 Consideremos que sao vdlidas as condigoes (2) e
(8) e que conhecemos os valores dos parametros de segunda ordem
p e B. Entdo, podemos assegurar as sequintes representagoes em
distribuicao

VEET (k) — €) £ €2, + YA o SRAGDBO/D (1 4 (1))

e

VE(ET (k) — ) L €2, + (VRAQIBOE _ JEEOGE) (1 4 0,(1)),

onde Zy, € a v.a. introduzida em (4).

Observacgao 2.2 Podemos concluir que quando VEA(n/k) — Ay,
finito, ndo necessariamente nulo, V(€7 (k) — &) e VE(ECH (k) — €)
tém assintoticamente distribui¢ao normal de valor médio A1 /(1 — p)

e 0, respetivamente, e varidncia 2. Se adicionalmente conside-
rarmos valores de k tais que A\ = oo, VkA(n/k)B(n/k) — Ay e
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VEA2(n/k) — X3, ambos finitos, VE(ECH (k) =€) ¢ assintoticamente
normal com valor médio A2/ (1 —p—p') —X3/(£(1—p)?) e varidncia

&.

O comportamento assintético do novo estimador éV9H (k), em (7),
é enunciado num contexto de terceira ordem na seguinte proposigao.

Proposigao 2.3 Nas condi¢oes da Proposicao 2.1, o novo estima-
dor ENCH (k) possui a sequinte representacdo distribucional assinto-
tica:

2 d A(n n A2%(n
VE(ENH(k) — ) L e 7+ (LARMBEI _ NELOB) (11, (1))

onde Zj € uma sucessao de v.a.’s assintoticamente normais padrao.

Dem.: Usando a parameterizacao A(n/k) = £6(n/k)? e a aproxima-
¢ao: e* =14z + ‘”—22 +o(2?), quando x — 0, temos

B(n/k)* A(n/k) 5
9o T —g_ ety =1 Al/k) ’i("/k)z
§(1—p) 282(1-p)

Depois, usando o resultado da Proposicao 2.1,
: d : A(n/k A(n/k)\?
ey L ¢ [1- el - 5 (528) 1+ 0,0)

A(n/k)B(n/k) _ 3A%(n/k)
&+ %Zk + ( SerEra 25(1:3)2) (1+0,(1)).

(1+0(1)).

[la

Consequentemente, podemos obter o resultado pretendido. |

Como consequéncia das duas proposi¢oes anteriores, verificamos que
os trés estimadores do indice de valores extremos, definidos em (1)
e (7), tém a mesma varidncia assintética. Relativamente ao viés,
verificamos que o termo dominante do viés assintético dos estima-
dores NCH e CH é de ordem inferior a A(n/k). Consequentemente,
ENCH (k) e £9H (k) sdo estimadores MVRB de £, Temos também
ENCH () — €M (k) £ —A2(n/k)(1 + 0,(1))/(2£(1 — p)?), um resul-
tado 1til quando o viés dos dois estimadores tem o mesmo sinal.
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2.2 Comparagao assintética em niveis 6timos

Nesta subsegao, vamos comparar assintoticamente o estimador NCH
com o estimador CH, nos respetivos niveis étimos. A comparagao
serd feita de modo similar & comparagdo em [11] para estimadores
cldssicos e em [3] para estimadores de viés reduzido. Aqui conside-
ramos modelos de cauda pesada que verificam (8), com p = p’ < 0,
A(t) = €0t e B(t) = 8'tP = CA(t) /&, com ¢ = §'/8. Estas condi-
¢oes sao verificadas por vérios modelos de cauda pesada ([3]). Men-
cionamos, por exemplo, os modelos

e Fréchet, com funcio de distribuicao F(x) = exp(—x~/¢), x >
0,6>0 () =p=-1,8=05¢e 5 =5/6);

e Burr com funcao de distribuicio F(z) = 1 — (1 + z=#/&)1/e,
£20,£>0,p<0 (f=p<0epf=p=1)

e t de Student, t,, com v € RT graus de liberdade. Os para-
metros &, p, p’ e ( sdo dados por £ = 1/v, p =p=-2/ve
(=p/8=02+4v+2)/((v+1)(v+4)) € (05,1).

Vamos denotar por & *(k) um qualquer dos dois estimadores MVRB
em (7). Entdo temos

Oe

Vi

onde Zj, é a sucessdo de varidveis aleatérias introduzida em (4). A
variancia e o viés assintético do estimador £°(k) sao dados por o2 /k
e be A%(n/k), respetivamente. O erro quadratico médio assintético
(AMSE) é entiio dado por AMSE[£® (k)] = 02/k + b2A*(n/k). Con-
siderando dois estimadores £ (k) e £® (k) para os quais é valida
a representacdo em (9), calculados nos respetivos niveis éptimos,
k(()j) = argm}jnAMSE[f(j)(k)], e a notagao féj) = é(j)(kéj)), ji=12,

a eficiencia relativa assintética, ARE (do inglés “Asymptotic Rela-

)L et T8 7 1 baA2(n/k) (1 + 0,(1), 9)

tive Efficiency”), de fél) relativamente a 562) é obtida através do
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1
—4 1—4
09 L ’
g1 ’

Quanto maior for o valor de ARFEj3, melhor é o estimador éél).

seguinte indicador ([3]):

ba

ARE1|2 = AREé(()l)lél(f) = a

Para os estimadores em estudo, ooy = onycg =&, beg = g(%@) —

ﬁ ebycn = 5(15%) - 25(137;;)2‘ Consequentemente,

2((1— p)2 — 2(1 — 2p) H =5
2¢(1 = p)? = 3(1 - 2p) '
Para o modelo Fréchet, a eficiéncia relativa assintética ¢ ARExcpicr =

ARENcH|cH = H

1.11, o que significa que, para este modelo, o estimador éNCH(k) é
assintoticamente mais eficiente do que o estimador fCH (k), no respe-
tivo nivel 6timo. Relativamente ao modelo Burr, o valor do indicador
ARENcH|cn € superior a 1 se e s6 se p < —0.809. Para o modelo ¢
de Student temos AREncrjcr > 1se esése 0 <v<1.02.

3 Estudo de Simulacao

3.1 Metodologia e resultados

Nesta segao apresentamos um estudo de simulacao para analisar o
comportamento dos estimadores, £H, £9H ¢ éNCH Qg resultados
baseiam-se em 1000 amostras de dimensao n, para diferentes valores
de n, dos modelos Fréchet com ¢ = 0.5 e Burr com £ = 0.5 e p =
—1 e —0.5. Determinamos, para cada amostra de dimensao n, as
estimativas é,'(k), k=1,2,...,.n—1,41 = 1,2,...,1000, que nos
permitiram obter estimativas do valor médio (E) e da raiz quadrada
do erro quadrético médio (RMSE) dados por

1000 2o ) 1000 A.. .
Bem=Y 0 o pusaim)=, Y SO g

1=
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Apresentamos nas Figuras 1, 2 e 3 os valores simulados de E[£*(k)]
e RMSE[¢*(k)] em (10), para amostras de dimensdo n = 1000 dos
modelos em estudo. Com base nos valores dados por (10), determi-
némos k$ = arg min, RMSE[£*(k))] com o qual obtivemos

E[§] = B[ (k)] e RMSE[) = RMSE[E (k). (11)

Na Tabela 1 apresentamos os valores dos indicadores dados em (11),
para varias dimensoes de amostras e os modelos e valores de para-
metros usados nas figuras.

3.2 Conclusoes

Analisando os graficos e as tabelas, observamos que para os modelos
Fréchet e Burr, em todas as dimensoes de amostras consideradas, os
valores médios simulados dos estimadores CH e NCH, no nivel 6timo,
estao mais préoximas do verdadeiro valor de £ do que os valores mé-
dios simulados do estimador de Hill no seu nivel 6timo. No entanto,
para os modelos Fréchet com £ = 0.5 e Burr com (£, p) = (0.5, — 1),
em todas as dimensoes de amostras consideradas, os valores médios
simulados do estimador NCH, no nivel 6timo, s@o os que se encon-
tram mais préximos do verdadeiro valor de £. O mesmo nao acontece
para o modelo Burr com (&, p) = (0.5, — 0.5) onde o estimador CH
apresenta o melhor valor médio simulado.

Relativamente ao RMSE, no nivel 6timo, o estimador NCH apresenta
o menor valor, comparativamente com o RMSE dos estimadores de
Hill e CH nos modelos Fréchet com & = 0.5 e Burr com (&, p) =
(0.5, —1). A excegao é no modelo Burr com (¢, p) = (0.5, — 0.5).
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Figura 1: Valores médios (esquerda) e RMSE (direita) simulados para
amostras de dimensao n = 1000 do modelo Fréchet com & = 0.5.
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Figura 2: Valores médios (esquerda) e RMSE (direita) simulados para
amostras de dimenséo n = 1000 do modelo Burr com (&, p) = (0.5, — 1).
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Figura 3: Valores médios (esquerda) e RMSE (direita) simulados para
amostras de dimensao n = 1000 do modelo Burr com (&, p) = (0.5, — 0.5).
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Tabela 1: Estimativas do valor esperado, no nivel 6timo, dos esti-
madores do indice de valores extremos, £ (k), £ (k) e ENCH ().

Fréchet £ = 0.5 (p=—1, 8 =0.5)

n 100 200 500 1000 2000 5000 10000
el 0.560 0.538 0.533 0.527 0.521  0.514  0.512

SH 1 0526 0522 0515 0511  0.509  0.506  0.505
(NCH | 0,519 0.518 0.514 0.510 0.508 0.505 0.504
Burr £ =05,p=-1(8=1)

el 0.570  0.543  0.542 0.527 0.525 0.519 0.513
SH | 0528 0519 0516 0513  0.508  0.506  0.505
NCH 10.514 0.503 0.502 0.504 0.501 0.500 0.500
Burr £ = 0.5, p=—-0.5 (8 =1)

el 0.651 0.617 0.593 0.570 0.556  0.552  0.544
¢H | 0.534 0.530 0.519 0.519 0.513 0.509 0.507
NCH 10456  0.466 0.470 0.481  0.482  0.488  0.490

Tabela 2: Estimativas da raiz quadrada do erro quadréatico médio, no
nivel 6timo, dos estimadores do indice de valores extremos, £ (k),
£ (k) e ENCH (k).

Fréchet £ =0.5 (p=—1, 5 =0.5)

n 100 200 500 1000 2000 5000 10000

i 0.104  0.081  0.060 0.046 0.036 0.026 0.021

SH 1 0.069 0.051 0034 0.026 0.020 0.014 0.010

(NCH 170,066 0.048 0.032 0.024 0.018 0.013 0.010

Burr £ =0.5,p=-1(f=1)

i 0.131  0.103  0.074 0.057 0.045 0.033 0.026

[ 0.071  0.053  0.035 0.026 0.020 0.013 0.010

NCH 1 0.056 0.038 0.024 0.017 0.012 0.008 0.005

Burr £ =0.5, p=—-05(8=1)

3 0.238  0.187  0.141 0.116 0.093 0.073 0.062

(5 0.080 0.063 0.043 0.033 0.025 0.019 0.014

NCH 10.080 0.066 0.049 0.038 0.030 0.022  0.018
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Resumo: Estudamos um processo de variaveis inteiras que designa-
mos W—INARMA(1,1). Depois de provada a estacionaridade forte
do processo, estabelecemos o comportamento de independéncia as-
sintotica e de dependéncia local. Concluimos que a sucessao de mé-
ximos é atraida em distribuigdo para uma distribuicdo de Gumbel
discreta, quando a sucessao residual pertence a classe de Anderson.

1 Introducao

Dada uma varidvel aleatéria (v.a.) inteira X e n €]0,1[, Aly e Bouzar
[1] introduzem o operador aleatério @y, o qual faz corresponder ao
par (n,X) a varidvel operada n ©®y X =Y + Yo + -+ + Yx, onde
{Y;} é uma sucessdo de v.a.’s i.i.d., independente de X, com fungao
geradora de probabilidades (f.g.p.) P:(z), t = —Inn, pertencente a
uma familia especifica. Nomeadamente, ¥; terd de verificar

\Ilt1+t2(z) = \Ilh (q}t2(z))7 |Z| <ry

com ¥(0) # 0, isto é, P(Y = 0) > 0. Neste trabalho ry re-
presenta o raio de convergéncia da f.g.p. da v.a. Y. A solugdo
geral desta equagao funcional é (para além da funcdo identidade)
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U, (z) = g~ 1(g(z) £ ), onde g é uma funcio estritamente crescente.
Em particular temos a familia de f.g.p.
e 0t (1 — 2) 20

_ _ =1 < —— )
0+ 2(1—eP)(1—2) S T

vz =1-

comt > 0,0 € 01]ef =1—-6. Se § = 0 entdo \I’EO)(Z) =
1—e~t4e7 !z, caso em que as v.a.’s Y; possuem lei de Bernoulli. Neste
caso particular ®y coincide com o operador aleatério binomial, intro-
duzido por van Harn et al. [4], aqui denotado por %, e bem conhecido
nestes contextos. Aly e Bouzar [1] estudam o processo W-INAR(1)
descrito pela equagéo X,, = nOy X,,—1+€,,0onde 0 < < le{e,}é
uma sucessao de v.a.’s inteiras i.i.d., independentes das variaveis Y;.
Em McKenzie [6] é introduzido o processo ARMA(1,1) geométrico
definido por X,, = 6+ Z,, + V,W,,_1, com W, =nxW,_1+U,Z,,
onde {Z,}, {U,} e {V,,} sdo sucessdes de v.a.’s i.i.d., {U,} e {V,,}
tém ambas distribuicdo de Bernoulli (com parametros 1 —ne 1 — 3,
respetivamente) e Wy é independente de todas as outras v.a.’s.
Neste trabalho consideramos uma extensao do modelo de McKenzie
na forma

Xn = B Ow Zn + Vanfla onde Wn =n Ow anl + UnZn7

com {Z,}, {U,} e {V,,} sob as mesmas hipdteses, a que chama-
mos processo W-INARMA(1,1). Depois de provarmos a estacio-
naridade forte do processo, validamos o comportamento de inde-
pendéncia assintdtica e de dependéncia local induzido pelas condi-
¢oes Dy, (un) e Dy (uy), introduzidas em Temido e Canto e Castro
[8], onde {k,} é uma sucessdo de inteiros nao decrescente tal que
kn+1/kn — 17> 1,1 — +00.

Recordemos tais condigbes. Seja {k,} uma sucessdo crescente de
inteiros positivos e {u,} uma sucessao de reais. A sucessdo {X,}
verifica Dy, (uy,) se, para quaisquer inteiros 1 < i1 < ... < ip < ji1 <
o < Jg < kp, com 1 —ip >y e Aj i={X; <up}, se tem

|P( Moy Ai,, 021 Ay,) — P(NSZ) Ai ) P(NE Ly AjL)

S Oén,Zna
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onde lim e, =0, para alguma sucessao ¢, = o, (k).

n—-4o0o
Temido e Canto e Castro [8] provam que sob Dy, (uy) o limite em
distribuicio do méximo My, = max(X1,Xs,...,Xx, ), se existir, é

max-semiestdvel. Mais, a condigdo D}, (u,), ocorre se existir uma
sucessao de inteiros positivos {s,} tal que k, /s, — +00, span,1, —

Oe
[kn/sn]

lim k, P (X1 > up, Xj >u,) =0.

n—-+oo =
Estas condigoes sao adaptagoes das conhecidas condicoes de Lead-
better et al. [5] ao contexto de max-semiestabilidade.
Como se espera, sob Dy, (un) e D) (un), as sucessdes {P(My, <
x4 b))} e {FE(x + by)}, quando convergentes, possuem o mesmo
limite. Quanto & distribuicao marginal do processo, assumimos que
{Z,} pertence & classe de Anderson [2], isto é, & classe das f.d.’s
F que verificam (1 — F(n —1))/(1 — F(n)) - r > 1, n — +oc.
Em particular, perante a necessidade de recorrer a resultados de
Hall [3], consideramos a subclasse da classe de Anderson constituida
pelas f.d.’s que satisfazem

1—F(z) ~ A[2)5r7 Bl 2 5 400,

onde £ € R, A > 0er > 1, aqual serd denotada por C4(r). Sob
esta hipdtese, provamos que o mesmo sucede com {W,} e {X,}.
Acrescente-se que em Temido [7] se prova que se {Z,} pertence &
classe de Anderson, entdao { F&" (z+b,)} converge para a f.d Gumbel
discreta, G(z) = exp(—rz[z]), z eR.

Estabelecidos estes resultados, concluimos que a sucessao de mé-
ximos do processo U-INARMA (1,1) é atraida em distribuigdo para
uma distribuicao de Gumbel discreta.

2 Propriedades da variavel operada

Nesta seccao caracterizamos a f.g.p. F,e,z, assumindo que a f.g.p.
¥,, associada ao operador aleatorio ®y, possui raio de convergéncia
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superior a 1. Consideremos a féormula de Taylor de ordem 2 numa
vizinhanca do ponto s = 1, Uy (s) = U, (1) 4+ ¥, (1)(s—1) + ‘PtT(ﬁ)(sf
D2 =1+ EY)(s—1)+ 2P (s —1)2 onde |9 — 1] < |s — 1] e

¥ := ¥(s). Considerando h = s — 1 e £ := thTw), obtemos ainda
U, (1+h) =1+ EY)h+&h? =1+ E(Y)f(h), com f(h) = h(1 +
¢h/E(Y)). Em Aly e Bouzar [1] é estabelecido que E(Y) = n’¥,
com 6y = —In W (1), tendo-se E(n Oy Z) = n°* E(Z).

Lema 2.1 Consideremos a varidvel aleatoria operada X =nOg Z
e admitamos que Pz tem raio de convergéncia rz > 1.

1. Se 1+ E(Y)f(h) <rgz, entdo
(a) Px(14+h) = Pz(¥(1+h)) =14+ EY)E(Z)h(1+0n(1)),
h —0;
(b) Px(1+h) < (1+C1E(Y)f(Rh))? onde Cy é uma constante
dependente de rz e de E(Z) e h <1 —rz.

2. Tem-se BE((1+h)nOvZ+tm0vZ) — Pz(1+(771U2)6\Pf1(h)f2(h)+

2 f1(h) + 03" f2(h)), com fi(h) = h(1 + en/EY ")), i €
{12}, e 14 (mn2)® fr(h) fo(h) + 0¥ fr(R) + nd¥ f2(h) < rz.

Dem.: 1. (a) Com efeito
Px(1+h) = BE((1+h)%)=BE(E(1+n)7%|2)

k
= Y J[E+n)")PZ=k)

keSzi=1

= > (w1 +h)PZ=k) (1)

keSz

- E [(\I/t(l + h))Z} = Pz(V(1+ h)),
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onde
+o00o
S (W4 PZ=k =) (1+EY)f(h)" P(Z=k)
keSz k=1
“+oo
=1+ EY)f(h)P(Z=1)+ Z(l +kEXY)f(h)P(Z =k)
+oco k k:2_
+> > CHEN)f(h) P(Z =k) (2)
k=2 j=2
+oo k
1+ B SWEZ) + 3 3 CHEN) (W) P(Z = §)
k=2 j=2
Por outro lado, como C¥,, Rkl k=2 htemos

T GG Vi
i CHEY)f(h)Y = (B(Y)f(h))? Z Cha (B(Y)f(h))
< (B(Y)f(h)* ;5 (1+ E(Y)f(h)*2,
pelo que a série em (2) nao excede
(E(Y)f(h))? f B+ EY) ) 2 P(Z=k) (3)

o que, pelo critério de D’Alembert para séries numéri-
cas positivas, representa uma série convergente pois 1 +
E(Y)f(h) < rz. Finalmente, devido a (1), (2) e (3),
decorre
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5SS CHEY) )Y P(Z = k)
0< k=2 j=2
< BV E2) [ (h)
(E(Y)f(R)? :ff K2 (1+ B(Y) (1) 2 P(Z = k)
S =2

E(Y)E(Z)f(h)
<Cif(h) >0, h—0%,
onde C representa uma constante positiva. Como f(h) ~
h, h — 07, concluimos a prova.

(b) Como a série em (3) é convergente temos que Px (1+h) <
1+ E(Y)E(Z)f(h)+C(EY) f(h)? < (1+CLE(Y) f(h))?,
onde C; = max{v/C/E(Z),1}.

2. Assumido as duas sucessoes de contagem {Yj(l)} e {Yj(2)} in-
dependentes, vem

E((1+4 h)ym@vZtmovs) = B (E ((1+ h)mOvZmOvZy ) 7)
= BB () B (1 102 2

= Z (U gy (14 D) (1, (14 1)) P P(Z = )

ZHm‘”fl Vel + 8% fo()EP(Z = k).

3 Estacionaridade forte do modelo

Uma vez que as f.g.p de W, ede U, Z,,, Pw, e Pyz, respectivamente,
verificam Py, (z) = Pw, _,(V¢(2))Puz(z), t = —Inn, n € N, admi-
tindo que a f.g.p. Wy(z) verifica Uy, (U4, (2)) = Uy, 14, (2), |2] < ry,
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o processo {W,} admite a representacao: W, =d r]k Ouv Wh_r +
Zi:ol ' Oy Up_iZn_i,¥n €N,V k > 1. Entdo, para n € N,

k=1
X, 280y Zy+V, (n’“ Ov Wp_1—k + Zni Ov UnliZn1i> .
i=0

Proposicao 3.1 Se E(Z) < oo, entdo a sucessio {X,} € estrita-
mente estaciondria.

Dem.: Recordemos que se {Q,} é uma sucessao de v.a.’s de média

+oo +oo
finita e ZE(|Qn|) é convergente entao a série ZQ" é quase certa-
n=1 n=1
+oo
mente absolutamente convergente. Como Z En Oy Up_iZpn_i) =
i=0
+o0 '
E(UZ) Zn“s‘l’ < 400, obtemos que WT(Lk) = 25;01 N Oy Un—iZn_i
i=0
' +oo )
Z% W) = an Ow Upn_iZ,_;. Por outro lado, devido ao facto de a
i=0
sucessao {U,, Z,} ser constituida por v.a.’s i.i.d., as f.g.p. dos vecto-
k k k k k k -
res ( 7(L ),Wr(bﬁl,...,Wr(lﬁt) e (W7§43£7W75J21+2’-~-7W7§+)t+2) sdo iguais,

para qualquer £ > 1, e assim {W,(l )} é estritamente estaciondria.
Sendo a convergéncia q.c. de um vector equivalente a convergén-
cia q.c. das margens, provamos que estes dois vectores conver-

! ’ ’ ’ ! ’
gem q.c. para (W, W, 1,..W, ) e (W, oW, 1 s W)
Como a convergéncia g.c. implica a convergéncia em distribuicao
e o limite ¢ tinico, concluimos que os vectores (W), W, ,,....W/ ) e
!/ ! ! = : 3
W oW i1ger-W)114e) 580 i.d.. Atendendo ainda a que se tem
+o0
q.c. , d i
n* Op Wi_k 7)0, concluimos que W,, = E N Oy Up_iZp_; bem

=0
—+oo

como X, 28 Oy Zn + Ve 311" ©u Up-1-iZn-1-4, n € N, devido &
=0
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independéncia das sucessoes {Z,} e {V;,}. Fica provado que {W,,}
e {X,} sdo estritamente estacionérias. |

4 Distribuicao limite do maximo

Comecemos por caracterizar a cauda das margens do processo em
estudo. O seguinte lema, devido a Hall [3], é um resultado funda-
mental para este trabalho.

Proposicao 4.1 (/3]) Sejam Y1 e Ys duas v.a.’s independentes. Se
Y1 € Calry,) e Ya tem fg.p. finita para algum r > ry,, entdo
Y] + Yy € Cu(ry,), com A substituido por AE((ry,)¥?).

Lema 4.2 (Cauda da sucessio) Se as margens de {Z,} pertencem
a Ca(rz), entao Fx, pertence ¢ mesma classe com

P(X, > 2) ~ A28, 2 5 oo,

com A' = AE (W_ 1 (rz))?) B(rer 7 OvUnmimiZumizs

Dem.: Uma vez que se tem X, =%V, Zf:f ni OuwUn_1-iZp_1-; +
B Ow Zn + VnUnflznfl € VnUnflznfl € C.A(TZ)a ha que provar
que 8Oy Zn + Vo S50 Ow Un—1—iZn—1—i tem f.g.p. finita, para
algum s > rz, e aplicar o Lema 4.1. Escolha-se M > 1 tal que para
i>M,1+n""f(h) <7z <1+ h. Com efeito, usando o Lema 2.1,
temos

+oo
H E ((1 + h)771®\IIU71,—1—7,Zn—1—7‘,)
i=M
s ; 2 = , 9
< H (1+Cin™* f(h))” < exp <Z In (14 C1n™ f(h)) )
i=M i=M

+o00
< exp (Z QClni‘;‘”f(h)> < +o0.

=M
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Como B Oy Z, também tem f.g.p. finita, o Lema 4.1 estabelece a
conclusdo. |

Teorema 4.3 Se Z € C4(rz), entdo existem b, e ky tais que a su-
cessdo estaciondria { X, } verifica Dy, (z+by) e D}, (z+by), tendo-se

P(My, <z+b,) — exp(—rgm)m — 4oo,Vz eR.

Dem.: Consideremos os inteiros ¢1,...,ip,j1,..,jq como na definicao
. b1

de Dy, (z+by). Seja XF = B0y Z;+V; X0 i O Uj1-iZj-1-4

e usemos as notagoes A; := {X; <wu,} e AF = {X < u,}. Como

Aj C Af e (X7, X[ ) e (X],....,X] ) sdo independentes, temos,

com g, >¢ >0,

P (N Ai,, Ny Aj,) S P (N A7) P (N2, 43,)
<P (mZS):l{Xis <upten)) P (mgzl{th <up +eén}) (4)
30, P (Vi oI55, 0 00 UiZoi > )

onde, pela desigualdade de Markov, o ltimo termo nao excede

:r:ogon n' Oy Ufizfi) Ky mPuts
=3(1-B)EUZ)

En en 1—ndv’

3(1—=B)kn - (

Com 4, = (kn)®, a €]0,1], obtemos &= pvfn —s 0,n — +o0. A
desigualdade contraria de (4) obtém-se similarmente.

Para provar que D;Cn (uy) ocorre, comecemos por dividir o somatdrio
da respectiva deﬁni(jéo em duas parcelas de acordo com j < 7, — 1
€ j >y, Uma vez que X; < X;|{V; =1}, j > 1, obtemos

X1+ X;<Tj =80y Z1 +B0w Zj + 1772 0y U1 Z1+

j—2 I
3 g Op UpniZimi+ > (1 0w UsiZoi + 0 g UoiZ_y).
i=1 =0

Entao, pela desigualdade de Markov, decorre
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’Yn_l
kn, Z P(X1 > ’U,n,Xj > ’U,n)
j=1

< kn'}/n max; P(Xl + Xj > QUn) (5)
< knvn max; P(TJ > 2un)
< kpYn(1+ h) =24 max; E((1+ h)T3),h > 0,

onde
E((1+h)") = Pz(¥_1np(1+h))x
j—2
X Pg(U_1np(1+ D)W _ 12 (14 1) [[ Pz (91— (14 1))
=1
“+o0
< [T Poz (9 npies— (14 B)W_ 4y i (1 + 1)) .
=0

Provamos apenas a convergéncia do tltimo produtério, dada a simi-
litude da convergéncia dos outros factores. Seja @ = 7°%. Considere-
mos h tal que W_ 1, pi+i—1 (L+A)W_ i (L+h) = 14602971 f2(h) +
0'(1 + 67=1) f(h) < rz. Replicando os argumentos de Hall [3] (pag
372-373) e aplicando a propriedade 2 do Lema 2.1, obtemos

Pyz (\I/, Inpiti—1 (1 + h)\If,m i (1 + h))

=Pyz (1+ 0> f2(h) +0° (14 67"1) f(h))

< Puz (L+0'f(h)) (1 + C10'67 1 f(R)) (1 + C20%17 71 f2(h))

< (1 + C’39if(h))2 (1 + 019i9j_1f(h)) (1 + C292i+j_1f2(h)) ,
pelo que

—+oo

H Pyy (\I’_lnni+j—1 (1 + h)\I/_ 11”71'(1 + h))
=0

+oo +oo
< exp <(203 +CLTTF(R)D 0"+ Cot T2 (R) Y 92’3>
=0

=0
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0 que é uniformemente limitado em j. Consideremos agora b, = n,
ko = (2603, 50 = k2], com a €]0,1 7o = [(22)4], com pu €
10,1, e (1 +h)? = TZ, com ¢ €]1,2[, de modo que p(l —a) < ¢ — 1.
Atendendo a (5), fica provado que a parcela correspondente a j <
vn — 1, tende para zero. Por outro lado, obtemos

kn/sn
b Y P(X1 > un, Xj > un)
J="n 5
S %P(Xl > un)P (ﬁ @\1/ Z] + Uj_lZJ_l
Tn
i 6
+Z77 Ow Uj_l_iZj—l—i > Up — 5) ( )
i=1
k2 = ;
+5=P Z N OuUj-1-iZj-1-i > ¢€
i=Yn+1

Uma vez que U;_1Z;_1 € CA( ), atendendo mais uma vez ao Lema
4.1, também SOy Z;4+U;_1Z;_1+ anQ\pUj 1—iZj—1—; pertence
a mesma classe. Entdo a primeira parcela do segundo membro de
(6) é majorada por rZ[x]rZ[m_E]/sn — 0, n — +4o00. Por outro
lado, a segunda parcela nao excede

ks B> %+1 7' Ow Uj—l—iZj—l—i) ka o
Sn € ~ spe(l1—-0)

— 0,

quando n — 400. |
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Resumo: Neste trabalho, analisam-se caracteristicas dos periodos
de ocupacio continua de sistemas oscilantes M~ /G/1/(n,a,b). Em
particular, estendem-se os resultados de Pacheco e Ribeiro [6] a siste-
mas oscilantes nao preemptivos, propondo um método para calcular
a duracao média de periodos de ocupacgao continua. Estes resultados
sdo combinados com os obtidos em Ferreira et al. [3] de forma a ava-
liar, para diferentes distribuicoes de servico e de tamanho do grupo,
a taxa de perdas de clientes em ciclos de ocupacao e a probabilidade
de bloqueio a longo prazo destes sistemas.

1 Introducao

Os sistemas oscilantes M~ /G/1/(n,a,b) sdo filas de espera de ca-
pacidade finita, n, a que os clientes chegam em grupos de tamanho
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aleatério segundo um processo de Poisson composto e sao servidos,
por ordem de chegada, por um unico servidor. Os tamanhos dos
grupos sao varidveis independentes e identicamente distribuidas a
variavel X, com funcao de probabilidade (f; = P(X =1));en, e mé-
dia finita f. A sucessao dos tamanhos dos grupos e dos tempos entre
chegadas sao independentes. Contudo, contrariamente ao usual nos
sistemas de filas de espera cldssicos, nestes sistemas os tempos de
servico dos clientes nao sao independentes entre si, oscilando entre
duas fases, 1 e 2, reagindo de uma forma dindmica a congestao do
sistema. Especificamente, a fase em que o sistema se encontra em
cada instante é determinada pela evolucao do ntmero de clientes
no sistema, de acordo com duas barreiras: a e b, 0 < a < b < n.
O sistema encontra-se na fase 1 quando estd vazio e continua nesta
fase até que o numero de clientes no sistema atinja ou ultrapasse a
barreira superior b. Apds esse instante, o sistema muda para a fase
2, permanecendo nesta fase até ao instante subsequente em que o
numero de clientes no sistema passe a ser menor ou igual a barreira
inferior a. Nesse instante o sistema passa de novo para a fase 1, e
assim sucessivamente.

A duracao de cada servigo é determinada pela fase em que o sis-
tema se encontra no instante em que se inicia o servico (sistema nao
preemptivo).

Os tempos de servico iniciados com o sistema a operar na fase 1 tém
duragao aleatdria S com distribuicdo A; e média ul_l, e 0s tempos
de servigo iniciados com o sistema a operar na fase 2 tém duracao
aleatéria S, com distribuigdo Ay e média g ! geralmente menor
que iy "

Assim, o estado do sistema em cada instante caracteriza-se a partir
do processo em tempo continuo, Y (¢) = (Y1(t),Ya2(t)), onde Yi(t)
denota o ntimero de clientes no sistema no instante ¢ e Ya(t) a fase
em que o sistema estd a operar nesse mesmo instante. O processo
(Y(t))i1>0 tem espago de estados

EMab) — 1(i1):0<i<b—1}U{(i,2) :a+1<i<n}

e é um processo regenerativo markoviano (ver, e.g., [4]) associado &
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sucessao dos instantes de saida de clientes do sistema.

Dada a relevancia dos sistemas oscilantes no controlo da qualidade de
servigo prestado com custos reduzidos, estes sistemas tém sido objeto
de estudo nos dltimos anos [1, 2, 3, 5]. Em particular, usando o
método potencial, Chydzinski [1, 2] caracterizou a distribuicao limite
da ocupacao de sistemas oscilantes com chegadas simples de Poisson
e servigos com distribuicao geral, de capacidade finita e infinita.

A andlise destes sistemas em periodos de ocupacao continua, i.e., em
periodos continuos de utilizacao efetiva do servidor, é relevante do
ponto de vista do operador, e fornece informagao crucial para a sua
gestao. Nesse ambito, e no tocante a periodos de ocupagao continua
de sistemas oscilantes M*/G/1/(n,a,b), tirando partido da estrutura
regenerativa markoviana destes sistemas, Pacheco e Ribeiro [5] cal-
cularam a distribui¢ao do niimero de perdas consecutivas de clientes
e Ferreira et al. [3] calcularam os momentos do nimero de perdas
de clientes. Constatou-se que, em situagoes com elevada intensidade
de trifego, os sistemas com servigos de cauda pesada e distribuicoes
do tamanho dos grupos de maior variabilidade apresentam menores
nimero médios de perdas de clientes durante os periodos de ocupa-
¢ao continua. Contudo, dependendo das distribuigoes de servigo e
de tamanho do grupo consideradas, a duragao média dos periodos
de ocupacao continua pode variar consideravelmente, influenciando
fortemente a taxa de perdas a longo prazo e a probabilidade de blo-
queio destes sistemas, i.e., a fragao a longo prazo de clientes que sao
rejeitados por nao encontrarem lugar na fila quando da sua chegada.
Com vista a avaliar a taxa de perdas a longo prazo e a probabilidade
de bloqueio de sistemas oscilantes M*/G/1/(n,a,b), propoe-se, na
Seccao 2, um método recursivo para o calculo da duragao média
dos periodos de ocupacao continua dos sistemas em estudo. Estes
resultados sdo combinados, na Secgdo 3, com os obtidos em Ferreira
et al. [3] para o nimero médio de perdas em perfodos de ocupagao
continua, de forma a calcular a taxa de perdas de clientes em ciclos de
ocupagao e a probabilidade de bloqueio a longo prazo. Finalizamos
este trabalho apresentando, na Secgao 4, a aplicagao dos resultados
derivados a filas de espera com diferentes distribuicoes de servigo e
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de tamanhos dos grupos, e, na Seccao 5, algumas conclusoes.

2 Duracao média de periodos de ocupa-
cao continua

Nesta seccao propoe-se uma metodologia para o calculo da dura-
¢ao média de periodos de ocupagao continua em sistemas oscilantes
M¥X/G/1/(n,a,b). Consideram-se no estudo perfodos de ocupagao
continua iniciados com multiplos clientes no sistema, denotando por
B((l"]‘;b) a duragao de um (i,j)—perfodo de ocupagao continua da
fila oscilante M*/G/1/(n,a,b). Especificamente, um (i, j)-periodo
de ocupacgao continua representa um periodo de ocupacao continua
que se inicia com o sistema no estado (i, j), i.e., o periodo de tempo
que se inicia com i clientes no sistema e o sistema a operar na fase j,
com um cliente a iniciar servigo nesse instante, e termina no primeiro
instante subsequente em que o sistema fica vazio.

Iniciamos com o estudo dos sistemas oscilantes com barreira infe-
rior zero, M*/G/1/(n,0,b). Comecamos por notar que, nestas filas,
quando o periodo de ocupacao continua comega na fase 2, o sistema
permanece nesta fase durante todo o periodo de ocupacgao continua,
independentemente do valor b da barreira superior. Deste modo,
durante um (4,2)—perfodo de ocupagao continua, o sistema oscilante
M¥X/G/1/(n,0,b) comporta-se como um sistema regular M*/G/1/n
com distribuicao de servigo As e, para 0 < b < i < n, tem-se

n,0,b) d ,0,1) d !
B((i,2) = B((Z2) = Bz(n) (1)

com < a denotar a igualdade em distribuicao e Bgn) a duragao de um

periodo de ocupagao continua que se inicia com i clientes no sistema
regular M*/G/1/n com distribuigao de servico As.

Assim, a duracdo média de um (i,2)—periodo de ocupagao continua
no sistema oscilante M*/G/1/(n,0,b) pode obter-se de

BB = BB = BB, 0<b<i<n ()
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usando os procedimentos propostos em Pacheco e Ribeiro [6].
Por outro lado, se o periodo de ocupagao continua comeca na fase
1, a duracdo média do (4,1)—periodo de ocupagio continua (i < b)
pode obter-se a partir do Teorema 2.1, tendo em conta a distribuigao
condicional do nimero de clientes que chegam ao sistema durante o
servico do cliente que inicia o periodo de ocupacao continua.

Teorema 2.1 No sistema oscilante M*/G/1/(n,0,b), com b > 1, a
durag¢ao média de um (i,1)—periodo de ocupagao continua € tal que

§o

70

BB =¢ -

(i,1) (3)

para 0 < i < b, com (&—1,7p—1) = (0,1) e {_1 e Tj_1, com j =
b—1,b—2,...,1, obtidos recursivamente por

b—j—1
§ =201 mi&ii-1 =G

§i-1= - (4)
=S T T
Tj—1 = o (5)

com r; denotando a probabilidade de l clientes chegarem ao sistema
durante um tempo de servico com distribuicio Al e

_ (n,0,b)
G = E[Si]+ E rlE[B(ryrllin(l%*jfl,nfl),Q)]'
1>b—j

Dem.: Seja C' a variavel aleatéria que denota o nimero de clientes
que chegam ao sistema durante o servigo do primeiro cliente. Condi-
cionando no nimero de clientes que chegam ao sistema durante esse
servigo, a duragdo do (i,1)—periodo de ocupagao continua verifica

(o)~ d [J(S1lC =1 @B 0<Il<b—i
By |C=1]= (no0.6) ‘ (6)
(SilC=DeBUSh L, izb—i

1Consideragdes sobre o célculo das probabilidades 7; sio apresentadas em [3]
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para ¢ < b, com @ denotando a adicao de varidveis aleatérias inde-
pendentes, e tem-se

b—i—1

n,0,b n,0,b
BBV = rlE[(SﬂC:l) e B! 11)}

n,0,b
+ rnE [(51|C =)o B((min(l)+i71,n71),2)} :
1>b—i

Separando, na expressao anterior, o termo [ = 0,

b -1

(n,0,b) (n,0,b) (n,0,b)
E[B(v 1 1)] |:B(1 1) :| |:B(l+z 1 1):|
1

(n,0,b)
- E[Sl] nE |: (min(l+i—1,n—1), 2):|
1>b—i

pelo que, a duragdo média de um (i — 1,1)—perfiodo de ocupagao
continua pode ser escrita de uma forma recursiva, em funcao da
duragao média dos periodos de ocupacao continua iniciados com 4
ou mais clientes no sistema. Pode-se entao concluir que

n,0,b n,0,b
BB =&+ nE[BG) (7)

com &; e 7; satisfazendo as equagoes (4) e (5), respetivamente. Fa-
zendo &1 = 0 e 7,1 = 1, e usando o facto de 0 = E[B7""] =

(0,1)
& + T()E[Bé: Olbl))] obtém-se E[B((: Olbl))] % Finalmente, (3)
decorre como consequéncia deste resultado e de (7). |

Passamos agora ao estudo dos sistemas oscilantes com barreira in-
ferior positiva, M*/G/1/(n,a,b) com a > 0. Da propriedade re-
generativa markoviana nos instantes de saida de clientes decorre
que, apés o inicio dum (%,5)—perfodo de ocupagdo continua, com
(i,5) € EM™®Y\{(0,1),(1,1)}, o perfodo de tempo que o sistema leva
até ficar com um tnico cliente é independente do periodo de tempo
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subsequente até o sistema ficar vazio. Em adigao, fixando um cli-
ente inicialmente presente no sistema e admitindo que este sé serd
servido quando estiver sozinho no sistema, entao: uma vez iniciado
o (i,j)—periodo de ocupagdo continua, o tempo que decorre até o
sistema atingir o estado (1,1) — partindo do estado (¢,j) — tem a
mesma distribuigdo que a duragdo de um (i — 1,j)—perfodo de ocu-
pacdo continua num sistema oscilante M~/G/1/(n — 1,a — 1,b — 1),
com os mesmos parametros do sistema oscilante M*/G/1/(n,a,b)
original, exceto a capacidade e barreiras.
Assim, para (i,j) € E™*\{(0,1),(1,1)} e a > 1, tem-se
d — — —

B L B 6 ®
Este resultado relaciona a duracao de periodos de ocupacao conti-
nua iniciados com multiplos clientes com a duracao de periodos de
ocupagao continua iniciados com um cliente e em sistemas similares
com capacidade inferior. Por condicionamento no numero de cli-
entes que chegam durante o servico do primeiro cliente servido no
periodo de ocupacao continua, deduzimos no Teorema 2.2 um pro-
cesso recursivo, na capacidade do sistema e barreiras, para o céalculo
da duragao média de um (i,7)—periodo de ocupagéo continua num
sistema oscilante M*/G/1/(n,a,b), com 0 < a <n — 1.

Teorema 2.2 A duracdo média de um periodo de ocupacdo continua
num sistema oscilante M*X/G/1/(n,a,b), com 0<a<mn —1, é tal que

BBESY ] =B B e (O] o)

para todo (i,j) € ET*P\{(0,1),(1,1)} e
b—2
n,a,b n—1,a—1,b—1
B By = Bl + Y nE Bl (10)
=1
(n—1,a—1,b—1) (n—1,a—1,b—1)
+rp1 E [B(b—2,1+1{a<b,1}):| + Z nkE [B(min(l—17n—2)72)}
I>b

com 1;;y a denotar a fungdo indicatriz da condig¢do z.
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Dem.: O resultado (9) decorre trivialmente da linearidade do va-
lor esperado aplicada a (8). Condicionando no nimero de clientes
que chegam ao sistema durante o servigo do cliente que inicia um
(1,1)—periodo de ocupagio continua (C'), tem-se

(51]C =0) 1=0
Braie =1 & E?IC - )@ B((;i(;’:,a,w 1f 1<b—2
7 e =b- 1)@B(b—171+1{a<b—1}) b=b-
(Sl =@ Bled 1>

pelo que, tendo em conta a decomposicao (9) e que >, m =1, a
duragao média do (1,1)—periodo de ocupacao continua é tal que

b—2
(n,a,b)| _ (n—1,a—1,b—1) (n,a,b)
E{Bu,l) }—E[SlHZ’"lE[Bu—m ® B }
=1

+ry  E |:B(n—1,a—1,b—1) & B(n,a,b)]

(b—2,1+11a<p-1}) (1,1)
(n—1,a—1,b—1) (n,a,b)
+y nE [B<min<1—1,n—2>,2> ® B} }
1>b
da qual resulta (10). |

Finalmente, estudamos os sistemas oscilantes com barreira inferior
a=b-1=n-1, MX/G/1/(n,n — 1,n). Nestas filas, quando o
periodo de ocupacao continua comeca na fase 1, o sistema opera
na fase 1 durante todo o periodo de ocupagao continua. Assim

B((Z’l’;_l’") 4 BM e E[B((Z’S_l’")] = E[B™)], onde B™ denota
a duracao de um periodo de ocupacao continua que se inicia com i
clientes no sistema regular M~/G/1/n com distribuigao de servigo
A

Por outro lado, quando o periodo de ocupacao continua inicia na
fase 2, o que ocorre apenas quando da chegada de [ > n clientes ao
sistema vazio,

EBUI) = B [52 @ Bész,f)’")] — B[S+ E {nggl} _
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3 Probabilidade de bloqueio

Nesta secgao, combinamos os resultados anteriores com os obtidos
em Ferreira et al. [3] para o nimero médio de perdas de clientes em
periodos de ocupagao continua, de forma a avaliar a probabilidade
de bloqueio a longo prazo destes sistemas.

Atendendo a estrutura regenerativa markoviana dos sistemas osci-
lantes, num sistema oscilante M*/G/1/(n,a,b) a probabilidade de
bloqueio a longo prazo é dada por

T (n,a,b)

M
onde A denota a taxa de chegadas dos grupos, f o tamanho médio
dos grupos, e T(™%?) a taxa de perdas de clientes a longo-prazo, cujo
valor é igual a razao entre o niimero médio de perdas de clientes num
ciclo de ocupacdo geral® e a duracdo média do mesmo, i.e.,

B[ L(ma,b)]

E[Bmab)] + \—1

Pbloqueio =

T(n,ab) _

com B(™®b) denotando a duracio de um periodo de ocupacio con-
tinua geral (i.e., iniciado com um nuimero arbitrario de clientes no
sistema) e L5 o nimero de clientes perdidos no mesmo periodo.
Capitalizando nos resultados derivados nas secgoes anteriores, por
condicionamento no numero de clientes que iniciam o periodo de
ocupagao continua, obtém-se

B = S BB S 4 ElBE ) Y

i>n+1

n
nab nab) (nab . (n,a,b)
E[L! Zfz iy VBB 1+ fili —n+ EILG 50
i=b

i>n+1

2Ciclo de ocupacao geral: periodo de ocupacéo continua adicionado do sub-
sequente perfodo em que o sistema se encontra vazio.
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onde os F [LE?’].{;’IJ)] denotam o nimero médio de perdas de clientes

em (%,j)—periodos de ocupagdo continua, cujo cdlculo é descrito em
[3].

4 Tlustracao numérica

Nesta seccao, avalia-se a duracao média de periodos de ocupacao
continua e a probabilidade de bloqueio a longo prazo em ciclos de
ocupacao de diferentes sistemas oscilantes, ilustrando a sensibilidade
destas medidas com respeito a diferentes intensidades de trafego e
a diferentes distribuigoes de servico e de tamanho do grupo. Para
o efeito, consideramos tamanhos dos grupos com distribuicao De-
terministica com valor f (Det(f)) e com distribuicio Geométrica
de parametro 1/f (Geo(1/f)) (de média comum f). Consideramos
ainda as seguintes distribuigbes dos tempos de servico (de média co-
mum g~ 1): Uniforme no intervalo (0,2/u) (U(0,2/u)), Exponencial
de taxa pu (M(u)), Pareto deslocada de parametros (k, 6), com xk > 1
e =(k—1)/kp (SP(k,0)) e Pareto Generalizada de parametros s,
0 ¢ B, com 0= (5 — 1)/ (1) (GP(x.0,5)).

Os resultados derivados nas secgoes anteriores foram calculados com
recurso a algoritmos implementados em MATLAB e usando as re-
cursdes propostas em [3] para o célculo do nimero médio de perdas
em perfodos de ocupagdo continua (p.o.c.). Para evidenciar as ta-
xas de servigo consideradas em cada uma das fases nos exemplos
numéricos, os sistemas oscilantes M~*/G/1/(n,a,b) serdo doravante
denotados por M* /G (1) — G(p2)/1/(n,a,b).

Na Figura 1 apresenta-se a evolugao da duragao média de um p.o.c.
(geral) em funcdo da intensidade de trafego, para as diferentes dis-
tribuigbes de servigo e de tamanho de grupo consideradas. Como
esperado, para cada sistema analisado, os resultados revelam um
aumento da duragdo média dos p.o.c. com a intensidade de tra-
fego, sendo esse aumento pouco significativo para intensidades de
trafego pequenas e acentuando-se para taxas de trafego mais eleva-
das. Em situagoes com baixa intensidade de trafego, os sistemas
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Figura 1: Duragdo média de um p.o.c. mnos sistemas M~ /G(1) —
G(1.2)/1/(10,6,8) em fungao da taxa de chegadas de grupos.

apresentam p.o.c. de curtas duragoes médias, similares para as di-
ferentes distribuigoes de servigo e de tamanho de grupo estudadas,
apresentando-se bem mais elevadas e distintas (entre os diversos sis-
temas) para maiores intensidades de trafego. Constatou-se ainda que
os sistemas com servigos de cauda pesada (SP(1.1,-), GP(2.1,0.4,-)
e GP(3.1,0.4,)) e distribui¢des do tamanho dos grupos de maior va-
riabilidade (Geo(1/2)) apresentam menor dura¢ao média de p.o.c..
Contudo, conforme relatado em [3], a evolucdo com a taxa de chega-
das dos grupos do niimero médio de perdas durante os p.o.c acompa-
nha a tendéncia observada para a sua duragao média, influenciando
a taxa de perdas e a probabilidade de bloqueio a longo prazo.

De facto, como se observa na Figura 2, os sistemas com distribuigoes
de servigo de cauda pesada, que apresentam menor ntimero médio de
perdas e menor duracao média dos p.o.c., sdo precisamente os siste-
mas com maior probabilidade de bloqueio a longo prazo. Observa-se
ainda que, sendo muito sensiveis a diferentes distribuigoes dos tem-
pos de servigo, as probabilidades de bloqueio a longo prazo aparen-
tam ser razoavelmente invariantes face a variagoes da distribuigao
do tamanho de grupos com a mesma média.



108 Ferrerira & et al.

MCe2)G(1)-G(1.2)/1/(10,6,8)
T T T T T T 0. T

MPeP)G(1)-G(1.2)11/(10,6.8)
;U(O“D—U(O‘U ' ' '

o

427 U(0,0~u(0,)

N e ool sPeLaseLy
—— M(J-M() —— M(JFM(] 1
—+—GP(3.104,)-GP(3.10.4) —+—GP(3.10.40-GP(3.10.4])|

- - -GP(2.1,0.4)FGP(2.1,0.4,)]
—*—SP(LLJFSP(LLY)

- - -GP(2.1,0.4,}-GP(2.1,0.4,)|
——SP(LLIFSP(LL)

°

o o
= o
o
2

=

Probabilidade de bloqueio
o
w

Probabilidade de bloqueio

o

°

09 1 11 12 13
Taxa de chegadas dos grupos, A Taxa de chegadas dos grupos, A

03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 04 05 06

07 08

Figura 2: Probabilidade de bloqueio a longo prazo em ciclos de
ocupacdio nos sistemas M* /G(1) — G(1.2)/1/(10,6,8) em funcio da
taxa de chegadas de grupos.

5 Conclusoes e trabalho futuro

Neste trabalho estudamos sistemas oscilantes M~ /G /1/(n,a,b) ndo
preemptivos, nos quais, no inicio de cada servigo, o servidor pode
mudar o tipo de servigo (distribui¢do do tempo de servigo ou taxa
de servigo), reagindo & evolucdo do nidmero de clientes na fila. Ti-
rando partido da estrutura regenerativa markoviana destes sistemas,
derivou-se um procedimento recursivo para calcular a duragao mé-
dia de periodos de ocupacgao continua e calculou-se a taxa de perda
de clientes em ciclos de ocupagao e a probabilidade de bloqueio a
longo prazo. Os resultados derivados permitiram concluir que a du-
ragao média dos periodos de ocupacao continua e a probabilidade
de bloqueio a longo prazo dependem fortemente das distribuigoes
do tempo de servigo consideradas. Em particular, constatou-se que
os sistemas oscilantes com distribuicao de cauda pesada dos tempos
de servigo (aqui ilustrada pela Pareto), tendo perfodos de ocupagao
continua de menor duragao média, sao os que apresentam maior pro-
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babilidade de bloqueio a longo prazo, especialmente em cendrios de
elevada intensidade de trafego.

A metodologia apresentada generaliza a aplicada em Pacheco e Ri-
beiro [6], para os sistemas regulares com chegadas simples, e serd
futuramente adaptada a andlise de sistemas de filas de espera os-
cilantes com chegadas de clientes segundo um processo markoviano
aditivo de chegadas [7].
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Resumo: A Geometria da Informacao recorre a conceitos e estru-
turas da geometria, tais como variedades diferenciaveis, espaco tan-
gente, geodésicas e métrica Riemanniana, para analisar modelos es-
tatisticos, nomeadamente familias paramétricas de distribuicoes de
probabilidade. Neste trabalho sao exploradas algumas das potenci-
alidades que este tipo de estruturas geométricas podem trazer para
a Estatistica.

1 Introducao

Uma familia de distribui¢oes de probabilidade, condicionada por um
conjunto de parametros, pode ser modelada como uma variedade Ri-
emanniana na qual cada distribuicao corresponde a um ponto. Deste
modo, o recurso as propriedades da geometria Riemanniana pode
permitir obter mais informacao acerca do modelo estatistico subja-
cente a um conjunto de dados. Esta ideia deu origem a resultados em
diversas areas da Estatistica, nomeadamente em Inferéncia. Deste
modo, estas estruturas geométricas (e outras semelhantes) podem ser
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utilizadas com sucesso em diversas areas da Estatistica, como é com-
provado em algumas referéncias classicas deste tipo de construgao,
tais como [2, 3,7, 8,9, 17, 22, 23, 27]. Em particular, sdo utilizadas
no estudo da informagao (a aplicacdo de ferramentas da Geometria
Diferencial na Estatistica é frequentemente apelidada por Geome-
tria da Informagéo) [5, 16], suficiéncia [25] e eficiéncia [19], quer em
termos assintéticos [14] quer em termos de inferéncia baseada numa
amostra finita [28], na estimacdo (pontual ou por intervalos) e em
testes de hipdteses, na caracterizacao de distribuigoes especificas ou
familias de distribuigoes [1, 11, 12, 18], em problemas de estatistica
paramétrica [6, 26, 31], semi-paramétrica [4] e ndo paramétrica [10],
abrangendo as diversas visoes da Estatistica, apesar de maior des-
taque na visdo bayesiana objetiva [21, 30]. Por este motivo, neste
trabalho comegamos por apresentar resumidamente alguns conceitos
da geometria Riemanniana que sao depois interpretados em termos
de variedades estatisticas, sendo apontadas algumas das suas apli-
cagoes.

2 Variedades Riemannianas

Variedades de dimensao n sao estruturas que localmente se identifi-
cam com abertos de R™ através de aplicacoes designadas por cartas.

Definigao 2.1 Uma variedade M de dimensdo n € um espago to-
poldgico de Hausdorff que verifica a sequinte condi¢do: para qualquer
ponto p € M existe uma vizinhanca U homeomorfa a um conjunto
de R™, ou seja, existe uma aplicacdo continua com inversa continua
p:U—R".

Uma colegao (Ui, ;);c; de abertos U; e homeomorfismos ; : U —
R"™ (carta ou coordenada local) tais que
* U, Uy =M,

e para qualquer o; : U; = R™ com U; NU; # @, pj0 <pi_1 é uma
aplicacdo de classe C*,
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designa-se por atlas de classe C*. As aplicacoes ; ogoi_l designam-
se mudanca de coordenadas.

Definicao 2.2 A variedade M diz-se diferencidvel (suave) se as
aplicagoes mudanga de coordenadas forem diferencidveis (C™).

Dada uma fungao f : M — R e um sistemas de atlas (U, ¢i);c;,
podemos reescrever localmente esta fungao como sendo uma fungao
f de um subconjunto aberto de R™ tomando

fi=fop;t.

Dada uma variedade diferenciavel M podemos considerar a uniao
disjunta de todos os espacos tangente em cada ponto LT, M, este
espago é designado por fibrado tangente.

Dado um ponto p € M, fixando as coordenadas locais ¢(p) =
(91, ,9”) € R™, consideremos uma curva v : [a,b] = M que
passa em p e uma funcdo C® f: M — R. A aplicacdo f = f o ot
permite-nos definir a derivada da funcao f, ao longo da curva v, da
seguinte forma [5]:

d _(of dy' (t)
auoo=(g) G0

O espago vetorial T, M ¢é gerado pelos vetores {%} para a escolha
das coordenadas locais (91, e ,9”). Podemos definir uma aplicacao
X : M — T,M que a cada p € M faz corresponder um vetor
tangente X,,. Esta aplicagao é designada por campo vetorial e o
conjunto de todas estas aplicagoes é denotado por X' (M).

Em determinados espagos vetoriais 7, M pode ser definido um pro-
duto interno <,>p7 ou seja, para cada par de vetores X,Y € T, M,
(X,Y), € R. Se esta aplicacdo variar suavemente de ponto em
ponto, definimos uma aplicacao g, que a cada ponto p € M faz cor-
responder o produto interno g, = () . A aplicacao g, definida deste
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modo, é um 2-tensor simétrico designado por métrica Riemanni-
ana, ou seja,
g: M — T,M*
p = 9

onde g, : TyM x T,M — R.

Em termos locais, se considerarmos uma carta local ¢; : U; — R™ e
as coordenadas locais ¢ (p) = (01, e ,0"), a aplicacdo g é definida
pela matriz com entradas

o 0
gij(p): 900 ° 907 p-

Definicao 2.3 Uma variedade suave M munida de uma métrica
Riemanniana é designada por uma variedade Riemanniana.

Exemplo 2.4 (R", (,)) onde a métrica € dada por (e;,e;) = d;;
(métrica euclidiana).

Outra nogao importante é de como relacionar os espagos tangente
T,M e T,M onde p e g sdo pontos de M. Se considerarmos uma
curva suave v : [0,1] = M tal que v(0) = p e v(1) = ¢, podemos
definir uma aplicagdo que a cada ponto v(t) faz corresponder um
vetor tangente X (t) € T, M. Esta aplicacdo define um campo
vetorial X ao longo da curva . Este conceito permite-nos, de certo
modo, relacionar os diferentes espacos tangentes. O conceito mais
geral deste raciocinio é dado pelo conceito de conexao afim.

Definigao 2.5 Uma conexao afim V numa variedade M € uma
aplicagao V : X (M) x X (M) = X (M) que a cada par de campos
vetoriais (X,Y) faz corresponder um novo campo vetorial V.Y que
satisfaz as segquintes condigoes:

L. Voo Z=IVyZ+gV,Z,

2.V, (Y+2)=V Y +V, 2,
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3.V, (fY) = fV,. Y + X(f)V,Y, onde X (f) é a derivada
direcional de f ao longo de X,

para qualquer campo vetorial X,Y,Z € X (M) e quaisquer fungoes
reais diferencidveis f e g definidas em M. Para uma visdo mais
detalhada pode ser consultado, por exemplo, [24].

3 Variedades Estatisticas

A Informacao Geométrica surgiu do estudo geométrico da estimacao
em Estatistica, considerando o espago das distribui¢ées de probabi-
lidade, que constitui um modelo estatistico, uma variedade.
Suponhamos, entao, que pretendemos estimar a distribuicao de pro-
babilidade (d.p.) que deu origem aos dados x = (x1,z32,...,ZyN), 08
quais sao caracterizadas por uma distribuicao que representaremos
por p*, a distribuicao subjacente & origem dos dados. Consideremos,
igualmente, uma familia de distribuigoes de probabilidade definidas
num qualquer conjunto X através da fungao densidade p : X — R.
Se X C R" entdo [ p(z) dz =1ep(x) >0, Vo € X (onde [ repre-
senta o integral multiplo se n > 2 e, se X for discreto, p representa
a derivada de Radon-Nikodym em ordem & medida de contagem).
Contudo, esta construgao pode ser efetuada considerando um espago
de probabilidade geral (X,B(X),P), onde X representa o espago-
amostra, B(X) o espago dos acontecimentos (o-dlgebra gerada por
X) e P a medida de probabilidade associada ao espago mensurdvel
(X, B(X)).

Seja M um conjunto constituido por distribui¢oes de probabilidade
definidas em X e suponhamos que cada elemento de M pode ser
parametrizado por n varidveis reais § = (917 e ,9") tais que

M= {pe =p(x,9)’9: (91’ 7977,) 66}7

onde ® C R" e a aplicagdo 6 — p, ¢é injetiva. O conjunto M é
designado por modelo estatistico n dimensional ou modelo pa-
ramétrico e © por espago dos parametros. Deste modo, para a
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estimagao da d.p. p*, subjacente & origem das observagoes, comega-
mos por estabelecer um modelo estatistico M que inclui as distri-
buigoes p candidatas a p*. De facto, apesar de p* ser desconhecida,
muitas vezes dispomos de informagao prévia que nos transmite uma
ideia sobre a forma de p* permitindo, por vezes, restringir M a uma
distribuigao (ou familia de distribui¢oes) que depende dos valores do
parametro 0 € ©.

Para que seja possivel trabalhar com o modelo M = {p,|6 € 6}
é usual assumirmos algumas condig¢oes de regularidade, nomeada-
mente que p, ¢ diferenciavel em relagdo aos parametros, © é um
subconjunto aberto de R" e a funcao 6 — p,, de © para R, é C*°.
Além disso, supomos que integracdo e diferenciagao podem ser per-
mutados (ie., [dip(z,0) dz = 8; [ p(z,0) dz onde §; := 891)'

Se restrmglrmos X ao suporte da d.p. p, i.e., considerando que
p(z|d) > 0, Vo € X e § € © (supondo que o suporte de p, nio
depende de 0), entdo M C P(X) onde

P(X):{p:XaR‘()>OVxeX/ d:c—l}

Deste modo, dado o modelo estatistico M = {p,|6 € O}, a aplica-
¢do ¢ : M — R" definida por ¢ (p,) = 6 permite considerar um
sistema de coordenadas ¢ = [92] de M (as coordenadas definem
a distribuicao). Se considerarmos ainda um difeomorfismo C* 1,
de © para 1(0) (uma bola aberta de R™), entdo na utilizacdo dos
parametros p = 1(6) em substitui¢do de 6 surge o modelo estatistico

M={p, . |rev©)}

que corresponde & mesma familia de d.p. M = {p,|6 € ©}.

Por conseguinte, se considerarmos que duas parametrizagoes C™,
difeomoérficas entre elas, sdo equivalentes entao M é uma variedade
suave que denominamos por variedade estatistica [5].

Rao [29] introduziu uma métrica Riemanniana no espago das fami-
lias de distribuicoes de probabilidade parametrizadas usando a ma-
triz de informagao de Fisher [20]. Com a métrica associada a essa




Atas do XXII Congresso da SPE 117

matriz é possivel determinar a distancia entre duas distribuigoes de
probabilidade, bem como outras propriedades.

Seja M uma variedade estatistica. Dado um ponto € O, a matriz
de informacao de Fisher de M no ponto 0 ¢é a matrix G(6) =

[9i (0)],
gij(6> = Ee [81‘59 8][9] = /81[9 8j€9 p(x,@) dl‘, i7j < {1, - ,n}

onde ¢, = log(p(x,0)) e E, representa o valor esperado em rela-
cao a distribuicao p,. Deste modo, para o sistema de coordenadas
[6°] a relacdo g;; = (0;,0;) define uma métrica Riemanniana habi-
tualmente denominada por métrica de Fisher [15]. Esta métrica
nao depende do sistemas de coordenadas, por conseguinte, podemos
escrever

(X.Y), =E, [(X£,)(Y¢,)]
para todos os vetores tangentes XY € T, (M).
Seja F: X — Y uma aplicagao que transforma o valor da variavel
aleatéria (v.a.) X em Y = F(X). Deste modo, através da distri-
buigao p(x,0) de X podemos determinar a distribuicdo ¢(y,0) que
carateriza Y. Por outro lado, se a fungao p(z,0) puder ser determi-
nada através de p(z,0) = q(F(x),0) r(x) entdo F é uma estatistica
suficiente (fatorizagao de Fisher-Neyman) uma vez que toda a de-
pendéncia de p(z,0) em relacdo a 6 estd incluida na distribuigao
q(y,0) de Y = F(X), i.e., serd “suficiente” conhecer o valor de Y
para estimar 6. Em geral, a perda de informacao AG(0) = [Ag;;(0)]
causada ao resumir a informagéo dos dados z em y = F(z) é dada
por

_ (z,0) (z,0)
Agiy(0) = E, [oilog (5 ) 05os (i) |-
Por conseguinte, a perda é nula (AG(6) = [0]) se
(z,0) \ _
01108 (t:557) =

para todos os valores de 6, x e i, sendo, neste caso, F' um estimador
suficiente para 6 (ndo hé perda de informacao ao resumir a informa-
gdo de z em F(x)).
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Seja 6 a fungao das observagoes = que serd utilizada para estimar
os pardmetros desconhecidos 6, i.e., a aplicacdo 0 = [01,6%,...,0"] :
X — R™ é um estimador de 0. Se E,[0(X)] = 0, V0 € O, entao
6 é um estimador centrado (EC). O erro quadratico médio
(EQM) de um EC 6 pode ser expresso como a matriz de covariancia
V,[0] = [vi] onde

v = E, [(éi(X) - ei) (9j(X) - eﬂ‘)] .

Com este resultado podemos deduzir a desigualdadde de Cramér-
Rao que garante que, num EC 0 verifica-se V,[0] > G(0)~! (no sen-
tido em que V,[0] — G(0)~" é semidefinida positiva) [1]. O EC que
atinja V,[0] = G(0)~!, V0, é um estimador eficiente (com varian-
cia minima entre os EC). Sublinhemos que nem sempre existem EC
com varidncia G() ™! e, além disso, é possivel existirem estimadores
enviesados com erro médio quadratico inferior. Todavia, ha sempre
uma sequéncia de estimadores éN(xl, ...,zn) cujo EQM converge

para G(6) ™! quando N — oo (estimador assintoticamente eficiente).

Consideremos, agora, as n® funcdes I’(JL que a cada ponto § € ©

associa o valor (cf. Chentsov [13] e Amari [2])
Ti.(0) = Kaa 0+ 100 0.0 ) (a,gee)} , com acR.

Podemos definir uma conexao afim V(®), denominada por a-conexao,
na variedade M através de
(e) 5 (@)
(v5)0;, o) =T}
onde o produto interno é dado pela métrica de Fisher. A 0-conexao
corresponde & conexdo Riemanniana (ou conexao Levi-Civita) com
respeito a métrica de Fisher. Por outro lado, as a-conexoes verificam
as seguintes duas igualdades

V) = (1—a)v® 4ov® = LEgm 1= g
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razdo pela qual é suficiente conhecer V(! (conexdo exponencial) e
V(1 (conexdo mistura) [5].

Exemplo 3.1 (Familia Exponencial) Sejam {Fy,..., F,} fun¢des
linearmente independentes (nao constantes) definidas em X, K uma
funcao definida em X e ¥ uma func¢ao definida em ©, entdo

p(x,0) = exp {K(x) + Z 0" Fi(z) — 1/1(9)}

define a d.p. da familia exponencial sendo [0°] os seus parametros
canonicos. Consequentemente,

0il, = Fy — 0;9(0)

0:03t, = =0,0;(0),
pelo que
T = 00,0 (0)E, [0kL,] = 0

e, portanto, V) é uma conexio plana que é denominada por cone-

xdo exponencial ou e-conexdo (habitualmente representada por
v).

Exemplo 3.2 (Mistura de distribuicées) Sejam {Fy,..., F,} fun-
¢oes linearmente independentes (ndo constantes) definidas em X e
K uma fungdo definida em X, entdo

p(xf) = K(z) + Y 6'Fi(),
i=1

define a d.p. da familia de misturas de distribuicoes. Neste caso,
a conexio V=Y € plana sendo denominada conexdo mistura ou
m-conexdo e representada por V™),
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4 Conclusao

O recurso a conceitos da Geometria, tais como medidas, métricas
e/ou distancias entre objetos, estd presente nas mais diversas dreas
da Estatistica e desempenha um papel crucial em todas as suas me-
todologias [32]. Atente-se, por exemplo, em conceitos elementares
tais como a variancia ou, em geral, os momentos (centrados ou nao)
de qualquer ordem, os quais tém um paralelismo ébvio com concei-
tos geométricos. Como tal, este paralelismo pode ser explorado para
auxiliar na aplicagao e na interpretagao de conceitos da Estatistica.
Por outro lado, este recurso, sempre presente, a ferramentas da Ge-
ometria pode ser efetuado de forma despercebida, nomeadamente
quando trabalhamos em espagos euclidianos nos quais estes concei-
tos sao utilizados de forma mais intuitiva. Todavia, noutros casos,
unicamente poderd ser efetuado com a utilizacao de estruturas mais
complexas e abstratas, como ilustram as variedades estatisticas que
neste trabalho foram apresentadas. Estas estruturas geométricas,
praticamente desconhecidas para a maioria daqueles que fazem in-
vestigagao em Estatistica, assumem inequivocamente uma relevancia
notavel no desenvolvimento da Estatistica, razao pela qual conside-
ramos pertinente a sua divulgagao.
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Resumo: Em situacoes reais a avaliacao da qualidade global de
um produto ou de um servigo depende simultaneamente de varias
carateristicas de qualidade, pelo que o desenvolvimento de cartas
de controlo para dados multivariados é crucial. Vamos considerar a
carta de controlo proposta em Figueiredo e Figueiredo [6], baseada
no coeficiente RV definido em [5], para monitorizar a estrutura de
covariancias de um processo multivariado. Para processos normais
bivariados, estudaremos o desempenho da carta através do ARL
(average run length), analisaremos também a distribuigdo do coefi-
ciente RV quando o processo estd sob controlo e estudaremos ainda
vérias carateristicas da distribuigdo do RL (run length) quando o
processo esta fora de controlo.

1 Introducao

As cartas de controlo sao as ferramentas usualmente utilizadas para
a monitorizagao de processos em Controlo Estatistico da Qualidade.
As cartas de controlo foram introduzidas por Shewhart em 1924
nos Bell Laboratories para a monitorizagao de processos industriais,
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mas atualmente sao aplicadas nas mais diversas areas, entre elas, na
Satde e Medicina ([13]) e Genética, Ambiente e Finangas ([10]). As
cartas de controlo sdo representacoes gréaficas que tém por objetivo
ajudar a tomar decisoes sobre o estado do processo que esta a ser
monitorizado, isto é, ajudar a decidir se estd sob controlo ou fora de
controlo. Na literatura tém sido propostas varias cartas de controlo
para monitorizar o vetor de valores esperados de um processo mul-
tivariado como por exemplo, a carta baseada na estatistica T2 de
Hotelling [8], e variantes desta carta. Adicionalmente, diversas car-
tas para controlar a variabilidade de um processo multivariado tém
sido propostas, tais como a carta baseada na variancia generalizada
|S|, variantes desta carta ([1] e outras), cartas baseadas no maximo
das varidncias amostrais ou no maximo das amplitudes amostrais
das p carateristicas em estudo ([3], [4]), cartas propostas em [7],
[11], [12], [14], entre outras. Existem também esquemas de controlo
para monitorizar simultaneamente o vetor de valores esperados e a
matriz de covariancias do processo ([2], [15], etc.)

Neste trabalho iremos recorrer ao coeficiente RV (proposto em [5])
para desenvolver uma carta de controlo para monitorizar a estru-
tura de covariancias associada a um conjunto de carateristicas de
um processo de controlo multivariado. Para o efeito, com base no
coeficiente RV iremos comparar a matriz de covariancias das p varia-
veis em estudo, associada a um conjunto de amostras de referéncia
retiradas do processo quando o processo estd sob controlo com a
matriz de covariancias dessas variaveis obtida num novo instante de
tempo. Prosseguindo o trabalho [6], iremos neste estudo explorar a
distribuicao do coeficiente RV no contexto referido, de modo a po-
dermos decidir devidamente sobre o estado do processo, i.e., se esta
sob controlo ou fora de controlo. Note-se que a distribuicao exata
do coeficiente RV néo é conhecida e apenas existem aproximagoes a
esta distribuicao em determinados casos particulares. Em seguida,
iremos avaliar o desempenho do procedimento para dois processos
normais bivariados, com base em varias carateristicas da distribui-
¢ao do RL, a qual serd previamente analisada para cada processo
especifico.
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O trabalho esta estruturado do seguinte modo: na seccao 2 descre-
vemos a carta-RV; na seccao 3 discutimos o desempenho da carta
para processos normais bivariados.

2 Carta de controlo baseada no coefici-
ente RV

O coeficiente RV proposto por Escoufier [5] permite medir a seme-
lhanca entre duas matrizes semi-definidas positivas. Iremos utilizar
este coeficiente como medida de semelhanca entre duas matrizes de
covariancias na carta que vamos propor. O coeficiente RV entre as
matrizes de covariancias Vi e Vi é definido por

’ T ’

B IVl grs 1Varll s a \/Tr (sz) Tr (Vk/Q) ,

onde (Vi,Vir) yg = T (Vi Vi) representa o produto escalar de Hil-
bert-Schmidt entre Vi, e Vs, T'r representa o traco de uma matriz e

WVillgs =V Vi Vi) pg = /T (Vi)? ¢ a norma Hilbert-Schmidt de
Vi. O coeficiente RV varia entre 0 e 1 e quanto mais préximo de 1
for o coeficiente RV mais semelhantes sao as matrizes Vi, e V.

A estrutura de covariancias de um processo multivariado pode esti-
mar-se através de uma matriz de covariancias compromisso obtida
a partir de um conjunto de amostras de referéncia retiradas do pro-
cesso quando esta sob controlo. Em seguida, definimos a matriz de
covariancias compromisso como na metodologia STATIS ([9]).
Consideremos: K amostras de referéncia de dimensao n em que cada
observagao da amostra é descrita por p varidveis, i.e., K quadros de
dados X, %, recolhidos em K instantes de tempo diferentes, quando
0 processo estd sob controlo; as matrizes de covariancias associadas
a estes quadros de dados.

A matriz de covaridncias compromisso é definida como uma média
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ponderada das K matrizes de covariancias Vj:

comp E (73 Vk )

onde 0s pesos ay sao os elementos do vetor préprio associado ao
maior valor préprio da matriz Z dos coeficientes RV entre os V}'s:

1 RV (V,Va) -+ RV(W,Vk)
Z = . . ) -

A carta de controlo, que designamos por carta-RV, é implementada
do seguinte modo.

e Para cada nova amostra j retirada do processo, representamos
o valor do coeficiente RV entre a matriz de covariancias asso-
ciada a esta amostra e a matriz de covariancias compromisso:

TT(V Vcomp)

\/Tr Tr (Veomp?)

e O Limite de Controlo da carta, LC', é calculado a partir da
taxa de falsos alarmes:

RV ( comp

a = P(RV < LC|processo estd sob controlo).

Como a distribuicao exata do coeficiente RV é desconhecida,
fixamos o limite de controlo LC' num percentil empirico de
ordem « da distribuicao por amostragem do coeficiente RV,
quando o processo estd sob controlo.

e Se RV (V;,Veomp) < LC, considera-se que o processo estd fora
de controlo. Caso contrario, considera-se que o processo esta
sob controlo.
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3 Desempenho da carta para um processo
normal bivariado

Nesta seccao, vamos analisar o desempenho da carta-RV para pro-
cessos normais bivariados, usando como medida de eficiéncia o ARL
- nimero esperado de amostras retiradas até a emissao de sinal,
para uma taxa de falsos alarmes « de 0.005. Para processos normais
multivariados de dimensao superior (p = 3 e p = 4), pode ver-se o
desempenho da carta-RV em [6].

Nesta secgao vamos também explorar a distribuicao empirica do co-
eficiente RV quando o processo normal bivariado esta sob controlo e
estudar a distribuicao do RL quando o processo esta fora de controlo.

, . . . 12
Geramos processos normais bivariados Na (p,X), com g = (0,0)" e
1 o S . .
Y= ( - iz . Consideramos diferentes estruturas da matriz
12
de covariancias quando o processo estd sob controlo e quando esta
fora de controlo.

Observagao 3.1 Note-se que se considerdssemos outro vetor de va-
lores esperados, obteriamos os mesmos resultados, visto que o desem-
penho da carta € independente de tal vetor.

Observacgao 3.2 Note-se que a covariancia entre as varidveis coin-
cide com a correlagdo dado que as variancias sao unitdrias.

Para uma taxa de falsos alarmes o = 0.005, estimamos o LC da
carta; trata-se do quantil empirico de ordem 0.005 da distribuicao
sob controlo do coeficiente RV, obtido por simulagao de Monte Carlo
a partir de 100000 réplicas, recorrendo ao algoritmo descrito de se-
guida.

Algoritmo 3.3 Para cada i=1,100000, repetir os passos:

1. Gerar 4 amostras de referéncia de dimensao n da distribui¢ao
No(pY),supondo o processo sob controlo.
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2. Determinar a matriz de covarianeias compromisso, Veomp.

3. Gerar uma nova amostra de dimensdon da distribui¢do Ny (p,%),
supondo o processo sob controlo e determinar a respetiva ma-
triz de covariancias V.

4. Calecular RV (Vi,Veomp)-

Determinar o quantil de ordem 0.005 dos valores RV obtidos.

A distribuigao dos valores do coeficiente RV, quando o processo esta
sob controlo, encontra-se nas figuras 1 e 2, para a covariancia nula
e a covariancia igual 0.75, respetivamente.

n=5 n=10 n=15

10
10
10

Density
Density
Density

RV coefficient RV coefficient RV coefficient

n=5 n=10 n=15

—

T

ﬂk

00 02 04 06 08 1.0
L

RV coefficient
RV coefficient
RV coefficient

00 02 04 06 08 1.0
00 02 04 06 08 1.0
-

Figura 1: Distribuigao do coeficiente RV quando o processo esta sob
controlo (covaridncia nula), para n = 5,10,15

Observa-se que a distribuicao do coeficiente RV é assimétrica nega-
tiva, predominando os valores mais elevados do coeficiente RV, isto
é, mais proximos de 1. Observa-se ainda, em qualquer dos casos, a
existéncia de bastantes outliers inferiores na distribuigao do coefici-
ente RV.
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Figura 2: Distribuigao do coeficiente RV quando o processo estd sob
controlo (covaridncia igual a 0.75), para n = 5,10,15

A distribuigao do coeficiente RV estd cada vez mais concentrada a
direita (a dispersdo diminui) & medida que aumenta a dimenséao da
amostra, isto é, o coeficiente RV toma valores cada vez mais proxi-
mos de 1 a medida que n aumenta. Assim, o Limite de Controlo da
carta aumenta a medida que aumenta a dimensao da amostra.

Como medida de eficiéncia da carta, usamos o ARL. Para uma taxa
de falsos alarmes a = 0.005, estimdmos o ARL a partir de 10000
réplicas para diferentes estruturas da matriz de covariancias, recor-
rendo ao algoritmo descrito a seguir.

Algoritmo 3.4 Para cada i=1,...,10000 (réplicas)
1. Repetir os passos abaixo até que a carta-RV emita sinal.

(a) Gerar 4 amostras de referéncia de dimensao n da distri-
buicdo No (p,X) com o processo sob controlo.
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(b) Calcular Veomp-

(¢) Gerar uma amostra da distribuicao No (,X) com o pro-
cesso fora de controlo.

(d) Calcular RV (V;,Veomp) € comparar com LC previamente
estimado, usando o algoritmo 3.3.

2. Registar o nimero de amostras até a emissao de sinal, RL;.

Calcular a média dos valores RL, i.e., a estimativa de ARL.

Na Tabela 1 apresentamos os resultados obtidos para n = 5,10,15
quando o12 = 0 ou 012 = 0.75 sob controlo. As estimativas de ARL
sob controlo estao a negrito.

Tabela 1: Estimativas de LC e ARL para n = 5,10,15, sendo 012 = 0
ou 012 = 0.75 quando o processo estd sob controlo

o12= 0 sob controlo o12= 0.75 sob controlo
n 5 10 15 n 5 10 15
LC 0.360  0.593  0.698 LC 0.390  0.747  0.863
012 ARL 012 ARL
-0.95 31.2 6.3 2.5 0.75 178.4 204.9 180.3
-0.5 122.3 48.2 22.4 0.5 39.7 16.6 9.4
-0.3 168.7  105.7 66.9 0.3 18.1 5.6 3.1
0 198.6 188.3 193.4 0.1 9.7 2.8 1.6
0.3 161.9 105.7 66.9 0 7.2 2.1 1.8
0.5 121.8 48.8 22.6 -0.3 3.5 1.8 1.1
0.75 68.0 15.8 6.0 -0.5 2.3 1.1 1.0
0.95 31.9 6.3 2.5 -0.75 1.4 1.0 1.0

A partir da Tabela 1, podem tirar-se as seguintes conclusoes:

e O limite de controlo da carta e o ARL dependem da dimensao
da amostra e da estrutura da matriz de correlacoes.
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e O ARL quando o processo esté sob controlo é elevado e apro-
ximadamente igual ao valor esperado a~! = 200. Quando o
processo esta fora de controlo, o ARL diminui rapidamente a
medida que a dimensao da amostra aumenta.

e Se a correlagao é nula ou proxima de 0 sob controlo, a carta
deteta a existéncia de correlagoes positivas ou negativas, sendo
as maiores correlagoes em valor absoluto mais facilmente de-
tetaveis.

e Se a correlagao é elevada e positiva sob controlo, a carta-RV
deteta diminuigoes na correlagao, correlagoes negativas e tam-
bém correlagoes nulas. No entanto, a carta-RV nao deteta
atempadamente aumentos de 012 quando o seu valor alvo é
igual a 0.75. A carta é mais sensivel a detetar correlagoes
elevadas negativas.

A distribui¢ao do RL quando o processo estd fora de controlo (covari-
ancia 0.3, 0.5 € 0.95) e a covariancia é nula sob controlo é apresentada
para n = 5 (Figura 3) e n = 15 (Figura 4). Considerdmos outros
valores da covariancia quando o processo esta fora de controlo, como
por exemplo, 0.75, e os resultados foram semelhantes aos apresen-
tados nas figuras 3 e 4. Resultados adicionais para o caso em que a
covariancia sob controlo é 0.75 permitiram tirar conclusoes andlogas
as obtidas apartir das figuras 3 e 4.

Em qualquer um dos casos apresentados, a distribuicao do RL ¢é
assimétrica positiva, pelo que ha predominancia de valores baixos
do RL. Verifica-se que a mediana do RL é inferior ao valor médio do
RL, i.e., ao ARL. Observa-se a existéncia de outliers superiores na
distribuicao do RL em qualquer uma das situagoes em que o processo
estd fora de controlo. A medida que nos afastamos da estrutura de
correlagoes sob controlo, a dispersao da distribuicao do RL diminui.

-

Observagao 3.5 Se a matriz de covaridncias compromisso Veomp €
conhecida a priori, a distribuicao do RL € geométrica, mas se es-
timarmos os parametros, a distribuicio do RL nao é geométrica.
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Figura 3: Distribuicdo do RL quando o processo esta fora de con-
trolo, para n = 5 e covariancia sob controlo nula.

Neste caso, estimamos os parametros porque calculamos a matriz
de covariancias compromisso, mas a distribuicao geométrica parece
ajustar-se bem ao RL (ver figuras 3 e 4), pelo que se pode calcu-
lar a mediana e outros quantis da distribuicao do RL a partir da
distribuicao geométrica.

Os resultados de simulagao obtidos para processos normais bivaria-
dos sugerem que a carta- RV permite detetar facilmente alteragoes na
correlagao entre as variaveis, podendo constituir assim uma técnica
de monitorizagao muito util numa grande variedade de aplicagoes
industriais.

Neste trabalho consideramos apenas dois valores da covariancia sob
controlo 12 = 0 e 013 = 0.75, mas em [6] foram considerados outros
valores de 012 e os resultados obtidos foram semelhantes aos apre-
sentados aqui.

Para processos normais com p = 3 e p = 4 (ver [6]), os resultados
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Figura 4: Distribuicdo do RL quando o processo esta fora de con-
trolo, para n = 15 e covaridncia sob controlo nula.

sao analogos aos obtidos para p = 2 e permitem tirar conclusoes que
apoiam as referidas neste trabalho.

Referimos ainda que a carta- RV constitui uma contribuicao ttil para
as cartas existentes na literatura para a monitorizacao da matriz de
covariancias.
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Resumo: Em medigoes efetuadas por cromatografia, devido a limi-
tagoes frequentes da precisao dos cromatografos utilizados, justifi-
ca-se que os valores observados sejam truncados em determinados
limiares (inferiores e/ou superiores), sendo por isso a distribuigao
subjacente aos dados inflacionada nestes valores. Neste trabalho
mostramos a adequabilidade da distribuicao de Pareto inflacionada
para modelar este tipo de dados truncados e inflacionados, e de-
finimos um plano de amostragem de aceitagao por varidveis para
inspecionar lotes de itens provenientes desta distribuicao que sera
de grande utilidade pratica.

1 Introducao

Em varias industrias é importante controlar a presenca de certas
substancias quimicas que afetam a qualidade da matéria prima e
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produtos finais. Em geral este tipo de controlo é feito através de
andlises de cromatografia realizadas em amostras retiradas de lotes
de grande dimensdo. A maior parte dos cromatdgrafos utilizados
nao tém precisdo suficiente para medir concentragbes muito redu-
zidas ou demasiado elevadas destas substancias, digamos abaixo ou
acima de determinados limiares conhecidos, pelo que as medigoes re-
sultantes sao provenientes de distribuigoes continuas inflacionadas,
sendo muitos dos valores observados iguais ao valor destes limiares.
Neste trabalho iremos dar énfase & utilizacdo de uma distribuicao
de Pareto inflacionada para modelar este tipo de dados truncados e
inflacionados.

E importante referir que, mesmo controlando a qualidade da ma-
téria prima e do produto final ao longo das vérias etapas da sua
producao, a existéncia destas substancias, mesmo que em diminutas
quantidades, pode violar as regras impostas pelas normas ISO 22000
Seguranga Alimentar, por exemplo, e consequentemente acarretar
elevados custos financeiros para as empresas. Assim para inspecio-
nar os lotes de matéria prima e produto final serd importante definir
planos de amostragem de aceitagao/rejeigao de lotes que sejam efi-
cientes, e por isso especificos para este tipo de dados.

Embora os planos de amostragem por atributos sejam os mais co-
muns, sendo as medi¢oes provenientes de um modelo continuo, um
plano de amostragem por varidveis é mais conveniente. E de refe-
rir que a dimensao da amostra que é necessaria para garantir um
determinado nivel de protegdo (por exemplo, em termos de risco
do produtor/consumidor) é em geral menor no caso dos planos de
amostragem por variaveis, sendo a principal desvantagem a apontar
a estes planos a necessidade de conhecer a distribuicao subjacente
aos dados ou de a estimar.

Em Figueiredo, Figueiredo e Gomes [5] recorremos a metodologia
bootstrap (Efron [3], Efron e Tibshirani [4], Davison e Hinkley [2]) e
a simulacoes de Monte Carlo para comparar o desempenho de alguns
planos de amostragem por varidveis para o mesmo tipo de dados,
em que a representacao grafica dos mesmos sugere uma distribuigao
truncada e inflacionada. Para mais detalhes sobre planos de amos-
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tragem ver, por exemplo, Montegomery [7], Gomes [6] e Carolino e
Barao [1].

Neste trabalho, na Secgao 2, iremos mostrar a adequabilidade da dis-
tribuicao de Pareto inflacionada para modelar um conjunto de dados
reais associados a andlises de cromatografia, recorrendo ao método
da maxima verosimilhanga. Na Se¢ao 3 definimos um plano de amos-
tragem por variaveis para inspecionar lotes de grande dimensao num
contexto de inspecao retificativa, admitindo que existe um limite de
especificacdo superior para as medigdes. Analisamos as curvas cara-
teristica operacional e da qualidade média a saida associadas a este
plano, em termos do valor que decorre para os riscos do produtor e
do consumidor face a algumas dimensoes amostrais consideradas, e
niveis de qualidade aceitavel e rejeitavel previamente fixados. Final-
mente apresentamos algumas conclusoes na Secgao 4.

2 Distribuicao de Pareto inflacionada

Seja X uma varidvel aleatéria (v.a.) associada a um modelo de
Pareto inflacionado, com fun¢do distribui¢do (f.d.) dada por

F(z;p,6,8) =p+ (1 -p)(1 = (¢/8)"%), z >4, (1)
e fungdo densidade de probabilidade (f.d.p.) dada por

(1= p)(€0)~H(x/8)~ /1, x>0,
p, T =19,

Fa5p.6.0) = { 2)

onde ¢ e £ sao, respetivamente, os parametros de escala e de forma,
ambos positivos, e o parametro p representa a probabilidade asso-
ciada ao ponto x = J, ou seja, ao ponto de truncatura do limite
inferior do suporte da v.a. X, onde a distribuicdo subjacente aos
dados aparece inflacionada. Note-se que se p e § sao fixos, quanto
maior £, maior é o peso da cauda direita da distribuicao subjacente

aos dados, e consequentemente, maior a frequéncia de valores muito
elevados.



140 Figueiredo & Figueiredo

2.1 Analise preliminar de um conjunto de dados
de cromatografia

Para enfatizar a importancia da distribuicao de Pareto inflacionada
em aplicagoes praticas, iremos considerar um conjunto de dados reais
associados a medigdes (por cromatografia) da concentracido de uma
determinada substancia quimica em itens de matéria prima retirados
de um lote de grande dimensao. Para termos uma ideia do tipo de
dados em estudo, apresentamos na Tabela 1 um quadro de frequén-
cias associado a estes dados. Por questoes de confidencialidade nao
iremos referir qual o tipo de produto em andlise nem a industria que
forneceu os dados. Apenas referimos que obtivemos o mesmo tipo
de dados em diferentes tipos de matéria prima e de produto final
analisados no estudo de consultadoria efetuado para esta empresa.
O objetivo da empresa é controlar os niveis de concentracao desta
substancia quimica em lotes de grande dimensao, impondo o valor
4.0 como limite superior de especificagao para o nivel de concen-
tragao desta substancia em cada item. Devido a alguma falta de
precisdo dos cromatégrafos que estdo a ser utilizados nas medigoes,
valores abaixo de 0.5 nao oferecem garantia de estarem a ser bem
quantificados, e por isso, com base em alguma experiéncia passada
resultante de repeticao das medigoes, todos estes valores sao regis-
tados como sendo iguais a 0.5 (o que vai originar uma distribuigao
subjacente aos dados inflacionada neste valor).

A partir da Tabela 1 observamos que em 95% dos itens o nivel de
concentracao da substancia quimica é inferior ou igual a 4.0, e por
isso aproximadamente 5% destes itens nao satisfazem os requisitos
da empresa. E de referir que 56.7% das medigoes sao registadas com
o valor 0.5, o que significa ou auséncia da substancia quimica ou
quantificacdo nao fidvel devido a falta de precisdao do equipamento.
A distribuigdo subjacente aos dados além de ser inflacionada em
0.5, apresenta uma cauda direita pesada. Esta andlise preliminar
dos dados levou-nos a averiguar se o ajuste de uma distribuigao de
Pareto (distribuigao de cauda direita pesada, muito utilizada em
Teoria de Valores Extremos) inflacionada no valor 0.5 era adequado.
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Tabela 1: Valores (agrupados em classes) da concentracao da subs-
tancia quimica em 1600 itens de matéria prima retirados de um lote
para analise.

Classes  Numero de itens (%) Classes  Numero de itens (%)
05 908 (56.7%) [4.0,5.0] 20 (1.3%)
10.5,1.0] 357 (22.3%) 15.0,7.5] (1.1%)
11.0,2.0] 187 (11.7%) 7.5,10.0] 16 (1.0%)
12.0,3.0] 3 (3.3%) 110.0,20.0] (0.6%)
13.0,4.0] 6 (1.0%) >20.0 (1.0%)

2.2 Ajuste da distribuicao de Pareto inflacionada
ao conjunto de dados de cromatografia

Seja (X1,...,X,,) uma amostra aleatéria de dimensdo n de um mo-
delo de Pareto inflacionado com f.d.p. f(x;p,£,0) definida em (2).
As estimativas de mdzima verosimilhanga (MV) dos pardmetros p,
& e 0 sfo os valores que maximizam o logaritmo da fungéo de vero-
similhanca definida por

In L(p&,8) = mi Inp+nz In(1—p) —nz In(€8) = (1/€+1) Y In(x:/9),

i=1
(3)
onde ny e mo denotam, respetivamente, o numero de observagoes
iguais e maiores do que ¢ na amostra global de dimensao n. Assim,
as estimativas de MV sao definidas por:

ny -~
—, &= In(z;/8) e 6 = i 4
n§ an/ )e min z; (4)

i=1

Para ajustar esta distribuigao ao conjunto de dados de cromatografia
em estudo, comegamos por fixar 6 = 0.5, pois 0 equipamento nao
tem precisao suficiente para medir com rigor valores abaixo deste
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limiar, e depois estimamos os outros pardametros do modelo, £ e p,
pelo método da MV, tendo-se procedido do seguinte modo:

e Separamos os valores da amostra global de dimensao n = 1600
que s@o iguais a 6 = 0.5 (subamostra de dimensdo n;), dos
restantes valores superiores a § (subamostra de dimenséo ns);

e Para estimar p, consideramos a proporgao de observagoes iguais
a § = 0.5 na amostra global, e obtivemos p = 908/1600 =
0.5675;

e Para estimar &, consideramos £ = > In(x; /8)/na, e obtive-
mos & = 0.9286.

Na Figura 1, apresentamos o histograma associado ao conjunto de
dados e a curva da f.d.p. (estimada) correspondente & distribuigao
de Pareto inflacionada ajustada. Como se pode observar, o modelo é
adequado para descrever este tipo de dados, o que se confirma tam-
bém pelo valor que obtivemos para o valor-p do teste de ajustamento
do qui-quadrado, que também efetuamos (valor-p=0.0655>0.05). De
acordo com o modelo ajustado, a estimativa para a probabilidade de
se obter uma medigao superior ao valor 4.0 num item de matéria
prima é de 4.61% (valor préximo da percentagem de observagoes
superiores a 4.0 na amostra).

3 Plano de amostragem por variaveis

Suponhamos lotes de dimensao N bastante elevada, e que a cara-
teristica de qualidade X a observar é proveniente de um processo
com f.d. dada em (1), existindo um limite superior de especificagio
(LSE) para os valores a observar. Apés a estimagao a priori de p e
de §, vamos admitir que estes parametros sao fixos e conhecidos.
Os planos de amostragem de aceitagao mais comuns sao delineados
para controlar a fragao de itens defeituosos, no nosso caso

0 =P(X > LSE) = (1 — p)(d/LSE)"/¢, (5)
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Figura 1: Histograma com os valores (agrupados em classes) da
concentracao da substancia quimica nos 1600 itens analisados, cons-
truido com as frequéncias relativas ajustadas pelas amplitudes das
classes, e f.d.p. da distribuicao de Pareto inflacionada ajustada aos
dados.

ou equivalentemente, um parametro do processo associado a produ-
¢ao de defeituosos, no nosso caso £, o qual pode ser expresso em
funcao de 0 e LSE através da expressao

§ = In(6/LSE)/In(6/(1 - p)). (6)

Note-se que para § e p fixos, 8 serd pequeno se £ o for.

3.1 Determinacao de um plano de amostragem

De um modo geral, definir um plano de amostragem simples consiste
em determinar a dimensao da amostra e a constante de aceitagao que
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para uma dada regra de decisdo (funcao da estatistica de controlo
escolhida) permite obter um plano com um determinado desempe-
nho, em geral, valores pré-determinados para os riscos do produtor
e do consumidor. Por vezes, devido a restrigoes orcamentais e ope-
racionais, é necessario definir um plano de amostragem para uma
dimensao amostral fixa, escolhendo a constante de aceitagao que
permita obter um pré-determinado valor para o risco do produtor.
Seja P(A|0) a probabilidade de aceitagdo de um lote com uma fragao
de defeituosos 6. Definindo nivel de qualidade aceitdvel (NQA) como
o pior nivel de qualidade média para o processo que o produtor con-
sidera aceitavel, esperando contudo que o processo opere com um
nivel de qualidade melhor do que este, e nivel de qualidade rejeitd-
vel (NQR) como o pior nivel de qualidade que o consumidor tolera
aceitar num lote individual, os riscos do produtor e do consumidor,
« e 3, respectivamente, sdo definidos por

a=P(A0 =NQA) e B=P(A|f =NQR). (7)

No nosso caso, sendo o estimador de méxima verosimilhanca de &,
. 1 & _
E=— E Y, =Y, com Y; = In(X;/§), consistente para £, obtido
ng «
=1

apés dispormos de uma amostra retirada do processo onde nsy das
n observacoes da amostra sao maiores do que J, e atendendo a que
a estatistica 2n,Y /¢ segue uma distribuicio qui-quadrado com 2n;
graus de liberdade, que denotaremos por Xgm, um plano de amos-
tragem &6bvio sera baseado na seguinte regra de decisao:

1 &
Aceitar o lote se ¥ = — SV, < k. 8
ceitar o lote se M; < (8)

O valor ny e a constante de aceitacao k do plano que permite obter
riscos « e f3 fixos, para niveis de qualidade NQA e NQR também fi-
x0s, e para um limite superior de especificagao LSE, devem satisfazer
as condigoes
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— . Wm(/LSE) \
PV =He= mmaaa o) =
b (7 < e n(o/LSE)” \ _

~ m(NQR/(1 - p))

A partir destas equagoes determinamos o valor ny tal que

_ In(NQA/(1 —p))

e -1
ng : Fxgw (1-—a)= m(NQR/(1 = p))Fng ) (9)
e depois k é dado por
1 In(6/LSE) Pl 1—a) (10)

~ 20, In(NQA/(1— p))* XEn,

onde F3' denota a inversa da f.d. da distribuicéo Xgm.
2ng

3.2 Desempenho do plano de amostragem

No contexto do exemplo em estudo, considerando um limite superior
de especificagao LSE = 4.0, itens associados a medigoes de concen-
tragao da substancia quimica acima de 4.0 sao considerados defeituo-
sos. Para ilustrar o desempenho do plano de amostragem definido
na Subsegao 3.1, assumimos § conhecido igual a 0.5, p = 0.5675, fixo
e igual ao valor da estimativa de MV, e admitimos que a deterio-
ragao da qualidade do lote se deve essencialmente a alteragoes no
parametro ¢ da distribuicao.

Em muitas situacoes a andlise do desempenho e a comparacao de
planos de amostragem pode ser efetuada, de forma satisfatéria, com
base na andlise da curva carateristica operacional (CO), e da curva
da qualidade média & saida (QMS). A curva CO, i.e., a curva que se
ajusta aos pontos

(0,P(Al0)),para = 0,1/N,... 1, (11)

mostra o poder discriminatério do plano para aceitar/rejeitar lotes
consoante a sua fragdo de defeituosos. A curva QMS, i.e., a curva



146 Figueiredo & Figueiredo

que se ajusta aos pontos
(0,QMS(0) = 0 x P(A|0)),parad = 0,1/N,... 1, (12)

descreve aproximadamente a qualidade média de um lote de grande
dimensao que resulta de um programa de retificacao de lotes a 100%
aplicado a uma sequéncia de lotes provenientes do mesmo processo.
Na maior parte dos processos retificativos, retificar um lote a 100%
consiste no seguinte: quando um lote é rejeitado pelo plano de amos-
tragem, todos os itens do lote sao inspecionados individualmente, e
os itens defeituosos encontrados sao substituidos por bons. Neste
caso particular de estudo, e atendendo ao tipo de produto que se esta
a inspecionar, os lotes rejeitados sao sujeitos ao seguinte tipo de reti-
ficacao especial: todo o lote rejeitado ird ser alvo de um tratamento
de limpeza especial, que na maior parte dos casos serd suficiente
para eliminar ou pelo menos reduzir a concentragao da substancia
quimica existente em alguns dos itens; apos este tratamento, os itens
do lote irao ser repartidos e misturados com itens de outros lotes,
que irao em seguida ser sujeitos a planos de amostragem de acei-
tagdo/rejeicdo, antes de entrarem em linha de producao ou serem
enviados para venda. E de realgar que o QMS é um indicador de um
nivel médio de qualidade que resulta da inspegao de muitos lotes,
e que por isso um lote particular pode ter uma qualidade pior. O
valor maximo da curva QMS, denotado por LQMS, representa a pior
qualidade média a saida que resulta da aplicagdo de um programa
retificagao de lotes a 100%. No nosso caso serd aproximadamente
igual a proporcao de itens num lote com nivel de concentragao da
substancia quimica acima de 4.0 que passam o controlo, i.e., sao
enviados para a linha de produgdo (no caso de matéria prima) ou
para venda (no caso de produto final). Finalmente serd de referir
que na avaliagao do desempenho dos lotes submetidos a inspecao
retificativa é usual ter-se também em consideragao o ntimero médio
de itens inspecionados por lote. Atendendo ao tipo de retificacao
especial efetuada neste caso de estudo aos lotes rejeitados, nao faz
sentido calcular-se tal indicador, visto que o tratamento de limpeza
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nao é efetuado individualmente a cada item do lote mas sim ao lote
na sua globalidade.

Na Figura 2 apresentamos as curvas CO e QMS associadas a riscos
a=15% e = 30% quando NQA = 5% e NQR = 10% (Plano I),
e riscos @ = 5% e 8 = 10% quando NQA = 2.5% e NQR = 10%
(Plano II). Os parametros ny e k que garantem planos com este ni-
vel de protecdo foram obtidos através das equacoes (9) e (10). E
de referir que a dimensao global da amostra que garante a obtencao
deste valor ny é uma varidvel aleatéria com distribuicao binomial
negativa, de valor médio ns/(1 — p). Para a implementagdo pra-
tica dos planos de amostragem I e II pressupomos a existéncia de
uma amostra de referéncia que nos fornega uma estimativa para p, e
apenas podemos sugerir que se considere uma amostra de dimensao
global ns /(1 — p), sendo ng o valor (ideal) que desejarfamos ter para
a dimensao da subamostra que permite implementar os planos com
o nivel de protecao referida. Obviamente que depois de observada
tal amostra podemos ter um nimero de observacoes superior a §
mais ou menos proximo do valor ng ideal, e consequentemente o de-
sempenho efetivo dos planos serd mais ou menos semelhante aquele
que é ilustrado nas figuras seguintes (apenas vélido para a ordem de
grandeza dos valores ny considerados nesta ilustracao).

Curva CO Curva QMS

=] W — Plano|
y ---- Planoll

— Plano|
---- Planoll

0.00 001 002 003 004 005

T T T T T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Fragao de defeituosos Fragao de defeituosos

Figura 2: Curvas CO e QMS associadas ao plano I (ne = 16 e
k =1.213) e ao plano II (ny = 109 e k = 0.642).
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A partir desta figura concluimos que o plano I aceita com probabili-
dade elevada lotes com uma percentagem de defeituosos significativa,
e que o LQMS quando se usa este plano nao é significativamente in-
ferior ao valor de 0, se este for pequeno. Isto pode ser explicado
pelo facto de termos fixado os riscos « e 3 em valores elevados, e
o valor de ns ser muito pequeno. Se reduzirmos o valor dos riscos,
aumentando consequentemente o valor de no, tal como no plano II,
melhoramos significativamente o seu desempenho. O valor ny deste
plano, e consequentemente o valor global da amostra a considerar,
apesar de serem elevados, sao aceitaveis para lotes de elevada dimen-
sdo, e em particular para os lotes e tipo de itens em andlise neste
estudo de consultoria.

Na Figura 3, os planos considerados foram desenhados fixando o va-
lor ny e determinando a constante de aceitagao k através da equacao
(10), de modo a obter um risco & = 5% quando NQA = 2.5% (Plano
I) e NQA = 1% (Plano II). Como era de esperar observamos me-
lhorias significativas no desempenho dos planos quando ny aumenta.

4 Conclusao

Neste trabalho mostramos a importancia da utilizagao de modelos
inflacionados em aplicagoes, e apresentamos alguma motivagao para
a utilizacao da distribuicao de Pareto inflacionada, uma vez que apre-
senta propriedades distribucionais simples, inclusive estimativas de
maxima verosimilhanca faceis de calcular. Apresentamos um plano
de amostragem de aceitagao por variaveis para lotes de itens prove-
nientes deste modelo, baseado numa regra de decisao bastante facil
de implementar, e fornecemos expressoes analiticas para a determi-
nagao dos parametros do plano que permitem obter um determinado
desempenho em fungao dos riscos do produtor e do consumidor. Ilus-
tramos ainda o desempenho do plano através da representacao das
curvas CO e QMS para diferentes dimensoes amostrais e/ou riscos
do produtor e do consumidor.
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Curva CO (n2=25) Curva QMS (n2=25)
©
3 S
o | — Planol ° | — Planol
° - Planoll 4 - Planoll
7 8
i 5]
o] T 8]
e T T T T S
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Fragdo de defeituosos Fragdo de defeituosos
Curva CO (n2=50) Curva QMS (n2=50)
o
3 S g
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e T T T T S

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
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Figura 3: Curvas CO e QMS obtidas para um risco a = 5% quando
NQA = 2.5% (Plano I) e NQA = 1% (Plano II), e amostras de
dimensao ny = 25, 50.
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Resumo: Neste trabalho propoem-se matrizes de covariancias para
modelos mistos usados no estudo da variabilidade genética intrava-
rietal e analisam-se as consequéncias da sua utilizagao para fins de
selecgdo. Faz-se a aplicagdo a uma variedade antiga de videira (Ara-
gonez), tendo-se encontrado variabilidade genética intravarietal do
rendimento e do grau brix mais elevadas em uma das suas principais
regides de cultura, indicando que provavelmente essa serd a regiao
de origem da casta.

1 Introducao

O ajustamento de modelos lineares mistos no contexto do melhora-
mento de plantas é uma pratica corrente para a estimagao de para-
metros genéticos importantes relativos as populacoes em estudo para
efeito de seleccao. Uma determinada caracteristica de um elemento
da populacao experimental resulta da acgao de um certo conjunto
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de genes - 0 genétipo - mas modificada por desvios ambientais, origi-
nando o valor observado da caracteristica, ou fenétipo. Isto é, para se
conhecer o valor geneticamente transmissivel (o inico que interessa a
selecgao) s@o ajustados modelos mistos para decompor o valor feno-
tipico nas componentes genotipica e nao genotipica. Cada vez mais,
o0s recursos computacionais disponiveis tém permitido o ajustamento
de modelos mistos de maior complexidade, nomeadamente no que se
refere a estrutura das matrizes de covariancias associadas aos efeitos
aleatérios e aos erros aleatdrios, sendo estas cada vez mais diversifica-
das e alternativas a utilizagao das cldssicas matrizes de covariancias
diagonais [13]. Concretamente, essa diversificagdo compreende, por
exemplo, o controlo da variabilidade espacial em ensaios de campo
com elevado numero de tratamentos, quando tal nao foi eficiente-
mente controlado pelos efeitos associados ao delineamento experi-
mental. Nesses casos, a pratica corrente passa pelo ajustamento de
modelos com estrutura de covariancia do erro que permita a mode-
lacao dessa variabilidade espacial, sendo o mais comum a modelacao
do erro como um processo auto-regressivo separavel de primeira or-
dem (AR1xARI1) [13, 2, 3, 11]. Outra diversificacdo muito comum
nas matrizes de covariancias, surge no estudo de correlacoes genéti-
cas entre ambientes (interaccao gendtipo xambiente) e correlacoes
genéticas entre caracteristicas, optando-se nestes casos geralmente
por matrizes de covaridncias nao estruturadas [4] ou baseadas na
técnica multivariada de andlise factorial [10, 13, 14]. Estes tipos de
abordagem tém conduzido a um maior rigor nas praticas de selecgao
e melhoramento, actividades altamente responsaveis pelo aumento
da produtividade e qualidade agricolas. Porém, um tema raramente
abordado teoricamente prende-se com o estudo da variabilidade ge-
nética intravarietal de variedades tradicionais no decurso de fases
iniciais de seleccao. No caso concreto de variedades antigas de vi-
deira, a amostra em estudo resulta da prospecgao realizada nas suas
principais regides de cultura (subpopulagoes), pelo que a variabili-
dade genética existente em cada uma delas tenderd a ser diferente.
Sob esta perspectiva, admitir uma variancia genética comum a todas
as regioes de cultura é, por vezes, irrealista. Na videira este tipo de
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abordagem comecou por ser tratado com o ajustamento de mode-
los individuais por caracteristica e regiao de cultura da casta [7, 8].
Contudo, com os recursos computacionais actualmente disponiveis,
o ajustamento de modelos lineares mistos com uma estrutura hie-
rarquica dos efeitos aleatérios [6] e com matrizes de covaridncias nao
diagonais, torna-se um ponto crucial para o estudo da variabilidade
genética intravarietal existente dentro da variedade antiga relativa-
mente a varias caracteristicas de interesse econémico.

Neste trabalho faz-se uma abordagem raramente implementada no
ambito do melhoramento de plantas. Propoem-se matrizes de co-
variancias para modelos mistos usados no estudo da variabilidade
genética intravarietal e analisam-se as consequéncias da sua utiliza-
¢ao para fins de selecgao. E feita uma aplicacao a uma variedade
antiga de videira, uma das espécies agricolas com maior importancia
econémica e social em Portugal.

2 A metodologia proposta

Matricialmente, o modelo linear misto pode ser genericamente des-
crito como ([6])
Y =XB+Zu+e, (1)

em que Y é o vector n x 1 das observagoes (valores fenotipicos),
X é a matriz de delineamento n x p dos efeitos fixos, 3 é o vector
px1 de efeitos fixos, Z é a matriz de delineamento n x ¢ dos efeitos
aleatérios, u é o vector ¢ x 1 de efeitos aleatérios e e é o vector
nx 1 de erros aleatérios. Os vectores u e e admitem-se indepen-
dentes, com distribuicao normal multivariada de vector de valores
médios nulo e matrizes de covariancias G e R, respectivamente, isto
é, covue] =0, unNN,(0,G), enN, (0,R). A distribuicao de Y
admite-se assim normal multivariada, com vector de valores médios
X3 e matriz de covariancias V=ZGZT + R, YNN,, (X3,V). Com
o ajustamento deste tipo de modelo no contexto do melhoramento
de plantas, os grandes objectivos sao estimar as componentes de co-
varidncia (com base nas quais se avalia, por exemplo, a variabilidade
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genética intravarietal) e fazer a selecgdo de um grupo de gendtipos
superiores com base no melhor preditor empirico linear nao envie-

sado de u [5, 6],
tpprvpr = GZTV(Y — XBrpLur), (2)

sendo BrpLur = (XTV”X)iXT\A/’lY o melhor estimador empi-
rico nao enviesado de 3 , (XTV*X)i a inversa generalizada de
(XTV-'X) e G e V as matrizes de covariancias estimadas. O mé-
todo de méxima verosimilhanca restrita, REML [9], é actualmente
o mais recomendado e utilizado para estimar componentes de cova-
ridncia em grandes conjuntos de dados com estrutura complexa [6]
e a inferéncia relativa as componentes de covariancia é, em geral,
baseada em testes de razao de verosimilhancas restritas. A compa-
ragao e selecgao de modelos pode ser, quando possivel, também feita
com base, por exemplo, no critério de informagao de Akaike [12]. No
contexto bioldgico em que esta metodologia é proposta, as diversas
variantes de modelos lineares mistos estao centradas na composigao
do vector u e na estrutura das matrizes G e R. Vejamos alguns
casos de aplicacao.

Caso 1. O modelo linear misto mais simples é aplicavel quando
apenas uma caracteristica (tipicamente o rendimento) é avaliada, os
efeitos associados ao delineamento experimental admitem-se fixos,
os efeitos genotipicos dos clones da casta admitem-se aleatérios (u é
o vector ¢ x 1 dos efeitos genotipicos) e admite-se que as matrizes de
covariancias dos vectores u e e sao, respectivamente, G zoglq, R=
021, sendo I, a matriz identidade ¢ x ¢ e I,, a matriz identidade
nxn. O ajustamento deste modelo permite obter as estimativas das
variancias genotipica e do erro para a caracteristica avaliada (&3, 52)
e os melhores preditores empiricos lineares nao enviesados (EBLUPs)
dos efeitos genotipicos da caracteristica avaliada. A sua aplicacao
faz sentido quando se estuda uma variedade antiga que é cultivada
em apenas uma regiao, ou em varias, mas que tenham variabilidade
genética similar, situacgao resultante da proximidade geogréfica e de
trocas frequentes de material de propagacao entre as regioes.
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Caso 2. O modelo linear misto mais realista numa fase inicial de
seleccao de uma variedade antiga de videira, quando se avalia apenas
uma caracteristica (tipicamente o rendimento), considera que Y é
o vector n X 1 dos valores fenotipicos de uma dada caracteristica
organizados por regiao de cultura, Z é a matriz de delineamento
n X q dos efeitos genotipicos por regiao de cultura, u é o vector
g x 1 dos efeitos genotipicos por regidao de cultura (¢ = Z;Zlqj,
sendo ¢; o nimero de gendtipos provenientes da regidao de cultura
j e r o ntmero de regides de cultura/subpopulagoes estudadas) e e
é o vector n x1 de erros aleatérios por regiao de cultura da casta
(n =>2%_,nj, sendo n; o nimero de observagoes correspondentes

J
aos gendtipos provenientes da regiao de cultura j), ou seja, tem-se:

Ui(q; x1)
U2(gzx1) "
Zu=| Zitnxq) Zomxas) *° Lr(nxa,) ] : =Y Zjuy,
: =1
u"’(‘h‘X1)
T
e:[ el(nlxl)T e2(n2><l)T T er(nrxl)T ]

Admite-se variancias genéticas distintas por regido de cultura, isto
é, Gj:aﬁjlqj, para j=1,...,r, e cov[uju;] = 0, para Vj # j', con-
sequentemente, G = ®}_;G;, em que @ representa a soma directa
de matrizes. Quanto a estrutura da matriz de covariancias do vector
e, quando necesséario, admite-se igualmente variancias dos erros ale-
atérios distintas por regides de cultura da casta, isto ¢, R; :afj I,,,
para j=1,..,r, e cov[ej,ej| = 0, para Vj # j', consequentemente,
R = ®/_R;. Esta analise permite obter as componentes de va-
ridncia genotipica e do erro para a caracteristica avaliada em cada

uma das regides de cultura da casta (62 ,62 ...,62 ,62 ,62 ,...,62)

917792 T gr? e T e "t ey

e, assim, quantificar a variabilidade genética intravarietal da casta
por regiao. Usualmente admite-se que a subpopulacao proveniente
da regiao de cultura que apresenta maior variabilidade genética é a
provavel regiao de origem da casta. Também se obtém os EBLUPs
dos efeitos genotipicos para a caracteristica avaliada. De notar que,

sendo o EBLUP do efeito genotipico dependente da estrutura das
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matrizes G e R (como expresso em 2), o ajustamento de modelos
distintos conduz necessariamente a decisoes de seleccao diferentes.
Caso 3. Modelo linear misto aplicdvel numa fase inicial de seleccao
de uma variedade antiga de videira quando se avaliam varias carac-
teristicas (por exemplo, rendimento e caracteristicas de qualidade do
mosto). Neste caso, os vectores Y, u e e sdo dados por:

[ Yi1(ngx1) ] [ Yi.1(qyx1) 7] [ e1.1(nyx1) ]
Y1.2(ngx1) Y1.2(ggx1) ©1.2(ngx1)
Y r(npx1) Ul r(gpx1) el.r(nyx1)
Yo.1(nyx1) U2 1(gq x1) ©2.1(nq x1)
Y2.2(ngx1) U2 2(gg x1) ©2.2(ng x1)

Y= : u= . e= :
Y2 r(npx1) U2 r(grx1) €2.r(nyx1)
Yi1(ng x1 u e
t. 1Xx1) t.1(qy x1) t.1(nyx1)
Yi.2(ngx1) Ui2(gyx1) ©t.2(ngx1)
Y, ... u, . P
L t.r(npx1) L Yt.r(grx1) 4 L ©t.r(n,x1) J

Y ¢é agora o vector n x 1 dos valores fenotipicos para as varias ca-
racteristicas em andlise, em cada uma das regides de cultura (com
n = tZ;;lnj, sendo ¢ o ntimero de caracteristicas avaliadas, n; o
nimero de observagoes correspondentes aos gendtipos provenientes
da regiao 7, r o nimero de regioes), 3 é o vector px1 de efeitos fixos
(i, para i=1,....,t; efeitos associados ao delineamento experimental
por caracteristica), Z é a matriz de delineamento n x ¢ dos efeitos
aleatdrios (efeitos genotipicos por caracteristica e regidao de cultura
da casta), u é o vector ¢ x 1 dos efeitos genotipicos por caracteristica
e por regiao (¢ = tZ;:ﬂj, sendo ¢; o nimero de gendtipos da regiao
j e r o ntmero de regides) e e é o vector nx1 de erros aleatérios por
caracteristica e por regiao de cultura. A matriz de covariancias do
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vector u, isto é, a matriz G é dada por:

r Gia o .- 0 Gygppp O 0 Giajer O o
0 Gi2 -+ O 0 Gygp29 - 0 -0 0 Gygoygcr O
0 0 - Gy, Y 0 - Gipgp O 0 Gy
Gz.ij11  © o Ga.1 o - o Goapenr 0 o
0 Gy 0 0 Gg.o 0 0 Gy 0
G = :
o o Go r|1.r o o Ga.r o o Go r|t.r
G¢ajia O 0 Gygqe1 O o G 0 0
0 Gy o 0 Gy o o Gy 0
L o 0 Gy, O 0 Gy O o Ger

)

em que G;; = 2 I. para ¢ = 1,...t, j = 1.1, e Gy v =
Tg, i1 I,,Vi#ie ] =1,...,r, sendo ag ~a variancia genética para
a caracteristica ¢ na regiao 7, Iq7 a matriz identidade q; X qj, Og, i3
a covariancia genética entre as caracteristicas i e i’ na regiao j, q;
o numero de gendtipos da regiao j. Esta analise permite quantificar
a variabilidade genética por caracteristica e por regiao, bem como
obter os EBLUPs dos efeitos genotipicos para cada caracteristica.
Obtém-se igualmente as estimativas das correlagbes genéticas entre
caracteristicas em cada regiao de cultura, sendo a correlagao genética
entre as caracteristicas ¢ e ¢’ (Vi # ') na subpopulagio proveniente

o~ . 99, i1it i ’

da regido de cultura j dada por ry = —=I“2 Esta abordagem é
99;.;99: ;

importante, pois é util compreender se ao seleccionar uma caracte-

ristica nao se estd a prejudicar outra com igual importancia.

3 Uma aplicacao

A aplicacao é feita ao estudo da variabilidade intravarietal da casta
Aragonez. Os dados sdo provenientes de um ensaio inicial da casta,
contendo amostras de gendtipos representativas da respectiva diver-
sidade em distintas regides de cultura de Portugal e de Espanha (60
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gendtipos do Alentejo (A), 66 do Douro (D), 67 de Rioja (R) e 62 de
Valdepenas (V)), num total de 255 gendtipos. O ensaio foi instalado
em Reguengos de Monsaraz, com um delineamento experimental em
blocos completos casualizados (5 repeticoes, 3 plantas por parcela).
Os dados utilizados referem-se as médias de anos de rendimento
(kg/planta) e de grau brix obtidos por gendtipo em cada parcela. Os
modelos propostos na secgao anterior foram ajustados no Software
R, package ASReml— R [1] (método de estimagdo REML, algoritmo
de informacdo média). Comecemos com o rendimento, de longe a
caracteristica mais correntemente avaliada. Foram ajustados varios
modelos: o modelo descrito no caso 1 (G = 031255, R = 0211275),
designado modelo M1; variantes do modelo descrito no caso 2, com
matrizes G= G2 P Gp & Gr & Gy (GA :03,4160’ Gp :02D1667
Gr :O'SRI(W, Gy :03‘/ Is2) e R=021;575, designado modelo M2A,
e com a mesma matriz G mas com R= R4 ® Rp ® Rr ® Ry
( Ra =02, I300, Rp = 02 I330, Rg = 02 I335, Ry = 02 I310),
designado modelo M2B. Os resultados obtidos com o ajustamento
destes modelos (Tabela 1) sugerem heterogeneidade de variancias
entre regioes, particularmente associada a Valdepenas. No entanto,
as estimativas das componentes de variancia obtidas para o Alen-
tejo, Douro e Rioja admitem o ajustamento de uma outra variante
do modelo descrito no caso 2, mais parcimoniosa, que considere que
as regides do Alentejo, Douro e Rioja (ADR) partilham a mesma
variancia genotipica do rendimento. Isto traduz-se no ajustamento
de mais dois modelos: modelo com matrizes G = Gapr ® Gy
(GADR :USADRIlgg, GV :0'3‘/162), (§ R20'311275, designado modelo
M2C; modelo com a mesma matriz G, mas com R= Ripr ® Ry
(com Rapr =02, Toss, Ry =07 I310), designado modelo M2D.
Todos os modelos atras descritos partilham o mesmo termo Xg,
sendo B o vector de efeitos fixos (i e os efeitos associados aos blocos
completos, f1, B2, B3, B4 € B5) e X a respectiva matriz de delinea-
mento:

1335 I5 ® 167

B1 1300 Is ® 160

,62 B2 X = 1330 Is ® lee
)

1310 Is ® 162
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onde 1 representa um vector de uns, I a matriz identidade e ® o
produto de Kronecker de matrizes.

Modelo Var. genotipica Var.erro 1r par AIC
Modelo M1 ag =0,2577 52 =0,7701 —607,87 | 2 1219,73
Modelo M2A 5§A =0,2155 652 =0,7701 —600,08 | 5 1210,16
52 —0,2241
9p
52 =0,1849
9R
52 =0,7671
9y
Modelo M2B 5§A =0,1701 &EA =0,7495 —596,15 | 8 1208,30
52 =0,1594 52 =0,8357
9D ep
52 =0,1241 52 =0,8617
9R €R
52 =0,6205 52 =0,6217
9y ey
Modelo M2C 2 =0,2072 52 =0,7701 —600,16 | 3 1206,33
JADR e
52 =0,7715
gy
Modelo M2D | &2 =0,1500 &2 =0,8180 —596,80 | 4 1201,78
JADR SADR
52 =0,6238 52 =0,6215
gy Vv

Tabela 1: Estimativas das componentes de variancia genotipica e do erro,
log-verosimilhanga restrita (Ir), nimero de parametros de covaridncia (par) e
critério de informacédo de Akaike (AIC) resultantes do ajustamento dos modelos
M1, M2A, M2B, M2C e M2D.

Com base no AIC (Tabela 1) conclui-se que o modelo M2B, que
admite variancias genotipicas e do erro heterogéneas entre regioes,
é preferivel ao modelo M1, que considera variancias genotipicas e
do erro homogéneas entre regioes. Mas o modelo M2D, que admite
variancias homogéneas para Alentejo, Douro e Rioja e variancias
distintas para a regido de Valdepenas, é preferivel ao modelo M2B.
Em suma, de acordo com este critério, M2D revelou-se como sendo
o melhor modelo. Conclui-se que a variabilidade genética do ren-
dimento ¢ idéntica no Alentejo, Douro e Rioja, sendo a regido de
Valdepenas a que apresenta maior variabilidade genética intravarie-
tal. Isto sugere que em futuros trabalhos de seleccao valera a pena
focar a prospecgao nesta regido, assim como suporta a hipétese de
esta ser a regiao de origem da casta, tendo-se posteriormente ex-
pandido para as outras regices. Ao mesmo tipo de conclusao se
chega através do teste de razao de verosimilhancas restritas. Com-
parando M2B e M2D, conclui-se que nao diferem significativamente,
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para qualquer nivel de significincia usual (os 2 modelos diferem em
4 parametros, o valor da estatistica de razao de verosimilhancas
restritas, REMLRT, é de 1,48, valor — p = 0,8302), optando-se,
portanto, pelo modelo mais parcimonioso, M2D. Comparando M2D
e M1, conclui-se que diferem significativamente para qualquer ni-
vel de significAncia usual (os 2 modelos diferem em 2 parametros,
REMLRT = 21,946, valor — p < 0,0001). Isto é, rejeita-se a hi-
pétese nula de igualdade das varidncias genotipicas e de igualdade
das variancias do erro entre as duas subpopulagdes (subpopulagao
conjunta de Alentejo, Douro e Rioja e subpopulacgao de Valdepenas).
Por fim, mostram-se na Tabela 2 alguns dos EBLUPs dos efeitos ge-
notipicos do rendimento obtidos com o ajustamento dos modelos M1
e M2D que, como esperado, sao diferentes de acordo com o modelo
ajustado. Por exemplo, como o modelo M1 subestima a varidncia
genotipica de Valdepenas, os EBLUPs dos efeitos genotipicos para
esta regiao sao menores do que os obtidos com M2D. Por outro lado,
como o modelo M1 sobreestima a varidncia genotipica associada ao
Alentejo, Douro e Rioja, os EBLUPs dos efeitos genotipicos para es-
tas regides sao maiores do que os obtidos com o modelo M2D. Neste
caso concreto, as decisoes de seleccao devem ser tomadas de acordo
com os EBLUPs obtidos com o ajustamento do modelo M2D.

Ord| EBLUPs, M1 EBLUPs, M2D

1 Douro:cloneRZ1178 0,9200 Valdepenas:RZ4201 0,8821
2 Douro:cloneRZ0707 0,8755 Douro:RZ1178 0,6611
3 Rioja:cloneRZ7810 0,8675 Douro:RZ0707 0,6271
4 Rioja:cloneRZ8601 0,8483 Rioja:cloneRZ7810 0,6209
5 Douro:cloneRZ0136 0,7840 Rioja:cloneRZ8601 0,6063
6 Douro:cloneRZ6112 0,7822 Douro:cloneRZ0136 0,5571
7 Douro:cloneRZ6505 0,7435 Douro:cloneRZ6112 0,5558
8 Alentejo:cloneRZ1124 0,7296 Douro:cloneRZ6505 0,5262
9 Alentejo:cloneRZ1704 0,7229 Alentejo:cloneRZ1124 0,5156
10 Valdepenas:cloneRZ4201 0,7170 Alentejo:cloneRZ1704 0,5104

Tabela 2: EBLUPs dos efeitos genotipicos do rendimento (kg/planta) obtidos
para os 10 melhores genétipos seleccionados com base nos modelos M1 e M2D.

Finalmente, vejamos uma aplicacao com vista ao estudo da corre-
lagao genética entre rendimento e grau brix nas diversas regices de
cultura da casta. Para tal, foram ajustados varios modelos, varian-
tes do modelo descrito no caso 3, partilhando todos eles o mesmo
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termo X3, sendo 3 o vector de efeitos fixos (médias populacionais
das caracteristicas e os efeitos associados aos blocos completos por
caracteristica) e X a respectiva matriz de delineamento:

Hrend |
lrend
2rend 1300 Is®1e0 0300 0300x5
3rend 1330 Is®1g6 0330  O330x5
drend 1335 Is ® 167 0335 03355
ﬁ: Srend X = 1310 Is ®162 0310  0310x5
Hbriz 0300 0300x5 1300 Is ® 160 ’
lpriz 0330 0330x5 1330 Is5 ® 166
B2pin 0335  O335x5 1335 I5 ® 167
S 0310 0310x5 1310 Is5 ® 162
riz
Ypric
L PSprie 4

onde 1 representa um vector de uns, I a matriz identidade, 0 o vec-
tor nulo ou a matriz nula e ® o produto de Kronecker de matrizes.
Os modelos bivariados ajustados admitiram: homogeneidade de va-
riancias genéticas e do erro entre subpopulagoes e correlagao entre
rendimento e grau brix (modelo M3); heterogeneidade de varian-
cias genéticas entre subpopulagoes e correlagoes genéticas distintas
entre rendimento e grau brix nas diferentes subpopulagoes (modelo
M3A); heterogeneidade de varidncias genéticas e do erro entre subpo-
pulagoes e correlagoes genéticas e do erro distintas entre rendimento
e grau brix nas diferentes subpopulagdes (modelo M3B); heteroge-
neidade de variancias genéticas entre duas subpopulagoes (ADR -
Alentejo, Douro e Rioja e V - Valdepenas) e correlagoes genéticas
distintas entre rendimento e grau brix nas duas subpopulagoes (mo-
delo M3C); heterogeneidade de variancias genéticas e do erro entre
duas subpopulagdes (ADR e V) e correlagoes genéticas e do erro dis-
tintas entre rendimento e grau brix nas duas subpopulagdes (modelo
M3D). De acordo com os resultados obtidos (Tabela 3), verifica-se
que, tal como observado para o rendimento, também para o grau
brix a estimativa da componente de variancia genotipica é supe-
rior na regiao de Valdepenas. De entre os modelos ajustados, M3B e
M3D revelaram um melhor ajustamento. Contudo, comparando for-
malmente estes dois modelos conclui-se que nao diferem significati-
vamente, para qualquer nivel de significancia usual (os 2 modelos di-
ferem em 12 parametros, REM LRT = 11,873, valor —p = 0,45593),
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optando-se, assim, pelo modelo mais parcimonioso que considera que
as regides do Alentejo, Douro e Rioja (ADR) partilham a mesma
variancia genotipica, quer para o rendimento quer para o grau brix
(M3D). Verifica-se ainda que a subpopulagao ADR néo revela cor-
relacao genética entre as duas caracteristicas analisadas, enquanto
que essa correlagao é moderadamente negativa na subpopulagao de
Valdepenas. De facto, biolégicamente é expectivel que haja uma
correlacao negativa entre estas duas caracteristicas e esta torna-se
mais expressiva na regiao que apresenta maior variabilidade. E de
salientar ainda que o resultado obtido relativo a correlagao entre ca-
racteristicas obtido com M3D difere do resultado obtido com M3, o
que ilustra bem a necessidade do ajustamento de um modelo com
uma estrutura hierarquica dos efeitos aleatérios, pois este resultado
terd consequéncias ao nivel dos EBLUPS dos efeitos genotipicos do
rendimento e do grau brix e, consequentemente, na seleccao.

4 Consideragoes finais

Quando o ensaio de campo referente a uma variedade antiga con-
tém genotipos de diferentes regides de cultura da casta, o ajusta-
mento de modelos lineares mistos deve assentar em estruturas de
covariancia que traduzam essa realidade. Este procedimento nao
s6 permite quantificar a variabilidade genética intravarietal de uma
dada caracteristica, como também conduz a um maior rigor nas de-
cisoes de seleccao. Com a aplicagao da metodologia proposta aos
dados da casta Aragonez, concluiu-se que a variabilidade genética
intravarietal do rendimento e do grau brix é idéntica nas regioes do
Alentejo, Douro e Rioja, sendo a regiao espanhola de Valdepenas
a que apresenta maior variabilidade genética intravarietal para am-
bas as caracteristicas, assim como a Unica regiao que revelou uma
correlagao genética moderada entre essas caracteristicas (neste caso,
moderadamente negativa).



Atas do XXII Congresso da SPE 163
Modelo [ 52 '=0,2577 52 =0,7701 ir — | par=] AIC =
M3 r r —1167,16 6 2346,31

52 _ 52 _
&, =0,7090 42, =1,1106
¢ — _0.3135 N - 5
tg,., =—0,3135 fe, , =—0,0285
Modelo | 52~ =0,1646 52 =0,7701 ir — | par=| AIC =
M3A Ar " —1141,62 15 2313,24
52
&g, =0.1721
20 5
S5, =0:1425
62 =0,5943
52 | _ 52 _
&7, =0,3338 52, =1,1105
52
=0,7826
52 =0,1949
IR,
52 =1,6092
fga, , =0,1362 fe,. p, = —0,0269
tgp , =0,0933
tgp, , = 0,2544
fgy, |, =—0.6315
Modelo aﬁA =0,1678 ir — par =| AIC =
M3B " —1131,34 | 24 2310,67
.2 _ 5
U-gDr =0,1584
S5, =0:1245
62, =0,6265
2
=0,3312
o‘gAb
52 =0,6754
9Dy, ’
52
=0,2463
SRy
52 =1,6383
IV,
i =-0,0154
gAT,
9p, , =0:2721
tgp, , = 02805
Fay, , = —0,6107
Modelo "’52; =0,1585 ir = par =| AIC =
M3C ADRy —1146,81 9 2311,61
52 .
=0,6022
Ugv" 2
53 DR, =0:4382 #2, =1,1108
2
%oy, =1,6300
"9ADR,. , =0:0352 fe, ), =—0,0305
fgy, , = 06368
Modelo | 62 =0,1489 & =0,8180 ir = | par=| AIC =
H ,
M3D JADRy ADR —1143,21 12 2310,42
52 =0,6319 =0,6215
‘ZVT ks
5 =0,4278 =1,1420
9ADR €ADR
52 =1,6627 62 =1,0142
IV Vi
"9ADR, , =0:0403 feApR,, , = 00334
fgy, , =0,6184 fey, , =—0.0211

Tabela 3: Estimativas das componentes de varidncia genotipica e do erro,
das correlagoes genotipicas e do erro entre rendimento (r) e grau brix (b), log-
verosimilhanga restrita (Ir), nimero de parametros de covariancia (par) e critério
de informagao de Akaike (AIC) resultantes do ajustamento dos modelos M3,

M3A, M3B, M3C e M3D.
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Resumo: Ultimamente, a intervengao da estatistica antes da reco-
lha de dados estd mais presente na investigagao em saude, quer pela
pressao do financiamento e dos conselhos de ética, quer pela pres-
sao das publicagoes cientificas. A recolha de dados de qualidade em
saude tropical é fundamental para actuar, por vezes, de forma rapida
e em tempo real (e.g., Ebola ou Zika). Sendo os pressupostos tedri-
cos iguais a qualquer outra area, na pratica existem especificidades
no terreno que por vezes tornam esta recolha mais dificil e desafi-
ante. Este trabalho tem como objectivo apresentar e discutir alguns
aspectos que emergem da acgao crescente da bioestatistica em con-
textos africanos, no ambito de projectos de investigacao, que tanto
pode potencializar como restringir as ligacoes a estatistica tedrica
estabelecida.

1 Introducao

Numa era de recolha e de armazenamento de grandes quantidades
de dados, co-existem preocupagoes com a qualidade e a quantidade
de dados obtidos em contextos rurais e urbanos de zonas tropicais
que podem incluir populagoes de dificil acesso e/ou simplesmente
terem dificuldades acrescidas por questoes culturais ou éticas (entre
outras). A elaboracao do protocolo de investigagdo — documento
que antecede a realizacao de uma investigagao, sendo fundamental



166 Gongalves

para as candidaturas a financiamento, comissoes ou conselhos de
ética e mesmo para a obtencao de algumas pés-graduagoes ou graus
académicos — tem contribuido para a afirmacao da estatistica mais
atempadamente nos projectos de investigagao. A literatura sobre a
elaboragédo de protocolos de investigacao é extensa [1, 2, 5, 3, 4]. Na
investigacao em satude, em geral, é necessaria a aprovagao do proto-
colo de investigagao por parte dos comités de ética, perante os quais
o investigador assume compromissos sobre a recolha, a informati-
zagao, o armazenamento e, eventual, destruicao dos dados apds a
investigagao, podendo condicionar os tratamentos estatisticos mais
morosos e complexos. Neste aspecto, a partilha dos dados com os
estatisticos tedricos seria uma mais valia, porém, perante o(s) co-
mité(s) de ética o investigador pode ter assumido o compromisso
de os dados ficaram apenas afectos & equipa de investigacdo origi-
nal. Por outro lado, na fase de publicagdo dos artigos cientificos,
existe uma tendéncia crescente para disponibilizar as bases de da-
dos de forma a confirmar os resultados. Nesta experiéncia de terreno
pode haver constrangimentos, mas existem desafios interessantes que
emergem dos diversos problemas em satide tropical.

2 A diversidade de dados

A multidimensionalidade dos problemas em saide pode exigir a reco-
lha de dados em diferentes camadas que vao do nivel macro ao micro
e podem envolver diferentes populagoes interrelacionadas que ideal-
mente deveriam ser tratados de forma conjunta e nao fragmentada.
Hoje em dia, a epidemiologia classica dé lugar a outras correntes,
como a eco-epidemiologia [5] de forma a contemplar os aspectos mul-
tifactoriais associados a doencga. Por exemplo, num estudo de uma
doenga tropical, além do agente da doenca, dos vectores e dos hos-
pedeiros, poderemos ter dados ligados ao ambiente, ao ordenamento
do territério, as infraestruturas, etc. No projecto UPHI-STAT: O
planeamento urbano e as desigualdades em saude: passando das es-
tatisticas macro para as micro, que decorreu na cidade da Praia, na
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ilha de Santiago, em Cabo Verde, essa diversidade de dados tam-
bém aparece num contexto de doengas cardiovasculares [6]. Além
dos dados de caracterizacao do planeamento urbano e das infraes-
truturas existentes naquela cidade, recolheram-se dados através da
aplicacao de um questionario, aplicado por entrevistadores locais,
e efectuaram-se medigoes antropométricas por uma equipa de nu-
tricionistas, obtendo dados sobre a caracterizacao sociodemografica,
opinides e percepgoes sobre infraestruturas e a seguranca na cidade,
aspectos ligados a percepcao sobre o estado de satde, habitos ali-
mentares, actividade fisica no lazer, no trabalho e nas deslocagoes,
etc.

3 Protocolo de Investigacao, aspectos éti-

cos e a estatistica antes da recolha de
dados

Hoje em dia, a par da investigagao também no ensino, os cursos de
saude e ciéncias biomédicas tém algumas unidades curriculares sobre
métodos de investigacao, comunicagao e escrita cientifica, ou mesmo
para os alunos prosseguirem para a elaboracao das suas dissertacoes
ou teses de doutoramento podem ser obrigatérias a elaboragao e a
defesa de um protocolo de investigagdo. Assim, os investigadores de
diversas areas reconhecem cada vez mais a importancia da definicao
da populagao em estudo, a dimensao da amostra, dos métodos de
amostragem e a descricao do plano de andlise estatistica dos dados,
sem ainda os ter recolhido, na seccao de Material e Métodos. Pen-
sar na estatistica ainda sem dados, é um desfio importante que tem
fomentado a intervencao dos estatisticos nas equipas de investiga-
¢ao desde o inicio do planeamento e do delineamento do projecto de
investigacao, o que nem sempre acontecia hé uns anos atras. A sec-
¢ao de Material e Métodos tem um elevado peso nas avaliagoes dos
projectos de investigacao por parte dos financiadores. Por exemplo,
na apoio a investigagao de doencas tropicais, no programa TDR, the
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Special Programme for Research and Training in Tropical Diseases,
podemos encontrar o guiao de avaliagao dos projectos submetidos
(ver http://www.who.int/tdr/grants/application_reporting_
forms/application_assessment_form_sa.mple.pdf?ua=13) sendo
apresentados diversos critérios ligados a estatistica, a epidemiologia
e a ética. Certamente, no guiao de avaliagao de uma candidatura, e
posteriormente nas publicagbes, constam as seguintes questoes: (i)
a populagdo e a amostra estdo correctamente definidos? (ii) o ta-
manho da amostra é apropriado? (iii) os métodos estao articulados
com os objectivos da investigacao? (iii) os métodos estatisticos sdo
apropriados e descritos adequadamente? Por outro lado, o protocolo
de investigagao é geralmente submetido & apreciacao de um ou mais
conselhos ou comités de ética que podem ter normas diferentes. Por
exemplo, pode haver necessidade de pedir aprovagao aos comités de
ética do pafs (ou instituigdes) de onde é oriundo o financiamento, do
comité de ética (se aplicavel) das instituigdes proponentes ou parcei-
ras, e ainda do pafs onde se realiza a investigagao (se for diferente).
Por exemplo, no projecto UPHI-STAT pediu-se aprovaciao ao Con-
selho de Etica do IHMT (Doc. n.24-2013-PI) e ao Comité Nacional
de Etica para a Pesquisa em Satde (Doc. 1.52/2013), em Cabo
Verde. Enquanto no primeiro caso, o pedido era obrigatério por en-
volver o estudo de seres humanos, no segundo caso era facultativo
pois nao implicava a colheita de amostras biolégicas. Porém, é sem-
pre aconselhavel que o pais de acolhimento tenha conhecimento da
investigacao e, neste caso, o armazenamento dos questionarios e dos
consentimentos informados ficou a cargo do actual Instituto Nacio-
nal de Saide de Cabo Verde, como instituigdo de acolhimento por
indicagao do Ministério da Satude daquele pais.

Na submissao aos conselhos de ética é essencial a descricao dos
riscos e beneficios da recolha de dados e os seus procedimentos,
o anonimato e a confidencialidade dos dados, o acesso, o arma-
zenamento e a conservagao dos dados e também a destruicao da
base de dados. Nao havendo regras pré-definidas para a destrui-

3Ultimo acesso a 25/03/2016



Atas do XXII Congresso da SPE 169

¢ao da base de dados, é frequente fazer-se referéncia a 5 anos, apds
o final do projecto ou apds a ultima publicacao dos resultados.
A referéncia ao acesso a base de dados também pode limitar a
partilha de dados com os estatisticos que nao estejam afectos a
equipa de investigacao do projecto. E comum, o investigador prin-
cipal do projecto declarar que a utilizagao dos dados fica restrita a
equipa de investigagao. Recorde-se que frequentemente os objecti-
vos da investigacao propostos no protocolo, salvo raras excepgoes,
nao sao de natureza estatistica, isto é, nao implicam que se de-
senvolvam novos métodos estatisticos. Assim, podem surgir algu-
mas questoes sobre a utilizagao dos dados recolhidos para desen-
volvimentos estatisticos tedricos nao previstos inicialmente. Note-
se que a Lei da Protecgdo de Dados Pessoais (Lei n° 67/98 e Lei
n.° 103/2015, de 24/08 — http://www.pgdlisboa.pt/leis/lei_
mostra_articulado.php?nid=156&tabela=leis&so_miolo=), para
qualquer drea, no artigo 5° reforga a necessidade de apenas recolher
dados (...) para finalidades determinadas, explicitas e legitimas, nao
podendo ser posteriormente tratados de forma incompativel com es-
sas finalidades (alinea b); Adequados, pertinentes e ndo excessivos
relativamente as finalidades para que sao recolhidos e posteriormente
tratados. Embora, no ponto 2, do mesmo artigo, haja a resalva de
possiveis alteragoes Mediante requerimento do responsdvel pelo tra-
tamento, e caso haja interesse legitimo, a CNPD pode autorizar a
conservagdo de dados para fins historicos, estatisticos ou cientifi-
cos por periodo superior (...). Relativamente, aos conselhos de ética
também existe essas possibilidade de solicitar alteragoes.

4 Recolha de dados em diferentes con-
textos

Na pratica, uma das maiores dificuldades para recolher uma amostra
aleatéria relaciona-se com a disponibilidade de bases de amostragem
crediveis e acessiveis. O movimento dos refugiados e o estudo de po-
pulagoes em guerra tem colocado desafios aos investigadores que no
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terreno constatam a inviabilidade dos métodos de amostragem clés-
sicos. Assim, tém sido desenvolvidos métodos para populacoes de
dificil acesso [7, 8, 9]. A Organizagdo Mundial da Satide tem vindo
a alertar para a necessidade de estudar as populacoes que vivem em
bairros informais das grandes cidades que albergam um ntmero ele-
vado de residentes e que frequentemente nao entram nas estatisticas
oficiais [10, 11]. Porém, nomeadamente em Africa, devido ao desen-
volvimento dos sistemas de informagao geograficos por vezes torna-se
possivel utilizar métodos baseados na utilizacao de coordenadas geo-
graficas das residéncias de forma a chegar aos individuos, por exem-
plo, para aplicar um questiondrio porta-a-porta [6]. Mesmo que o
protocolo de investigagao possa descrever a populagao conveniente-
mente, tendo prevista uma base de amostragem fiavel, que o calculo
do tamanho da amostra possa ter sido efectuado de uma forma cre-
divel atendendo aos parametros em estudo, ao transpor a teoria para
a pratica pode haver uma discrepancia consideravel. Em determi-
nadas situagoes, os individuos seleccionados para integrar a amostra
pode nao dar o seu consentimento (oral ou mais frequentemente es-
crito) para participar no estudo. O consentimento informado deve
apresentar uma linguagem acessivel aos individuos da populagao em
estudo. Este documento deve fornecer aos individuos participantes,
ou seus representantes legais, informagao adequada sobre: (i) os ob-
jectivos da investigagao; (ii) investigadores e os seus contactos; (iii)
a explicagdo dos métodos e a utilizagio dos resultados; (iv) definir a
forma de transmissdo dos resultados aos participantes; (v) explicar
os beneficios esperados, potenciais riscos do estudo e incomodos que
lhe possam estar associados, bem como outros aspetos relevantes do
estudo. Os individuos devem ter a opcao de recusar a participagao
ou de a interromper a qualquer momento. Neste caso, existem omis-
soes e vazios que levantam questoes sobre até quando o participante
pode contactar o investigador e desistir da sua participagao do es-
tudo. Num estudo transversal, supostamente apés a informatizagao
ja nao haverd ligagao por entre o consentimento informado e o ques-
tionario, sendo este um ponto de paragem. No entanto, num estudo
longitudinal, como a ligagao aos dados pessoais estd assegurada até
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ao fim, em qualquer momento poderd fazer sentido que o sujeito seja
retirado mesmo em fases tardias do estudo. A taxa de nao respos-
tas pode ser elevada em determinados contextos e mais frequentes
em determinados sub-grupos podendo por em causa a representati-
vidade das amostras. No projecto UPHI-STAT, na cidade da Praia,
usaram-se balangas de bioimpedancia, para recolher dados da massa
gorda, massa muscular e Ossea, exigindo a pesagem do individuo
descalco. Se este estudo tivesse sido realizado em algumas cidades
de Angola, seria de esperar uma reduzida participagdo dos homens,
pelo facto de terem que se descalgar. Mesmo quando nao existem
aspectos culturais tao marcantes, a maior participagao das mulheres
em estudos de satude é relatada com frequéncia em diversos contex-
tos [12]. Em Cabo Verde, em dois estudos transversais, um em
contexto urbano [6], e outro na ilha de Santiago [13] registam uma
maior participa¢ao das mulheres que dos homens (64.4% vs 35.6% e
68.7% vs 31.3%, respectivamente). Apesar de haver inquéritos de-
mograficos e de saide de 5 em 5 anos e os censos serem cada vez
mais regulares nos paises africanos, continua a nao ser facil ter dados
populacionais que permitam introduzir ponderadores na andlise que
exprimam da melhor forma a realidade. Porém, ao recolher dados
por questionarios a taxa de resposta em determinados contextos em
Africa até é melhor que a verificada em paises europeus, nao sendo
um questao meramente da satde tropical.

5 Notas finais

A intervengao da estatistica, antes da recolha de dados, estd mais
presente na investigagao em saude, quer pela pressao do financia-
mento e dos conselhos de ética, quer pela pressao das publicacgoes
cientificas. Relativamente as publicagbes cientificas tendem a exigir
que as bases de dados sejam fornecidas, o que por vezes pode entrar
em “conflito” com o assumido perante os conselhos de ética. Actual-
mente, o espago luséfono estd em expansao, em termos de ensino, de
investigacao e de consultoria, devendo haver cada vez mais atengao
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a recolha de dados nestes contextos. Apesar dos constrangimentos
no terreno, a investigacdo em saude tropical estd a oferecer intime-
ras oportunidades a estatistica. Os contextos rurais e urbanos de
zonas tropicais, que podem incluir populagoes de dificil acesso e/ou
simplesmente terem dificuldades acrescidas por questoes culturais ou
éticas (entre outras), oferecem novos desafios para que as estratégias
de amostragem sejam inovadas. A supervisdo e a monotorizacao da
recolha de dados no terreno devem ter também uma atencao ma-
xima, pois nao adianta sofisticar a modelacao estatistica se os dados
nao apresentam a qualidade desejada. Por outro lado, operar em
terrenos tao ricos, pode potenciar o desenvolvimento de novas meto-
dologias estatisticas, fazendo com que a teoria seja desenvolvida em
funcao das necessidades da pratica.
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Resumo: Nas tltimas duas décadas tem-se assistido a um grande
desenvolvimento de novas técnicas de inferéncia bayesiana associa-
das a uma abordagem nao paramétrica. Surge, assim, o conceito
de modelo bayesiano nao paramétrico. O modelo bayesiano é de-
signado de paramétrico se a distribuicao de probabilidade utilizada
para modelar os dados, {Fp : § € ©}, tem uma forma conhecida e
estd indexada por um vetor de parametros de dimensao finita, usual-
mente desconhecido, o que requer a especificagao de uma distribuigao
a priori sobre ©. Segundo a abordagem bayesiana nao paramétrica,
procura-se uma classe mais geral de modelos {F : F € F}, o que
requer a especificagdo de uma distribui¢do a priori sobre F, o es-
pago de todas as medidas de probabilidade, denominada de modelo
bayesiano nao paramétrico. Na literatura estatistica a distribuicao a
priori processo de Dirichlet (DP) é a mais referenciada e estudada.
No entanto, a natureza discreta das distribuicoes obtidas a partir
de um DP, limita a sua aplicagao, nomeadamente nos problemas de
modelagao de dados continuos. Em contraste, a distribuicao a priori
arvore de Pélya (PT), que permite a modelac¢ao de dados continuos
e é uma generalizacao do DP, nao tem sido tao amplamente utili-
zada. Neste trabalho, pretende-se dar a conhecer uma aplicacao da
distribuicao a priori arvore de Pdélya no estudo da adequabilidade
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do modelo exponencial, algumas das suas limitagoes e formas de as
contornar.

1 Introducao

O processo de Dirichlet (DP) foi introduzido por Ferguson [1] como
uma distribuicao a priori, designada por F', sobre o espago de todas
as medidas de probabilidade F. E, provavelmente, a distribuicio
mais utilizada na inferéncia bayesina nao paramétrica pelas suas in-
teressantes propriedades, como a da conjugacao e a da existéncia de
métodos que geram realizacoes de DP. No entanto, o DP gera quase
certamente distribuigoes discretas, limitando a sua aplicagao a mui-
tos problemas estatisticos como, por exemplo, a estimacao de den-
sidades. Para contornar esta limitagao, Lo [2] ¢ Escobar ¢ West [3]
propoem um modelo de mistura por processos de Dirichlet (DPM),
isto €, a distribuicao desconhecida é definida utilizando um modelo
de mistura de distribuiges continuas onde os pesos da mistura pas-
sam a ser uma medida de probabilidade aleatéria que segue um DP.

Alternativamente, a distribuigdo a priori drvore de Pdlya (PT), que
é provavelmente o modelo bayesiano nao paramétrico mais simples
(Nieto-Barajas e Mueller [4]), tem como principal vantagem a mode-
lacao direta de distribuigoes discretas, continuas ou absolutamente
continuas, para determinados valores dos seus parametros. Por ou-
tro lado, goza de imensas propriedades interessantes, em particular,
goza da propriedade de conjugagao para dados censurados a direita,
o que nao acontece no DP. A ideia base da distribui¢cao PT encontra-
se em Ferguson [5], mas foi Lavine [6, 7] e Mauldin [8] que desenvol-
veram e catalogaram detalhadamente a base tedrica desta distribui-
¢ao. Posteriormente, apareceram generalizagoes da distribuicao PT,
tais como, misturas de PT (Hanson e Johnson [9] e Hanson [10]),
PT multivariadas (Paddock, Ruggeri, Lavine e West [11]), PT op-
cionais (Wong e Ma [12]) e Rubbery PT (Nieto-Barajas e Mueller
[4]), conduzindo a um grande leque de aplicagdes de métodos nao
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paramétricos em problemas de inferéncia estatistica e em diferentes
areas de investigagdao, nomeadamente, em problemas de estimacao
de densidades, regressao, curvas ROC, andlise de sobrevivéncia, me-
digoes repetidas e validacao de modelos, s6 para mencionar algumas.

Uma das solugoes proposta pela abordagem bayesiana, para o es-
tudo da adequabilidade de um modelo probabilistico paramétrico a
um conjunto de dados observados, consiste em definir um modelo
bayesiano nao paramétrico alternativo que incorpore o modelo para-
métrico em estudo. Seguidamente, a averiguacao da adequabilidade
do modelo é feita através de métodos de comparacao de modelos,
destacando-se o factor de Bayes como método de eleicao para a com-
paracao.

Neste trabalho, apresenta-se uma aplicagao da utilizagao da distri-
buicao PT no estudo da adequabilidade do modelo exponencial. E,
ainda, apresentado um estudo de simulagao para comparar o de-
sempenho do teste de ajustamento bayesiano nao paramétrico com
alguns testes classicos.

2 Distribui¢do Arvore de Pélya Finita

Uma distribuicio PT com M niveis para G 4 é construida dividindo
o0 espago amostral (2 em intervalos disjuntos, utilizando o particiona-
mento bindrio em drvore (ver Figura 1) e atribuindo probabilidades
aleatdrias a cada um dos ramos dessa arvore, ou seja, é definida por:

1. Uma sequéncia finita de partigdes bindrias IT = {B,,}, onde
Elim = €162+ -Em com €5 € {0,1} para j =12,....mem =
12,....M.

2. Um conjunto de varidveis aleatérias independentes com dis-
tribuigao beta, Yz, o ~ Beta(ae,, 0,0¢,.,,1), representando a

4Utiliza~se G em vez de F para distinguir os dois modelos, ndo paramétrico
e paramétrico, respetivamente.
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Q= (0,1]
Yo 1-Yo
By = (0,0.5] (0.5,1]
/ \ Yoo / \ Yig
By = (0,0.25] Bo; = (0.25,0.5] Bio = (0.5,0.75] By; = (0.75,1]

1/0 ~ Beta(ao,al),YOO ~ Beta(aoo,am) e 1/10 ~ Beta(alo,an)
Yy = PI‘(XZ S Bo) = G(Bo)

Yoo = PI'(XZ € B00|XZ' € Bo) = G(Boo) =Yy Yoo

Yi0 = Pl“(XZ € Blo|X¢ S Bl) = G(Blo) = (1 — Yo)Ym.

Figura 1: Ilustragao de uma distribuicao PT com dois niveis, M = 2,
para uma partigao bindria do espago amostral, = (0,1].

probabilidade de cada observagao pertencer a cada um dos ra-
mos da arvore.

3. Um conjunto de pardmetros nao negativos A = {ag,  ,m =
2,...,M}.

A distribuicao marginal de um qualquer conjunto B, , no m-ésimo
nivel, é dada por

G(B€1:m) = H }/51“‘53'—10 H (1 - }/51“'53'—10)'
j=1,6,=0 j=1,6;=1

Uma distribuicao PT com M niveis é determinada pelas partigoes
IT e pelos parametros da distribuicido beta em A e representa-se por
G ~ PTy(11,A).
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Propriedades

1. Uma propriedade interessante da distribuicao PT é a de que
ela pode gerar distribuigoes de probabilidade continuas. Para
isso, basta que os parametros da distribuicao beta em A au-
mentem rapidamente, por exemplo, considerando o, = cm?,
com a constante ¢ > 0. Por outro lado, se os parametros
da distribuicdo beta diminuem rapidamente, por exemplo, se
Qe = c/2™, entdo a distribui¢do PT reduz-se ao caso parti-

cular de uma distribuicao DP.

2. Outra propriedade atrativa, do ponto de vista pratico, é a da
facilidade de centrar a distribuicao PT em torno de uma qual-
quer distribuicdo Gy, E[G(B)] = Go(B). Uma forma de o fazer
é considerar que os limites (inferior e superior) dos intervalos
que formam a partigao coincidam com quantis de Gy e supondo
que Qg0 = Qg,,,,1- Ou seja, no m-ésimo nivel, os intervalos
sao definidos por B, = (Gal <I€2m1) ,GO_1 (;ﬂ)], para
m=12,....M, e k = 1,2,...,2", onde G;'(0) = —c0 e
Gy'(1) = +o0, se X; € R. Alternativamente, pode-se centrar
a distribuicao PT considerando uma particao arbitaria fixa IT
e fazendo com que «,,, = cGo(Be,,,), ¢ > 0.

3. A distribuicao PT tem uma expressao fechada para a distri-
buicao preditiva a priori.

Embora a distribuicao PT possua propriedades interessantes, apre-
senta algumas limitagoes préticas, tais como: (i) é dependente da
particdo considerada; (i) a densidade preditiva a posteriori é des-
continua nos pontos extremos dos intervalos das particdes; e (iii) a
inerente dificuldade na escolha de Fj.

Para contornar estas limitagdes (Lavine [6], Hanson e Johnson [9]
e Hanson [10]) substituem G por uma distribuigdo paramétrica Fy
e consideram distribuigbes a priori para os hiperparametros, h(6).
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O modelo resultante é designado por mistura finita de arvores de
Pélya (MPT) e permite, em particular, suavizar as descontinuidades
nos pontos extremos dos intervalos das partigoes. Mais pormenores
sobre distribuigoes a priori arvores de Pélya podem ser encontrados
em Polidoro [14].

3 Aplicacao

A distribuigdo exponencial é uma das mais simples e importante
distribuicoes utilizada na modelacao de dados que representam o
tempo até a ocorréncia de um determinado acontecimento. O es-
tudo da adequabilidade da distribuicdo exponencial é fundamental
para validar as inferéncias realizadas.

Neste trabalho, seguindo o procedimento proposto por Berger e Gu-
glielmi [13] e como exemplo de aplicagdo, propde-se um teste de
ajustamento bayesiano nao paramétrico para o estudo da adequabi-
lidade da distribui¢do exponencial (Hy) considerando como modelo
bayesiano ndo paramétrico alternativo (Hi) a distribui¢do MPT. A
averiguacao da adequabilidade do modelo proposto na hipdtese nula
é realizada utilizando o factor de Bayes. Teste de Ajustamento

Bayesiano

O modelo bayesiano paramétrico (Hy ou Fy) é dado por
X0 id Exp(#), fori =1,2,...,n,
0 ~ h(6).
e o modelo bayesiano nao paramétrico (H; ou G) é dado por
X1, Xs,....Xa|G R G
G|, Ag ~ MPT (11, 4)
0 ~ h(6).

onde MPT ) (IT,4p) é a distribui¢do mistura finita PT, com para-
metros (II,Ag) e h(0) é a distribuicdo a priori para 6.
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O factor de Bayes (BF) a favor do modelo paramétrico (Hy) e contra
o modelo nao paramétrico (H;) é dado por

po()
BF
o1(z) = @)
As distribuigées preditivas a priori (sob Hy e H,) sdo, respetiva-
mente, po(z) = [ f(z]0)h(0)d0 e pi(z) = [op(x]0)h(#)dh, onde
p(zl|0) = (aflf?) (6), com

n m”(z;)

H H Elm(wy) (0) (O‘Elzm—lo(%)w)+O‘€1-m—11(wj)(0))
2 w1 Qe ) (0l o) @O Fal 16, ©)

)

onde slzm(xj) é o indice g1&5 - - - €5, que identifica o subconjunto da
particdo B, ..., , para cada nivel m, que contém z;, O‘;Lm(xj)(o)
¢ igual a a., (;)(f) mais o nimero de observacoes entre {x1,...,
xj_1} que pertencem a By, ..., (z;). Para cada x;, o limite superior
m*(x;), no produto, representa o menor nivel m tal que nenhum z;,
i < j, pertence a B., ..., (z;).

O calculo do BF ¢ simplificado porque pode ser escrito como
-1

Bron(o) = | [ wOn(oin)ds] = (ETwo)) .

onde h(f|z) = f(x|0)h(0)/po(x), isto é, pode ser escrito como o
inverso de uma média a posteriori, sob Hy. Caso se possa simular
uma amostra aleatéria 01,05, . .. ,0;, da densidade a posteriori h(0|x),
o método de Monte Carlo direto aproxima o BF pelo inverso da
média empirica

-1

BF o («

-]

O BF é uma medida da evidéncia provida pelos dados a favor de uma
das hipdteses (modelos) em confronto. Intuitivamente, o melhor mo-
delo corresponde aquele que apresente o maior valor da distribuicao
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preditiva a priori para . Um BF muito grande ou muito pequeno
relativamente ao valor numérico um representa uma evidéncia muito
forte nos dados a favor de uma das hipoteses contra a outra hipétese.

Nesta aplicagao, para centrar a distribuicao MPT em torno da distri-
buigao exponencial, considerou-se a situacao particular das particoes
(II) fixas, substituindo o pardmetro 6 pelo seu estimador de ma-

xima verosimilhanga: B, = (Fgl (k;ml) ,Fgl (2];)], para
m=12,...,M,ek=12,...,2" onde Fg’l(o) =0e F{{l(l) = +o00,
uma vez que X; € RT. Para €1.,,_1 = €162+ - Em_1, 05 parametros
da distribuicao beta, Ay, sd@o definidos por

Fe<Belim10>>“2

ey, 10(0) = Cm
A O( ) <F9(B€1:m11)

Fa(Bflzm—ll) ) Yz

aal-nl—l 0 =Cm
' 1( ) <F9(B€1:m10)

onde ¢,, o< n”1p(m), n > 0.

A funcao p(m) é definida por forma a que a distribuicdo MPT se
adapte a distribuigoes amostrais continuas, por exempo, conside-
rando p(m) = m?2,m3 2™ 4™ e 8. O parametro 1 controla a
variancia da distribuicao MPT em torno da sua média, isto é, a
variagao dos valores de 1 determina quao concentrada estd a dis-
tribuicao MPT da distribuicao exponencial. Estudos de simulagao
sugerem que: para valores de 7 — 0 a distribuicao MPT estd mais
concentrada em torno da distribuicao paramétrica e o BF ird con-
vergir para um; para valores de n — oo a distribuicao MPT esta
mais afastada da distribuigao paramétrica e o BF sera muito grande;
entre estes dois extremos, o BF, por vezes, aumenta com 7, mas
também pode, inicialmente, diminuir para depois aumentar. Por
conseguinte, opta-se por uma andlise de robustez, calculando o BF
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para varios valores de 7 e, seguidamente, escolhe-se o valor minimo
obtido, min(BFy;(x)), como uma escolha conservativa.

4 Estudo de Simulacao

Com o objetivo de comparar o desempenho do teste bayesiano pro-
posto com algumas das estatisticas de teste classicas mais potentes:
CO,, - Cox e Oakes; EP,, - Epps e Pulley; CM,, - Cramér-von Mises
modificada; AD,, - Anderson Darling; BH,, ,—1 - Baringhaus e Henze
e Ty, q=2.5 - Henze e Meintanis, realizou-se um estudo de simulagao
Monte Carlo. Na primeira parte do estudo, sdo simuladas amostras
da distribuigdo exponencial padrao, isto é, supondo Hj verdadeira.
Caso seja rejeitada Hy entao é cometido um erro do tipo I. Na se-
gunda parte, sao simuladas amostras supondo Hj falsa, neste caso,
utilizaram-se as distribuigoes frequentemente consideradas em outros
estudos: Ga=Gama; Wei=Weibull; x2=Qui-Quadrado; HCa=Half-
Cauchy; LN=Log-Normal e HN=Half-Normal e com diferentes taxas
de falha. Caso seja rejeitada Hy, toma-se uma decisao correta. As
estimativas empiricas, para a taxa de erro tipo I e para a poténcia,
sao calculadas através da proporcao de vezes que a hipdtese nula é
rejeitada, com base em 500 amostras simuladas para trés dimensoes
diferentes: n = 25; 50 e 100 (utilizou-se para nivel de significancia

a=5%).

No teste bayesiano definiu-se M = 6 niveis, para a construcao das
partigoes da arvore de Pdélya, considerou-se p(m) = 4™ e n = 2%, com
s a tomar todos os valores inteiros no intervalo [-6,6]. Foram gerados
L = 2000 valores da distribuigao a posteriori Gama(a + nZ,b + n),
com ¢ = b = 0.001 (utilizou-se para o pardmetro 6 a distribuigao
a priori ndo informativa da familia conjugada natural, Gama(a,b))
para calcular, para cada n e [, os valores dos parametros da distribui-
¢ao beta e a respetiva estimativa do BF. Finalmente, é escolhido o
valor minimo das 13 estimativas calculadas. Mais pormenores sobre
estes parametros, podem ser encontrados em Polidoro [14].
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Tabela 1:

Polidoro & Magalhaes

Média (e desvio padréo) da estimativa empirica para a
proporgao de rejeigoes corretas para cada um dos testes.

Teste
Distr. n BF gy (z) EP, COp CM,, ADj, BH,, q—1 Thp,a=2.5
Exp(1) 25 0.05 0.038 0.034 0.048 0.046 0.042 0.046
(0.028) (0.022) (0.021) (0.030) (0.023) (0.024) (0.036)
50 0.050 0.034 0.042 0.044 0.052 0.044 0.052
(0.030) (0.017) (0.031) (0.023) (0.027) (0.026) (0.023)
100 0.050 0.056 0.050 0.050 0.048 0.054 -
(0.031) (0.032) (0.033) (0.027) (0.037) (0.031) -
Ga(2,1) 25 0.696 0.588 0.578 0.592 0.554 0.650 0.676
(0.060) (0.088) (0.066) (0.088) (0.076) (0.077) (0.092)
50 0.989 0.924 0.984 0.918 0.928 0.956 0.912
(0.019) (0.025) (0.025) (0.030) (0.021) (0.033) (0.045)
100 1 0.996 0.998 0.996 0.998 0.998 -
(0.008) (0.006) (0.008) (0.006) (0.006) -
Ga(0.8,1) 25 0.110 0.114 0.148 0.110 0.146 0.136 0.026
(0.046) (0.049) (0.052) (0.044) (0.052) (0.047) (0.019)
50 0.214 0.212 0.266 0.202 0.248 0.232 0.092
(0.071) (0.067) (0.068) (0.068) (0.078) (0.077) (0.037)
100 0.318 0.348 0.452 0.328 0.392 0.380 -
(0.083) (0.063) (0.095) (0.079) (0.093) (0.074)
Wei(0.5,1) 25 0.990 0.938 0.976 0.940 0.974 0.966 0.706
(0.024) (0.037) (0.025) (0.035) (0.019) (0.023) (0.068)
50 1 0.998 1 1 1 1 0.998
(0.006) (0.010)
100 1 1 1 1 1 1 -
Wei(1.2,1) 25 0.208 0.150 0.124 0.164 0.144 0.164 0.214
(0.040) (0.041) (0.048) (0.041) (0.047) (0.042) (0.072)
50 0.294 0.270 0.260 0.276 0.224 0.242 0.318
(0.038) (0.039) (0.057) (0.056) (0.053) (0.071) (0.058)
100 0.635 0.598 0.594 0.574 0.530 0.612 -
(0.029) (0.033) (0.057) (0.042) (0.024) (0.044) -
x2(1) 25 0.576 0.626 0.810 0.614 0.782 0.704 0.250
(0.068) (0.067) (0.043) (0.075) (0.049) (0.079) (0.054)
50 0.880 0.882 0.982 0.872 0.962 0.926 0.738
(0.034) (0.033) (0.020) (0.025) (0.028) (0.028) (0.031)
100 1 0.992 1 0.988 1 1 -
(0.014) (0.017) -
HCa(0,1) 25 0.766 0.764 0.742 0.770 0.754 0.758 0.250
(0.030) (0.039) (0.033) (0.036) (0.038) (0.035) (0.058)
50 0.968 0.950 0.928 0.956 0.936 0.946 0.564
(0.020) (0.025) (0.030) (0.023) (0.025) (0.021) (0.059)
100 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 0.998 -
(0.004) (0.006) (0.006) (0.006) (0.006) (0.006) -
LN(0,1) 25 0.270 0.134 0.090 0.170 0.170 0.122 0.056
(0.038) (0.049) (0.037) (0.040) (0.052) (0.050) (0.021)
50 0.352 0.168 0.140 0.266 0.342 0.206 0.072
(0.042) (0.067) (0.057) (0.075) (0.078) (0.057) (0.039)
100 0.740 0.234 0.184 0.446 0.704 0.296 -
(0.038) (0.048) (0.063) (0.074) (0.047) (0.062) -
HN(0,1) 25 0.267 0.232 0.160 0.246 0.198 0.246 0.322
(0.036) (0.042) (0.056) (0.041) (0.044) (0.037) (0.046)
50 0.586 0.500 0.372 0.514 0.408 0.462 0.586
(0.040) (0.085) (0.079) (0.071) (0.073) (0.087) (0.060)
100 0.866 0.848 0.722 0.864 0.792 0.810
(0.038) (0.048) (0.068) (0.044) (0.057) (0.061) -




Atas do XXII Congresso da SPE 185

5 Resultados e Conclusoes

Na Tabela 1 apresentam-se a média (e o desvio-padrao) das estima-
tivas empiricas da taxa de erro tipo I e da poténcia dos diferentes
testes. Para as distribuigoes alternativas com fungao taxa de falha
crescente (Ga(2,1), Wei(1.2,1) e HN(0,1)), notou-se que a poténcia
empirica do teste de ajustamento bayesiano é quase sempre superior
a dos testes classicos. Por outro lado, quando as amostras simuladas
sao obtidas a partir de distribuicGes alternativas com taxa de falha
decrescente, como é o caso da distribuigdo Wei(0.5,1), o teste de
ajustamento bayesiano é, pelo menos, tao potente quanto os classi-
cos. No entanto, é ligeiramente menos potente do que alguns testes
classicos para as restantes distribuigoes com funcdo taxa de falha
decrescente (Ga(0.8,1) e x2(1)), talvez por estas duas distribuigoes
estarem mais proximas de uma distribuicao rexponencial padrao.
Para a distribuicao Half-Cauchy, a poténcia empirica do teste baye-
siano é comparavel com a dos testes classicos e para a distribuicao
LogNormal, particularmente quando as amostras sao de pequena di-
mensao, o teste bayesiano é o que apresenta melhor desempenho.
Assim, pode afirmar-se que o estudo de simulacao efetuado, per-
mite concluir que o teste bayesiano nao paramétrico proposto para o
estudo da adequabilidade da distribuicao exponencial tem, de uma
forma geral, um excelente desempenho.

Como trabalho futuro, pretende-se investigar a possibilidade de ge-
neralizar o teste de ajustamento bayesiano para outras distribuigoes.
Além disso e simultaneamente, pretende-se analisar qual o impacto
nos resultados do teste de ajustamento, utilizando a ideia de Nieto-
Barajas e Mueller [4] que consiste em introduzir algum tipo de de-
pendéncia entre as varidveis Y, dentro do mesmo nivel da particao,
para ultrapassar o problema da descontinuidade nos extremos das
particoes.
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Resumo:

Este trabalho constitui um estudo comparativo de trés estratégias de
previsao multi-passos do consumo de energia elétrica em Cabinda.
As estratégias consideradas sdo: uma estratégia recursiva baseada
no modelo de inovagoes em espaco de estados que comporta sazonali-
dades multiplas, uma estratégia direta que usa redes neuronais arti-
ficiais e uma estratégia de retificagao que combina previsoes obtidas
recursivamente a partir de um modelo linear com retificagoes obtidas
com uma estratégia direta usando gradiente boosting. Considera-se
como conjunto de treino a série temporal do consumo horario de
energia elétrica (em mega-Watt) na cidade de Cabinda entre 1 de
Janeiro de 2011 e 30 de Setembro de 2014 e preveem-se as 24h do
dia 1 de Outubro. A estratégia recursiva mostra-se a mais adequada
para captar as principais caracteristicas da dinamica do consumo
horario de energia elétrica em Cabinda.
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1 Introducao

Atualmente, a previsao de valores futuros de uma varidvel de inte-
resse usando apenas os valores observados no passado, constitui um
desafio em muitos cendrios da vida real. Este problema pertence
ao dominio da analise de séries temporais. Distingue-se previsao a
um-passo quando se pretende prever apenas a proxima observacao e
previsao multi-passos quando o objetivo é obter previsoes para va-
rios momentos no futuro. Tradicionalmente, a previsdo multi-passos
é obtida recorrendo a uma estratégia recursiva, na qual é estimado
um unico modelo para a série temporal, geralmente com base na mi-
nimizagao do erro a um-passo. A previsdo para o passo h obtém-se
a custa das previsoes anteriores, iterando o modelo. Mais recente-
mente, tem sido proposto o calculo direto das previsdes multi-passos,
recorrendo a estimagao de um modelo de séries temporais para cada
horizonte de previsao, de modo a que as previsoes sejam calcula-
das com base apenas nas observagoes. Se a estratégia recursiva esta
associado o problema do aumento da incerteza (varidncia) com o
aumento do horizonte de revisao, a estratégia directa estd associ-
ado o problema de uma funcao de previsao irregular, uma vez que
sao calculados diferentes modelos. Estas e outras consideracoes im-
portantes sobre este tema podem ser consultadas com detalhe em
[2]. Em particular, este autor refere que a escolha entre as duas
estratégias corresponde a um trade-off entre enviesamento e vari-
ancia. Com o objectivo de colmatar as deficiéncias das abordagens
mencionadas, [2] propds uma estratégia que denominou como esta-
tégia de retificagao e que combina previsoes obtidas recursivamente
a partir de um modelo linear com retificagoes obtidas com uma es-
tratégia direta usando gradiente boosting e que tem um desempenho
no minimo comparavel ao melhor das duas, direta e recursiva. Este
trabalho apresenta um estudo comparativo da precisao das trés es-
tratégias de previsao multi-passos aplicadas ao consumo de energia
elétrica (em mega-Watt) na cidade de Cabinda, Figura 1(a). De
facto, o conhecimento da evolugao do consumo de energia elétrica é
fundamental quando se pretende dimensionar os sistemas de geragao
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de energia de modo a garantir uma oferta suficiente. Mais, a gestao
eficiente dos sistemas de geracao de energia elétrica requer previ-
sOes precisas para horizontes que podem ser curtos, por exemplo a
préximas 24 horas, como podem ser muito longos, por exemplo a
préxima década,[8]. Assim é de todo o interesse estudar qual a me-
lhor estratégia de previsao a usar em cada contexto. O restante do
trabalho estd organizado da seguinte forma: Seccao 2 descreve as
estratégias de previsao consideradas; a Seccao 3 apresenta e discute
os resultados da aplicagao das estratégias a série do consumo ho-
rario de energia elétrica em Cabinda. As consideracoes finais estao
apresentadas na Secgao 4.

2 Estratégias de Previsao

Considere-se uma série temporal (y1,ys, . ..,yn) para a qual se pre-
tende obter previsdes (pontuais) para os h = 1,..., H valores se-
guintes. E sabido que o preditor 6ptimo no sentido do erro médio
quadratico é a média condicional pqpr = E(yiinlyn). Neste tra-
balho a qualidade de previsao é aferida pela raiz quadrada do erro
médio quadritico (RMSE) e pelo erro absoluto percentual médio
(MAPE). Denote-se y; = (y1,Y2,---,Yi—p+1), onde p designa um
desfasamento (lag).

2.1 Estratégia recursiva

A estratégia recursiva consiste em estimar um modelo para a série
temporal y; = m(y:;6) + e, onde E(e;) = 0 e  é um vetor de
parametros. Neste trabalho considera-se o seguinte modelo proposto
por [1], designado por TBATS, adequado para séries temporais com
M sazonalidades - sazonalidade multipla.
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M
U =l dbr + Y S, +dy (1)

Iy = lg—1 + b1 + ady
by = (1 — @)b+ b1 + Bd;

k; ]
k!

552 = 552 1cos)\( Qe s;k(t) 1sen)\§i) + yy)dt (2)
;(t) = sgfzflsen/\§ + sj,tflcosAgl) + yél)dt (3)

p q
dy =Y didr 1+ Y Oicr
i=1 =1

onde yt “) denota uma transformagao Box-Cox com pardmetro w da
série temporal y¢; I; é o nivel local; bt denota a tendéncia; mq,...,mps
representam os periodos sazonais; S representa a i-ésima compo-
nente sazonal com representacao trignométrica dada por (2) e (3),

)\y) =2mj/my, s s\ 2 es; (t') sao o nivel e o crescimento estocdstico da
i-ésima componente sazonal; k;, € o nimero de harmoénicas necessa-
rias para a i-ésima componente sazonal; ¢, ¢ um ruido branco. O
modeloTBATS pode escrever-se como um modelo de inovagdes em
espaco de estados

y,gw) =W Xi_1 + e

=Fx;_1 +ge

/ 7’ . . ’ . ’ .
onde w é uma matriz linha, g é uma matriz coluna, F é uma matriz e
(1) M "4
Xt = (lt> bt7 St Ty St dt, dt717 dt7p+1; EtyEt—1s-ey 5t7q+1) é o vetor
de estados no tempo t e que é nao observado.
A estimagao dos parametros do modelo, baseada em suavizagio ex-
ponencial, estd descrita em [1] e [5]. A distribuigdo preditiva da
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variavel transformada yt(w) para o periodo futuro N + h, isto é a dis-

tribuicao de yj(\ﬁhl ~» dado o vetor de estado final xy e os parame-

tros, é Gaussiana com E(yg\ﬁth) =wFhlxye Var(yg\ﬂlw) =02,

var(y&flhw) =021+ Z?;ll &3], h > 2, onde ¢; = w Fi~lg A dis-

tribuigao preditiva de yy v € nao Gaussiana mas podem obter-se
previsdes pontuais e intervalares usando a transformagao Box-Cox
inversa de quantis apropriados da da distribuicao de yngihl N Mais
detalhes em [1] e [5]. Neste trabalho, foi usada a package forecast
[4] para estimagdo do modelo e calculo das previsdes. As previsdes
pontuais de passo h designam-se por fi, |, = m™ (y,:0).

2.2 Estratégia direta

Na estratégia direta considera-se um modelo y; = mp(yi—n;0p) +
et,n, para cada horizonte h que se estima minimizando

6), = argminZ[yt — ma(ye—n;0r)]?
——

0,c60,

num conjunto de treino Di,qqn para o horizonte h, [2]. As previsoes
para o passo h sdo obtidas do modelo correspondente, fi, pnjn =
mp(Yi—n;0r). Neste trabalho os modelos my,(+) s@o redes neuronais
do tipo multilayer perceptron, M LP que permitem modelar relacoes
nao-lineares complexas entre um conjunto de varidveis de entrada e
uma variavel de saida. Uma rede neuronal é uma rede de nés orga-
nizadas em camadas, incluindo: uma camada de entrada, produzida
com as variaveis de entrada; uma ou mais camadas intermediarias,
chamadas camadas ocultas que contém noés escondidos; e um ca-
mada de saida com uma variavel de saida. Redes MPL utilizam nas
camadas ocultas fungoes de ativagao nao-lineares, como a funcao
sigmoide. Considera-se também o caso particular de redes lineares,
LIN, nas quais o nimero de nés escondidos é zero, [3].
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2.3 Estratégia de retificagao

A estratégia de retificacdo é uma estratégia de previsao com 2 fases:
primeiro modela-se a série temporal com um modelo autoregressivo
e = m(Yt—p; ) = o+ P1Yt-1+ .+ PpY—p+€ € produzem-se previ-
soes recursivas a partir do modelo estimado, fiyip); = m(h)(yt_p; o);
em seguida corrigem-se as previsoes aplicando a estratégia direta aos
erros de previsao do modelo linear. Por outras palavras ajusta-se o
modelo y, —m ™) (Yt—p; @) = mp(Yt—n;0n)+€n. As previsoes sdo ob-
tidas para cada horizonte h adicionando as retificacoes as previsoes
de base: finynin = m™ (yi—p; @) +mn(yi—n;0n). Esta estratégia re-
duz as irregularidades associadas aos diferentes modelos de previsao
na estratégia directa uma vez que os modelos de retificagao estao
de algum modo associados pela facto de operarem sobre os erros
de previsao do mesmo modelo linear. Claro que para os diferentes
horizontes os modelos de retificagao podem diferir mas essas dife-
rencas serao menores ao modelar os residuos da estratégia recursiva,
comparativamente aos modelos resultantes de uma estratégia direta
pura. Para mais detalhes consultar [2].

Neste trabalho, considera-se uma estratégia de boosting na fase de

retificacao. O boosting € uma técnica cujo objetivo é estimar a fun-

cao de regressdo 6tima f(x) = arg min{Ey x[p(Y, f(X))]}, onde
——

G

p(y, f(¥)) = (y — f)? representa a funcdo de perda definida por Lo
(erro quadratico), que conduz a regressao cldssica dos minimos qua-
drados com f(z) = E(Y|X = z). Em alternativa, considera-se a
fungéo de perda L; (erro absoluto), p(y, f(*)) = |y — f|, que conduz
a regressdo na mediana, [3]. Assim, os modelos de retificagdo sdo
estimados usando o algoritmo de gradiente boosting sobre P-splines
com as funcao de perda: L; e Lo, [2]. A ordem do modelos AR a
usar na primeira fase é escolhida minimizando o AIC.



Atas do XXII Congresso da SPE 193

3 Aplicacao a série de consumo horario
de energia elétrica em Cabinda

R
L \M DAY

(a) Cronogmma em diferen-

MW 2014

lllll

sanual

(b) Padrées sazonais: intra—
diaria (painel de topo), intra—

tes escalas temporais: 4 anos
(painel de topo), 2014 (pai-
nel do meio), 4 semanas em

semanal (painel do meio);
intra—anual (painel do fundo).

Margo/Abril 2014 (painel do
fundo)

Figura 1: Consumo horéario de energia elétrica (em mega-Watt) em
Cabinda

A Figura 1(a) apresenta o consumo hordrio de energia elétrica em
Cabinda entre 1 de Janeiro de 2011 e 31 de Dezembro de 2014. O
primeiro painel que representa os 4 anos de observagoes, indica a pre-
senca de sazonalidade mas nao de tendéncia. As observagoes para o
ano 2014, segundo painel, indicam que nos meses de verao, especial-
mente em Fevereiro, Marco e Abril, se verifica um maior consumo.
O terceiro painel mostra, ndo s6, o ciclo intra-didrio mas também
o efeito fim de semana, com aumento de consumo ao siabado e do-
mingo. No ciclo intra-didrio o maximo do consumo ocorre entre as
19:00 e as 22:00 horas, com o pico as 21:00h. O consumo minimo
ocorre as 9:00. Verificam-se ainda efeitos de calendério, em especial
o Natal com um comportamento similar ao do fim de semana (s&-
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bado e domingo). Portanto, a série apresenta sazonalidade multipla
com frequéncias m; = 24h, mo = 168h e mz = 8766h. O objetivo
é usar a série do consumo de energia elétrica do periodo entre 1 de
Janeiro de 2011 e 30 de Setembro de 2014 para prever o consumo do
dia 1 de Outubro de 2014, recorrendo as 3 estratégias descritas na
secgao anterior. As previsoes obtidas recorrendo ao modelo descrito
na secgao 2.1 sao designadas por REC. Na estratégia direta foram
construidas redes neuras artificiais cujas varidveis de entrada, dita-
das pela funcao de autocorrelacao amostral, sao a procura desfasada
em 24, 134, 168 e 169 horas. As previsoes resultantes sao designa-
das por DirM LPeDirLIN. As previsoes resultantes da estratégia
de retificagao, sao designadas por RTY-L1 e RTY-L2.

© 1n Zn sh 4n Shoeh 7h Bh 9h 10 1h 13 MR A7 19h20 2 23 25

Index

Figura 2: Previsao do consumo das primeiras 24 horas de Outubro
de 2014: comparagao das trés estratégias

As medidas de precisdo de previsdo, Figura 2, mostram o desempenho
favoravel da estratégia recursiva em comparagao com as outras estratégias.
As distribuigoes preditivas das trés estratégias estdo representadas nas
Figuras 3, 4 e 5. A funcao densidade de probabilidade da procura horaria
foi estimada utilizando a estimativa da densidade kernel, [7]. Os pontos
na marcados no eixo das abcissas representam o consumo real observado
as 12:00 e as 21:00. A selecao desses dois periodos horarios foi feita por
corresponderem a um periodo de carga de base e um periodo de carga de
ponta, respetivamente.

Os valores do consumo real para os dois periodos horarios escolhidos sao
valores tipicos da distribuicao preditiva obtida pela estratégia recursiva,



Atas do XXII Congresso da SPE 195

Previsao de 24 horas Precisao
RMSE MAPE
REC | 0.468 1.284
DirMLP | 0.813 2.315
DirLIN | 0.739 2.189
RTY — L1 | 1.362 3.731
RTY — L2 | 1.362 3.833

Tabela 1: Medidas de precisdo da previsao observada na Figura 2

Figuras 3. No entanto, a distribuigdo preditiva obtida pela estratégia
directa parece sobre-estimar e sub-estimar o consumo nas horas base e
ponta, respectivamente. Este efeito é mais notdria nos resultados obtidos
pela estratégia de retificacao Figura 5.

Densidade da procura as 12:00 Densidade da procura as 21:00

B TeATS

015
I

010
L

TBATS

Densidade

Densidade

T T T T T
24 26 28 30 32 34 25 30 35

procura prevista procura prevista

Figura 3: Estratégia recursiva: avaliagdo da distribuicao da previsao
do consumo versus consumo real marcado por um ponto na abcissa.

4 Consideracoes finais

Os resultados obtidos apontam para a necessidade de aprofundar o es-
tudo comparativo das diversas abordagens a previsdo uma vez que nao
seria de esperar que a estartégia de retificagdo tivessse pior desempenho.
No prosseguimento deste trabalho, estuda-se a possibilidade da extensao
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Densidade da procura as 12:00 Densidade da procura as 21:00
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Figura 4: FEstratégia direta: avaliagao da distribuicao da previsao de
consumo versus consumo real marcado por um ponto na abcissa.

do modelo de inovagao em espago de estados que comporta sazonalidades
multiplas, com a incorporacao de varidveis externas, que podem melho-
rar as previsdes. O aumento sisteméatico do consumo de eletricidade aos
sdbados e domingos, é também uma caracteristica crucial no estudo da
variabilidade do consumo de energia elétrica, dando lugar ao estudo dos
efeitos de calendario. Finalmente, os resultados foram obtidos, em geral,
usando as fungdes tbats, nnet e mboost dos pacotes forecast e caret do
R, [4] e [6]. Embora o pacote forecast permita aplicar diversos métodos
de previsdo, ndo estd ainda disponivel um pacote para aplicagdo de di-
ferentes estratégias de previsao multi-passos a frente, especialmente para
os algoritmos de aprendizagem automatica, tal como a estratégia direta
associada. Assim sendo, procedeu-se & implementagdo de fungdes para
obter previsGes recursivas e diretas geradas por algoritmos lineares e nao
lineares de aprendizagem automética.
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Densidade da procura as 12:00 Densidade da procura as 21:00
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Figura 5: Estratégia de retifica¢do: avaliag¢do da distribuicdo da pre-
visd@o do consumo versus consumo real marcado por um ponto na
abcissa.
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Resumo: O modelo SEM é uma generalizagdo do modelo de re-
gressao multivariado que assume dependéncia entre equagoes. Esta
caracteristica do SEM cria dificuldades adicionais as que ja existem
na detecao de outliers em modelos multivariados. Neste trabalho,
propde-se um novo método para detetar outliers em SEM. A pro-
posta baseia-se numa versao robusta do estimador GM M e adapta
ao SEM uma metodologia que foi recentemente utilizada para o mo-
delo SU R, uma vez que este modelo também pressupoe dependéncia
entre equacoes. As técnicas aplicadas mostraram-se adequadas para
a detegao de outliers; o desempenho deste método foi comparado
com o dos métodos convencionais, com base num estudo de simula-
¢ao e num conjunto de dados reais. Os resultados mostraram van-
tagens na utilizacao da metodologia robusta que aqui se propoe, o
que resulta numa mais valia do uso destes modelos na resolugao de
uma grande variedade de problemas que surgem na pratica.
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1 Introducao

Os modelos SEM e SUR sao frequentemente usados em Econome-
tria e generalizam o modelo de regressao multivariado. O SEM
apresenta algumas carateristicas especificas exigindo processos de
estimagao mais elaborados do que os que se usam no modelo de
regressao ou no SUR.

De entre os estimadores tradicionais para o SEM destacam-se o esti-
mador 3SLS (Three Stages Least Squares), que é o mais popular, e o
estimador GM M. Estes estimadores apresentam boas propriedades,
mas nao sao robustos, sendo muito sensiveis a desvios em relagao ao
modelo especificado ou a presenga de outliers. Uma versao robusta
para o estimador GM M foi apresentada em Rocha [8].

No presente trabalho foram consideradas sugestoes de estimacgao ro-
busta desenvolvidas para o modelo SU R por Bilodeau e Duchesne [2]
e em Hubert et al [3]. Estudou-se o desempenho do estimador GM M
robusto com base num estudo de simulagao, no qual se mantiveram
o0s cendrios e os critérios contemplados em Hubert et al [3] para o
modelo SUR. Este estudo evidenciou a vantagem da estimacao ro-
busta quando se verificam desvios dos pressupostos assumidos para
o modelo, quer ao nivel da localizacao, quer ao nivel da dispersao.
Por outro lado, estudou-se um conjunto de dados reais com o obje-
tivo de proceder a detecao de outliers univariados e multivariados,
adaptando ao SEM os procedimentos robustos usados em Bilodeau
e Duchesne [2] e em Hubert et al. [3] para o modelo SUR. Este
estudo mostrou vantagem nesta metodologia robusta para a detecao
de observacgoes atipicas, tanto a nivel univariado como multivariado.

Todos os céalculos foram realizados com o programa R-3.2.1.

2 Modelo de equacgoes simultaneas

O SEM é caraterizado por um sistema de equagoes interdependentes
que inclui varidveis enddgenas e varidveis exdégenas. O SEM gene-
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raliza o modelo de regressao multivariado, no sentido em que admite
erros correlacionados com regressores e erros heterocedésticos.

Exemplo 2.1 Um exemplo cldssico de SEM ¢é o Modelo Keynesi-
ano simples, definido por:

Y =cC+ Ty
e =B+ vy ter,

onde, para um momento t, ¢; representa o consumo (varidvel endd-
gena), y; representa o rendimento (varidvel enddgena), xy representa
o investimento (varidvel exdgena), €, € o erro aleatorio, v e B sdo
0$ parametros estruturais.

Como se pode observar na 1%equacdo, o rendimento depende do con-
sumo, mas o consumo também € influenciado pelo rendimento, de
acordo com a 2%equagdo, mostrando a interdependéncia existente en-
tre as equacgoes do modelo.

Uma forma muito usada para escrever o SEM é a forma estrutural:
YI'+XB+E =0,

onde Y e X sao as matrizes de observagoes das varidveis endogenas
e exogenas, respetivamente, E é a matriz dos erros aleatorios, I' e B
sao as matrizes dos parametros estruturais.

Outra representagao do SEM que é conveniente para a estimacao
dos parametros é dada pela equagao:

y =170 +e, (1)

ondeZ:diag[Zl ZM ]7COH1Z,':[YZ' Xz ]

Note-se que entre as variaveis Z;, que sao as variaveis explicativas do
SEM, ha variaveis endégenas que sdo correlacionadas com os erros,
fazendo com que a estimagdo por GLS (Generalized Least Squares)
conduza a um estimador nao consistente. Este problema pode ser
resolvido utilizando varidveis instrumentais e aplicando a seguir a
estimagao por GLS. Este processo é designado por estimador 3SLS.
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O SEM escrito na forma (1) é semelhante em termos formais ao
modelo SUR. No entanto importa distinguir os dois tipos de mode-
los: enquanto que no SEM ha varidveis endégenas entre as varidveis
explicativas em (1), no SUR tal nao acontece e a correlacdo entre
equagoes é devida a fatores externos ao modelo, que se refletem ape-
nas na correlagado nao nula entre erros de diferentes equagoes.

Exemplo 2.2 Um exemplo de SUR, publicado em Judge et al. [4],
refere-se a duas empresas americanas do mesmo ramo (General Elec-
tric e Westinghouse), onde cada equagdo traduz a relagdo entre o
investimento bruto anual dessa empresa (Y1 e Ya) e as agdes emiti-
das (X1) e o capital social (X2) da empresa. O modelo é constituido
por um sistema de duas equacdes da forma:

Yie =ag+ o X+ aaXo +ure
Yor = Po + B1 X1 + BaXor + ugy

A presenca de fatores que influenciam ambas as empresas vai pro-
vocar a existéncia de correlacdo entre os erros das duas equagoes.
Ao contrdario do que acontecia no SEM , as varidveis explicativas do
SUR ndo sao correlacionadas com os erros, pelo que a estimacdo
por GLS permite obter um estimador consistente, ao contrario do
que acontece na estimacao do SEM.

3 Estimacao do SEM

De entre os estimadores tradicionais do SEM, destacam-se o es-
timador 3SLS e o estimador GM M. Estes estimadores tém boas
propriedades sob um conjunto de pressupostos do modelo, nomea-
damente no modelo normal, mas podem sofrer grandes perturbagoes
quando ha desvios em relacao ao modelo e, em particular, na pre-
sencga de observacoes atipicas na amostra.

A estimacdo robusta surge como uma alternativa conveniente pois
é pouco sensivel a ligeiros afastamentos dos pressupostos assumidos
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para o modelo. De entre os principais trabalhos sobre estimacgao ro-
busta em SEM, destacam-se as propostas de Amemiya [1], Maronna
e Yohai [6], Krishnakumar e Ronchetti [5] e Rocha [8].

No seguimento, vai usar-se a versao robusta do estimador GM M pro-
posta em Rocha [8], a qual serd designada por estimador GM M R.
Resumidamente, o algoritmo que permite obter esse estimador, con-
siste no seguinte procedimento:

P.1. Obter estimativas iniciais dos residuos, aplicando regressao
robusta por equac¢do com base no estimador LTS (Least Trimmed
Squares), proposto em Rousseeuw [9].

P.2. Estimar a matriz de covariancias dos erros, usando o estima-
dor OGK (Orthogonalized Gnanadesikan-Kettenring), publicado em
Maronna e Zamar [7], aplicado aos residuos obtidos no passo P.1.
P.3. Resolver o problema de minimizagdo de uma funcao de Huber
com residuos ponderados pelas estimativas das covariancias obtidas
no passo P.2.

Neste trabalho foram adaptados ao SEM os procedimentos robustos
sugeridos em Rousseeuw e Van Zomeren [10]. No estudo de simula-
¢ao desenvolveu-se uma adaptacao ao SEM dos cendrios e critérios
de avaliacao do desempenho de estimadores, também usados em Hu-
bert et al. [3] para o modelo SUR.

Para a detegao de outliers univariados e multivariados procedeu-se
a adaptagao ao SEM dos principios usados em Bilodeau e Duchesne
[2] e em Hubert et al. [3], os quais foram originalmente propostos
por Rousseeuw e Van Zomeren [10] para estimadores LMS (Least
Median of Squares) e MV E (Minimum Volume Ellipsoid).

4 Estudo de simulacao

Para estudar o desempenho do estimador GM M R, efetuou-se um es-
tudo de simulacao, gerando as observagoes de acordo com um SEM
particular, ja trabalhado por outros autores.

O SEM considerado foi proposto por Judge et al. [4], com forma
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estrutural definida pelo sistema:

-Y; +Yoy21+Ysyi+X1 611 +e; =0
Yivi2—Y, +X1 8124+ X5 P22+ X3 832+ Xy Baz +e; =
Y2v23—Y3s +X;1013+X2023 +X50s53+es =0

Na simulagao, mantiveram-se os valores dos parametros e das varidveis
ex6genas tal como em Judge et al. [4]. Para comparar o desempenho dos
estimadores em diferentes condigbes, simularam-se amostras adaptando
ao SEM os cendrios usados por Hubert et al. [3]: consideraram-se vérias
distribuicoes dos erros, nomeadamente, distribuicao Normal 3D, com per-
centagens de contaminagao 0, 5, 10 e 30%. Contaminaram-se os valores
da varidavel Y2, por esta varidvel ser explicativa nas primeira e terceira
equagoes e por ser variavel dependente na segunda equagao.
Para cada distribuicdo anteriormente referida, geraram-se 100 amostras
de dimensoes 30 e 100, calcularam-se as estimativas dos parametros e os
residuos a partir dos estimadores GM MR e 3SLS.
Com o objetivo de avaliar o desempenho dos estimadores, utilizaram-se
os indicadores usados por Hubert et al. [3] para o modelo SUR, com base
em N amostras:

Viés :

(2)

N
1/N> 5™ -5,
k=1

N

Erro Quadratico Médio (EQM) : 1/NZ HS(’C) - 5H2. (3)

k=1

Na Tabela 1 encontram-se os resultados relativos ao viés dos estimadores
GMMR e 3SLS, no caso da dimensao amostral n=30 e para diferentes
graus de contaminagao, de acordo com (2). Os valores mostram que o es-
timador GM M R tem melhor desempenho nos cenarios de contaminagao.
Na Tabela 2 encontram-se os resultados relativos ao erro quadratico médio
obtido para os estimadores GM MR e 3SLS, no caso da dimensao amos-
tral n=30 e para os mesmos cendrios de contaminagao, de acordo com (3).
Os valores mostram que, tal como aconteceu em relagao ao viés, também
relativamente ao critério do erro quadratico médio, os melhores resultados
séo encontrados com o estimador GM M R, desde que a distribuigao esteja
contaminada. Os resultados obtidos para a dimensao amostral n=100 con-
duzem as mesmas conclusoes, pelo que nao sao aqui apresentados; ainda
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Viés 3SLS GMMR
Normal 0.789 2.638
Normal-ct5 80.326 29.071
Normal-ct30 | 101.744 8.748

Tabela 1: Valores do viés dos estimadores 3SLS e GM M R, para amos-
tras de dimensdo n=30 e diferentes graus de contaminacao.

EQM 3SLS GMMR
Normal 142.979 208.191
Normal-ct5 6 481.576 | 6 037.276
Normal-ct30 | 10 419.45 | 6 432.463

Tabela 2: Valores do EQM para os estimadores GMMR e 3SLS, para
dimensao amostral n=30 e diferentes graus de contaminagao.

assim, é de notar que o estimador GM M R apresentou menor variabili-
dade. Por motivos idénticos, os resultados para a contaminacao 10% nao
sao relatados nas tabelas 1 e 2, uma vez que conduzem a conclusoes ané-
logas as dos restantes graus de contaminagao.

Em face dos resultados e para as situagdes simuladas, podemos concluir
que o estimador 3SLS apenas produz melhores resultados no modelo Nor-
mal sem contaminacao. Desde que exista contaminagao, e para qualquer
dos graus considerados, o estimador GM M R mostra-se superior.

5 Detecao de outliers no SEM

Como ja referimos, a detegdo de outliers é uma tarefa dificil neste tipo
de modelos, ndo sé por estarem presentes as dificuldades conhecidas com
observagoes multivariadas, mas também porque a dependéncia entre equa-
¢oes mascara ainda mais as observagoes realmente atipicas.
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Motivados pela necessidade de dispor de um meio de diagnéstico de dete-
cao de outliers em SEM, e na auséncia de outras propostas na bibliografia
sobre o assunto, decidiu-se seguir de perto a metodologia aplicada por ou-
tros autores para o modelo SU R, nomeadamente em Bilodeau e Duchesne
[2] e em Hubert et al. [3]. Esses autores sugerem que se investigue, sepa-
radamente, a detecdo de outliers univariados e multivariados.

A detegdo de outliers univariados baseia-se numa representacio gréfica,
para cada equacao. Propomos que os valores dos residuos obtidos para
cada estimador sejam representados contra os valores da distancia de
Mahalanobis robusta das observagbes das varidveis explicativas de cada
equagdo. Os limites a considerar para o eixo dos residuos sdo as retas
horizontais definidas pelos valores +2.5 e —2.5, subjacentes a hipétese de
que os erros tém distribuicao Normal; no eixo horizontal, onde se registam
as distancias de Mahalanobis, sugere-se a reta vertical definida pelo valor
da raiz quadrada de um quantil elevado da distribui¢do qui-quadrado com
k; — 1 graus de liberdade, onde k; é o nimero de varidveis explicativas da
i-ésima equagao, incluindo o termo constante. Este tipo de representagao
grafica de residuos permite simultaneamente avaliar a qualidade do ajus-
tamento (através do eixo dos residuos) e identificar pontos de alavanca
(através do eixo da distancia de Mahalanobis).

Importa também e sobretudo detetar outliers multivariados no modelo.
Para a determinacao de outliers multivariados propoe-se um outro tipo de
gréfico, representando nas ordenadas as distancias de Mahalanobis (clds-
sicas ou robustas) dos residuos multivariados do ajustamento robusto e
nas abcissas a sequéncia (ou os indices) das observagoes. Relativamente
aos limites para detetar outliers multivariados, os principios foram os j&
referidos para o caso univariado, isto é, no eixo das ordenadas usar a reta
horizontal definida pelo valor da raiz quadrada de um quantil elevado da
distribuicao qui-quadrado com k—1 graus de liberdade, onde k é o nimero
de varidveis explicativas do modelo, incluindo o termo constante.

Para ilustrar o método proposto, apresenta-se um exemplo de um SEM
com dados reais, ja trabalhado por outros autores, permitindo deste modo
a comparagao de resultados.

Exemplo 5.1 Em Maronna e Yohai [6] é modelado por um SEM um
conjunto de dados reais da economia da Argentina, relativos ao periodo
entre 1956 e 1984, com a sequinte forma estrutural:
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-Y; +Y 3731 +X50851+e€1 =0
Yivi2—Y, +X1 0612 +X4Ba2+Xs5052+€2 =0
Y1 —-Yy-Y3 +X +Xo — X3+X4 =0

onde as varidveis exdgenas sdo X1, o investimento bruto, Xo, o volume

de exportagoes, X3, 0s custos de impostos, X4, o consumo publico e X5, a
varidvel unitdaria; as varidveis endégenas sao Y1, o consumo privado, Y2,
o volume de importacdes e Yz, o rendimento. Os dados correspondem a
registos anuais das respetivas varidveis do sistema anterior.

Como se referiu, procede-se separadamente & detegdo de outliers univari-
ados e multivariados. Para identificacdo das observagbes atipicas, optou-
se pelo quantil 0.975 da distribui¢ao qui-quadrado, para a distancia de
Mahalanobis, e marcaram-se os anos no eixo das abcissas.

5.1 Analise do Exemplo 5.1 no caso univariado:

Observando a Figura 1, ndo se deteta a existéncia de outliers, nem de
grandes valores de residuos para a equagao 1, uma vez que em nenhum
dos dois graficos aparecem pontos para além das retas limites. Logo, seja
na perspetiva classica com o estimador 3SLS e a distancia de Mahalano-
bis convencional, seja do ponto de vista robusto com o estimador GM MR
e a distancia de Mahalanobis robusta, ndo hé indicios de observacoes dis-
cordantes na 1* equagao.

Relativamente a 2% equacdo, a que se refere a Figura 2, as conclusoes
sao diferentes. De facto, ambas as imagens mostram que nao hé residuos
a destacar (seja por 3SLS, seja por GM M R), uma vez que nao existem
pontos para além dos limites considerados no eixo vertical (dos residuos).
Ao analisar o limite relativo & distdncia de Mahalanobis (no eixo hori-
zontal), verifica-se que na imagem da direita da Figura 2 sdo destacados
diversos pontos, ndo realgados na imagem da esquerda. Isto significa que,
com a metodologia robusta baseada na estimagdo por GM MR e na dis-
tancia de Mahalanobis robusta, foi possivel detetar outliers que passavam
despercebidos na metodologia cldssica, baseada em estimagdo por 3SLS
e na distancia de Mahalanobis cléssica.
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Figura 1: Detegao grafica de outliers da 1*equagdo: residuos com os
estimadores 3SLS e GM M R, contra a distancia de Mahalanobis clédssica

e robusta.

standardized residual

3SLS-eq2
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Classical Mahalanobis distance
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Figura 2: Detegao grafica de outliers da 2%equagao: residuos com os
estimadores 3SLS e GM M R, contra a distancia de Mahalanobis classica

e robusta.
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Figura 3: Detegdo gréfica de outliers do sistema: distancia de Maha-
lanobis cléssica e robusta dos residuos multivariados, com o estimador
GM M R, contra os anos.

5.2 Analise do Exemplo 5.1 no caso multivariado:

Na Figura 3, observando o limite relativo & distdncia de Mahalanobis (no
eixo vertical), destacam-se diversos pontos na imagem da direita, os quais
nao aparecem na imagem da esquerda. Isto traduz que a metodologia
robusta, que combina a estimacao por GM M R com a distancia de Maha-
lanobis robusta, permitiu detetar outliers multivariados que nao eram
notados com a metodologia cléssica.

6 Comentarios finais

Realizou-se um estudo de simulagao que evidenciou a vantagem da esti-
magao robusta (GM M R), quando se verificam desvios dos pressupostos
assumidos para o modelo, quer ao nivel da localizagado, quer ao nivel da dis-
persao. Estudou-se a detegao de outliers univariados e multivariados no
SEM procedendo & adaptagao de metodologias propostas anteriormente
para outros modelos. Os novos procedimentos para a detecao de outliers
mostraram-se mais eficazes. Os métodos robustos que se propdem neste
trabalho mostraram-se preferiveis na detecao de observagoes atipicas no
modelo SEM, quer na perspetiva univariada, quer na multivariada.
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Resumo: Neste trabalho sao comparados, via simulagao, os desem-
penhos de estimadores paramétricos para misturas pseudo-convexas
geradas pela distribuigao exponencial e pela distribuigao fungao po-
téncia, duas distribuicoes estaveis para extremos quando esta defi-
nicao é estendida para permitir alteragoes do parametro de forma.

1 Introducao

Na teoria dos valores extremos uma distribui¢ao fechada para mi-
nimo (méximo) é referida como min-estével (max-estdvel) e desem-
penha um papel fundamental na caraterizagdo do minimo (méximo)
observado num fenémeno aleatério (cf., por exemplo, [1] e [2]). Com
o objetivo de obter distribuigbes mais flexiveis, [3] generaliza esta de-
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finicao de modo a permitir alteragoes no parametro de forma. Com
base nesta nova familia de distribui¢oes desenvolve um trabalho pre-
liminar sobre misturas pseudo-convexas, deduzindo algumas das suas
propriedades mais relevantes. [4] clarifica esta defini¢ao e coloca o
enfoque na estimacao dos parametros. Em particular, analisa es-
timadores para misturas pseudo-convexas geradas pela distribuigao
exponencial. Neste artigo, dando continuidade ao trabalho desen-
volvido em [4], é analisada a performance de estimadores baseados
no método dos momentos e no método da maxima verosimilhancga
em misturas pseudo-convexas geradas pela distribuicao exponencial
e pela distribuicao fungao poténcia.

2 Distribuicoes estaveis para extremos

Seja X, ,...,X, uma sequéncia de varidveis aleatérias (v.a.) absolu-
tamente continuas, independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.)
com fungéo de distribuigio (f.d.) F e funcdo de sobrevivéncia (f.s.)
F (i.e., F(z) :=1— F(z)), e seja X;., a sua i-ésima estatistica or-
dinal. A v.a. X com f.d. F' é estdvel para minimo ou min-estavel
(minE) se existirem sequéncias de constantes {«, € RT} e {3, € R}

tais que se verifica a igualdade em distribuicao: Xi., 4 a, X+
Vn € N, com X ~ F. Esta igualdade equivale a que F' verifique

P (o) = ") = F (22

n

n?

),VxGR,

onde Fx,  representa a f.s. de Xi.,. Assim, o minimo de n v.a. i.i.d.
a X ~ F também é caraterizado pela distribuicao F (com eventual
alteracao de escala e/ou localizagdo) se F' é minE. A distribuigao
geral de valores extremos para minimos (GEVm, ), com f.s.

— B exp{—[l—'yz]_l/'y},1+7x>0 se 7#0
Fapym, (z) =
exp{—exp(z)}, z €R se 7=0,

inclui todas as distribuicoes minE, considerando o, = n" e 38, =
Y1 (1-n")sey#0oua, =1lepB, =—In(n)sey=0. A GEVm,
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contém as distribui¢oes min-Gumbel (y = 0), min-Fréchet (v > 0) e
Weibull (y < 0). O pardmetro v é o indice de valores extremos que
mede o peso da cauda-esquerda de F. A distribui¢do GEVm,, pode
ser generalizada de forma a incorporar parametros de localizacao
(1) e escala (o) através de Forvm, (z;1,0) = Fopvm, (2 —p)/0).
Esta distribuicao é fundamental na Teoria dos Valores Extremos,
uma vez que se 0 minimo de n v.a. converge para uma distribuicao
nao degenerada quando n — oo, entao terd de convergir para a
distribuicilo GEVm, — Teorema do Valor Extremo (Fisher-Tippett-
-Gnedenko).

Todos os resultados para o minimo de uma sequéncia de v.a. conti-
nuas i.i.d. podem ser adaptados para o maximo uma vez que Yi., =
— Xy (6 Yp = —X1.) se Y = —X. Deste modo, em vez de ser
analisada a cauda-esquerda de F' serd investigado o peso da cauda-
direita de F. Por conseguinte, a v.a. X com f.d. F é max-estdvel
(maxE) ou estdvel para maximo se existirem as sequéncias de cons-
tantes reais {a, € RT} e {8, € R} tais que X,., < o, X+ 08,
Vn € N, i.e., a f.d. F verifica

x—p,

(07

n

Fxmn(x)zF"(a:):F< ),VJEER,

onde Fx,  representa a f.d. de X,,.,. Assim, nas distribui¢oes maxE
o méximo de n v.a. i.i.d. a X tem a mesma distribui¢do (com uma
eventual alteragido de escala e/ou localizagdo) que X. As tnicas
distribuicoes max-estaveis estao contidas na distribuicao geral de
valores extremos para méximos (GEVM¢) com f.d. dada por

exp{—[1+§x}_1/f},1+§m>0 se £#0
exp{—exp(—z)},z €R se &=0,

Farvm, (z) = {

onde FGEVMg (I) = FGEVmg(f.I). A GEVM§ inclui as distribui-
¢oes de Gumbel (£ = 0), Fréchet (£ > 0) e max-Weibull (£ < 0) e
pode incluir parametros de localizagao e escala (FGEVME (x; p,o) =
Foevm, ((z —p)/0)). O parametro & é o indice de valores extremos
que mede o peso da cauda-direita de F.
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2.1 Extensao da definigao para permitir altera-
coes do parametro de forma

A classe de distribuicoes estaveis pode ser estendida de forma a in-
cluir alteragdes do pardmetro de forma (cf. [3] e [4]). Assim, F' é uma
distribui¢ao min-estavel estendida para alteragoes de forma (minEs)
se existirem as sequéncias de constantes normalizadoras {c, € R},
{B, € R} e {v, € R} tais que X;., < o, X+ B, Vn € N, com
X ~ F, ,onde F, representa o mesmo tipo de distribuicao que F'
com uma (eventual) alteragdo no valor do pardmetro de forma (v
representa o novo valor). Por conseguinte, é equivalente a

n

Fx, (£)=1-F"(z)= F, (m — ﬁ") Vo e R.
" «
Além da distribuicio GEVm,, (sem alteracdo do parametro de forma),
outros exemplos de distribui¢oes minE¢ sao a Logistica Generalizada
(tipo 1), GL2(u,0,7), com f.s. dada por

MA{ eR eR €R+
1+€Xp(—ﬂ) , X y K y 0,7 )

g

F(z)=

verificando-se X1., ~ GL2 (u,0,n7); e a distribuigdo Pareto Gene-
ralizada, GP(u,0,7), com f.s. dada por

T —p
yo

que verifica nX1., + (1 —n)u ~ GP (u,0,n).

De forma andloga, F' é uma distribuicao max-estavel estendida para

alteragoes de forma (maxEs) se existirem as sequéncias de constantes

normalizadoras {a, € R*}, {8, € R} e {y, € R} tais que X,.,, =

a, X +B,,com X ~F, ,VneN,ie,

-
F(x)[lJr ] , x> p, p€R, 0,7 €RT,

n?

Fx,..(z)=F"(z)=F, ($;ﬁ> Yz € R.

n

Outros exemplos de distribui¢oes maxE¢ (além da GEVM¢) sdo a Lo-
gistica Generalizada (Tipo I) com f.d. F(z) = [1+exp (—*£)] R

(e



Atas do XXII Congresso da SPE 215

z,u € R, 0,7 € RT; e a Funcdo Poténcia com f.d. F(z) = 27,
z € (0,1)eyeRT.

Esta extensdo (inclusdo de alteragbes do valor do pardmetro de
forma) permite generalizar a classe de distribuigbes estdveis para ex-
tremos, mas nao garante as mesmas propriedades. Por outro lado,
depende ainda do conceito parametro de forma (que nao tem, que
tenhamos conhecimento, uma definicao precisa como acontece com
os parametros de localizagdo e escala). Porém, esta generalizagao
origina uma familia mais vasta de distribuicoes que permitird gerar
misturas pseudo-convexas.

3 Distribuigoes pseudo-convexas geradas
por distribuicoes estaveis

As misturas pseudo-convexas geradas por distribuicoes estaveis para
extremos foram definidas em [3], tendo a sua defini¢ao sido aprofun-
dada e diversas das suas propriedades deduzidas em [4]. Seja X uma
v.a. minE; com f.d. F, entao a v.a. X,,, com f.d. F,, definida por

Fx, (x)=(14w)F(z) - wFx,,(z), we[-1,1],

é uma mistura pseudo-convexa (MPC) gerada pela distribuicao minE
F. Notemos que X, é uma mistura convexa para w € [—1,0) e nao
convexa para w € (0,1] de F' e Fx,,.

O mesmo raciocinio pode ser aplicado para o maximo. Seja X uma
v.a. maxE; com f.d. F, entdo a v.a. Xpr com f.d. Fx,, definida por

Fx,, (I) = (1 - w) F(:L') +WFX2;2(‘T)7 w e [*171]3

é uma MPC gerada pela distribuigdo maxE¢ F. Assim, X;; é uma
mistura convexa para w € (0,1] e ndo convexa para w € [—1,0) de F'
e Fx,,. As férmulas de Fx, e Fx,, podem ser reescritas na forma

Fx,, (z) = Fx, (z) = F(2) 1 ~wF(z)], w e [-1,1],
que s6 depende de F(x) e w. Deste modo, as MPC tém os mesmos

parametros que F' mais o parametro w da mistura. Os gréficos repre-
sentados na Figura 1 ilustram a forma da funcao densidade de MPC
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Figura 1: Densidades e hazard rates de MPC para w = —1 + 0.1k,
com k=0,1,...,20

Exponencial Gumbel Logistica II F. Poténcia

para diferentes valores de w (linha superior) e correspondentes dis-
tribuigoes da taxa de risco (hazard rates — rx(x) := fx(x) F}l (2))
que estao representadas na linha inferior.

Outras propriedades das MPC podem ser deduzidas. Em particular,
0 k-ésimo momento, com k € N, é dado por

E(X5) = E(X") +w [E(X*) —E (X1)],
se E (Xk) eE (ng) existirem e
E(X}) =E(X*) +w [E(X5,) —E(X")],

se E (X k) eE (X§:2) existirem. Simulagoes destas distribuicoes po-
dem ser realizadas recorrendo a (cf. [3])

¢x,, (p) =&x,,(p) = Folemit (12;w) +4wp ’

onde £x, (p) e £x,, (p) representam o p-ésimo quantil, com p € (0,1),
de X,, e X respetivamente, sendo p caraterizado pela distribuicao
uniforme padrao. Outras propriedades gerais destas distribuigoes
podem ser consultadas em [4].
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3.1 MPC gerada pela distribuicao Exponencial

Seja X uma v.a. com distribuicdo exponencial de parametro A € RT
e f.d. dada por F(z) = 1 — e ** x> 0. Esta distribuicio é minE¢
pois X1., ~ Exp (n\) (por outro lado, sendo uma distribui¢ao minE,
uma vez que é uma Weibull, também serd minE¢). A f.d. e a fungio
densidade da MPC gerada pela distribuigdo Exponencial (MPCgyyp)
X, sao dadas por

Fx,(x) = 1-[14+w(1- 67/\1)] e e
fx, (z) (1 +w) e ™ — 2wAe™ 227,
Os momentos de ordem k de X,,, com k € N, sdo dados por
E(Xp) =3¢ [L+w (1 —2)],
e um possivel estimador pelo método dos momentos (EMM) serd

@ZQ(W—l) e N 3X+\/9X —4m2

2m2
com X = 13" X, emy = %Z{:l X2. A funcio de verosimi-
lhanga de A\ e w dada a amostra aleatéria X = (Xy,---,X,,) é

L(A\w|X) = H)\exp X;) (14w —2wexp (—AX;)),

e a fungao log—ver081m11hanga LA w|X)=InL (\w|X) serd
n
(N w|X) =nIn(\) —nAX + Zln (1+w—2wexp (—AX;)).
i=1
Deste modo, as derivadas parciais séo

A w|X)  _ n _nX+Z lzwx exp(—AX;)

O Fw—2wexp(—AX;)’
n
HAN\w|X) 1—2exp(—AX;)
Ow - 1+w—2wexp(—AX;)’

i=1
pelo que, para determinar um valor aproximado do vetor (Agy,y sWeay )
que maximiza a funcao de verosimilhanca, teremos de recorrer a mé-
todos numéricos.
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3.2 MPC gerada pela distribuicao funcao potén-
cia

Seja X uma v.a. com distribuigdo func¢do poténcia (FP) com para-

metro v € R e f.d. dada por F(z) =27, z € (0,1) e v € RT. Esta

distribui¢do é maxEs pois Xp., ~ FP (ny). A f.d. e a funcdo den-

sidade da MPC gerada pela distribui¢ao funcao poténcia (MPCrp)

XM Sao0

Fx, () =271 -w)+wz®’ e fx,, () =~y (1 —w+2wz?),

sendo os primeiros momentos dados por

Y2y +1+w) vy +1+w)

(v+1) 2y +1) (r+2)(y+1)

Consequentemente, possiveis estimadores para 7 e w obtidos pelo

método dos momentos (EMM) sao

E(Xuy) = E (XJQW) =

~ _ 3X—3ma+/(3X—3m3)?—4(ma—2X+1)(2m2—X)
7= 2(ma—2X+1) )
o Y(erzy(?vﬂ) —2y—1.

Por outro lado, a funcao de verosimilhanga de A e w dada a amostra
aleatéria X = (Xq,--- ,X,,) é

n

L(yw|X)=~" Ha:]il (1—w+2wz]),
i=1

sendo a respetiva fungao log-verosimilhanga ¢ (v, w|X) dada por

In £ (y,w|X) = nln(y v—1) Zln —&—Z(l—w—Fwa?).
i=1
Por conseguinte, as derivadas parciais sao dadas por

ol (v, w| X) n " 2wz In(x

ZALMIA) In (z;
oy +an +Zl—w—|—2wx

ol (v, w|X) i -1+ 2]
Ow N :117w+2wxz'
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Deste modo, tal como no caso anterior, teremos de recorrer a mé-
todos numéricos para obter uma aproximagao do vetor (Ve Wiy )
que maximiza a funcao de verosimilhanca.

4 Simulagoes: resultados e comentarios

Nesta seccao analisamos o desempenho de estimadores paramétri-
cos para MPC através de simulagao de Monte Carlo (103 réplicas)
recorrendo ao software R. Para tal, foram geradas misturas pseudo-
convexas com base nas duas distribuigoes referidas na secgao anterior
(MPCpyp € MPCpp) tendo os seus pardmetros (os associados & dis-
tribui¢do e o w € [—1,1] associado & mistura) sido estimados recor-
rendo ao método dos momentos bem como a estimadores baseados
em métodos iterativos numéricos que visam obter (de forma apro-
ximada) uma estimativa de méxima verosimilhanca (EMV). Nesta
andlise foi aplicado o algoritmo de Newton-Raphson sendo o va-
lor inicial igual & estimativa obtida pelo EMM (como regra geral).
Como medidas de comparacao do desempenho dos estimadores, fo-
ram utilizadas o enviesamento (Viés), o enviesamento absoluto re-
lativo (EAR) e o desvio quadratico médio (DQM). Os estimadores
foram analisados sob diversos cendrios, nomeadamente utilizando
duas dimensoes da amostra n € {100,1000} e diferentes valores para
0s parametros bem como para o valor inicial do EMV.

Os resultados patentes na Tabela 1 mostram que, em relagdo a
MPCgyp, 0s resultados melhoram com o aumento de w, enquanto
que na MPCpp ocorre o oposto (obtendo-se bons resultados quando
as misturas sao nao convexas e resultados menos satisfatérios quando
as misturas sdo convexas). Como era expectdvel, o aumento da di-
mensao da amostra melhora a qualidade das estimativas e o EMV
obtém (quase sempre) melhor performance que o EMM. Por outro
lado, a alteragao do valor do pardmetro associado & distribuigdo (A
ou ) nao parece ter (em termos relativos) grande impacto na quali-
dade das estimativas obtidas. Por fim, de referir que as estimativas
obtidas pelo EMV utilizando como valor inicial (Ag,wp) = (Z,0) na



220

Santos et

al.

Tabela 1: Estimagao do parametro associado a distribuicao — A, ~

EMM EMV
w — 75 — 50 —.25 00 .25 .50 .75 | —.75 —.50 —.25 .00 .25 50 _ .75
MPCEyxp, A =1, n = 100 e (Ag,;w0) = gy YEMM )
Viés L6159 .3124 .153 .0699 .0418 .0227 .0203| .6147 .3123 .1518 .0677 .0380 .0182 .0078
EAR |.6162 .3316 .2061 .1599 .1379 .1263 .1046|.6149 .3307 .2042 .1578 .1349 .1221 .0916
DQM |[.4777 .165 .0708 .0401 .0301 .0259 .0178|.4743 .1635 .0692 .0388 .0286 .0240 .0136
MPCEyxp, A = 1, n = 1000 e (Ao, w0) = Agyv > “EMM)
Viés .323 .0713 —003 —004 —007 .0092 .0037|.3215 .0717 —003 —004 —O007 .0085 .0038
EAR .323 .1058 .0728 .0514 .0463 .0442 .0303| .3215 .1057 .0729 .0515 .0457 .0428 .0291
DQM [.1177 .0162 .0093 .0044 .0035 .0028 .0014|.1169 .0162 .0093 .0044 .0034 .0027 .0013
MPCpyp, A =10, n = 1000 e (Ag, wo) = Mgy “EvMm )
Viés 3.126 1.023 .0948 —9.00 —009 —011 .0328( 3.108 1.025 .0972 —9.00 —012 —015 .0347
EAR .3126 .1175 .0721 .9004 .0448 .0406 .035 | .3108 .1176 .0724 .9004 .0444 .0395 .0338
DQM [11.53 2.054 .833 81.07 .3344 .2577 .1927| 11.43 2.053 .8367 81.07 .3283 .2456 .1796
MPCgyxp, A =1, n = 1000 e (Ao, wg) = (T, 0)
Viés .3213 .0984 .0149 .0064 .0011 .0008 .0027|.3193 .0982 .014 .0047 —001 —002 —001
EAR .3213 .1148 .0722 .0572 .0453 .0394 .0353| .3193 .1145 .0717 .0548 .0438 .0371 .0316
DQM | .12 .0201 .0081 .0053 .0033 .0024 .002 |.1188 .02 .0079 .005 .0031 .0021 .0016
MPCpp, v =3, n =100 e (70, w0) = (Vgyvm » “EMM )
Viés .0113 .0963 .0176 —024 .1895 .4608 1160|.0193 .0933 .0226 —012 .168 .5518 1133
EAR |.0952 .1087 .1259 .1622 .2067 .2716 .3985|.0919 .1101 .1285 .1574 .2088 .27  .4019
DQM [.1168 .1952 .2355 .3598 .6119 1129 2359|.1106 .1834 .2564 .3393 .6475 1167 2374
MPCpgp, v =3, n = 1000 e (70, w0) = (Ygym YEMM )
Viés .0058 .0057 .0057 .0188 —060 .1629 .8089|.0061 .0056 .0075 .0226 —089 .0119 .5007
EAR .0257 .0288 .0369 .0562 .0936 .1137 .2696| .025 .0257 .0362 .0552 .0996 .1313 .1912
DQM |.0102 .0113 .0204 .0417 .1151 .1804 .8578|.0088 .0095 .0195 .0403 .1512 .2164 .5895
MPCpgp, v = 10, n = 1000 e (vg, wg) = ('YEMM s wEMI\/I>
Viés | .0005 —051 .0237 .082 —092 —042 2.253] —022 —038 .0082 .0365 —073 —034 1.600
EAR .0271 .0339 .0391 .0538 .086 .1126 .2257|.0249 .03 .0355 .0533 .0864 .1116 .1817
DQM |.1088 .184 .2351 .4241 1.245 1.704 7.556| .0913 .1416 .2057 .5285 1.304 1.864 6.078
MPCpp, v = 3, n = 1000 e (g, wg) = (z/(1 — T),0)
Viés | —008 —001 .0225 —015 —018 .0804 .8509] —006 —007 .0214 —012 —086 .03  .4251
EAR |.0274 .0291 .0403 .0571 .0835 .103 .2836|.0268 .0282 .0388 .0544 .1027 .1043 .195
DQM |[.0107 .0118 .0227 .0507 .0954 .1341 .939 |.0098 .011 .0216 .0453 .1866 .1493 .6511

MPCgyxp € (70,wo) = (F/(1 — %),0) na MPCpp apresentam apenas
ligeiras diferengas relativamente a utilizagao das estimativas obtidas
pelo EMM como valor inicial, o que parece mostrar que o EMV é ro-
busto, convergindo para o mesmo maximo local independentemente
do valor inicial utilizado.

Em relacao a estimacao do parametro w da mistura, na Tabela 2
podemos constatar que a performance dos estimadores do parametro
w ¢é analoga a dos estimadores do parametro associado a distribuigao
(quando um obtém bons resultados o outro também obtém). Por



Atas do XXII Congresso da SPE 221
. ~ A . <
Tabela 2: Estimacao do parametro associado a mistura — w
EMM | EMV
w —=75 =50 —25 .00 .25 .50 .75 l —=75 =50 —25 .00 .25 .50 .75

MPCpyp, A =1, n =100 e (A\g, w0) = Appm YEMM)

Viés .7036 .4195 .2358 .1264 .0752 .0284 .0108| .6885 .4035 .2132 .0975 .0366 —003 .0017

EAR .9382 .8555 1193 — 1011 .4939 .2523|.918 .8231 1112 — .8671 .4018 .202

DQM .5838 .2601 .1368 .1103 .098 .092 .0535|.5543 .2391 .1163 .0894 .0731 .0647 .0391
MPCpyp, A =1, n = 1000 e (Ao, wg) = Mgy “EMM)

Viés .3934 .1121 —012 —005 —014 .0231 .0107|.394 .1111 —013 —007 —O014 .0151 .0075

EAR .5245 .2978 .4865 — .3587 .1632 .0978| .5253 .295 .4776 — .3067 .127 .0634

DQM .1739 .033 .023 .0145 .012 .0104 .0076|.1746 .0322 .0222 .0126 .009 .006 .0033
MPCpyp, A = 10, n = 1000 e (Ag; w0) = A gyrv s “EMM)

Viés .3814 .1456 .0121 —006 —008 —006 .0062|.3829 .1448 .0081 —009 —010 —010 .0045

EAR .5085 .3191 .4676 — .3617 .1701 .1029| .5106 .3172 .4535 — .3275 .1378 .0671

DQM [.1651 .0371 .0217 .0158 .0136 .0116 .0098| .1668 .0367 .0206 .0144 .0115 .0075 .0041

MPCEyp, A =1, n = 1000 e (A, wg) = (7, 0)

Viés .3906 .1451 .0224 .007 .0034 .0023 .0032|.3919 .1439 .02 .0027 .0004 —000 —003

EAR .5208 .3289 .4785 — .344 .1627 .1012| .5225 .3263 .4701 — .3043 .1293 .0623

DQM |[.1734 .0402 .0216 .0159 .012 .0103 .0091|.1747 .0396 .0208 .0142 .0095 .0065 .0036

MPCpp, v =3, n =100 e (70, w0) = (Vgyvm » “EMM )

Viés .0185 —060 .0158 .0766 —046 —172 —449|.0109 —059 .0156 .0702 —033 —216 —4368

EAR .2394 .3497 .9407 - 1199 .6775 .6132| .2097 .3458 .9442 - 1222 .6376 .6012

DQM .0479 .0492 .0931 .1413 .1213 .1757 .3407| .0445 .0471 .1025 .1404 .1332 .1723 .3382
MPCpgp, v =3, n = 1000 e (70, w0) = (Ygym YEMM )

Viés .0037 .0053 .0055 —007 .0337 —069 —317|.0033 .0055 .0051 —009 .0509 .0043 —191

EAR | .0639 .1007 .2787 — .598 .32 422 | .057 .0945 .2695 — .6514 .3825 .2928

DQM| .0042 .0043 .0076 .0128 .0331 .0368 .1276| .0031 .0038 .0072 .0123 .0492 .0503 .0845
MPCpgp, v = 10, n = 1000 e (vg, wg) = ('YEMM s wEMI\/I>

Viés [ —003 .0029 —001 —002 .0208 .0035 —266|.0029 —001 .0024 .007 .0181 .0046 —184

EAR | .0788 .124 .2983 — .5871 .3205 .3549| .0608 .1182 .2712 — .5902 .3173 .2894

DQM| .0057 .0064 .009 .0152 .0353 .0336 .1021|.003 .0053 .0073 .0197 .0384 .0372 .0841

MPCgp, v = 3, n = 1000 e (v, wq) = (F/(1 — T),0)

Viés .0069 —017 —004 .0166 .0223 —035 —351|.0041 —011 —003 .0145 .0628 —011 —140

EAR | .0659 .1135 .2574 — .5305 .292 .4682| .0579 .1086 .2491 — .689 .3045 .2476

DQM| .0044 .0053 .0065 .0146 .0271 .0284 .1603|.0033 .0047 .0061 .0132 .0578 .0344 .0764

outro lado, alteracoes dos valores dos parametros A e y

ter influéncia significativa na estimagao de w.

5 Conclusao

nao parecem

As MPC geradas por distribuigoes estdveis para extremos (estendida
para alteragoes de forma) dao origem a uma familia rica de distri-
buigoes, que assume distintas formas, que poderao ser utilizadas
para modelar dados reais. Neste artigo foram utilizados estimado-
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res paramétricos (EMM e EMV) em MPC geradas pela distribuigao
exponencial e pela distribuicao funcao poténcia. Nas simulagoes re-
alizadas foram obtidos bons resultados quando as misturas sao nao
convexas (principalmente quando se utiliza os EMV), mas resulta-
dos insatisfatorios quando as misturas sao convexas. Deste modo,
com o objetivo de fundamentar a utilidade das MPC na modelagao
de fenémenos aleatérios, além da extensao a outras MPC geradas
por distribui¢coes minE¢ e maxEs, iremos brevemente investigar o
desempenho de outras metodologias de estimagao de forma a obter
estimativas fidveis quando as misturas sao convexas.
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O Operador Thinning na Modelacao de Sé-
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Resumo: Este artigo visa proporcionar uma pesquisa abrangente
sobre os operadores thinning propostos na literatura para modelar
séries temporais de valores inteiros. Em seguida serao introduzidos
os modelos homdlogos discretos do processo autorregressivo conven-
cional de primeira ordem, assim como uma extensao para séries de
contagem com suporte finito.

1 Introducao

Uma carateristica comum e predominante em muitas séries tempo-
rais que se estudam na pratica, é serem constituidas por valores intei-
ros. Este tipo de dados surge naturalmente associado, por exemplo,
a processos de contagem de acontecimentos, objetos ou individuos,
sendo, portanto, de todo o interesse o estudo de métodos de mode-
lacao e analise adequados. Exemplos deste tipo particular de séries
temporais podem ser encontrados num vasto leque de dreas de in-
vestigagao, da biologia e medicina as finangas e economia [21].

Tradicionalmente, as séries temporais de valores inteiros tém vindo
a ser analisadas como se o seu suporte fosse o conjunto dos niimeros
reais. Nos casos em que as séries representam contagens de valores
elevados este procedimento poderd, eventualmente, funcionar pela
aplicacao do teorema limite central, no entanto, em certas situagoes,
nomeadamente quando as observagoes apresentam valores reduzidos,
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ignorar a natureza dos dados pode conduzir a resultados sem grande
significado. Na tentativa de ultrapassar estas (e outras) limitacoes,
nas duas dltimas décadas foram propostas véarias classes de modelos
para descrever e caraterizar adequadamente séries de valores intei-
ros. A maior parte dos modelos que tém surgido na literatura podem
ser classificados em duas classes: a classe de modelos INARMA (do in-
glés INteger-valued AutoRegressive Moving Average, ver e.g., [21])
e a classe de modelos GARCH de valores inteiros (do inglés Genera-
lized AutoRegressive Conditional Heteroscedastic) com distribuigao
condicional na classe das leis discretas infinitamente divisiveis [5].
Neste artigo a atengao centrar-se-a no estudo de modelos pertencen-
tes & primeira classe. Assim, serdo apresentados os modelos INAR
de primeira ordem baseados no operador thinning binomial e alguns
modelos para séries de contagem com suporte finito.

2 Operadores thinning

As diferentes familias de modelos que fazem parte da classe de pro-
cessos INARMA partilham o mesmo principio: construir modelos ané-
logos aos modelos ARMA(p,q) convencionais do tipo

P q
Xt:ZCVi'Xt—¢+Zﬁj'€t—j+€t7tEZ, (1)

i=1 j=1
emquea;(i=1,...,p)eB; (j =1,...,q) s@o constantes reais e (¢)

é uma sucessao de varidveis aleatdrias (v.a’s) continuas, indepen-
dentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), para dados de contagem.
E importante salientar que os modelos ARMA convencionais nao sao,
em principio, de grande utilidade na modelacao de séries de valores
inteiros visto que o simples processo de multiplicagao de um esca-
lar real por um valor real ou inteiro conduz a obtencao de um valor
real. Uma forma de ultrapassar esta dificuldade é substituir a opera-
¢ao multiplicacdo em (1) por uma outra operagao cujo resultado seja
sempre um valor inteiro. Por outro lado, torna-se também necessario
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a adogao de uma distribuigao discreta para a sucessao (). De entre
as diversas operacoes propostas na literatura destaca-se a familia de
operagoes baseadas no operador thinning. O conceito de operador
thinning surge naturalmente em varidaveis de contagem, sempre que
num conjunto de elementos cada um for selecionado (ou eliminado)
com uma certa probabilidade. O operador thinning mais popular é
a operador thinning binomial sugerido por Steutel e Van Harn [20],
e definido do modo seguinte:

Definicao 2.1 Seja Z uma varidvel aleatoria discreta com suporte
no conjunto {0,1,...,n} ou No, e a € [0;1]. Define-se o operador
thinning binomial entre o e Z como

Z
woz =1 Xi=i&ila) Z>0 ’
0 7 =0

sendo 0s &;’s uma sucessdo i.i.d. de v.a’s de Bernoulli com parame-
tro a (§; ~ Be(a)), independentes de Z. A sucessio {&;(a) : j € N}
denomina-se sucessao de contagem.

De acordo com a definigdo anterior, a varidvel aleatéria «o Z|Z ~
Bi(Z,a), isto é, segue uma distribui¢do binomial com parametros
Z e a. A interpretagao deste operador é a seguinte: seja uma po-
pulagao com Z elementos, sendo a probabilidade de qualquer um
dos elementos possuir uma determinada carateristica igual a a. Se
os individuos dessa populagdo possuem essa carateristica de forma
independente uns dos outros, entao o nimero de elementos da po-
pulacao que possui essa carateristica é dado por o Z.

As principais propriedades do operador thinning binomial sdo apre-
sentadas na Tabela 1. Como se pode ver, este operador partilha
algumas propriedades com a multiplicacao usual, nomeadamente a
associatividade entre parametros thinning em termos de igualdade
em distribuigao e também das propriedades relativas a momentos de
primeira ordem. No entanto, a multiplicacao usual goza da proprie-
dade distributiva da soma de escalares relativamente a multiplicacao
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1. 00Z=0;10Z7 =172

aloZ—l—aQOZ;(al +az) 0 Z, aq,a € [0;1];
a1 0 (agoZ) 4 (1) 0 Z, a9 € [0; 1];

Elao Z) = aFE[Z]; E[(acZ)Y]=aE[ZY];
Viao Z] = a?V[Z] + a(1 — o) E[Z];

Ppoz(s) = Pz(1 — a(l —s)) com ®x(s) = E(s¥).

R e B S

Tabela 1: Algumas propriedades do operador thinning binomial.

com uma varidvel aleatéria Z (em termos de igualdade em distribui-
¢ao), propriedade esta que deixa de ser vdlida quando a multiplica-
¢ao é substituida pelo operador thinning binomial. Note-se também
que o operador thinning binomial introduz um termo acrescido na
variancia, dado por «(1 — a)E[Z]. Este termo corresponde & vari-
ancia de uma variavel aleatéria Bi(E[Z],«). E também importante
salientar que, em geral, os momentos de ordem superior a um que
envolvem o operador thinning binomial, nao sao iguais aos respetivos
momentos quando se usa a multiplicacao usual em vez do referido
operador. Por outro lado, uma questao que habitualmente se coloca
em relagao a distribuicao de oo Z, é saber em que casos as distri-
buigdes de o Z e Z pertencem a mesma familia. Puig e Valero [15]
mostraram que a condigao necessaria e suficiente para isto acontecer
é que Pz(s) = g(pz(s — 1)), sendo g(-) uma funcao real analitica e
Hz = E[Z]

Vérias modificagbes do operador thinning binomial tém sido pro-
postas nos ultimos anos para torna-los mais flexiveis na modelagao
de sucessoes de contagem. Latour [10] introduziu o operador thin-
ning generalizado cuja definigao é idéntica a definicao do operador
thinning binomial, mas com a diferenca das varidveis &;’s nao se-
rem necessariamente do tipo 0-1. Um caso particular do operador



Atas do XXII Congresso da SPE 227

thinning generalizado é o operador thinning estendido proposto por
Zhu e Joe [24] em que os £;’s formam uma sucessdo i.i.d. de v.a’s
com a mesma distribuicdo que uma varidvel aleatéria £ com funcao
geradora de probabilidade

(1-0a)+(a—7)s
(1-ay)—(1-a)y

de média F[§] = e varidncia V[¢] = a(l—a)(1+7)/(1—7). Através
deste operador, os autores introduziram o conceito de distribuicao
autodecomponivel para inteiros generalizada. O operador thinning
binomial obtém-se fixando v = 0. Mais recentemente, Zhu e Joe [25]
propuseram um novo operador thinning, chamado operador thinning
esperado, que inclui como casos particulares os operadores thinning
biniomial, generalizado e estendido. A definigdo deste operador é a
seguinte:

De(s) =

, v € (05 1],
el (051]

Definicao 2.2 Seja {£{() : 0 < o < 1} uma famdlia de v.a’s autoge-
neralizadas® com suporte no conjunto Ng e E[¢(a)] < co. Define-se
o operador thinning esperado entre o e Z como

Z
. i Z >0
NS> N
> { 0 Z=0"

sendo 0s &;’s uma sucessdo i.i.d. de v.a’s com a mesma distribuicdo
que £(a), independentes de Z, com E[€(a)] < 1 para todo o € (0;1).

E de salientar que em todos os operadores apresentados anterior-
mente assume-se que os &;’s sao independentes. No entanto, em

5Uma varidvel aleatéria Y (a) diz-se autogeneralizada, em relagdo ao paré-
metro a, se Py (o) (Py(q)(s;a);a’) = Py (o) (s;a’), para todo a,a’ € [0,1]. E

importante salientar que a variavel Y () satisfaz a propriedade Y (o) ® Y (') 4

Y(aa'), para 0 < a,a’ < 1 (closure property), sendo “® ” o operador thinning
esperado introduzido na defini¢do 2.2.
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muitas situagoes praticas tal imposicao é muito restritiva. Para ul-
trapassar esta limitacdo, Risti¢ et al. [16] propuseram a seguinte
representacao para as variaveis da sucessao de contagem:

&L=1-V)W;+ VY, i€eN, 2)

sendo (W;) e (V;) sucessoes i.i.d. de v.a’s de Bernoulli de pardame-
tros ¢ € [0;1] e O € [0; 1] independentes entre si, e independentes da
varidvel aleatéria Y ~ Be(¢). A representacao (2) implica que (;)
é uma sucessao de v.a’s de Bernoulli dependentes com parametro
¢ €[0;1] e Corr(&,&;) = 0> #0 para @ # 0 e i # j. O caso § =0
corresponde ao operador thinning binomial.

Uma outra generalizacdo foi proposta por Gomes e Canto e Cas-
tro [6] e Zheng et al. [23]. Estes autores consideraram o caso em que
a é também uma varigvel aleatéria com suporte no conjunto [0;1).

Uma das limitagoes do operador thinning binomial e das suas vé-
rias modificagoes é o facto de poderem ser utilizados, unicamente,
na modelagao de séries de contagem de valores nao negativos. No
caso de ter que lidar com séries de contagem que apresentem valores
inteiros negativos, Kim e Park [9] propuseram a seguinte extensao
do operador thinning binomial.

Definicao 2.3 Seja Z uma varidvel aleatoria discreta com suporte
no conjunto Z e |a| € [0;1]. Define-se o operador thinning binomial
sinalizado entre o e Z como
1Z|
a®Z :=sgn(a) - sgn(Z) - ij(a),
j=1

com sgn(z)=1sex >0 e-1sex <0, e os&’s uma sucessio i.i.d.
de v.a’s de Bernoulli com parametro |c|.

Generalizagoes deste estimador tém sido sugeridas por Alzaid and
Omair [2], Kachour e Truquet [7] e Zhang et al. [22]. Propriedades
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destes (e outros) operadores podem ser consultadas em Scotto et al.
[18].

Embora no caso univariado ja exista, como se viu, um vasto leque de
operadores thinning, a literatura sobre extensoes para o caso bivari-
ado e multivariado é escassa. A generalizacao do operador thinning
binomial para o caso bivariado foi proposta por Scotto et al. [19].
Estes autores introduziram o operador thinning binomial bivariado
cuja definigao é a seguinte:

Definicao 2.4 Seja X = [X1, X2 um vetor aleatério e o o vetor
de pardmetros o = (1,9, dq) with 0 < ag, a2 < 1, e |¢o| < 1.
Define-se o operador thinning binomial bivariado entre X e a como

a® X | X ~ BVBy (X1,Xe,min {X,Xo}; a1,a2,da),

isto 6, a® X | X seque uma distribuicao binomial bivariada de tipo
II.

Este operador apresenta um conjunto de carateristicas importantes,
nomeadamente o facto de as distribuicées condicionais marginais
serem binomiais, e a dependéncia entre as duas componentes de
a® X | X poder ser positiva (¢, > 0) ou negativa (¢, < 0). As
propriedades de este operador foram analisadas por Scotto et al.
[19]. Outros operadores para o caso bivariado e multivariado podem
ser consultados em Karlis [8] e Scotto et al. [18].

3 Modelos para séries de contagem com
suporte infinito

McKenzie [11] e Al-Osh e Alzaid [1] introduziram, independente-
mente, o modelo autorregressivo de primeira ordem para valores
inteiros INAR(1), substituindo a operagao multiplicagdo em (1) pelo
operador thinning binomial. O modelo INAR(1) é definido pela equa-
Gao recursiva

Xt:O[OXt_1+€t7tEZ, (3)
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em que « € [0;1),% sendo (¢;) uma sucessao de v.a’s i.i.d. de valores
inteiros nao negativos com Ele;] < 0o e Ver] < 0o, onde para cada
instante t € Z, ¢; é independente de X; 1 e de avo X;_1.

O processo INAR(1) partilha vérias propriedades com o modelo AR(1),
nomeadamente o facto da func¢do de autocorrelacdo (FAC) tender
exponencialmente para zero. No entanto para o processo INAR(1)
os valores da FAC sdo sempre positivos. Uma outra carateristica
importante do processo INAR(1) é que qualquer distribuigdo autode-
componivel” para inteiros (DSD®) pode ser usada como distribuigao
marginal para X;. Fazem parte desta classe, por exemplo, a distri-
buicao de Poisson e a distribuigao binomial negativa.

O modelo INAR(1) tem sido generalizado de véarias formas, nome-
adamente considerando que o parametro « varia ao longo do tempo
de forma (a) deterministica ou; (b) estocdstica. Fazem parte da pri-
meira categoria o modelo INAR(1) proposto por Monteiro et al. [13]
em que 0 o« = o varia periodicamente ao longo do tempo, o modelo
SETINAR (do inglés Self-Exiciting Threshold INteger AutoRegressive)
proposto por Monteiro et al. [14] em que

a=al(Xi— 1 <r)+al(Xi—1 >7), 7 EN,

e 0 modelo introduzido por Brinnis [3] quem propds um modelo
INAR(1) em que o pardmetro « varia ao longo do tempo através
de covaridveis fixas. Em particular, este autor adotou a seguinte
especificagao para @ = oy = 1/[1 + exp{y;w}], sendo y; o vetor

6Neste caso, o modelo INAR(1) em (3) diz-se ser estdvel. O caso a = 1 6
usualmente referido como instavel.

"Uma funcéo distribuicdo em Ny com funcéo geradora de probabilidades P
diz-se autodecomponivel para inteiros se P(s) = P(1 — o + as)Pa(s), sendo
|[s] <1leae€(0;1), em que Py é uma fungdo geradora de probabilidades. Em

termos de v.a’s isto significa que X é autodecomponivel se X Laox + Xo, em
que as varidveis a o X e X, sdo independentes.

8Do inglés Discrete Self-Decomposable. A familia de distribuicées DSD é uma
subclasse da classe de distribuigdes infinitamente divisiveis discretas.
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de covariaveis fixas e w o correspondente vetor de parametros des-
conhecidos. Finalmente, modelos com coeficientes a variar ao longo
do tempo de forma aleatéria tém sido propostos por Roitershtein e
Zhong [17] e Gomes e Canto e Castro [6].

4 Modelos para séries de contagem com
suporte finito

Quando sao analisadas séries de contagem em que o suporte ¢é finito
os modelos apresentados na secgao anterior nao sao de grande uti-
lidade. Uma forma de ultrapassar esta situagao é considerar como
distribuicio marginal do processo a distribuicdo binomial?. Neste
caso, [11] propos a seguinte representacao para Xi:

Xi=aoX; 1 +Bo(N—X; ), te, (4)

em que os operadores thinning sao independentes e, para cada t fixo,
independentes de (X;)s<t, sendo f:=n(l—v), a: =+ v, e

v € max{—7n/(1 —m),— (1 —m)/m}1]. (5)

Se Xy ~ Bi(N,7), entdo a equagao (4) gera um processo AR(1) bino-
mial estaciondrio com distribuicdo marginal Bi(N,r). A condigao (5)
garante que a, 8 € [0;1]. A interpretagdo deste modelo é a seguinte:
assumindo que no instante ¢ — 1 existem no sistema N elementos,
cada um deles no estado 0 ou 1, X;_; representa o nimero de ele-
mentos cujo estado é 1, pelo que o o X;_; representa o nimero de
unidades no estado 1 no instante ¢. O termo o (N — X;_1) re-
presenta o nuimero de elementos que transitam do estado 0 para o
estado 1 no instante t. Os elementos transitam de estado indepen-
dentemente uns dos outros com probabilidade S.

9A distribuicdo binomial ndo pertence & classe de distribuicdes DSD pelo que
néo é adequada como distribuigdo marginal para o modelo INAR em (3).
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Este tipo de modelos foram usado por Brénnis e Nordstrom [4]
para analisar a taxa de ocupagao hoteleira. Ou autores consideram
o caso N = N; em que IN; representa o nimero total de quartos
(isto é, a soma dos disponiveis e dos ocupados) num dado hotel, no
dia ¢t. Assim, X; representa o nimero de quartos ocupados no dia ¢.
O termo « o X;_1 representa o numero de quartos que permanecem
ocupados entre os dias t — 1 e t. Isto implica que no dia t o hotel
tem N; — a o X;_1 quartos disponiveis, pelo que o (Ny — X¢_1)
representa o nimero de quartos vagos que sao ocupados no dia t.

Uma extensao do modelo em (4) foi recentemente proposta por Mol-
ler et al. [12] na qual os autores introduziram um modelo AR(1)
binomial por limiares, sendo X; representado da forma seguinte:

Xt = QStOthl -+ ntO(N*thl),tGZ,

em que
br =l (Xp1 <)+l (Xpq >7)
€
ne =Bl X1 <7)+ Bl (X1 >7),
com r € N.
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Resumo: No contexto de combinagao de valores de prova-p em
meta andlise, na perspetiva classica, sob validade da hipétese nula
Hy, o valor de prova-p é considerado uma observagao de uma variavel
aleatéria uniforme padrao. No entanto, mesmo sob validade de Hy,
nem sempre serd possivel assumir que os valores de prova-p sao ob-
servagoes de uma uniforme, se aceitarmos que hé a possibilidade de
alguns investigadores repetirem experiéncias, quando o resultado da
primeira nao se coaduna com as suas expectativas ou, por exemplo,
por desconfiarem dos resultados obtidos. Neste caso propoe-se que
seja utilizado como modelo uma mistura convexa entre uma variavel
aleatéria uniforme padrao, o maximo e o minimo de r varidveis alea-
torias independentes e identicamente distribuidas uniformes padrao.
Descreveremos este modelo apresentando algumas particularidades
e daremos especial atencao a estimagao do parametro de mistura
quando r = 2.
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1 Introducao

Seja p; o valor de prova-p decorrente do teste T; : Hy; vs. Hyj,
onde os T}, j = 1,2,...,n sdo testes independentes, assumindo-se
em geral que sao trabalho de equipas diferentes sobre um mesmo
problema, que interessa harmonizar. A questdo foi inicialmente
abordada por Tippett [4] — que considerou que a hipdtese nula
composta Hg : Hy; verdadeira, j = 1,...,n (versus Hy : 3j €
{1,...,n} para o qual Hy; verdadeira) deve ser rejeitada ao nivel o se
Pin = minj<j<, p; < 1—(1—a)/™ — e por Fisher [2], que propds
como critério de rejeicao —2 22;1 In p; > Xgm_a.

Por outras palavras, quer Tippett quer Fisher assumiram que os va-
lores de prova-p sao observacoes de uniformes padrao independentes.
Tsui e Weerahandi [5] criticaram esse pressuposto, dando inicio &
investigacao de wvalores de prova-p generalizados, observagoes de va-
ridveis aleatorias cuja distribuicao nao é necessariamente uniforme,
porque existirdo valores de j para os quais H;; é verdadeira.
Admitir que existem j tais que Hi; é verdadeira ndo é a tnica razao
para abordar a combinagao de valores de prova-p de forma diversa
das solugoes tradicionais. No interessante trabalho de Pires e Branco
[3] sobre a controvérsia Mendel-Fisher é analisada a possibilidade de
Mendel, ou algum dos seus colaboradores, quando insatisfeito com
um resultado experimental, replicar a experiéncia e reportar o que
considerou ser o resultado mais fidvel — leia~se “mais consentaneo
com os seus interesses”.

Neste caso sob validade de Hy seria reportado um pseudo-valor-p que
seria 0 maximo (respetivamente o minimo) de valores de prova-p uni-
formes padrao, e que sob validade de H; seria o mdximo (respetiva-
mente o minimo) de valores de prova-p generalizados, nao uniformes.
Brilhante et al. [1] investigaram o modelo

U Ui\ iml .
fo={ g i meian
T2 2

onde |z] denota o maior inteiro nao superior a z, isto é de misturas
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convexas de uniforme com o méximo (m € (0,2]), ou com o minimo
(m € [-2,0)) de duas uniformes independentes, que corresponde a
haver uma proporcao @, m € [—2,2], de extremos de uniforme na
sequéncia de valores de prova-p reportados, evidenciando as dificul-
dades de estimagao do pardmetro de mistura (a proporgao ingénua
ou intencional de pseudo-valores-p), ao usar o modelo (1).

Neste trabalho analisamos questoes de nao-identificabilidade mais
complexas quando se admite que o reporte de valores pelos diversos
investigadores é uma mistura de erros diversos, no sentido em que
uns reportam o maximo e outros reportam o minimo de um certo

numero, r, de replicagoes da experiéncia,

_ U Ur:r Ul:r :
Xepg={ 0 U U o cmintpaa - p—a). @

2 A familia X, , de misturas de Uniforme
com Beta(r,1) ou Beta(1,r)

Repare-se que a familia X,., , (2) resulta da mistura de uma varia-
vel aleatéria uniforme padrdo com uma varidvel aleatéria Beta(r,1)
e uma Beta(1,r), assumindo que é reportado o maximo de r répli-
cas da experiéncia com probabilidade 0 < p < 1, o minimo com
probabilidade 0 < ¢g<leque0<p+gq<1.

E curioso verificar que se pode reescrever X, , cOmo uma mistura
pseudo-convexa de maximos {Ur.1 = U, Uas, Uss..., Uy}, com
0 < min{p,q}, p+ ¢ < 1. Note-se que,

Fx,p (@) = (1 =p—q)Fu(x) +pFu,.,(2) + ¢Fu, ()
1

r—

=[1-p+q(r—1)]Fy(z)+ (D g(=1) " Fu,., ()

j=2
+[p— (=1)"dfv,., ().

De forma anéloga, X,., , pode também ser representada como uma
mistura pseudo-convexa de minimos.
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2.1 Caso particular de r = 2

Quando r = 2, utilizando o resultado anterior, a funcao de dis-
tribuicao podera ser escrita como uma mistura pseudo-convexa de
maximos, da seguinte forma:

Fxoppo(@) = (1 =p+ @) Fu(z) + (p = @) Fu, (2). (3)

O peso ¢ associado ao minimo é incorporado no peso do méximo,
ocorrendo os necesséarios ajustamentos no peso de U. Neste caso, o
parametro que interessara estudar serd k = p — q.

Se p =0, ou ¢ = 0, obtém-se uma varidvel aleatéria da familia X,
(1). Por exemplo, se ¢ = 0, resultard m = 2p (com p > 0) e a fungao
de distribuicao serd dada por:

FX?;p,O (x) = (1 - p)FU(:L') +pFU2:2 (.’ﬂ)

Os problemas de identificabilidade tornam-se ainda mais evidentes
no caso de r = 2, p = ¢ — um modelo natural quando se pensa
num esquema similar: o investigador ou obtém um tinico valor-p
que reporta, ou replica a experiéncia e reporta o segundo valor que
observa, que entao com igual probabilidade serd um méaximo ou um

s d
minimo. Neste caso, X5, , = U,

Fx,, (¥) L Fy(z).

Assim, se p = ¢ a distribuic@o de X5, , serd uniforme, qualquer que
seja o valor de p € [0,%]. Consequentemente, se com igual probabi-
lidade os experimentadores repetirem a experiéncia e reportarem o
maximo ou o minimo, dessas duas experiéncias, manter-se-a valida
a assercao inicial de que os valores reportados serao provenientes de
uma distribui¢do uniforme.

Repare-se que Xa.p, Ly poderd ser visto como um caso particular
de uma mistura de uma varidvel aleatéria W com fungao de dis-
tribuigcao continua com o maximo Ws.o de duas réplicas de W com
probabilidade p e o minimo Wi.5 de duas réplicas de W com a mesma
probabilidade p (0 < p < 0.5). Ou seja,
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_ W Wiy Wiz 4
Wzm,_{lQp S

3 Estimacgao do parametro £

No caso em que r = 2, Xo.,, 4 = Xo; € uma varidvel aleatéria da
familia X, e, consequentemente, a estimagao do parametro k, que
incorpora a informacdo da diferenga entre p e ¢ (com k = p —q e
—1 < k < 1), herda todas as dificuldades da estimagdo de m na
referida familia. Assim, a fungdo de distribui¢do (3) em fungao do
parametro k sera,

FXZ;k(x) = (l_k)FU(‘r)—’_kFUzﬂ(m)’ (4)

Brilhante et al. [1] investigaram diversos métodos para a estimagao
do parametro m, aqui optamos por estimar o parametro k efetu-
ando em simultaneo um teste de ajustamento do modelo e a estima-
¢ao do parametro, “invertendo” os testes de ajustamento de forma a
identificar a regiao do parametro onde os dados apresentam maior
“concordancia” com o modelo ajustado, obtendo o que por vezes se
designa por intervalo de confianca de score .

Assim, para obter as estimativas de k utiliza-se o teste de ajusta-
mento de Kolmogorov-Smirnov (K-S), supondo que Fj;; é a fun-
¢ao de distribuigao empirica de uma amostra proveniente do modelo
Fx,,, com k desconhecido e n a dimensao da amostra. Uma esti-
mativa para k pode ser obtida identificando o valor que minimiza a
distancia de K-S: o que é equivalente a maximizar o valor de prova-p
associado ao teste de ajustamento de K-S.

Procede-se de forma idéntica utilizando o teste de ajustamento de
Anderson-Darling (A-D), um teste que habitualmente apresenta me-
lhores resultados do que o de K-S quando a distribuicao em causa
tem “caudas” mais pesadas (ndo sendo o caso aqui).
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3.1 Esquema de simulagao

Com o intuito de analisar os resultados das estimativas para k, ob-
tidas através dos testes de ajustamento de K-S e de A-D, fez-se um
estudo de simulagao para valores de k = —1(0.05)1 e amostras de
dimensao n = 10, 25, 50 e 100.

Para cada valor de k e para cada valor de n, o procedimento de
implementacao da simulacao pode ser resumido em cinco etapas:

1. gerar uma amostra de n nimeros pseudo-aleatérios com dis-
tribuicao uniforme padrao, u = uy,ug, - , Up;

2. obter a amostra * = x1,T9, - ,T, com a distribuicao de
mistura Fl,,,, através do método da transformagao inversa:

_ k—14+V1-2k+k2+4k
quando k # 0, x = 5% C

,ex = u, quando k = 0;

3. determinar os valores k que maximizam os valores de prova-p
associados aos dois testes de ajustamento;

4. repetir 20000 vezes os passos 1, 2 e 3;

5. para todas as estimativas obtidas determinar os intervalos de
confianca de score e calcular também as estatisticas de inte-
resse, por exemplo a média, o viés e o erro quadratico médio.

Procedendo deste modo os valores de prova-p sao gerados aleatoria-
mente através do modelo (4) recorrendo ao Teorema da Transforma-
¢ao Uniformizante. Desta forma, o verdadeiro valor do parametro
é conhecido e esta fixo para cada caso de simulagdo. As amostras
geradas em cada passo da simulacao sao utilizadas para efetuar os
testes de ajustamento de K-S e de A-D para os diversos valores
admissiveis do parametro. Sendo assim possivel identificar o valor
que maximiza o valor de prova-p associado a cada um dos testes de
ajustamento e determinar os intervalos de confianca de score, com-
parando os resultados obtidos através dos dois testes de ajustamento
estudados.
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3.2 Resultados da estimacao de k&

Repare-se que as estimativas obtidas através do teste de ajustamento
de A-D sao melhores do que as fornecidas pelo teste de ajustamento
de K-S, sendo a diferenca entre os dois métodos mais evidente nas
amostras de menor dimensao.

0.3
021
01+ oif
0.0-
0.3
0.21

0.1+
200 B e

1 0.3+ K-8

00k

Figura 1: Erro quadratico médio das estimativas para k obtidas
através dos testes de ajustamento de A-D e de K-S, para os diversos
valores de k e para amostras de dimensao n = 10, 25, 50 e 100.

Através da andlise da Figura 1 pode confirmar-se que os valores do
erro quadratico médio das estimativas obtidas pelo teste de ajus-
tamento de A-D sdo sempre mais baixos do que o das estimativas
obtidas através do teste de ajustamento de K-S. Note-se que os va-
lores mais altos sao observados quando £ = 0 e vao diminuindo &
medida que |k| se aproxima de 1, isto é, quando a componente de
mistura tem um sinal mais forte (componente dominante Beta nao
uniforme).

Observe-se o viés das estimativas de k na Figura 2 e repare-se na
tendéncia de diminuigao do enviesamento a medida que a dimensao
da amostra aumenta, denotando-se um aumento do enviesamento
quando a componente de mistura tem um sinal mais forte (|k| estd
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préximo de 1).
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Figura 2: Viés das estimativas para k obtidas através dos testes de
ajustamento de A-D e de K-S, para os diversos valores de k e para
amostras de dimensao n = 10, 25, 50 e 100.

Nas Figuras 3 e 4 estao representados os valores médios das esti-
mativas obtidas utilizando os testes de ajustamento de A-D e de
K-S, podendo uma vez mais verificar-se que os valores obtidos estao
muito proximos do verdadeiro valor de k, denotando-se valores de
viés mais elevados a medida que diminui a dimensao da amostra.
Um olhar mais atento permite confirmar que o valor médio das esti-
mativas obtidas com o teste de ajustamento de A-D se encontra, de
um modo geral, mais préximo do verdadeiro valor de k.

Os resultados até agora analisados parecem ser interessantes. No
entanto, observe-se a amplitude média dos intervalos de confianca de
score com um nivel de significancia de 95% na Figura 5: a amplitude
média dos intervalos de confianca de score é sempre superior a 1 para
amostras de dimensao 10, chegando a ser 1.58 e 1.66 quando k = 0;
Quando k = 0, o valor mais baixo (0.67) é observado em amostras de
dimensao 100, sendo todos os outros valores préximos ou superiores a
1; valores de amplitude média dos intervalos de confianga inferiores a
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Figura 3: Valor médio das estimativas para k obtidas através do
teste de ajustamento de A-D, para os diversos valores de k e para
amostras de dimensao n = 10, 25, 50 e 100.
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Figura 4: Valor médio das estimativas para k obtidas através do
teste de ajustamento de K-S, para os diversos valores de k e para
amostras de dimensao n = 10, 25, 50 e 100.
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0.5 86 se encontram no teste de ajustamento de A-D em amostras de
dimensao 50 para |k| préximo de 1 e, nos dois testes de ajustamento
em amostras de dimensdo 100 para |k| préximo de 1.

Parece denotar-se que, em praticamente todos os casos simulados,
os intervalos de confianga obtidos cobrem grande parte do espago do
parametro.

Estimativa
-=A-D
K-S

Amplitude média do IC de score (95%)

00k

0.5+

Figura 5: Amplitude média dos intervalos de confianca de score
utilizando os testes de ajustamento de A-D e de K-S, para os diversos
valores de k e para amostras de dimensao n = 10, 25, 50 e 100.

Uma outra forma de utilizar esta informacao serd considerar a pro-
porcao de intervalos de confianca de score que incluem k& = 0, ou
seja, os casos em que nao seria excluida a hipdtese de Xy, ter distri-
buigao uniforme padrao. Na Figura 6 encontra-se representada esta
informacao, podendo-se constatar que, para amostras de dimensao
10 e 25, nao se rejeita a hipdtese de ajustamento da uniforme padrao
(k = 0) para qualquer valor de k e que, para amostras de dimensao
50 e 100, s6 se rejeita a hipdtese de ajustamento da uniforme padrao
para valores de |k| préximos de 1.
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Figura 6: Proporcao dos intervalos de confianga de score que incluem
k = 0. Intervalos de confianca de score obtidos utilizando os testes
de ajustamento de A-D e de K-S, para os diversos valores de k e
para amostras de dimensao n = 10, 25, 50 e 100.

4 Resumo dos resultados

Entre os métodos de estudados destaca-se o teste de ajustamento
de A-D com resultados melhores do que os obtidos através do teste
de ajustamento de K-S, uma diferenga que tende a esbater-se a me-
dida que a dimensao da amostra aumenta. Salienta-se também a
tendéncia generalizada de melhoria dos resultados a medida que a
dimensao da amostra aumenta:

e O enviesamento tende para zero a medida que a amostra au-
menta. Para amostras de pequena dimensao observa-se um
maior enviesamento que se acentua quando |k| estd perto de 1.

e Intervalos de confianca de score com nivel de significancia de
95% com elevada amplitude. Amplitude que vai diminuindo
a medida que |k| se aproxima de 1 (componente dominante
Beta) e que aumenta a dimensao da amostra.
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e Elevada proporgao de intervalos de confianca de score com
nivel de significancia de 95% que incluem k& = 0: para amos-
tras de dimensao 10 e 25 nao se rejeita a hipétese de ajus-
tamento da uniforme padrao (k=0) para qualquer valor de k;
para amostras de dimensao 50 e 100 s6 se rejeita a hipétese de
ajustamento da uniforme padréo para |k| = 1.

Os resultados ilustram a dificuldade deste problema de estimagao.
Consequentemente, as implicagoes a nivel de meta analise ganham
novo relevo, mostrando a necessidade de reaquacionar a teoria de
valores de prova combinados tendo em linha de conta nao sé a possi-
bilidade de H; ser verdadeira para alguns j como também a possibi-
lidade de haver “batota” no reporte dos valores de prova-p originais.
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Abstract: Last decade has witnessed a global effort to decrease
malaria mortality and incidence rates. This effort led to strong de-
creases in disease transmission to the point that elimination and era-
dication might be achieved in several countries soon. In this context,
there is a research interest in understanding the statistical power of
current data analysis approaches to handle with such targets and
whether this power can be improved in some way. The goal of the
paper is to discuss a few statistical problems of using prevalence of
infection in real data from Swaziland and Iran, two countries on the
cusp of malaria elimination.

1 Introduction

Malaria is a parasitic disease affecting millions of people worldwide
with the highest death toll in subsaharan Africa. Latest official
statistics revealed a steadily decrease of malaria-related deaths and
infection rates in the last decade [1]. This decrease in disease burden
reached infectivity levels where malaria elimination and eradication
might be envisioned up to 2030 in countries like Cape Verde or Sri
Lanka. However, the path to a disease free setting has several hurdles
[2], specifically, on how to obtain sufficient economical, logistic and
scientific support to design, execute and study the impact of future
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malaria elimination campaigns.

According to the World Health Organization (WHO), a given region
can be classified as in a pre-elimination, elimination or eradication
stage if the number of cases per 1,000 people at risk is 5, < 1, or
0, respectively. From a statistical standpoint, these epidemiological
settings bring into the horizon interesting statistical problems in the
frontier of stochastic phenomena. In general, malaria burden is me-
asured by the number of cases officially reported or the number of
infected individuals detected in a surveillance study. As a desirable
outcome, the path towards malaria elimination gradually reduces
the number of infected cases in the population and, therefore, sur-
veillance or impact studies are likely to deal with true prevalences of
infection close to 0. In this situation, point estimates for the preva-
lence might be in the borderline of the parameter space whereas the
respective confidence intervals might not have the expected theoreti-
cal properties or not even calculable depending on the method used.
Therefore, it is important to understand which statistical inference
methods correctly quantify the underlying uncertainty.

This paper aims to discuss the statistical problems of using pre-
valence of infection in a context of malaria elimination. Section 2
focuses on the problems associated with the estimation via a statis-
tical interval while section 3 deals with the problem of classifying
a given population in the respective malaria elimination stage. Fi-
nally, Section 4 concludes with a few remarks and avenues for future
research.

2 Estimation of prevalence of infection

One of the major epidemiological problems in malaria elimination
studies is to accurately detect the presence of infection in asympto-
matic individuals. In practice, there are three classes of diagnostic
tests: (i) visual inspection of blood slides on the microscope; (ii) the
rapid diagnostic tests that detect the expression of specific parasite
genes that are activated upon infection; (iii) molecular assays where
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specific DNA fragments of the malaria parasite are amplified when
present, allowing their detection in a gel. As expected, each diag-
nostic test has its own sensitivity (probability of detecting a truly
infected individual) and specificity (probability of detecting a truly
non-infected individual) and scope of applicability in practice. For
example, microscopy testing requires specific training and the avai-
lability of lab experts that can identify malaria parasites at their
different stages of infection. Rapid diagnostic tests are typically easy
and cheap to use but tend to fail in asymptomatic infections where
the malaria parasite count is low. The molecular assays are by far
the most reliable diagnostic tests. However, they require specific lab
conditions and qualified teams of lab experts that are not broadly
available in malaria-endemic countries. Concerning sensitivity and
specificity, recent research performing an extensive meta-analysis
showed that the performance of the above diagnostic tools vary with
the underlying transmission intensity with important implications
for malaria elimination strategies [3]. Combining the results from
different diagnostic tools tends to increase the chance of detecting
all infected individuals in a sample. This was attempted in large
national cross-sectional study in Swaziland [4]. Of the 4,330 partici-
pants tested, three were malaria positive for rapid diagnostic testing.
Additional 2 infected individuals were detected using molecular as-
say testing. However, the simultaneous use of different diagnostic
tools is not common practice in malaria endemic countries mostly
due to economic, logistic and technical constraints. Therefore, the
estimation of the underlying sensitivity and specificity becomes an
important aspect of any malaria epidemiological study. In absence
of prior information, estimating sensitivity is highly problematic in
samples from regions on the cusp of malaria elimination due to the
high chance of not sampling infected individuals as demonstrated in
a cross-sectional study of 1,500 individuals from Iran [5]. In that
case, one assumes a given value for sensitivity and specificity and
carries on with the analysis accordingly.

After detecting the presence of infection in the study participants,
the main objective is then to estimate the prevalence of infection in
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the population. For the subsequent discussion, let’s assume perfect
sensitivity or specificity of the diagnostic tools or at least the use
of many different diagnostic tools that ensure the detection of all
infected individuals. To estimate the prevalence of infection (here-
after denoted by 7), the simplest statistical framework is to assume
a large population size and a sampling with replacement in order
to bring the popular Binomial distribution into data analysis. As
a basic knowledge of statistical inference, the maximum likelihood
estimate of 7 is given by the sample proportion. To estimate the un-
certainty associated with that estimate, there are several methods to
calculate the respective confidence interval. Recent research studied
the statistical properties of these confidence intervals and the res-
pective implications for sample size calculation in wide range of the
value for the true population [6]. In a disease elimination setting, 7
is expected to be very close to 0, a situation where the confidence
intervals are prone for overshooting (i.e., lower bound might be ne-
gative), degeneracy (i.e., the confidence interval is a single point)
or incorrect coverage. The most well-known example is the popular
Wald confidence interval at (1 — «) x 100%,

(1l —
e W
where 7 is an estimate of 7, ¢;_o/2 is the (1 — a/2)-quantile of
a standard normal distribution, and n is the sample size. For 7
close to zero, it is often observed that the lower bound might be
negative, which is not an admissible value for 7. When 7 = 0, the
resulting confidence interval is degenerate as the lower and upper
bound coincide and equal to 0. The degeneracy and overshooting of
the Wald confidence interval can be avoided by using the Clopper-
Pearson confidence interval. However, this exact confidence interval
tends to overestimate the expected coverage.

In practice, the popular R software provides different packages for
estimating a proportion. For disease elimination purposes, the RSur-
veillance package brings into the community a suite of statistical to-
ols to help monitoring populations on the cusp of being free from

7T+ d1—a/2
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a given infection. This package includes frequentist and Bayesian
methods for estimating a proportion via an interval: Clopper-Pearson
method (hereafter referred to as the exact confidence interval), Wil-
son score that is based on the inversion of the score test for a propor-
tion, the method proposed by Agresti and Coull, and Bayesian cre-
dible intervals based on a Beta(a, 8) prior distribution for 7. With
respect to Bayesian methods, it is common to use non-informative
prior distributions such as the Jeffrey’s and Uniform distributions
(e = =1/2 and o = 8 = 1, respectively). These methods are
then the starting point to understand the uncertainty underlying
the data.

As examples of application, Table 1 shows the respective results for
estimating the prevalence of infection in the above-mentioned mala-
ria elimination studies from Swaziland (5 malaria positive cases out
of 4,330 individuals) and Iran (no malaria cases detected in a sample
of 1,500 individuals). These statistical intervals imply different de-
grees of uncertainty associated with the prevalence estimation. On
the one hand, the Jeffrey’s credible interval, although using a non-
informative prior, is the method providing the highest precision (i.e.,
lowest range) for 7 in both datasets. This result might be explained
in part by the fact that the Jeffrey’s prior distribution implies a high
prior probability for very low values of 7 in relation to a Uniform
prior distribution. For example, the prior probability of 7 < 0.01 is
0.064 and 0.010 using the Jeffrey’s and Uniform prior distribution,
respectively. On the other side of the spectrum, the Agresti-Coull
confidence intervals are the longest ones in both data sets. More
importantly, the respective confidence interval for the Iran data set
shows a problem of overshooting (negative lower bound), thus, il-
lustrating the difficulty of obtaining coherent estimates for 7 in a
malaria elimination setting.

After calculating different intervals for 7, the next step of the analy-
sis is to understand which one provides the most accurate and re-
liable quantification of the underlying uncertainty. For that matter
one can assess the performance of a given interval in terms of the
frequentist concepts of coverage and expected length, or the costs
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Table 1: Estimation of 7 in malaria studies from Swaziland and Iran
using 95% confidence intervals (Exact, Wilson, and Agresti-Coull)
and 95% central credible intervals (Jeffreys and Uniform).

Study Method Lower bound Upper bound
Swaziland Exact 0.00038 0.00269
Wilson 0.00049 0.00270
Agresti-Coull 0.00041 0.00279
Jeffreys 0.00044 0.00253
Uniform 0.00051 0.00269
Iran Exact 0.00000 0.00246
Wilson 0.00000 0.00247
Agresti-Coull -0.00005 0.00298
Jeffreys 0.00000 0.00128
Uniform 0.00000 0.00199

associated with future sample size calculations [8]. As a prelimi-
nary step towards a more comprehensive comparison, this paper
focus on coverage using the sample sizes adopted in the above cross-
sectional studies as case studies. The comparison is carried out using
7 = 0.005 and 0.001, two thresholds used by WHO to differentiate
populations in pre-elimination and elimination stages, respectively.
To estimate coverage of each interval, asymptotic expansions were
used as available in the R package binom [7]. Data simulation was
also performed because asymptotic expansions might not be so accu-
rate when the true prevalence is in the borderline of the parameter
space, as demonstrated elsewhere [8]. Data simulation consisted
of 10,000 binomial samples per pair of sample size and prevalence.
Coverage was estimated as the proportion of times each interval in-
cluded the true prevalence.

The simulated and approximated coverage are in good agreement
with each other, thus, indicating they are reliable estimates of the
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true coverage (Table 2). The three general comments can be made
to the results. The first one is that none of the interval agreed with
the nominal value of 95% for the coverage even for the large sam-
ple size of 4,330 individuals. This observation is very important in
practice because one expects to obtain correct coverage by increa-
sing the sample size, which might not be true in the present setting.
The second comment refers to the inflated coverage of exact confi-
dence intervals irrespective of the sample size and true prevalence.
This confidence interval could be regarded as the default choice if
one wishes to adopt a very conservative approach for data analysis.
A less conservative choice is to use the Uniform-based credibility
interval that can be seen as the a shrinkage version of the exact con-
fidence interval as suggested by Thulin [8]. However, this interval
should be used with caution because it might lead to an under cove-
rage situation for relatively large sample sizes (n = 1,500). The third
comment relates to the tendency of obtaining intervals closer to the
correct coverage for the malaria pre-elimination threshold than for
the malaria elimination one. This result can be easily seen by the
range of the estimated coverages. For example, using a sample size
of 1,500 individuals, the range of coverages is from 0.9377 to 0.9741
for m = 0.005 whereas the respective range for # = 0.001 is from
0.9345 to 0.9815. Interestingly, when the sample size is 1,500 indi-
viduals, coverage is somewhat unstable because it can be lower and
higher than expected depending on the interval used. In the incre-
ased sample size of 4,300, all the intervals with the exception of the
exact confidence intervals are in agreement with undercoverage and
overcoverage for m = 0.005 and 0.001, respectively. Overcoverage
and undercoverage have important practical implications since the
former situation might be prone to overestimate uncertainty while
the latter the opposite. Combining all these above comments to-
gether, there is no simple answer for choosing the best interval using
a sample size of 1,500 individuals. For the sample size of 4,330 indi-
viduals where coverage seems to be more consistent across intervals,
the Uniform-based credible intervals are the closest ones to the no-
minal value of 95%, thus, being the recommended approach in what
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Table 2: Approximate coverage (simulated estimates in brackets) of
the different 95% confidence and credible intervals for .

T Interval n = 1,500 n = 4,330
0.005 Exact 0.9587 (0.9590)  0.9606 (0.9602)
Wilson 0.9377 (0.9370)  0.9486 (0.9485)
Agresti-Coull  0.9741 (0.9743)  0.9486 (0.9484)
Jeffreys 0.9587 (0.9590) 0.9461 (0.9455)
Uniform 0.9377 (0.9370)  0.9487 (0.9485)
0.001 Exact 0.9815 (0.9828) 0.9734 (0.9728)
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

Wilson 0.9345 (0.9335)  0.9540 (0.9549
Agresti-Coull  0.9815 (0.9828
Jeffreys 0.9815 (0.9828
Uniform 0.9345 (0.9335

0.9672
0.9540
0.9540

0.9711
0.9549
0.9549

this criterium is concerned.

3 Classification of the malaria elimina-
tion stage

The classification of a given population into the respective malaria
elimination stage is an important task for public health authorities
because each stage implies different epidemiological strategies (see
guidelines in 2015 WHO report [1]). There are four broad classifi-
cation stages: not yet in a pre-elimination stage (NPE, = > 0.005),
pre-elimination (PE, 0.001 < 7 < 0.005), elimination (E, 7 < 0.001)
and eradication (no malaria cases in at least three consecutive years,
not in the scope of this paper). The statistical investigation consists
of determining the underlying malaria elimination stage of the po-
pulation given the data. A simple way to do it is to adopt the worst
case scenario by comparing the upper bound of the intervals with
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the WHO thresholds. Coming back to Table 1, both Swaziland and
Iran would appear to be in a pre-elimination stage. A more infor-
mative approach is to apply a Bayesian perspective to the problem.
It is then common to use Beta(a, 8) for the prior distribution of 7
under a Binomial sampling. In that case, the posterior distribution
for 7 is given by Beta(a + z, 8 + n — z) where x is the number of
malaria cases detected in a sample of size n. The above classification
problem is then easily solved by calculating the following posterior
probabilities:

Onpe = P(r>0.005n,z,a,8),
0pr = P(0.001 < < 0.005n,z,a,8), (2)
GE = P(T"<O.001|TL,I7O[7,B)~

These probabilities are simply calculated using the cumulative pro-
bability distribution of the Beta posterior distribution. As usual, one
can adopt a conservative approach to data analysis by considering
Jeffrey’s or Uniform prior distributions for 7. Under this assumption
(Table 3), Swaziland is most likely to be in a pre-elimination stage
(0pr = 0.653 and Opg = 0.732 for Jeffrey’s and Uniform prior dis-
tribution, respectively) while Iran is further down in its elimination
stage (g = 0.917 and 6 = 0.777 for Jeffrey’s and Uniform prior
distributions, respectively). It is worth noting the strong effect of the
prior distribution on the posterior classification probabilities. Like
alluded above, the Jeffrey’s distribution provides high prior probabi-
lity to 7 close to either 0 or 1. Therefore, this distribution, although
seen as non-informative in most statistical applications, might be
considered as informative in malaria elimination settings. This issue
will be investigated in more detailed elsewhere.

4 Concluding remarks

This paper described a few statistical problems of using prevalence
of infection in malaria elimination settings. Other problems do exist
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Table 3: Posterior probability of each malaria elimination stage using
Jeffreys and Uniform noniformative prior distribution for 7.

Study Stage Jeffreys  Uniform
Swaziland Elimination 0.347 0.268
Pre-elimination 0.653 0.732

Other 0.000 0.000
Iran Elimination 0.917 0.777
Pre-elimination 0.83 0.222

Other < 0.01 0.01

in this setting such as how sensitivity and specificity of the diagnos-
tic tests can be estimated when only a few sampled individuals are
expected to be found infected and how these statistical parameters
affect the estimation of the prevalence of infection. Planning data
collection to maximise the chance of sampling infected individuals
is another issue to be tackled in practice because malaria trans-
mission might be affected by different seasonal and environmental
factors. Since all these problems are difficult to be controlled by
malaria epidemiologists, alternative approaches for measuring mala-
ria reduction and potentially elimination have been proposed such
as the one using antibody-based measures [9]. The basic notion is
that the host immune system is capable of reacting to malaria infec-
tion via production of antibodies targeting specific parasite antigens.
Since these antimalarial antibodies can persist in time at reasonably
stable concentrations, they are extremely useful to inform on the
past malaria exposure of individuals living in endemic areas. Two
epidemiological measures arise in this context. The so-called sero-
prevalence is the proportion of malaria exposed individuals defined
by a sufficiently high antibody concentration. The seroconversion
rate is the frequency by which seronegative individuals become se-
ropositive, thus, being considered as a proxy of the underlying ma-
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laria transmission intensity. In this setting, malaria elimination and
eradication brings the problem of accurately detecting seropositive
individuals in the data. Moreover, since seroconversion rate can be
integrated in stochastic models describing different disease trans-
mission dynamics, it is important to understand whether data has
enough power to distinguish models that assume either a very low
but stable transmission intensity over time or the occurrence of an
elimination event somewhere in the past [10]. These questions will
be investigated in a near future.
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Resumo: Estudamos o maximo de um modelo INMA(q) segmen-
tado. Depois de validadas condigoes de independéncia assintética e
de dependéncia local apropriadas, é obtida, como limite em distri-
bui¢ao do maximo, a fungao de distribuicao de Gumbel discreta.

1 Introducao

Muitas das séries temporais que se encontram na pratica sao, pela
sua natureza, constituidas por varidveis aleatérias (v.a.’s) inteiras
nao negativas. Este tipo de dados surgem naturalmente associados
a processos de contagem de interesse estatistico em diversas areas.

Entre todas as classes de modelos de contagem, encontra-se uma
classe baseada num operador aleatério aplicavel a inteiros, denomi-
nado operador binomial thinning. Recordemos que este operador,
introduzido por [3], transforma um ntimero real 8 € [0,1] ¢ uma
varidvel aleatéria (v.a.) inteira positiva Z na v.a. inteira positiva
X :=poZ = ZiZ=1 B;(B), onde a sucessdo de contagem {B;(5)}
(19) ¢ uma sucessdo de v.a.’s independentes com distribuicdo de Ber-

10Neste trabalho o indice das sucessdes percorre o conjunto N.
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noulli de parametro S e independente de Z. Ao substituir a multipli-
cacao escalar usual por esta operagao aleatéria foi possivel construir
modelos andlogos aos modelos ARMA (do inglés auto-regressive mo-
ving average), bem como a muitas das suas generalizagbes. Sendo
os modelos ARMA j4 uma referéncia classica no dominio das v.a.’s
continuas, a ideia de encontrar modelos andlogos para dados de con-
tagem tem atraido a atengao de inimeros autores, entre os quais
citamos [1], [4], [5] e [7].

Este trabalho é dedicado ao estudo do comportamento extremal de
uma sucessao média mével de ordem finita de v.a.’s inteiras positi-
vas, {X,}, proposta por [7], que designamos INMA(q) segmentada
(do inglés integer moving average of order q).(*!) Esta sucessao for-
temente estaciondria (f.e.) é definida por

Boo Zy, c.p. by
Boo Zn+B10Zn1 c.p. by

X, = (1)
/30 o Zn + ...+ 6(1_1 o Zn—q+1 C.p. bq—l

BooZy+ ...+ qul 0 Zp—gt1+Zn_q cD.by

com ﬂl E]O,l[, 0 S’LS Q71,ﬂq = 1, bo :[‘30, b7 = (1760)(17
Bi—1)Bi, 1 <i<gq,e{Z,} é uma sucessao de v.a.’s inteiras positivas
e identicamente distribuidas (i.i.d.). Mais, considera-se que todas
as operagoes aleatdrias envolvidas pelo operador o sao independen-
tes. O comportamento extremal desta sucessao é estudado em [4],
considerando que {Z,,} tem distribuigdo marginal geométrica.

Ao longo deste trabalho, representamos por Pz a funcdo geradora
de probabilidades (f.g.p.) de qualquer v.a. inteira Z. Relativamente
a v.a. operada X = o Z, destacamos as seguintes propriedades.

Lema 1.1 (/5]) Para X = o Z, tem-se: E(X) = BE(Z); Px(1+

h) = Pz(1+Bh); E((1+h)%) =1+ hE(Z) +on(1), h—0; B o
(B20Z) = Byo(BroZ) = (B1fa)o Z; Bo(Z+Y) =" foZ+[oY.

HMEm [7] esta sucessdo é designada Geometric INMA(q) uma vez que as ino-
vagoes {Zn} tém distribuicdo geométrica, o que ndo sucede neste trabalho.
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Notamos que {X,,} se pode escrever na forma

q J
Xp = Ia, <Z Bio ZM) : (2)
§=0 i=0
onde Ag,Ay,...,A, constituem uma partigao do espago e I4; re-
presenta a indicatriz de Aj;. As v.a’s [4;,j = 0,1,...,q, sdo de-

J

pendentes mas, para cada j = 0,1,...,q, Ia; e Zﬁi 0 Zp—; S40
i=0

independentes.

2 Estacionaridade forte da sucessao

Proposigao 2.1 A sucessao INMA(q) definida por (1) € f.e.

Dem.: Escreva-se X, na forma (2). Paraj € {0,1,...,q}, seja v =

Zg:o B; 0 Zp_;. Uma vez que

; j )
Y,,EJ) Ysﬁl Yn+k
E (30 51 o8y =

~ ™

k—1 7 Jj—k k
_ H E Hsfj—i+lozn—j+'i H E HS j—k—i+19Zn—jt+k+i
; 1=0 = =0

1=0 l
k—1 7
Bi—19Zntk—i
X E Sey
=0 =0

k—1 i Jj—k k
_ H E H slﬁj—i+z°Zn—j+i+t E Hslﬁj—k—i+zozn—.7+k+i+t
i=0 1=0 i=0 1=0

k—1 [
i 102t k—itt
LB (T2

i=0 1=0
y@)  y@ y @)
E (80n,+t51n+1+t . Skn+k+t
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decorre que {Y,gj )}n é f.e.. Facilmente se prova que {W,gj )}n com
wl) = I, Y, ¢ também f.e. Como X, = Z?:o W9 ¢ uma funcao
mensurdvel de uma sucessio f.e., conclui-se que {X,,} é f.e. |

3 Cauda das margens da sucessao

Para fungoes de distribuigao (f.d.’s) F' inteiras, com extremo superior
do suporte infinito (wp = 00), tais que

. 1-F(n-1)
B Wy R ®)

como a Binomial Negativa, o maximo de n v.a’s i.i.d. com funcao de
distribui¢do (f.d.) F néo possui distribui¢do limite nédo degenerada
na classe de leis max-estdaveis, sob nenhum tipo de normalizacao.
Recordamos que se lim F(z) = 1, entdo lim 1_71?(93_)

Town Town 1- F(l‘ )
condicao necessdria e suficiente para que exista uma sucessao real
{un} e 7 > 0 tais que nl}q—loan(u") = ¢~ 7. Todavia, [2] prova que

=1¢

uma f.d. discreta, com wrp = oo, satisfaz (3) se e s6 se existe uma
sucessao real {b,} tal que, com w, = x + b, se tem

exp(—r~"71) < liminf F"(u,) < limsup F"(u,) < exp(—r~7),
n—-+00 n——+oo
(4)

para qualquer x € R. A classe das f.d.’s que verificam (3), introdu-
zida em [2], recebe o nome de classe de Anderson e ¢ aqui denotada
por C4(r). Por outro lado, [8] prova que para f.d.’s F' discretas, com
wp = 00, existe uma sucessao crescente de inteiros {k, } a verificar

knt1/kn — 1> 1, n— 400, (5)
e existe uma sucessao real {b,} tais que

lim F*(z +b,) = G(z) := exp(—r~#)), z e R, (6)

n—-+oo
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se e s6 se F verifica (3). A f.d. limite G chamamos Gumbel discreta.
De modo a usarmos resultados de [5], no que segue, consideramos a
subclasse de C4(r), constituida pelas f.d.’s que satisfazem

1-F(2) ~ K[z)57 %) 2 = 400, (7)

onde £ € R, K > 0er > 1. Esta classe, que inclui a f.d. Binomial
Negativa e a f.d. Gumbel discreta, serda denotada por C¥%(r).

O lema que apresentamos de seguida deve-se a [5] e estabelece es-
sencialmente que a soma de duas v.a independentes na classe C% (1)
pertence ainda a mesma classe.

Lema 3.1 (/5]) 1. Suponhamos que a v.a. Y1 satisfaz (7), e que é
independente da v.a. inteira Yo que verifica E((r*)¥?) < 400, para
algum r* > r. Entao

P(Y14+Yy > 2) ~ KE(rY?)|z)5r7 ) 2 o 40 (8)

2. Suponhamos que Y1 e Y3 sao v.a.’s independentes e verificam (7)
com& €ERK; >0er >1parai € {12}, Se& =& =& < —1,
a soma Yy + Yy satisfaz (7) com K = K1E(r¥?) + KoE(r¥1) e se
& > —1,& > —1, a soma Yy + Yy satisfaz (7) com K = (r —
DK Ko M) e =g+ 6 + 1.

A distribuicdo de cauda da v.a. operada X = o Z também se deve
a [5] e é especificada a seguir.

Lema 3.2 (/5]) Se Z é uma v.a. com f.d. Fy pertencente a C(r),
entdo a v.a. X = o Z tem f.d. Fx a satisfazer

1— Fx(2) ~ Alz)5(r*) ")) 2 = 400,
£+1
onde r* = 1—&-%, A=Kp (#) , isto €, Fx pertence a Ch(r*).

No Teorema seguinte estabelecemos que se as margens de {Z,,} per-
tencerem a C%(r), o mesmo sucede com {X,,}.
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Teorema 3.3 Seja {X,} a sucessdo f.e. definida por (1). Se a f.d.
de {Z,} satisfizer (7), com § # —1, entdo existe uma constante A,
tal que

P(Xp > 2) ~ Aglz)5r7 ) 2 = 4o,

Dem.: Tem-se

P(X, > z) ZbP(Z,Bloan>z>,z€R+. (9)

De acordo com o Lema 3.2, a f.d. de ; o Z,,_; pertence a C}(r*),

com [ substituido por ;. Seja Bﬁ,{zw = max{fo,...,B;}. Seguindo
de perto [5], escreva-se

J
Z 52 0 Zni= Z Bi 0 Zn—i+ Z ﬁi o aniy
=0

Bi=Bhe Bi#BY ke

para j € {0,1,...,¢ — 1}. Entédo, aplicando o Lema 3.1 repetidas
vezes obtemos

J
P <Zﬁz o Zn—i > Z) ~ Cj LZJf(r;)*LZJ’ z— +OO>

=0

onde r’ = 14 Z- J)l > r e C; é uma constante dependente das

J
max

constantes iniciais. Por outro lado, uma vez que Y ¢, 8; 0 Z,_; =

Zn—q —|—Z?:_§ BioZ,_;e Ef:_é Bio Z,_; tem f.g.p. finita, pelo Lema
3.1, obtemos

q
P <Zﬂl 0 i > z> ~ CquJET*LZJ, z — 400,
i=0

q—1 qg—1
com C,; = (r—l)kHE(l—Bi—&—ﬂir)Z”‘ se>—-leCy= kHE(l—

i=0 =0
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Bi + Bir)?-i se € < —1. Devido a (9), concluimos que

q

J
P(Xn > Z) = ZP(Z ,Bz 0 Lp_i > 2:)bj
=0

Jj=0

q—1
~ DGl ()b + Gyl
7=0
q—1
= Cyl=]¢(r) "B [T (1 = Bic1)(1 +02(1)), 2 — +o0,
1=0

pois 7} > r implica (%)_LZJ — 0, z— 4oo,paraj € {0,1,...,g—1}.
q—1

A prova fica completa com A, = Cqﬂq_ln(l — Bi—1). |
i=0

4 Resultado principal

Se considerarmos sucessoes de v.a.’s estritamente estacionarias, em
[6] prova-se que, sob certas restri¢oes, {P(M,, < w,)} possui uma
f.d. limite nao degenerada igual a que teria se as v.a.’s da sucessao
fossem i.i.d. Referimo-nos as condigoes D(u,, ), que confere & sucessao
independéncia assintdtica, e a D’(uy,), sob a qual as margens {X,,}
assumem um comportamento oscilatério como ocorre no caso i.i.d.
Com o objectivo de estender este resultado ao caso das f.d. F' dis-
cretas, com wp infinito, que verificam lim ——————

n—otool — F(x,_1)
onde {z,} coincide com o suporte de F', em [9] sdo adaptadas estas
condicoes de Leadbeter, provando-se que, com {k,} a satisfazer (5),
as sucessoes {P(My, < uy,)} e {F*»(u,)} possuem a mesma f.d.
limite. Trata-se das condigdes Dy, (u,) € Dj, (u,) apresentadas adi-
ante. Antes de tais defini¢ées, recordamos ainda que em [5] se prova
que se a sucessdo estaciondria {X,} tiver f.d. marginal inteira, F,
pertencente a C4(r), e verificar as condi¢es D(x +by,) e D' (x+by,),
entdo (4) ocorre.

=r>1,
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Definicao 4.1 ([9]) Seja {k,} uma sucessio de inteiros estrita-

mente crescente e {u,} uma sucessao real. A sucessio de v.a.’s

{X,} satisfaz a condi¢ao Dy, (uy) se, para quaisquer inteiros 1 <

i < o< dp < g1 < oo < Jg < kp, com j1 —ip > Ly, se tem

‘P(ﬂ§:1{Xis < unk o1 {4, < Un}) _P( e {Xi, < Un}) x
q : —

xP(NE _{X;,. < un})’ < anpg,, onde ngr-ir-loo O¢, = 0 para algum

Ly = 0n(kp).

Definicao 4.2 ([9]) Sejam {kn} e {sn} sucessdes de inteiros es-

tritamente crescentes que verificam lim — = 400, e {u,} uma
n—+o0o S,

sucessdo real. A sucessdo f.e. {Xn} satisfaz a condigao D), (un) se

satisfizer Dy, (un) e

[kn/sn]
lim k, P(X1 > un,X; > un) =0.
n—-+oo
j=2

Para uma sucessao de inteiros estritamente crescente {k,} a satis-
fazer (5), [9] prova que se {X,,} é uma sucessao f.e. que verifica
Dy, (uy) e D). (uy,), entdao lilf kn(l — F(uy,)) =7 < 400 se e s6

" n——+o0o

se lim P(My, <u,) = e 7. Como consequéncia de (6) e desta
n—-+oo

equivaléncia obtemos o resultado seguinte.

Teorema 4.3 Seja {X,} uma sucessao f.e. com f.d. marginal em
Ca(r). Se existir uma sucessao de inteiros positivos a verificar (5) e
uma sucessao real {b,} tais que Dy, (x+0by,) e D;Cn (z+by) ocorrem,
para qualquer x real, entao

lim P(My, <z+b,)= exp(—r_m)7 x €R.
n—-+00
Estamos agora em condicoes de estabelecer o resultado principal
deste trabalho. H& porém que provar previamente a convergéncia
de Px,1x,_;(1+ h), para h convenientemente escolhido, seguindo
os argumentos de [5].
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Lema 4.4 Seja {X,} a sucessao definida por (1) com margens em
Cy(r). A fgp. de X,y + Xy, j=1,...,q, € finita, para h tal que
(1+B*)h+ B*h? <r —1 com f* = max{f3;,i =0,1,...,q— 1}.

Dem.: Comecemos por observar que

Px,+x,_,(L+h) = E[(1L+ h)*rH¥n]

E[E[(1+ h) X312, Z 1, T ]

E[E[(1+h)*"Zp, ...\ Znq | E[L+ 1) Zy o Z ]

Relativamente as esperangas condicionais tem-se, com B;(h) =1+

ﬁih7

Zs oo Zn—ge j] (L + R Zy o g j] =

PR30 L0 Canll

=0 =0 k=0
i—1 gq l
= DD bb H "’”>HB"’“
=0 =0 k=0 k=
q—j m j—1 P i
30 s [T B () [ (B () Br(h)) 2o
m=0 =0 k=0 k=0
m q—J q j—1
<[ B m+> > bmﬂszB,fH(m
k=0 m=0i=m+1 k=0

Entao, devido & independéncia das varidveis da sucessao {Z,,}, ob-
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temos
Px,+x,_ j(1+h):
- Jizq:bb HE( Zun( )ﬁE(BkZ"*H(h))Jr
1=0 i=0 k=0
+ ]ibmﬂb HE( ‘() x
=0 i=0

~.

X

E ((Biy (W) Bi(h)?+=) [T B (BE () +

k=0 k=0

q—J j—1 2
b i H E (Bk ""“(h)) x

x [T E ((Biss(h)Bi(h)) =) HE( ER))
k=0

Uma vez que esta ultima expressdo envolve somas e produtos fi-
nitos, resta provar a convergéncia das funcoes geradoras de pro-
babilidades (f.g.p.’s) envolvidas, concretamente, de termos do tipo

E (Bkz"”“(h)) e de E ((By+;j(h)By(h))#»=*=i). Ora, uma vez que
P(Z =n) _ 11F1Zr(zrzn)1)_1 r—1

- 1—Fy(n+l _
P(Z=n+1) 1_#@) 1-1/r

+
B

m=0i=m-+1

=r,n — +o0o,

isto é, Pz tem raio de convergéncia r, pela segunda propriedade do
Lema 1.1, concluimos que Pgoz(1 + h) converge se h < (r — 1)/5.
Assim E (BkZ"”“ (h)) = E((1+ Bxh)?) é convergente se Brh <r—1
e

E ((Bi+j(h)Bi(h))?»=+=7) = E((1 + (Bt + Bi)h + By Buh*)?)

é convergente se (Bk+; + Bi)h+ BrtjBeh® <r—1. Mas (14 8*)h +
B*h?* < r —1 implica (Bry; + Bk)h + BrejBeh® < r — 1 bem como
Brh < r —1, para quaisquer j e k em {0,1,...,q— 1}. |
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Teorema 4.5 Se a f.d. marginal de {Z,} pertencer a classe C(r),
entdo, com ky, = [n"SA;'r"], tem-se

P(M;, <z +4n) — exp(—r~ "), n = 400, z € R.
Dem.: Do Teorema 3.3 decorre que também {X,,} tem margens na
classe C%(r*) e assim
kn(1— Fx(z+n)) ~n~ S~ lot )l (n 4 )8 ~ ol 400,

Uma vez que a sucessao é g-dependente a condigdo Dy, (un) é tri-
. . . ~ ’

vialmente verificada. Para estabelecer a condi¢do D, (u,) usa-se

primeiro a g-dependéncia do processo para obter

[kn/sn]
kn Z P(X1 > ’un,X]‘ > un)
j=2
q+1 1
= anP(Xl > up, X > up) + :(knP(Xl > uy))?

Jj=2
q+1

<knY P(X1+ X; > 2up) + on(1),

Jj=2

atendendo a que {k,(1 — Fx(x+n))} é limitada e a que s, — 4o0.
Pela desigualdade de Markov e devido ao lema anterior, obtemos

P(X1+ X >2u,) = P((1+h)XFX > (14 h)>un)

BE((+m*1%) ¢
(1+h)2“" — (1+h)2“n bl

IN

para h tal que (1 + $*)h + B*h? < r — 1. Uma vez que existe h tal
que (14 B*)h+ B*h? <r—1e (1+h)? > r, seja 6 > 1 tal que
(14 h)? = r?. Temos entdo

q+1

nérm
ky, Z2P(X1 > tin, Xj > tn) < Cr=go= = on(1),n = +o0.
]:
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Resumo: Neste trabalho sao comparados, via simulacao, os desem-
penhos de distintas metodologias de classificagao baseadas em testes
compostos, nomeadamente o custo relativo (eficiéncia) e a probabi-
lidade de erro de classificacao (fiabilidade).
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1 Introducao

Os testes compostos sao efetuados usando um sangue combinado,
isto é, uma mistura de sangue de n individuos. De facto, quando
a taxa de prevaléncia da infecdo é diminuta, estes testes podem ser
utilizados na identificagao de todos os individuos infetados da popu-
lagao com o objetivo de economizar recursos, uma vez que sao neces-
sarios menos testes. O preco a pagar por este aumento da eficiéncia
traduz-se na diminui¢ao da fiabilidade, uma vez que a probabilidade
de ocorréncia de erros de classificagao nos testes compostos é su-
perior a dos testes individuais, verificando-se, nomeadamente, uma
sensibilidade inferior [5]. Granado [2] comparou distintas metodo-
logias de classificagdo (ensaios individuais, algoritmos hierdrquicos
e nao hierdrquicos, com e sem utilizagdo de masterpool, cf. [4]), no-
meadamente quanto ao seu custo relativo, definido como o nimero
esperado de testes para a classificacao de 100 individuos, e a sua
probabilidade de erro de classificacao medida pela especificidade e
sensibilidade associadas a cada metodologia. Todavia, o seu estudo é
restrito a testes qualitativos, nos quais é suficiente identificar a pre-
senca ou a auséncia de uma qualquer substancia no sangue composto,
considerando auséncia de efeito de diluigao e, por conseguinte, utili-
zando a sensibilidade e a especificidade dos testes compostos iguais
as correspondentes medidas dos testes individuais. Neste trabalho
estende-se este estudo a testes quantitativos, nos quais a classifica-
¢ao é realizada em funcao da quantidade de determinada substancia,
sendo o individuo classificado como infetado se essa quantidade for
superior a um determinado ponto de corte ¢, incluindo o efeito de
diluicao na modelagao e recorrendo aos dois procedimentos de testes
quantitativos compostos utilizados em [7, 8, 9]. Tendo em considera-
¢ao que o peso da cauda direita da distribuicao é o fator capital para
a determinagéo do desempenho dos testes compostos (cf. [3, 6, 7]), a
andlise serd restrita a trés distribui¢des com caudas pesadas (Pareto,
Weibull e Lévy), sendo a distribuigao de um individuo infetado igual
a de um individuo saudével com alteracao de localizagao, de forma a
serem comparados diferentes valores para a medida ¢, de qualidade
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do teste individual, definida em [8].

Deste modo, foram simulados potenciais cendrios de caracterizacao
de uma populacao, de forma a identificar, para cada caso, a melhor
metodologia de classificacdo a aplicar. Para tal, na Seccdo 2 s@o
apresentadas as diferentes metodologias de classificacao e na Secgao
3 sao explicados os procedimentos aplicados na realizacao dos testes
quantitativos compostos. Por fim, na Secgao 4, sao apresentados e
comentados alguns dos resultados obtidos nas simulagoes realizadas.

2 Metodologias de classificacao

Os testes compostos sao utilizados em variadissimas situagoes e tém
como principal objetivo aceder & informagao contida nas amostras
individuais a custos reduzidos. Foram introduzidos na estatistica
durante a segunda gerra mundial por Dorfman [1] com o objetivo
de determinar a dimensao n 6tima para cada grupo em fungao da
taxa de prevaléncia. Desta forma, Dorfman pretendeu minimizar o
ntumero de testes necessarios para a identificacao de todos os solda-
dos americanos infetados com sifilis. Na metodologia de Dorfman, é
realizado um teste composto a cada grupo. Se o resultado do teste
composto for negativo, todos os elementos do grupo estao livres da
infecao. No caso de um resultado positivo, um ou mais elementos do
grupo estao infetados e todos terao de ser testados individualmente.
Posteriormente, surgiram algoritmos mais complexos, onde perante
um teste composto positivo se procede a divisao sucessiva das amos-
tras compostas em subamostras de menor dimensao até que, em
dltima andlise, sejam realizados testes individuais (algoritmos hie-
rarquicos). Estas metodologias partilham o principio fundamental
da metodologia de Dorfman, a qual consiste em iniciar a detecao de
infetados com testes compostos e apenas realizar testes individuais
nos individuos suspeitos. Deste modo, a metodologia de Dorfman,
que tem 2 etapas, pode ser alargada a 3 ou mais etapas, onde as
amostras com resultado positivo sao novamente testadas em grupos
de menor dimensao até que, chegando a ultima etapa, sao realizados
testes individuais. Neste trabalho, como exemplo de um algoritmo
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hierdrquico, optou-se pela divisdo da amostra composta com resul-
tado positivo em duas subamostras de igual dimensao (se n for impar
as subamostras terao dimensao "T_l e "TH), sendo posteriormente
aplicados testes individuais aos elementos das subamostras com re-
sultado positivo.

Caso o numero de individuos seja um quadrado perfeito, os algorit-
mos nao hierdrquicos, baseados em arrays, sao a alternativa mais
comum. A sua versao mais simples corresponde a uma tabela qua-
drada, denotada por A2 (n : 1), na qual n? individuos sido dispostos
numa matriz de dimensao n x n. Em seguida sao realizados 2n testes
conjuntos a todos os individuos situados na mesma linha e a todos
os situados na mesma coluna. Sejam P, e P. o numero de linhas e
colunas com testes positivos, respetivamente. Se max(P,.,P.) = 0 os
n? individuos sdo classificados como saudéveis. Se min(P,,P.) > 1
realizam-se testes individuais a todos os individuos situados nas in-
tersegdes de linhas e colunas infetadas. Por fim, se min(P,,P.) =0e
max(P,,P.) > 1 serd necessério testar individualmente todos os indi-
viduos na(s) linha(s) (ou coluna(s)) positiva(s). A notacao A2 (n: 1)
deriva de estarmos a utilizar arrays de duas dimensoes (poder-se-ia
utilizar de 3 ou mais dimensdes) e n : 1 representa a aplicagdo de
testes a grupos com n individuos (1.* fase) e posteriormente testes
individuais (2.* fase). Uma variante desta metodologia, denominada
por MA2 (n2 in: 1), inclui a realizagao prévia de um teste composto
aos n? individuos, designado por teste global (masterpool). Se o re-
sultado for negativo, todos os n? individuos sdo classificados como
nao infetados. Caso contrério ¢ aplicado o procedimento A2 (n : 1).
Assim, comecamos com um teste a n? individuos (1. fase), depois
(caso o primeiro seja positivo) sdo realizados 2n testes a grupos com
n individuos (2.* fase) e, por fim, testes individuais aos individuos
suspeitos (3.% fase), dai n? : n : 1.

3 Testes compostos quantitativos

Consideremos uma populagao composta por N individuos com pro-
babilidade de infegao comum e igual a p. Deste modo, podemos ca-
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racterizar os membros da populacao através de varidveis aleatorias
(v.a.) X;,i=1,2,... ,N, com distribui¢ao de Bernoulli de parametro
p, onde X; assume os valores 1 ou 0 consoante o i-ésimo individuo
esteja ou nao infetado. Ao longo do presente trabalho, nomeada-
mente nas simulagoes, assumimos que nao existe interagao entre os
individuos, pelo que consideramos que as v.a. X; sao independentes.
Para a classificacao do i-ésimo individuo, é analisado, por exemplo,
um mililitro (ml) de sangue, no qual a quantidade Y; da substancia
que permite a identificacao da infecao é caracterizada por uma dis-
tribuicao Dy se o individuo estiver saudével, sendo caracterizada por
outra distribuicao D; caso esteja infetado, isto é, X; = 0=Y; —~ Dy
eX;,=1=Y, ~D; parat=12,...,N. E esta distingao que per-
mitird classificar o i-ésimo individuo com a informagéao de y; (valor
observado de Y;). Usualmente um individuo é classificado como in-
fetado se a analise acusar uma elevada quantidade da substancia
no sangue e, portanto, se for superior a um determinado ponto de
corte predefinido ¢, i.e. Y; > t = X;r, onde X;L representa um
teste positivo para o i-ésimo individuo. Caso contrario, o individuo
é considerado sauddvel (Y; <t = X, , onde X, representa um teste
negativo para o i-ésimo individuo).

Para a obtencao de uma amostra composta procede-se a divisao dos
N individuos em m grupos de dimensao n e retira-se uma determi-
nada quantidade de sangue de cada um dos n elementos do grupo,
que posteriormente é misturada de forma homogénea, pelo que va-
mos observar no sangue composto um valor préximo da média da
quantidade de substancia (valores Y;) dos elementos que compdem
esse grupo. Se o teste ao grupo der negativo (represente-se por
X[ um teste com resultado negativo aplicado a um grupo de n
individuos) conclui-se que nenhum elemento do grupo estd infetado
(>, Xi =0), ou seja, que Y; < ¢ para i = 1,2,...,n, e portanto
M,, = max (Y7,...,Y},) verifica M,, < ¢t. Caso contrério (denote-se
por X7 um teste com resultado positivo aplicado a um grupo
de n individuos), existird pelo menos um elemento contaminado no
grupo (>, X; > 1) e, por conseguinte, o0 maximo do grupo deverd
ultrapassar o ponto de corte ¢t (M,, > t). Constata-se assim que, ao
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efetuarmos um teste quantitativo composto, pretendemos determi-
nar se existe algum elemento infetado no grupo e, como tal, estamos
interessados em averiguar se o maximo do grupo é superior ao ponto
de corte t. Uma vez que apenas temos acesso ao valor da média
do grupo, o grupo sera classificado como infetado caso a média do
grupo seja superior a um determinado ponto de corte t'. Por este
motivo, a correlacao existente entre o maximo e a média terd um
papel preponderante na avaliagdo da qualidade do teste (cf. [6]).

Todavia, a realizacao de testes compostos pode originar erros de clas-
sificacdo, que sao frequentemente avaliados pela sensibilidade e pela
especificidade do teste. Assim, denote-se por ch"] € (0,1] a especifici-
dade de um teste composto — probabilidade de obter um teste nega-
tivo num grupo sauddvel, i.e. P (X[_’”]|Z?:1 X, = 0); e seja <p£”] €
(0,1] a sensibilidade do teste composto — probabilidade de obter
um teste positivo num grupo infetado, i.e. P (X[+’"]|Z?=1 X; > 1).
Consequentemente 1 — <p£"] representard a probabilidade de um falso
negativo e 1 — <p£”] a probabilidade de um falso positivo. Note-
mos igualmente que a sensibilidade de um teste composto depende
do numero de individuos infetados no grupo. Se representarmos

por <p£k’"], com k = 1,...,n, a sensibilidade quando h& k indivi-
duos infetados no grupo, i.e. goy“"] =P (XH’"] > X = k), entao
plbnl < pl2nl << gl (efeito de diluicdo e consequente rare-

facdo, sendo ¢l uma média ponderada dos " (cf. [5]).

Analisemos agora os procedimentos de realizacao dos testes quantita-
tivos compostos. Conforme referido, num teste composto pretende-
se averiguar a existéncia de pelo menos um individuo infetado e, por
conseguinte, utilizando o procedimento aplicado nos testes individu-
ais (na qual um individuo é classificado como infetado se y; > t), a
andlise conjunta vai identificar se 0 maximo do grupo é superior ao
ponto de corte t. Dado que s6 dispomos de informagcao da média do
grupo, os testes compostos efetuados baseiam-se na quantificagao da
informacao sobre o maximo dada pela média do grupo, através da
defini¢ao de um ponto de corte t’ para a média do grupo. Note-se que
a eventual existéncia de pelo menos um individuo infetado no grupo
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implica que o maximo excede t, o que terd obviamente influéncia no
valor da média.

Por outro lado, analogamente ao que acontece nos testes de hipo-
teses com os erros de tipo I e de tipo II, nao é possivel aumentar
simultaneamente a sensibilidade e a especificidade do teste e, por
conseguinte, a estratégia passa por controlar uma das medidas e ob-
servar o comportamento da outra. No procedimento tradicional de
realizagdo de um teste composto (Procedimento M;) sdo considera-
das as hipéteses:

n n
Hy : i X; =0 versus Hj : Zi:l X, >1
para as quais o tamanho do teste

a=P (XY Xi=0) =1l

e

corresponde a probabilidade de um falso positivo. Neste procedi-
mento estamos a controlar a especificidade uma vez que <p£"] =1l—a.
Contudo, em algumas situagoes (doengas contagiosas) é importante
controlar os falsos negativos. Assim, a permuta das hipdteses no
procedimento M; d& origem ao procedimento My cujas hipdteses

sao: " .
Hp : Z-—1 X; >1 versus Hj : 24_1 X; = 0.

Neste procedimento o tamanho do teste é dado por

a=P (X[""H x> 1) =1l

que corresponde a probabilidade de um falso negativo, pelo que es-
tamos a controlar a sensibilidade uma vez que <p£”] =1—a A
possibilidade de termos entre 1 e n infetados em Hy dificulta a deter-
minacao do ponto de corte. Assim, para contornar esta dificuldade,
implementamos um procedimento simplificado (Procedimento M3)

cujas hipéteses sao:
n n
Hy: Zi:l X; =1 versus Hj: Zi:l X; =0.

O tamanho do teste é dado por
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a=P (X[‘7"]| Z; X, = 1) — 1 i

e, por conseguinte, « ird determinar o valor de <p£1’"]. Estamos, mais
uma vez, a controlar a sensibilidade do teste. Sublinhemos que os
resultados da aplicagao do procedimento M3 sao muito semelhantes
aos do procedimento My uma vez que a probabilidade de encon-
trar um grupo com mais do que um infetado é muito diminuta [5]
quando a taxa de prevaléncia é baixa. Além disso, atendendo a que a
presenca de um individuo infetado corresponde ao pior cendrio (sen-
sibilidade minima), pois gle’”] < cpE”], estamos também a controlar
a sensibilidade total. \

4 Simulagoes: resultados e comentarios

As simulagbes foram realizadas recorrendo ao software R, tendo-se
utilizado um nivel de significancia o = 0,05 e uma taxa de prevalén-
cia p = 0,01 (outros valores foram utilizados, considerando sempre
taxas de prevaléncia baixas, tendo-se obtido conclusoes semelhantes
as apresentadas). Foram efetuadas 10° réplicas em cada simulagio e
foram considerados os casos em que Dy engloba os modelos Weibull,
Pareto e Lévy. Restringimos, neste trabalho, a anélise as situagoes
em que as distribuigdes Dy (saudéveis) e D; (infetados) sdo iguais
com uma alteragao de localizagdo, isto é, D1 = ug + Dg. O va-
lor pp, que define a distancia de localizagao entre os saudaveis e os
infetados, é determinado de forma a garantir que ¢ = @t} = [l
com ¢ = {0,95; 0,999}, onde <p£1] e 4,091 representam respetivamente
a sensibilidade e a especificidade do teste individual e ¢ a medida de
qualidade dos testes individuais proposta em [8].

Para a determinacao do ponto de corte utilizou-se o percentil 95 de
10° grupos simulados de n individuos sauddveis no procedimento
Mj, e no procedimento M utilizou-se o percentil 5 de 10° grupos
simulados de n individuos dos quais n — 1 sdo saudaveis e 1 esté
infetado.

Para analisar o desempenho em cada situacao, foram determinados a
sensibilidade ¢_, a especificidade ¢, , o valor preditivo positivo VPP
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Tabela 1: Simulagao utilizando metodologias hierarquicas

Metodologia de Dorfman Y; — Lévy

Procedimento Mj Procedimento Mg
$ =,95 s e VPP VPN CR oy e VPP VPN CR
n=2 5,99 97,37 2,24 99,04 55,05 | 94,86 94,99 16,02 99,95 61,64
n=3 5,74 98,19 3,17 99,02 38,33 | 95,21 95,09 16,68 99,95 50,32
n=5 2,65 98,80 2,18 99,02 25,03 | 95,06 94,86 15,89 99,80 47,86
n=r1 2,82 99,07 2,96 99,03 19,29 | 94,86 94,92 15,12 99,93 51,45
n =10 4,94 99,28 6,49 99,04 14,09 | 95,54 94,93 15,99 99,95 60,02
n =20 5,19 99,50 9,45 99,05 10,11 | 95,98 94,91 15,97 99,96 80,64
n = 30 1,11 99,61 2,79 99,01 8,19 95,32 95,03 15,93 99,94 89,68
$ = ,999 2 e VPP VPN CR N e VPP VPN CR
n=2 100 97,31 27,00 100 56,98 | 95,28 99,86 86,74 99,95 52,05
n=3 100 98,12 34,39 100 41,20 | 95,56 98,97 47,70 99,96 38,73
n=>5 100 98,63 41,11 100 29,53 | 95,99 98,74 42,13 99,96 28,88
n=7 13,04 99,06 12,99 99,09 19,64 | 95,58 98,60 41,66 99,95 27,03
n =10 6,53 99,23 7,77 99,08 15,30 | 95,31 98,48 38,23 99,95 26,55
n =20 4,40 99,53 8,84 99,02 9,75 96,53 97,33 27,15 99,96 41,59
n =30 6,45 99,54 12,6 99,04 8,89 95,99 97,10 25,47 99,96 48,75

Metodologia Hierarquica Y; —~ Pareto (5)

ProcedimentoMq Procedimento Mg
% =,95 s e VPP VPN CR N e VPP VPN CR
n=2 33,85 97,48 12,22 99,3 5836 | 91,76 95,16 16,42 99,91 71,21
n=3 20,16 98,21 10,29 99,18 40,09 | 89,41 95,14 15,76 99,89 62,84
n=5 13,66 98,82 10,58 99,12 25,10 | 89,27 95,24 16,07 99,89 58,45
n=r 11,37 99,04 10,47 99,13 18,80 | 87,95 95,26 15,45 99,88 60,01
n =10 9,52 99,24 11,14 99,10 13,98 | 88,03 95,25 15,67 99,87 64,90
n =20 7,32 99,46 11,98 99,07 8,54 88,54 95,26 15,79 99,88 77,09
n =30 6,49 99,55 12,59 99,06 6,74 88,90 95,27 15,93 99,88 82,72
$ = ,999 2 P VPP VPN CR s, e VPP VPN CR
n=2 100 97,49 28,16 100 60,24 | 93,28 99,90 89,96 99,93 53,14
n=3 100 98,21 35,59 100 42,81 | 92,47 99,82 83,48 99,93 37,26
n=>5 100 98,8 45,64 100 28,97 | 92,26 99,72 76,93 99,92 25,27
n=r1 100 99,00 49,92 100 23,50 | 92,46 99,60 69,76 99,92 20,88
n =10 99,96 99,11 51,15 99,92 19,54 | 92,44 99,39 60,50 99,92 18,79
n =20 91,92 99,18 42,53 99,6 14,42 | 92,34 98,61 40,06 99,92 22,45
n = 30 60,62 99,17 37,26 99,49 13,07 | 93,26 97,94 31,20 99,93 30,16

e o valor preditivo negativo VPN de cada metodologia (conforme de-
finidos em [8, 9]), bem como o custo relativo CR (ndmero médio de
testes realizados para a classificagao de cada 100 individuos). As Ta-
belas 1 e 2 apresentam alguns do resultados obtidos nas simulagoes,
tendo sido escolhidas distintas situagoes para ilustrar as conclusoes
que apresentamos. Contudo, tais conclusées nao sao baseadas uni-
camente nestes resultados (foram aplicadas todas as metodologias
em todos os casos analisados). Todavia, por restrigdo de espago, nao
é possivel expor todos os resultados no presente artigo.

Deste modo, da anélise aos resultados obtidos salientamos as seguin-
tes conclusoes:

— somente em casos com testes individuais com excelente desem-
penho (¢ & 1) podem ser aplicadas, com fiabilidade, metodologias



280 Sousa et al.

Tabela 2: Simulagao utilizando metodologias nao hierarquicas

Array sem masterpool Y; —~ Weibull (0,5)
Procedimento My ProcedimentoMg
% = .,95 s e VPP VPN CR N e VPP VPN CR
n=2 24,34 97,14 8,27 99,18 103,79 94,27 94,80 16,35 99,94 109,26
n=3 16,37 97,75 6,36 99,21 70,27 | 92,54 95,00 14,71 99,93 79,03
n=>5 11,8 98,60 7,21 99,12 43,39 | 87,67 95,09 15,00 99,87 58,45
n=r1 9,78 98,80 7,58 99,09 31,94 | 86,94 95,08 1515 99,86 56,23
n =10 7,80 99,08 7,82 99,08 23,24 | 87,38 95,10 15,11 99,87 61,26
n =20 4,21 99,55 853 99,04 12,23 | 87,07 95,18 15,32 99,86 75,98
n = 30 2,61 99,73 8,97 99,02 8,12 87,95 95,19 15,62 99,87 82,59
$ = ,999 = N VPP VPN COR 2, e VPP VPN CR
n=2 100 97,07 24,33 100 104,57| 98,93 99,84 85,61 99,99 101,15
n=3 100 97,93 32,21 100 70,90 | 99,09 99,81 83,90 99,99 68,10
n=>5 100 98,63 42,60 100 44,13 | 97,85 99,64 73,56 99,98 42,10
n=7 100 99,00 50,19 100 32,57 | 98,74 99,56 68,58 99,96 31,24
n =10 100 99,34 60,25 100 23,83 | 93,24 99,50 65,22 99,93 23,35
n = 20 52,41 99,53 53,00 99,52 13,55 | 91,66 99,08 50,31 99,91 17,91
=30 36,25 99,56 45,79 99,35 10,11 | 92,94 98,35 36,41 99,93 24
Array com masterpool Y, — Weibull (0,25)
ProcedimentoM Procedimento Mo
$ =95 = N VPP VPN OR s, e VPP VPN CR
n=2 432 98,6 3,15 98,99 31,77 | 91,87 94,97 16,06 99,90 55,65
n=3 1,14 99,38 1,78 99,03 14,99 | 89,74 95,07 15,19 99,89 52,38
n=>5 0,53 99,70 1,75 99,02 6,48 84,47 95,09 14,62 99,84 49,51
n=7 0,34 99,84 2,15 99,00 3,70 85,16 95,03 14,83 99,84 46,76
n =10 0,19 99,91 2,11 98,99 2,13 84,11 95,11 14,97 99,83 49,24
n = 20 0,12 99,96 2,98 99,01 0,88 84,85 05,11 14,91 99,84 69,05
n = 30 0,08 99,80 3,57 99,00 0,54 85,44 95,20 15,29 99,85 79,32
¢ = ,999 = e VPP VPN CR R e VPP VPN CR
n=2 100 98,63 43,33 100 36,35 | 95,67 99,87 88,25 99,95 30,56
n=3 100 99,23 57,27 100 22,25 | 93,79 99,87 88,04 99,94 18,69
n=5 100 99,53 67,96 100 16,53 | 93,86 99,85 85,98 99,94 15,12
n=7 62,25 99,61 61,84 99,62 10,55 | 93,90 99,84 85,76 99,94 16,09
n =10 62,44 99,67 65,47 99,62 9,45 92,38 99,81 82,94 99,92 17,03
n =20 76,51 99,60 6591 99,76 11,23 | 92,16 99,68 74,27 99,92 14,67
n = 30 92,71 99,44 62,37 99,93 14,92 | 92,564 99,48 62,47 99,92 15,27

baseadas em testes compostos. De facto, se ¢ = 0,95, ou ainda mais
baixo, a probabilidade de erros de ma classificagao torna-se bastante
elevada.

— O procedimento My é mais estdvel do que M; quando aumen-
tamos a dimensdo n do grupo (apesar de M;, de uma forma geral,
ter menores valores de CR, isto é, ser mais eficiente).

— O procedimento M; é, em alguns casos, muito instavel dado
que um reduzido aumento da dimensao do grupo provoca uma redu-
o significativa no valor da sensibilidade do teste (efeito de diluigao
e consequente rarefagao).

— Com ¢ = 0,999 a quase totalidade dos testes demonstra uma
boa performance. Contudo, com ¢ = 0,95, M; tem resultados fracos
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e My tem resultados razoaveis. Deste modo, My parece ser mais
robusto no que respeita ao valor de ¢, mas quando o teste individual
é fidvel (¢ elevado) M; atinge uma melhor performance em algumas
medidas.

Por fim, saliente-se que nao hd nenhuma metodologia de classifica-
¢ao que apresente sempre melhores resultados que as restantes, pois
nas simulagoes realizadas encontramos situagoes nas quais cada uma
das metodologias apresentou melhor performance que as suas con-
correntes. Assim, cada situacdo deve ser analisada de forma a ser
identificada a melhor metodologia (e dimensao dos grupos) a aplicar.

5 Conclusoes

A selecao da melhor metodologia depende dos objetivos pretendidos,
nomeadamente se o principal objetivo é a eficiéncia ou a fiabilidade.
De facto, o recurso a metodologias de classificagao baseadas em testes
compostos permite, em situagoes com taxas de prevaléncia baixa, ob-
ter um diminuicao significativa no nimero de testes a realizar, mas,
por vezes, & custa de um aumento significativo da probabilidade de
ma3 classificacao. Todavia, conforme ficou demonstrado nas simula-
¢oes realizadas, quando a qualidade dos testes individuais é elevada
(¢ préximo da unidade) a fiabilidade mantém-se em valores elevados,
sendo mais vantajoso o recurso a este tipo de metodologias. Porém,
é sempre necessaria uma andlise casuistica, pois a metodologia mais
adequada para cada situagao depende das suas caracteristicas. Além
disso, ha que evitar o risco, associado a estas metodologias, de cair
em situacoes com baixa fiabilidade, uma vez que em algumas situa-
¢oes a sensibilidade e/ou especificidade sdo extremamente sensiveis
a variagoes da dimensao dos grupos.
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Palavras—chave: Dados Longitudinais, Modelos com Trajetoria
Latente, Planned Missing Design

Resumo: Este trabalho consiste num estudo de simulacao, com
0 objetivo de perceber qual a dimensao minima necessaria para a
amostra, de modo a que o efeito de uma variavel explicativa seja
detetado, ao estimar um modelo com trajetéria latente. Sdo gera-
das amostras com dados completos e com um padrao de omissoes
resultantes de um planned missing design.

1 Introducao

A modelacao de trajetérias de mudanga ao longo do tempo é muitas
vezes o objetivo dos investigadores em diversas areas do conheci-
mento, seja no estudo do desenvolvimento da personalidade, seja
para uma melhor compreensao de como evoluem os comportamen-
tos sociais, para um determinado conjunto de individuos. Todavia,
este objetivo requer um extenso conjunto de dados, que consiste em
medidas repetidas de varidveis, e na andlise desses dados recorrendo
a modelos longitudinais, designadamente modelos com trajetoria la-
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tente. Usualmente conhecidos por Latent (Growth) Curve Models,
permitem capturar informacoes sobre as diferencas inter-individuais
na mudanca intra-individual ao longo do tempo, sendo ainda possi-
vel incorporar no modelo variaveis explicativas das trajetérias - ver
Bollen e Curran [1].

A existéncia de nao respostas é um fenémeno bastante comum em
estudos por inquérito, sendo praticamente impossivel que nao ocorra
quando o estudo é em painel. Num estudo longitudinal, a principal
causa da ocorréncia de omissoes é o abandono dos participantes,
podendo ainda ocorrer entradas tardias no estudo ou nao resposta
intermitente. No entanto, as omissoes também podem resultar do
desenho do estudo planeado pelo investigador. Num planned missing
design, os dados em falta ocorrem como uma opgao do investigador,
com a finalidade de minimizar o esforco de inquiricdo e consequen-
temente de aumentar a qualidade dos dados disponiveis, Enders [3].
Um painel rotativo é um exemplo de um estudo em que as principais
omissoes sao planeadas pelo investigador.

Na escolha da técnica estatistica para lidar com dados que apresen-
tam nao respostas é necessério ter em consideracao o mecanismo de
omissédo dos dados. De acordo com Rubin [6] existem trés meca-
nismos de omissdo de dados: i) completamente aleatério (MCAR -
Missing Completely At Random); ii) aleatério (MAR - Missing At
Random ); e iii) nao aleatério (MNAR - Missing Not At Random).
Quando é assumido um mecanismo de omissdo de dados MAR ou
MCAR um dos métodos de estimagao mais utilizados é o Full Infor-
mation Mazimum Likelihood (FIML), Schafer e Graham [7].

E frequente na &area das ciéncias sociais existirem dificuldades na
recolha / obtengdo de amostras com uma dimensdo adequada face
ao tipo de modelagdo desejado / recomendado. Assim, com este
trabalho pretende-se determinar qual a dimensao minima da amos-
tra necessédria para que seja identificado o efeito de uma varidvel
explicativa na modelagao de uma trajetoria latente, tanto no caso
de estudos com dados completos como em estudos que apresentem
omissoes resultantes do desenho amostral definido pelo investigador.
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Para tal é realizado um estudo de simulagao recorrendo ao pacote
estatistico Mplus 7, Muthén e Muthén [5].

2 DMetodologia

2.1 Modelos com Trajetéria Condicionada

Os modelos com trajetéria latente constituem um técnica frequente-
mente utilizada no estudo da mudanga usando dados longitudinais.
Os modelos nao condicionais permitem descrever uma trajetoria in-
dividual para cada individuo, uma trajetoria média para o conjunto
dos individuos em estudo, bem como a variabilidade em torno dessa
trajetoria média. Os modelos com trajetoria condicionada permitem
a incorporagao de varidveis explicativas da trajetoria. Esta trajetéria
latente é estimada a partir da estrutura de médias e de variancias-
covariancias entre as medidas repetidas das varidveis observadas (y)
- ver Bollen e Curran [1].

O modelo com trajetoria condicionada representado na figura 1,

Figura 1: Diagrama de um modelo com trajetoria latente condicio-
nada, com quatro momentos temporais
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é descrito pela seguinte equacao de trajetéria, para o individuo
¢=1,--- ,N,nomomentot=1,--- T

Yit = a; + M S + €it, (1)

em que y;; é o valor da variavel observada y para o individuo 4,
no momento ¢, «; e 3; sao, respetivamente, o intercepto e o declive
aleatérios do individuo 4, dados por

Qi = flo + Yai + Ca, (2)

Bi = g + vpxi + (g, (3)

com /i, € /1g a designar as médias do intercepto e do declive, respe-
tivamente, no caso de existir apenas uma varidvel explicativa z. A
equacao da trajetoria condicionada pode também ser obtida por

Yir = (o + Aps) + (Yo + Aevp) @i + (Car + MG, +it); - (4)

em que 7y, e g sao os coeficientes da varidvel explicativa na equa-
¢ao do intercepto e do declive e podem ser interpretados de forma
analoga a um modelo de regressao linear. ¢; representa o termo
residual da trajetéria tracada para o individuo ¢, no momento t, e
A+ € especificado como igual a (t — 1) quando é considerada uma
trajetéria linear. E pressuposto do modelo que o termo residual da
trajetéria €; tem distribuicao normal com média zero e matriz de
variancias-covariancias diagonal ©.. Os termos residuais do inter-
cepto e do declive, (o, € (g,, tém distribuicdo normal com média
zero e variancias dadas por Y.« € ¥gg, respetivamente, e com cova-
riancia ¢,5. Estes termos residuais nao estao correlacionados nem
com o termo residual da trajetéria, nem com a varidvel explicativa.
Note-se que no modelo com trajetéria condicionada, ¥ € ¥gg sao
variancias condicionais, respetivamente do intercepto e do declive.

A fiabilidade do indicador y no momento ¢ representa a proporcao
da variancia do indicador que é explicada pelas variaveis latentes
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que definem a trajetoria, e é dada por

(Yoo + A8 + 2M%ap)
(waa + A%wﬁ,@ + 2)‘t’¢a6 + est) ’

sendo 6., a variancia do termo residual ;.

2.2 Estimacao FIML

A estimacao de um processo de mudanca usando um modelo com
trajetoria latente, quando existem omissoes nos dados pode ser rea-
lizada recorrendo ao método FIML. Ao contrério de outros métodos
que inputam ou substituem os valores omissos, este método utiliza
toda a informacao disponivel durante a estimagao. Quando o me-
canismo de omissao dos dados é aleatério e se pode assumir que
os dados seguem distribuicao normal multivariada, o método FIML
produz estimativas dos parametros e erros padrao que sao consisten-
tes e eficientes.

A fung@o a maximizar, na presenga de dados completos €, para a
observacao 1,

—k 1 1 _
logL; = —~log(2m) — Slog|=| — 5 (ui - w) " Ny, — ) (6)

onde k£ é o nimero de variaveis, y; é o vetor para a observagao ¢,
é o vetor das médias populacionais e ¥ é a matriz das variancias-
covariancias. Com dados omissos, a funcao para a observagao ¢ vem
dada por

—k; 1 1 _
logL; = 7109(27{) - §l0g|2i| - §(yl - u)TZi 1(y¢ —ui)  (7)

onde k; representa o nimero de varidveis completas (ou com valor)
para aquela observagao e os u; e 3; estao associados apenas aos da-
dos disponiveis. O célculo para a fungao logL; para a observagao @
depende apenas das varidveis e dos parametros para os quais esse
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elemento tem dados completos, Enders, [3]. A fungao de verosimi-
lhanga final corresponde a soma de N fungoes de verosimilhanga,
para os N elementos da amostra, sendo dada por

N
logL(p,%) = > logL;. (8)
=1

3 Estudo de simulagao

Para realizar o estudo de simulagao foi escolhido o pacote estatistico
Mplus. Este software permite gerar m amostras de dados a partir
da estrutura postulada para o modelo com trajetéria latente, com
parametros populacionais definidos a priori pelo investigador. Para
cada uma das m amostras geradas, e de uma forma integrada, é esti-
mado um modelo com trajetéria latente, obtendo-se, deste modo, m
estimativas para cada um dos parametros do modelo. Se nas amos-
tras geradas existem omissoes, para efeitos de estimagao é utilizada
uma abordagem FIML. Para cada um dos parametros do modelo
o Mplus disponibiliza, entre outras medidas, a média das estima-
tivas, calculada a partir das m amostras independentes que foram
geradas, bem como a proporgao de amostras nas quais um teste de
significAncia a 5% se mostrou significativo. Nos casos em que o va-
lor do parametro se assume nao nulo, esta proporcao de amostras
corresponde a uma estimativa da poténcia do teste. O enviesamento
relativo na estimagao de cada parametro, Br(6), pode ser calculado
utilizando o valor considerado como parametro populacional, 6, e a
média das estimativas dos parametros obtidos nas vérias amostras

~

geradas, E(0), da seguinte forma

Ba(f) = 200 Q

O valor obtido de enviesamento pode ser multiplicado por 100, para
obter a percentagem de enviesamento existente na estimagao do pa-
rametro em andlise. De acordo com Hoogland e Boomsma [4], apenas
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para valores absolutos de enviesamento relativo inferiores a 0.05, isto
é 5%, se pode concluir ndo existir enviesamento na estimacao de um
parametro.

4 Resultados

Neste estudo de simulacao foram geradas, a partir da estrutura de
modelos com trajetdria latente com 3 e 4 momentos temporais, 1000
amostras de dados, com 50, 250, 500 ou 1000 observacoes cada. De
referir que, como consequéncia dos pressupostos do modelo sobre a
distribuicao de probabilidade dos termos residuais, os dados gerados
a partir da estrutura imposta por um modelo com trajetéria latente
tém distribuicao normal. Sao utilizados como valores dos parame-
tros populacionais que definem o modelo, po =0, pig = 0, Yoo = 1,
Ygg = 0.2 e Yop = 0, sendo a varidncia dos termos residuais fixada
a valores que permitem obter uma fiabilidade de 0.5, para cada um
dos indicadores, em cada um dos momentos temporais. Para o co-
eficiente de regressao sobre o intercepto foi estabelecido o valor 0.5,
tendo a varidvel explicativa sido considerada como dicotémica. Para
o coeficiente de regressao sobre o declive foram considerados valores
de 0.1, 0.25 e 0.35. De acordo com Cohen [2], estes valores cor-
respondem, respetivamente, a um efeito pequeno, médio e grande.
Sao geradas amostras com dados completos e amostras com omis-
soes resultantes do desenho do estudo planeado pelo investigador,
tal como especificado na tabela 1. O padrao de omissoes utilizado
para a geracao dos dados pretende reproduzir um padrao comum em
dados obtidos através de um painel rotativo com uma dinamica de
rotatividade de 1/4 da amostra, implicando diferentes percentagens
de omissoes nos varios momentos temporais considerados.

A tabela 2 apresenta os resultados quanto ao enviesamento relativo
na estimacao dos coeficientes de regressao, bem como a proporc¢ao
de amostras para a qual é rejeitada a hipdtese nula de que esse para-
metro assume o valor zero num teste a 5%, que se obtém quando sao
geradas amostras com dados completos de 50, 250, 500 e 1000 ob-
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(Y[ Yz [ V5 [ Va ]
V- V7] -
viiv|v viv|v]|v
vlv|v v v ]
-l -]

Tabela 1: Planned missing design para estudos com trés (& esquerda)
e quatro (& direita) momentos temporais (v'designa valor observado;
- designa valor omisso)

servagoes, considerando diferentes valores para os efeitos da variavel
explicativa sobre a trajetéria e considerando um modelo com quatro
momentos temporais. A andlise destes resultados permite dizer que
o enviesamento relativo na estimacao do valor dos coeficientes de re-
gressao sobre o intercepto e sobre o declive é inferior a 5% (valor que
se encontra no limite do negligencidvel), qualquer que seja a dimen-
sao da amostra e o valor assumido pelo coeficiente de regressao sobre
o declive da trajetéria estimada. Todavia, para amostras de muito
pequena dimensao, N = 50, quando o efeito da varidvel explicativa
sobre a trajetéria é pequeno, vg = 0.1, o valor do enviesamento re-
lativo é de 8.1%, superior ao considerado negligencidvel. Quanto a
poténcia do teste da hipdtese de que o coeficiente de regressao sobre
o declive nao é significativo, pode observar-se que este valor aumenta
com o aumento da dimensao da amostra e com o valor populacional
considerado para o parametro em discussao. De referir que, para se
obter uma poténcia de teste de aproximadamente 60% & necesséria
uma amostra com 1000 observagoes quando é considerado um efeito
pequeno, isto é, y4 = 0.1. No entanto, quando é considerado um
efeito médio, y3 = 0.25, apenas é necessaria uma amostra de 250
observagoes para obter uma poténcia do teste de 78.5%.

Na tabela 3 sao apresentados os resultados quando é considerado um
modelo com trajetéria latente condicionada com apenas trés momen-
tos temporais. A anélise destes resultados permite concluir que os
valores de enviesamento relativo obtidos na estimacao do efeito da
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[ [ H Enviesamento H Poténcia do teste
[ v [ NJ 50 ] 250 [ 500 [ 1000 [[ 50 [ 250 [ 500 [ 1000

0.1 Yo <5% | <5% | <5% | <5% 0.395 | 0.976 | 1.000 | 1.000
vg 8.1% | <5% | <5% | <5% 0.115 | 0.208 | 0.345 | 0.603

0.25 | Ya <5% | <5% | <5% | <5% 0.395 | 0.976 | 1.000 | 1.000
Y8 <5% | <5% | <5% | <5% 0.284 | 0.785 | 0.967 | 1.000

0.35 | Ya <5% | <5% | <5% | <5% 0.395 | 0.976 | 1.000 | 1.000
oz <5% | <6% | <6% | <5% 0.459 | 0.969 | 1.000 | 1.000

Tabela 2: Percentagem de enviesamento relativo na estimacao dos
coficientes de regressao de uma varidvel explicativa da trajetéria e
poténcia do teste (em modelos com quatro momentos temporais e
amostras com dados completos)

varidvel explicativa sobre a trajetéria estimada sao superiores a 5%,
quando a dimensao da amostra é inferior a 1000 observagoes e o
efeito considerado é pequeno, 0.1. A poténcia do teste de signifi-
cancia a este mesmo parametro ¢ inferior a 25% para amostras de
dimensao inferior a 500 observagoes. No entanto, para um efeito
de média magnitude (0.25), a poténcia do teste é de 60.5%, sendo
de 86.7% se o efeito considerado é de magnitude grande, para uma
amostra com 250 observagoes.

Em seguida sao apresentados os resultados quanto ao enviesamento
relativo na estimacao dos coeficientes de regressao, bem como quanto
a poténcia do teste, obtidos quando sao geradas amostras com omis-
soes devidas ao desenho amostral planeado pelo investigador, com
50, 250, 500 e 1000 observacoes, considerando diferentes valores para
os efeitos da variavel explicativa sobre a trajetéria e recorrendo a um
modelo com trajetéria latente condicionada com quatro momentos
temporais - ver tabela 4. Da comparacao destes valores com os que
sao apresentados na tabela 2, em que foram geradas amostras com
dados completos, é possivel concuir que a poténcia do teste diminui
para todos os casos considerados; por exemplo, se o efeito conside-
rado é pequeno, para uma amostra com 1000 observacoes a poténcia
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[ [ H Enviesamento H Poténcia do teste
[ v [ NJ 50 ] 250 [ 500 [ 1000 [[ 50 [ 250 [ 500 [ 1000

0.1 Yo <5% | <5% | <5% | <5% 0.417 | 0.957 | 0.999 | 1.000
vg 51% | 7.5% 7% <5% 0.081 | 0.135 | 0.250 | 0.426

0.25 | Ya <5% | <5% | <5% | <5% 0.417 | 0.957 | 0.999 | 1.000
Y8 <5% | <5% | <5% | <5% 0.177 | 0.605 | 0.861 | 0.991

0.35 | Ya <5% | <5% | <5% | <5% 0.417 | 0.957 | 0.999 | 1.000
oz <5% | <6% | <6% | <5% 0.286 | 0.867 | 0.994 | 1.000

Tabela 3: Percentagem de enviesamento relativo na estimacao dos
coficientes de regressao de uma varidvel explicativa da trajetéria e
poténcia do teste (em modelos com trés momentos temporais e amos-
tras com dados completos)

do teste reduz de 60.3% para 46.5%. Quanto ao enviesamento, e
tal como obtido para amostras com dados completos, apenas o valor
estimado do coeficiente de regressao do declive, em amostras de pe-
quena dimensao e no caso de ser considerado um efeito de pequena
magnitude, apresenta um valor de enviesamento relativo que nao
pode ser negligenciado, isto é, um valor de 7.1%. De referir ainda
que este valor é inferior ao obtido para amostras com dados com-
pletos, consequéncia de algumas das amostras terem apresentado
problemas aquando da estimacao do modelo.

Quando é considerado um modelo com trajetéria latente com trés
momentos temporais para gerar amostras com omissoes os resulta-
dos sao apresentados na tabela 5. E possivel concluir que os valores
de poténcia de teste diminuem face aos obtidos para amostras com
dados completos, bem como quando comparados com os obtidos na
estimacao de um modelo com quatro momentos temporais e dados
com omissoes. De referir ainda que o enviesamento relativo obtido
na estimagao do coeficiente de regressao sobre o declive é nao negli-
genciavel, quando é considerado um efeito de pequena magnitude,
qualquer que seja a dimensao da amostra.
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[ [ H Enviesamento H Poténcia do teste ]
[ ¢ [ NJ 50 ] 250 [ 500 [ 1000 [[ 50 [ 250 [ 500 [ 1000 |
01 [ 7a || <5% | <5% | <5% | <5% || 0.281 | 0.849 | 0.987 | 1.000

e || 71% | <5% | <5% | <5% || 0.101 | 0.157 | 0.277 | 0.465
025 [ 7o || <5% | <% | <5% | <5% || 0.281 | 0.849 | 0.987 | 1.000
8 || <5% | <5% | <5% | <5% || 0.218 | 0.641 | 0.907 | 0.997
035 [ 7o || <5% | <5% | <5% | <5% || 0.281 | 0.849 | 0.987 | 1.000
e || <5% | <5% | <5% | <5% || 0.371 | 0.909 | 0.995 | 1.000

Tabela 4: Percentagem de enviesamento relativo na estimacao dos
coficientes de regressao de uma variavel explicativa da trajetéria e
poténcia do teste (em modelos com quatro momentos temporais e
amostras com omissoes)

[ [ I Enviesamento I Poténcia do teste |
[ v [ NJ 50 [ 250 [ 500 [ 1000 [[ 50 250 [ 500 [ 1000 |
0.1 [ 7o [[ <6% | <6% [ <5% | <5% || 0.345 [ 0.900 [ 0.998 | 1.000
g || 74% | 74% | 7.1% | 6% || 0.089 | 0.123 | 0.186 | 0.338
025 [ 7a || <% [ <5% [ <5% | <5% [[ 0.345 | 0.900 [ 0.998 [ 1.000
Y8 || <6% | <5% | <5% | <5% || 0.156 | 0.488 | 0.768 | 0.969
035 [ 7a || <% [ <5% [ <5% | <56% || 0.345 | 0.900 [ 0.998 [ 1.000
Ye || <5% | <5% | <5% | <5% || 0.229 | 0.762 | 0.964 | 1.000

Tabela 5: Percentagem de enviesamento relativo na estimacao dos
coficientes de regressao de uma variavel explicativa da trajetoria e
poténcia do teste (em modelos com trés momentos temporais e amos-

tras com omissoes)
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5 Discussao

Este trabalho baseia-se num estudo de simulagao realizado em Mplus
7, com o objetivo de perceber qual a dimensao minima da amostra
que permite detetar o efeito de uma variavel explicativa dicotémica
aquando da estimacao de um modelo com trajetéria latente con-
dicionada, com dados completos e com dados que apresentam nao
respostas que configuram um planned missing design. Os resulta-
dos obtidos permitem concluir que, no caso de existirem omissoes,
sdo necessarias amostras maiores para detetar efeitos de igual mag-
nitude, face a amostras com dados completos. Conclusao andloga
para modelos com menor nimero de momentos temporais. Quando
se consideram efeitos de menor magnitude da varidvel explicativa so-
bre a trajectdria, sao necessarias amostras de maior dimensao para
que estes efeitos se revelem significativos. Por outro lado, se as amos-
tras sao de pequena dimensao e o efeito é de pequena magnitude,
existe um enviesamento relativo na estimagao do parametro que nao
pode ser negligenciado, agravando-se a situagao se os dados apresen-
tam omissoes, particularmente em modelos com um menor ntimero
de momentos temporais. Como em qualquer estudo de simulagao,
também neste existem limitacoes, que podem ser consideradas ques-
toes de investigacao em aberto para trabalho futuro, nomeadamente,
o lidar com o efeito de uma varidvel explicativa na modelagao de
uma trajetoria latente, quando os dados apresentam omissoes cujo
mecanismo € nao aleatorio.
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