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PRÉMIO SPE 2013

Está aberto, até 7 de junho de 2013, o concurso para atribuição do Prémio SPE 2013, de acordo com o                   
seguinte regulamento:

1. Pretendendo incentivar a participação dos setores mais jovens nas atividades da Sociedade           
Portuguesa de Estatística, especialmente no quadro das celebrações do Ano Internacional da           
Estatística,é instituído o Prémio SPE 2013.

2. Este prémio destina-se a estimular a atividade de estudo e investigação científica no domínio da              
Probabilidade e Estatística entre os jovens que trabalham nestas áreas.

3. O Prémio SPE 2013 é constituído por uma quantia de 1000 euros.

4. Ao Prémio SPE 2013 podem concorrer trabalhos originais sobre temas do domínio da            
Probabilidade e Estatística, desde que não tenham sido objeto de qualquer prémio atribuído por             
outra instituição.

5. Os autores dos trabalhos candidatos ao Prémio SPE 2013 devem ser estudantes ou investigadores             
em alguma instituição portuguesa ou bolseiros portugueses, ser sócios da SPE e não ter atingido os               
35 anos de idade até à data de submissão das candidaturas. Os autores não devem ter recebido o                 
Prémio SPE nas quatro edições anteriores.

6. O trabalho deve ser escrito em português e não poderá exceder 25 páginas A4.

7. As candidaturas deverão vir acompanhadas do trabalho concorrente e do curriculum vitae dos            
autores e ser dirigidas ao Presidente da SPE, em carta registada, para a morada a seguir indicada.                
O carimbo do correio validará a data de entrega.

Sociedade Portuguesa de Estatística
Bloco C6, Piso 4 - Campo Grande
1749-016 LISBOA

8. A decisão de admissibilidade e a apreciação dos trabalhos submetidos a concurso é da competência              
de um júri, cuja constituição será da responsabilidade da Direção da SPE.

9. Os critérios de seleção pautar-se-ão pela exigência e precisão nos vários aspetos que o júri              
considerar pertinentes, nomeadamente: i) qualidade e clareza do texto; ii) inovação e rigor            
científico; iii) contribuição para o desenvolvimento do domínio da Probabilidade e Estatística nos            
planos teórico, metodológico ou aplicado.

10. O júri é soberano nas suas decisões, não havendo lugar a recurso.

11. O trabalho galardoado com o Prémio SPE 2013 será apresentado em sessão plenária pelo seu              
autor ou autores no XXI Congresso da SPE e publicado nas respetivas Atas, com o devido formato                
editorial, de acordo com o processo de revisão dos artigos submetidos a estas.

12. A atribuição do Prémio SPE 2013 será anunciada logo que conhecida a decisão do júri e a sua                 
entrega formal será feita no XXI Congresso da SPE na sessão plenária da sua apresentação.

13. O júri reserva-se o direito de não atribuir o Prémio SPE 2013.

PRÉMIO SPE 2013
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Editorial
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Mensagem do PresidenteMensagem do Presidente 

 

Na sequência do meu texto 2013 - Ano Internacional da Estatística: como celebrá-lo?, publicado 

nesta secção do Boletim de outono de 2012, procurei incentivar os membros da comunidade 

estatística englobada na SPE a participarem ativamente, através da promoção e organização de 

iniciativas, nas celebrações de 2013 - Ano Internacional da Estatística (AIE). 

Têm sido vários os colegas que corresponderam a tal apelo, e a quem deixamos aqui expressa a 

nossa satisfação e gratidão, como transparece das informações que têm sido divulgadas pelo portal e 

pelo serviço de correio eletrónico da SPE, bem como das notícias que veiculo abaixo. 

Não obstante, as informações que possuo não são suficientemente regozijadoras já que desconheço 

quaisquer ações realizadas ou programadas por vários grupos que parecem, incompreensivelmente, 

alhear-se desta campanha de consciencialização mundial que só pode trazer benefícios para todos 

nós e que, por isso mesmo, exige contrapartidas em conformidade. Quero crer que esta situação 

possa nos próximos tempos vir a sofrer a desejável mudança. 

No prosseguimento das diligências e esforços que a Direção da SPE tem vindo a aplicar para que a 

comunidade estatística portuguesa celebre condignamente o AIE, cabe-me prestar as seguintes 

informações, posteriores à saída do anterior Boletim. 

1. A Folha Informativa da RIIBES (Rede de Informação do INE em Bibliotecas do Ensino Superior) 

publicou no seu nº 42 (novembro 2012) uma entrevista com o Presidente da SPE onde este aborda 

temas relacionados com o Ano Internacional da Estatística, o relacionamento SPE-INE e papel dos 

congressos e outros encontros científicos promovidos pela SPE. 

2. O Presidente da SPE foi convidado para estar presente na 11ª reunião plenária do Conselho 

Superior de Estatística, realizada em 14 de dezembro último, pela Vice-Presidente deste órgão (CSE) 

e simultaneamente Presidente do INE. O Presidente da SPE aproveitou essa oportunidade para, após 

expressar o seu agradecimento pelo convite recebido, fazer uma intervenção sobre a importância na 

celebração do AIE por parte das entidades representadas no CSE e a divulgação do programa 

corrente de atividades da SPE nesse âmbito. 

3. Na sequência da decisão sobre uma emissão filatélica alusiva ao AIE por parte dos CTT, o 

Presidente da SPE tem vindo a assessorar a respetiva Direção de Filatelia na promoção do AIE, para 

o público especializado do Clube do Colecionador e do público em geral, a propósito da referida 

emissão. 

4. Após terminada a sua elaboração, com base nos contributos dos colegas Pedro Campos 

(Coordenador), M. Eugénia G. Martins, Emília Oliveira, Bruno Sousa e Andreia Hall, inaugurou-se 

no dia 5 de fevereiro de 2013 a exposição Explorística na Escola Secundária Tomaz Pelayo (Santo 

Tirso), dando início à fase itinerante de propiciar a circulação da exposição pelo Pavilhão do 

Conhecimento e pelas escolas interessadas, cada vez em maior número, integrando-se assim nos 

objetivos primários do AIE. 

5. Vai ser em breve distribuída aos sócios uma brochura, em edição SPE e impressa pelo INE, 

contendo biografias de alguns famosos estatísticos, editada pela nossa colega Emília Athayde da 

Universidade do Minho, com a prestativa colaboração de vários outros colegas. 
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6. Dando seguimento a sugestões da coordenação internacional da comemoração do AIE, a SPE e o 

CEAUL acordaram emitir um comunicado conjunto para os meios de informação sobre o AIE e sua 

participação na celebração desta iniciativa à escala global, o qual começou por ser divulgado através 

dos portais de comunicação do Instituto Superior Técnico e da Faculdade de Ciências da 

Universidade de Lisboa, bem como do serviço de comunicação e imagem do INE. 

7. Em recente reunião havida com a respetiva Direção conseguiu-se obter uma primeira anuência 

para um patrocínio parcial da Agência Ciência Viva para a 2ª edição do projeto Radical Estatística, 

envolvendo de novo o grupo dos colegas Bruno Sousa, Dulce Gomes e restantes elementos. Esta é 

outra das estratégicas iniciativas da SPE que, alvejando o público mais jovem, apontam para um dos 

objetivos pivotais do AIE. 

Tendo como alvo contribuir para a consecução do objetivo prioritário do AIE em ampliar o 

reconhecimento público do poder e impacte da Estatística na nossa vida, o Presidente da SPE decidiu 

impulsionar a elaboração de um texto que, em linguagem acessível, traduza o valiosíssimo papel que 

a Estatística desempenha nos vários domínios da sociedade. O artigo que se publica no corrente 

boletim, sob o título Estatística na Sociedade – uma digressão ilustrativa por domínios de 

aplicação, pretende ser uma concretização desse ambicioso texto e, nesse sentido, ajudar todos 

quantos estão para já empenhados na demonstração da relevância social da Estatística. 

 

28 fevereiro 2013       O Presidente da SPE 

 

Carlos Daniel Paulino 
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Notícias

• XXI Congresso SPE: Aveiro - 29 novembro a 2 dezembro 2013

www.porto.ucp.pt/spe2012

XXI Congresso da SPE: Aveiro - 29 novembro a 2 dezembro 2013 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
O XXI Congresso da Sociedade Portuguesa de Estatística decorrerá este ano de 29 de Novembro a 2 

de Dezembro no Hotel Meliá Ria em Aveiro.  

É organizado pelo Departamento de Matemática da Universidade de Aveiro e pela Sociedade 

Portuguesa de Estatística (SPE).  

 

Como tem sido habitual, o congresso da SPE será antecedido por um minicurso intitulado “Análise de 
Valores Extremos: uma Introdução” assegurado por M. Ivette Gomes – DEIO, FC-UL.  

 

O programa científico do Congresso compreende sessões plenárias com a presença de conceituados 

conferencistas convidados; sessões temáticas organizadas e ainda comunicações livres (orais ou 

posters). 

 

Neste congresso a SPE encerrará as atividades relativas ao Ano Internacional da Estatística, 

Statistics2013, com uma sessão especialmente dedicada ao tema. Pretende-se com esta iniciativa 

“ampliar a compreensão pública do poder e impacto da Estatística em todos os aspetos da sociedade” 

e ainda “fortalecer a Estatística como uma carreira profissional, especialmente entre os jovens do 

ensino secundário e superior”.  

 

É com enorme satisfação que convidamos todos a participarem neste Congresso em Ano 
Internacional da Estatística, deslocando-se a esta cidade maravilhosa intitulada “Veneza de 

Portugal” para uns dias de formação, partilha de conhecimentos e de estreitamento de laços através do 

convívio. 

 

                                 A Comissão Organizadora Local 



B o l e t i m  S P E6

• EVT2013 - Extremes in Vimeiro Today - Setembro 2013, 8-11
EVT2013 -  Extremes in Vimeiro Today 
Setembro 2013, 8-11  
 

 

O Centro de Estatística e Aplicações da Universidade de Lisboa (CEAUL) e a Sociedade Portuguesa 

de Estatística (SPE) estão a organizar um workshop de 8 a 11 de Setembro de 2013, no Vimeiro, em 

homenagem à nossa amiga e colega Ivette Gomes, por ocasião de seu 65º aniversário.  

Embora o aniversário da Ivette seja no dia 21 de Julho, a data e o local escolhidos para este evento é 

muito especial para a comunidade estatística de Valores Extremos e, em particular, para a própria 

Ivette. De facto, foi há 30 anos, durante a primeira quinzena de Setembro, que teve lugar no Vimeiro, a 

conferência Statistical Extremes and Applications, que agora é designada, entre a comunidade de 

Valores Extremos, por EVA-zero-th conference. Como é sabido por quem participou nesta 

conferência, a Ivette desempenhou um papel importante na sua organização e subsequente sucesso. 

Também por esse facto, este evento representa uma oportunidade para a homenagear. A Ivette, além 

de uma amiga especial de todos nós, é uma cientista líder com contribuições proeminentes na área da 

Teoria de Valores Extremos, sendo a principal responsável por colocar Portugal no roteiro de 

investigação científica nesta área. Além disso, esta celebração ocorre também no âmbito do 2013 - 
International Year of Statistics, criando uma oportunidade para o encontro de antigos e novos 

colegas em Estatística.  

Informações do EVT2013: http://evt2013.weebly.com/ 

 
Scientific Committee 
Clive Anderson (University of Sheffield,UK)  

Isabel Fraga Alves (University Lisbon, Portugal)  

Jef Teugels (Katholieke Universiteit Leuven, Belgium)  

Jürg Hüsler (University of Bern, Switzerland)  

Kamil Feridun Türkman (University Lisbon, Portugal)  

Manuela Neves (Technical University Lisbon, Portugal)  

Rolf-Dieter Reiss (Universität Siegen,Germany) 

 

Scientific Program 
The workshop program will consist of Invited Speakers, Organized Topic Sessions, Oral and Poster Contributed Sessions. 

 

Invited Speakers 
Anthony Davison (École Poytechnique Fédérale de Lausanne, Switzerland)  

Holger Rootzén (Chalmers University of Technology, Göteborg, Sweden)  

Laurens de Haan (Erasmus University Rotterdam, The Netherlands, and University of Lisbon, Portugal)  

Richard Davis (Columbia University, New York, USA)  

Ross Leadbetter (University of North Carolina at Chapel Hill, USA) 

 

Special Session 
Maria Ivette Gomes (University of Lisbon, Portugal) 

  

Invited Organized Sessions 
Statistics for Univariate Extremes – Organizer: Armelle Guillou (Université de Strasbourg, France)   
Spatial Extremes – Organizers: Jonathan Tawn (Lancaster University , UK) and Ben Shaby (University of California, 

Berkeley, US)  
Multivariate Extremes – Organizer: Michael Falk (Universität Würzburg, Germany)   
Extremes in Finance and Insurance – Organizer: Paul Embrechts (ETH Zurich, Switzerland)  

 

Convidamos toda a comunidade científica em Estatística a assistir e participar neste evento. Ficaremos 

muito honrados com a vossa presença e para a Ivette  será um prazer acrescido.   

Junte-se a nós em 2013! 

 

A Comissão Organizadora Local, 
Antónia Amaral Turkman (Universidade de Lisboa)  

Isabel Fraga Alves (Universidade de Lisboa) 

Manuela Neves (Universidade Técnica de Lisboa) 
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Caros Colegas: 

 

Chama-se a atenção para o I Encontro Português de Biometria e o I Encontro Luso-Galaico de 

Biometria que decorrerão de 14 a 16 de Julho de 2013 na Escola de Ciências da Universidade do 

Minho em Braga, sendo organizados pela Sociedade Portuguesa de Estatística (SPE) e pela Sociedade 

Galega para a Promoción da Estatística e Investigación de Operacións (SGAPEIO). 

 

Estes Encontros são dirigidos a profissionais e utilizadores da Estatística, académicos, investigadores e 

estudantes, e integram-se nas celebrações em Portugal de 2013 como Ano Internacional da Estatística 

(vide agenda AIE 2013 em http://www.spestatistica.pt/). 

 

Objetivos gerais: 

1. Reforçar a projeção da Estatística no amplo campo da Biometria. 

2. Ampliar o raio de ação das sociedades envolvidas a novos setores das Biociências. 

3. Promover o intercâmbio e intensificar as relações dentro de cada comunidade e entre as duas 

comunidades estatísticas. 

 

O programa científico dos Encontros, para além de comunicações (orais ou posters) selecionadas, 

compreende conferências plenárias proferidas por 

·       Alan Agresti - University of Florida 

·       Lucília Carvalho - Universidade de Lisboa 

·       Thomas Kneib - Universität Göttingen 

·       Guadalupe Gómez Melis - Universitat Politècnica de Catalunya 

 

e um minicurso sobre Análise de Dados Categorizados Incompletos lecionado por 

 

·       Julio Singer - Universidade de São Paulo 

 

A data-limite para submissão de  resumos é 2 de abril de 2013 e a data-limite para pagamento da taxa 

de inscrição a preço reduzido é 5 de maio de 2013. 

 

Informações mais detalhadas podem ser vistas em  http://biometria2013-pt.weebly.com 

 

Saudações cordiais 

 

Pedro Oliveira (Universidade do Porto) e 

Carlos Daniel Paulino (Universidade de Lisboa) 

 

 

 

• Encontros de Biometria
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• METMA VI

BIOSTATNET – Rede de Bioestatística em Espanha 

 

Em Espanha há uma nova rede (BIOSTATNET) proposta por um grupo de bioestatísticos espanhóis, 

com alguns membros portugueses, e aprovada na forma de um projeto científico pelo Ministério 

(Espanhol) de Ciência e Inovação. BIOSTATNET é uma rede de bioestatísticos académicos ou a 

trabalhar na indústria, saúde, etc. em Espanha, incluindo investigadores de outras universidades em 

vários países. Os principais objetivos da BIOSTATNET são: a) coordenar a pesquisa e ensino em 

Bioestatística em Espanha, e reforçar a sua projeção internacional, b) promover a formação adequada 

em Bioestatística; (c) fomentar a transferência de conhecimentos e aplicações em Biomedicina. 

BIOSTATNET reúne atualmente mais de 185 membros, organizados em 8 nós liderados por 

bioestatísticos universitários com projetos de investigação em Estatística, com experiência de ensino 

em Bioestatística e com colaborações estreitas com investigadores da área biomédica. Os líderes dos 

nós são Carmen Cadarso-Suárez - Universidad de Santiago de Compostela (Galiza), Guadalupe 

Gómez i Melis - Universidad Politécnica de Cataluña (Catalunya - BIO), Vicente Núñez-Antón - 

Universidad del País Vasco (País Vasco), María Jesús García Bayarri - Universidad de Valencia 

(Valencia - GEEITEMA), Antonio Martín Andrés - Universidad de Granada (Granada), María Durban 

Reguera - Universidad Carlos III (Madrid), Jesús López Fidalgo - Universidad de Castilla La Mancha 

(Castilla La Mancha - OED), e Pere Puig Casado - Universitat Autònoma de Barcelona (Catalunha - 

SEA). O nó da Galiza também inclui os seguintes estatísticos portugueses: Carlos Daniel Paulino 

(Instituto Superior Técnico - UTL), Luís Machado (Escola de Ciências - UM), Bruno de Sousa 

(Faculdade de Psicologia e Ciências da Educação - UC), Luzia Gonçalves (Instituto de Higiene e 

Medicina Tropical - UNL), Inês Sousa (Escola de Ciências - UM) e Giovani Silva (Instituto Superior 

Técnico - UTL). 

A segunda reunião da BIOSTATNET foi realizada em 25 e 26 de janeiro de 2013 na Faculdade de 

Medicina da Universidade de Santiago de Compostela. Esta segunda reunião serviu para discutir as 

metas iniciais e estabelecer novas linhas de ação, reforçar os laços existentes entre os nós da 

BIOSTATNET, promover a geração de novas conexões e colaborações e refletir sobre o 

fortalecimento e a consolidação da rede, e o seu futuro internacional. Neste sentido, o programa da 

segunda reunião incidiu sobre os temas: “Caminho percorrido pela rede: atividades desenvolvidas”, 

“Bioestatísticos em Instituições Biomédicas: uma necessidade?” (mesa redonda), “Estatística, 

Genómica e Bioinformática” (colóquio), "Formação atual em Bioestatística" (painel), “Past and 

Current Issues in Clinical Trials. A biostatistician´s perspective” (palestra convidada, Prof. Urania 

Dafni - University of Athens) e “Futuro da BIOSTATNET: Relações internacionais” (colóquio). 

Para mais informações, consulte http://www.biostatnet.org  

Giovani Loiola da Silva 

O "VI International Workshop on Spatio-Temporal Modelling (METMAVI)" decorreu em Guimarães, 

entre 12 e 14 de Setembro de 2012, tendo sido organizado pelo Centro de Matemática da Escola de 

Ciências da Universidade do Minho. O METMAVI teve por objetivo promover o desenvolvimento e a 

aplicação de métodos estatísticos espaço-temporais em diferentes campos relacionados com as 

Ciências do Ambiente e da Saúde, tendo contado com a presença de mais de 100 congressistas.  

Mais informação disponível em http://www.metma6.com/. 

 

Raquel Menezes 

• BIOSTATNET - Rede de Bioestatística em Espanha
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Enigmística  de  mefqa 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Enigmística de mefqa
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Estatística não-paramétrica
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Combinando testes de Mardia e BHEP na avaliação

duma hipótese multivariada de normalidade

Carlos Tenreiro, tenreiro@mat.uc.pt

CMUC, Departamento de Matemática, Universidade de Coimbra

1. Introdução

Sendo X1, . . . ,Xn, . . . uma sucessão de cópias independentes dum vector d-dimensional e absolutamente
contı́nuo X , com densidade de probabilidade f , desconhecida, o problema do teste duma hipótese mul-
tivariada de normalidade (MVN) é o de, com base em X1, . . . ,Xn, testar a hipótese

H0 : f ∈ Nd,

contra uma hipótese alternativa geral, onde Nd é a famı́lia das densidades de probabilidade normais
sobre R

d . Este é um problema clássico na literatura estatı́stica sobre o qual muito trabalho tem sido
desenvolvido como atestam Mecklin e Mundfrom (2000) que referem a existência de cerca de cinquenta
procedimentos para testar uma hipótese MVN. Apesar disso, este assunto continua a despertar o inte-
resse dos investigadores como confirmam os trabalhos mais recentes de Liang et al. (2005), Mecklin e
Mundfrom (2005), Székely e Rizzo (2005), Sürücü (2006), Arcones (2007), Farrel et al. (2007), Chiu e
Liu (2009), Liang et al. (2009), Tenreiro (2009, 2011) e Ebner (2012). O facto de muito dos métodos
estatı́sticos multivariados como a ANOVA, regressão multivariada, análise discriminante ou correlação
canónica, dependerem da aceitação duma hipótese MVN pode explicar este interesse continuado. Para
mais bibliografia sobre o tema veja-se Csörgő (1986), Rayner e Best (1989, p. 98–109), Thode (2002,
p. 181–224) e os artigos de revisão de Henze (2002) e Mecklin e Mundfrom (2004).

Neste texto, baseado, no essencial, nos nossos trabalhos acima citados, iremos centrar a nossa
atenção em testes duma hipótese MVN que gozam da propriedade natural de serem invariantes para
transformações de localização e de escala dos dados. Sendo Tn = Tn(X1, . . . ,Xn) a estatı́stica associada a
um tal teste, vale assim a igualdade

Tn(AX1+b, . . . ,AXn+b) = Tn(X1, . . . ,Xn),

para toda a matriz não-singular A e todo o vector b ∈ R
d . Apesar de grande parte dos testes propostos

na literatura não satisfazerem a propriedade anterior, satisfazem-na alguns dos mais utilizados testes de
normalidade, como são os casos dos testes clássicos de Mardia e dos testes BHEP (Baringhaus-Henze-
Epps-Pulley) a que faremos referência detalhada neste texto. Atendendo à propriedade de invariância,
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os pontos crı́ticos destes procedimentos de teste podem ser estimados através de experiências de Monte
Carlo sob H0. Sobre outros testes invariantes para transformações afins dos dados veja-se Henze (2002)
e Székely e Rizzo (2005).

2. Os testes de Mardia

De entre a vasta famı́lia de procedimentos de testes para uma hipótese MVN, os testes de Mardia (1970),
baseados em medidas multivariadas de assimetria e curtose, desempenham um papel importante, estando
entre os testes mais recomendados para testar uma hipótese MVN (ver Romeu e Ozturk, 1993; Mecklin
e Mundfrom, 2005, e as referências bibliográficas respectivas). Denotando por

X̄n = n−1
n

∑
j=1

Xj e Sn = n−1
n

∑
j=1

(Xj − X̄n)(Xj − X̄n)
′,

a média e a matriz de covariância amostrais, respectivamente, as estatı́sticas MS (multivariate skewness)
e MK (multivariate kurtosis) de Mardia são definidas por

MS = nb1,d

e
MK =

√
n |b2,d −d(d+2)|,

com
b1,d =

1
n2

n

∑
j,k=1

(Y ′
jYk)

3 e b2,d =
1
n

n

∑
j=1

(Y ′
jYj)

2,

onde
Yj = S−1/2

n (Xj − X̄n), j = 1, . . . ,n,

são os resı́duos standardizados e S−1/2
n é a raiz quadrada definida positiva da inversa da matriz de co-

variância amostral. Sob a hipótese H0, valem as convergências em distribuição

nb1,d
d−→ 6χ2

d(d+1)(d+2)/6

e √
n(b2,d −d(d +2)) d−→ N(0,8d(d+2))

(Mardia, 1970), e, assim, o teste MS rejeita H0 para valores grandes de b1,d enquanto que o teste MK
rejeita H0 para valores pequenos ou grandes de b2,d .

Apesar de serem invariantes para transformações afins dos dados, os testes de Mardia, tal como a
quase totalidade dos testes de normalidade propostos na literatura, não são convergentes para todas as
distribuições alternativas f /∈ Nd . Mesmo para amostras de grande tamanho, potencialmente infinitas,
existem distribuições alternativas que não são detectadas por tais testes. Denotando por

β1,d = E((X1−µ)′Σ−1(X2−µ))3 e β2,d = E((X1−µ)′Σ−1(X1−µ))2,

os parâmetros correspondentes às medidas amostrais anteriores de assimetria e de curtose, onde µ e Σ
são a média e a matriz de covariância de X , Baringhaus e Henze (1992) mostraram que se E(X ′X)3 < ∞,
o teste baseado em MS é convergente se e só se β1,d > 0, e Henze (1994) provou que se E(X ′X)4 < ∞, o
teste baseado em MK é convergente se e só se β2,d �= d(d+2). Assim, apesar dos testes baseados em MS
e MK poderem possuir uma potência elevada para alternativas com β1,d > 0 ou β2,d �= d(d +2), ambos
os testes podem apresentar um fraco comportamento para alternativas com os mesmos coeficientes de
assimetria e curtose que a distribuição normal multivariada, isto é, para distribuições f /∈Nd com β1,d =
0 e β2,d = d(d +2). Este problema pode ser também sentido em outros testes baseados em estatı́sticas
que combinam as medidas anteriores de assimetria e curtose de forma a produzirem um teste com boas
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propriedades globais (omnibus test), como são os casos dos testes propostos por Mardia e Foster (1983),
Horswell e Looney (1992) ou Doornik e Hansen (1994).

3. Os testes BHEP

Em alternativa aos testes de Mardia, ou a combinações destes como as que acabámos de referir, podemos
optar por utilizar testes convergentes para todas as distribuições alternativas, como são os casos dos
testes BHEP (Baringhaus–Henze–Epps–Pulley), introduzidos por Baringhaus e Henze (1988) e Henze e
Zirkler (1990), e que estendem o teste de normalidade de Epps e Pulley (1983) ao contexto multivariado.
A estatı́stica de teste BHEP é baseada na distância L2 ponderada entre a função caracterı́stica amostral
associada aos resı́duos standardizados

Ψn(t) =
1
n

n

∑
j=1

exp
(

i t ′Yj
)

, t ∈ R
d,

e a função caracterı́stica Φ da distribuição normal standard em R
d com densidade

φ(x) = (2π)−d/2 exp(−x′x
/

2), x ∈ R
d.

A função de peso é dada por
t → |Φh(t)|2 = exp(−h2t ′t),

onde Φh é a função caracterı́stica de φh(·) = φ(·/h)/hd e h é um número real estritamente positivo que
deve ser escolhido pelo utilizador. Assim, o teste BHEP é baseado na estatı́stica

B(h) = n
∫

|Ψn(t)−Φ(t)|2|Φh(t)|2dt = (2π)d 1
n

n

∑
i, j=1

Q(Yi,Yj;h),

com
Q(u,v;h) = φ(2h2)1/2(u− v)−φ(1+2h2)1/2(u)−φ(1+2h2)1/2(v)+φ(2+2h2)1/2(0),

para u,v ∈ R
d . A simplicidade da expressão anterior para B(h), justifica a escolha da função de peso

considerada. Reparemos ainda que a estatı́stica de teste depende das observações através das quantidades
||Yi −Yj||2 e ||Yi||2, onde || · || representa a norma euclidiana em R

d . Tais quantidades dependem apenas
de S−1

n , não sendo assim sequer necessário calcular S−1/2
n para obter B(h). Para uma referência recente

sobre testes de ajustamento baseados na função caracterı́stica ver Jiménez-Gamero et al. (2009).

O comportamento assintótico de B(h) sob a hipótese nula, sob uma alternativa fixa e sob uma
sucessão de alternativas locais, foi estudado por diversos autores como são os casos de Baringhaus e
Henze (1988), Csörgő (1989), Henze e Zirkler (1990) e Henze e Wagner (1997). Em particular, para
cada h > 0, B(h) possui como distribuição nula assintótica uma soma ponderada de qui-quadrados inde-
pendentes sendo o teste associado convergente para toda a alternativa fixa.

É interessante notar que no caso da densidade f ser de quadrado integrável, a estatı́stica de teste ante-
rior pode também ser interpretada como sendo baseada na distância L2 entre o estimador da densidade de
Parzen-Rosenblatt obtido a partir dos resı́duos standardizados, com núcleo (kernel) K = φ e janela (band-
width) h, e a convolução Kh ∗ φ , que pode ser vista como uma aproximação de φ quando h tende para
zero (ver Henze e Zirkler, 1990; Bowman e Foster, 1993; Fan, 1998). Neste sentido, quando tomamos
h = hn→0, n→∞, o teste baseado em B(h) deve ser interpretado como um teste baseado na densidade
de probabilidade de X e não na sua função caracterı́stica. Deixando o parâmetro h de ser fixo e passando
a desempenhar o papel de janela do estimador do núcleo da densidade, as propriedades assintóticas do
teste baseado em B(h) são distintas das que acima descrevemos. No entanto, o teste resultante continua
a ser convergente para toda a distribuição alternativa. Os testes de ajustamento baseados no estimador do
núcleo da densidade de probabilidade foram primeiramente estudados por Bickel e Rosenblatt (1973).
Para mais detalhes sobre estes testes vejam-se os trabalhos de Rosenblatt (1975), Fan (1994), Tenreiro
(1996, 2007), Gouriéroux e Tenreiro (2001) e Henze (2002).
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4. A selecção do parâmetro h nos testes BHEP

Apesar dos testes BHEP serem convergentes para todas as distribuições alternativas, independentemente
do valor tomado para o parâmetro h > 0, a sua potência depende fortemente da escolha de h (cf. Henze e
Wagner, 1997; Tenreiro, 2009). As diferentes escolhas de h consideradas na literatura foram analisadas
em Tenreiro (2009) que, com base num vasto estudo de simulação para dimensões 2 ≤ d ≤ 15, sugere
duas escolhas empı́ricas para h. Assim, a janela

h = hL := 0.448+0.026d

mostrou ser adequada para alternativas com ‘caudas leves’ ou alternativas aproximadamente simétricas,
e a janela

h = hP := 0.928+0.049d,

mostrou-se adequada para alternativas com ‘caudas pesadas’ ou alternativas moderadamente assimétricas.
Estas escolhas estão de acordo com uma interpretação heurı́stica das propriedades de potência do teste
em termos da janela h. Para valores grandes de h, a ponderação t → exp(−h2t ′t) coloca a maior parte da
sua massa numa vizinhança da origem onde a função caracterı́stica reflecte o comportamento da cauda
da distribuição, sendo por isso de esperar que o teste BHEP seja sensı́vel a alternativas com ‘caudas
pesadas’. Por razões análogas, será de esperar que o teste possa ser mais sensı́vel para alternativas
com ‘caudas leves’ para valores pequenos de h. Na ausência de informação adicional sobre o tipo de
alternativa em causa, recomenda-se a utilização da janela combinada

h = h̄ :=
1
2

hL +
1
2

hP,

que conduz a um teste com boas propriedades de potência para um vasto conjunto de distribuições
alternativas (cf. Tenreiro, 2009).

5. Combinando testes de Mardia e BHEP

Apesar das boas propriedades reveladas pelo teste BHEP baseado em B(h̄), para diversas distribuições
alternativas este teste é claramente superado por um dos testes de Mardia. O teste MS revela-se par-
ticularmente eficiente na detecção de alternativas assimétricas ou com ‘caudas pesadas’, enquanto que
o teste MK mostra-se especialmente eficaz na detecção de alternativas com ‘caudas leves’ (cf. Henze e
Zirkler, 1990; Romeu e Ozturk, 1993). A ideia de combinar os testes de Mardia e BHEP de forma a obter
um teste que possa usufruir das boas propriedades de cada um dos testes intervenientes na combinação
surge assim de forma natural, sendo a mesma analisada em Tenreiro (2011) utilizando um método, con-
siderado em Fromont e Laurent (2006), que pode ser interpretado como um melhoramento do método
de Bonferroni clássico.

Sendo Tn,h,h ∈ H, um conjunto finito de estatı́sticas de testes invariantes para transformações afins
dos dados, o teste múltiplo proposto rejeita a hipótese MVN se pelo menos uma das estatı́sticas Tn,h for
maior que o seu quantil de ordem 1− un,α sob a hipótese nula, onde un,α é calibrado de forma que o
teste múltiplo tenha um nı́vel de significância não superior ao nı́vel nominal α fixado à partida. Mais
precisamente, sendo cn,h(u) o quantil de ordem 1−u da estatı́stica de teste Tn,h sob H0 e considerando a
estatı́stica corrigida

Tn(u) = max
h∈H

(

Tn,h − cn,h(u)
)

,

o teste múltiplo rejeita a hipótese H0 sempre que

Tn(un,α)> 0

onde
un,α = sup{u ∈ ]0,1[: P0(Tn(u)> 0)≤ α} ,
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e P0 é a distribuição normal standard sobre R
d . Na prática, o nı́vel un,α , segundo o qual cada um dos

testes baseados nas estatı́sticas Tn,h é aplicado, é estimado através de experiências de Monte Carlo sob
H0.

Em Tenreiro (2011) o método geral anterior é utilizado para combinar os testes baseados nas es-
tatı́sticas Tn,1 = MS, Tn,2 = MK, Tn,3 = B(hL) e Tn,4 = B(hP). Outras combinações de testes invariantes
duma hipótese MVN são naturalmente possı́veis. Dum ponto de vista teórico, o teste resultante da
combinação dos quatro testes anteriores é convergente para toda distribuição alternativa e, para n fixo,
o seu nı́vel de significância não é superior ao nı́vel nominal α ∈ ]0,1[ fixado à partida. O desempenho
a distância finita do procedimento múltiplo foi avaliado sob H0, revelando o teste possuir um nı́vel de
significância efectivo muito próximo do nı́vel nominal α , e sob um vasto conjunto de distribuições alter-
nativas que são habitualmente consideradas na literatura em estudos deste tipo. Como seria de esperar,
fixada uma distribuição alternativa, o teste múltiplo proposto nunca é o melhor dos testes incluı́dos na
combinação. No entanto, ele herda as boas propriedades de cada um dos testes envolvidos no proce-
dimento múltiplo, revelando um bom desempenho para todas as alternativas consideradas. Tendo em
conta que numa situação real a formulação duma hipótese alternativa é em geral impossı́vel, a pro-
priedade anterior é muito interessante não sendo a mesma partilhada por nenhum dos testes envolvidos
na combinação considerada. Além disso, o teste mostra um bom desempenho global quando comparado
com os mais recomendados testes duma hipótese MVN, o que nos leva a considerá-lo uma alternativa
válida aos diversos testes propostos na literatura. Uma função escrita em R para implementar este teste
está disponı́vel no endereço http://www.mat.uc.pt/∼tenreiro/publications.
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1 Introdução 
 
No contexto de dados geo-referenciados, existem situações práticas para as quais é bastante útil a 

estimação da função de distribuição do processo espacial, uma vez que define a probabilidade da 

variável envolvida não exceder um determinado valor de corte, permitindo a construção de mapas de 

risco. A aproximação da função de distribuição poderá se basear na aplicação de métodos de krigagem 

da indicatriz ou na estimação do sill (patamar), que exigem condições de estacionaridade do processo 

aleatório ou a estimação do variograma (ou covariograma) da indicatriz. Em Garcia-Soidán & 

Menezes (2012), sugere-se um estimador tipo-núcleo como alternativa não-paramétrica ao estimador 

proposto por Matheron para o variograma da indicatriz. Nesse trabalho, alguns estudos numéricos 

envolvendo dados simulados são apresentados para ilustrar o melhor desempenho desta proposta 

versus a clássica. Pretende-se, aqui, apresentar os principais resultados desta proposta, e descrever a 

sua aplicação a um conjunto de dados ambientais (concentrações de nitratos em águas subterrâneas) 

recolhidos na zona de Beja, permitindo a construção de mapas de risco de poluição da referida região. 
 
2 Principais resultados 
 

A aproximação da função de distribuição de um processo aleatório espacial Z(s) : s ∈ D ⊂ R
d{ }

 
poderá 

ser importante, por exemplo, para estimar depósitos de um determinado metal ou avaliar a 

contaminação do solo, ou em esquemas de classificação para a análise de mapas. Tipicamente, um 

número finito de localizações espaciais s
i
 são selecionadas, 1≤ i ≤ n , onde medições da variável 

envolvida são recolhidas e usadas para calcular informação para toda a região de observação, 

incluindo as localizações não amostradas.  

 

 

2.1 Métodos para aproximar F(.) 
 
Neste contexto, poderá ser adotada a krigagem da indicatriz, um método não paramétrico eficiente 

para aproximar a função de distribuição (Journel, 1983).  

A abordagem da indicatriz é baseada na interpretação da função de distribuição como a esperan�a de 

uma variável aleatória tipo indicatriz, nomeadamente: 

  
P(Z(s) ≤ x) = F

s
(x) = E[I

Z
(s,x)] 

onde I
Z
(s,x) =1 se Z(s) ≤ x  e zero caso contrário. Na prática, a distribuição é aproximada em Q 

valores de corte x
q
, pré-definidos, e os restantes valores são obtidos por interpolação.  

Pelo teorema da projeção analisado em Goovaerts (1997), o estimador de mínimos quadrados (kriging) 

da função indicatriz é também o estimador de mínimos quadrados da sua esperança. 
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Consequentemente, uma aproximação da função de distribuição na localização s e valor de corte x  é 

dada pelo preditor de krigagem da indicatriz I
Z
(s,x), obedecendo à seguinte expressão:  

ˆ I 
Z
(s,x) = λ

i
I

Z
(s

i
, x)

i=1

n

  

onde os parâmetros λ
i
 são obtidos resolvendo as correspondentes equações de kriging. Tal implica a 

estimação de um variograma (ou função de covariância) para cada valor de corte, denominado o 

variograma da indicatriz (ou covariograma da indicatriz).  

 

Journel (1983) propõe um método alternativo para a aproximação da função distribuição. Debaixo do 

pressuposto que o variograma da indicatriz pode ser aproximado e o respetivo sill (patamar) 

adequadamente estimado, a distribuição para o correspondente valor de corte poderá ser calculada 

resolvendo-se uma equação de segundo grau, em vez do sistema de equações de kriging. Para tal, 

deve-se considerar a expressão (1), que relaciona o sill S(x) com a função de distribuição para o valor 

x . 

 

A validade dos dois métodos referidos para a aproximação de F
s
(x) é garantida debaixo dos seguintes 

pressupostos: 

 

a) E I
Z
(s',x) − I

Z
(s' ', x)[ ]= 0,∀s',s' '∈ D 

b) Var I
Z
(s', x) − I

Z
(s' ',x)[ ]= 2γ

I
Z

(s'−s' ',x),∀s',s' '∈ D   

 

onde γ
I Z

 identifica o variograma da indicatriz de Z . As hipóteses a) e b) são verificadas para um 

processo estritamente estacionário, embora esta condição possa ser eventualmente um pouco restritiva 

em aplicações a dados reais. Uma alternativa poderá ser apenas considerar a hipótese a) de um forma 

“local”, ou seja, assumir a) apenas numa vizinhança de s.    

Adicionalmente, iremos considerar que  

 

Z(s) = µ(s) +Y (s) 

 

onde {Y (s) : s ∈ D ⊂ R
d } é um processo aleatório estritamente estacionário de média zero e µ(.)  

representa uma tendência determinística, nomeadamente E[Z(s)] = µ(s),∀s ∈ D. Assumindo-se que 

µ(.)  pode ser adequadamente caracterizado, então a estimação da função F
s
 pode ser reduzida à 

estimação da distribuição de Y . Considerando-se que G  e G
s',s''  identificam as funções de distribuição 

univariada e bivariada de Y , tem-se 

 

P(Y (s') ≤ x) = G(x),∀s'∈ D,x ∈ R  
P(Y (s') ≤ x,Y (s' ') ≤ y) = G

s',s'' (x, y) = G0,s'−s'' (x, y),∀s',s' '∈ D, x,y ∈ R  
 

Verifica-se então que, ∀t ∈ R
d :   

 

2γ
IY

(t,x) = Var I
y
(s,x) − I

y
(s + t, x)[ ]= 2 G(x) − G0,t (x, x)( ) 

 

Por conseguinte, as condições a) e b) prevalecem para o processo Y . Os métodos “krigagem da 

indicatriz” ou “estimação do sill” podem, então, ser adotados para aproximar a função de distribuição 

G  e, por sua vez, a distribuição de Z  pode ser obtida considerando 

 

F
s
(x) = G(x − µ(s)). 
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2.2 Estimadores do variograma da indicatriz 
 
Um estimador do variograma da indicatriz é dado pelo variograma experimental, obtido pelo método 

dos momentos (Matheron, 1963):  

2ˆ γ 
I

Y

(t, x) =
1

N(t)
(I

Y
(s

i
, x) − I

Y
(s

j
, x))2

(i, j )∈N (t )

  

onde N(t)  denota o número de pares distintos em N(t) = (i, j) : s
i
,s

j
∈ D,s

i
− s

j
= t{ }.  

 

Em Garcia-Soidán & Menezes (2012), propõe-se um variograma alternativo baseado na estimação tipo 

núcleo, dado por: 

2ˆ γ 
I

Y
,h (t,x) =

K
t − (s

i
− s

j
)

h

 

 
 

 

 
 IY

(s
i
,x) − I

Y
(s

j
,x)( )

2

i≠ j



K
t − (s

i
− s

j
)

h

 

 
 

 

 
 

i≠ j


 

 

onde K  representa uma função núcleo d-dimensional e h o parâmetro janela. O estimador proposto, 

semelhante ao apresentado em Garcia-Soidán (2007), goza de propriedades como a consistência, 

sendo representado por uma função mais suave do que a associada ao estimador de Matheron. Por 

conseguinte, é expectável que ofereça um melhor desempenho quer para o cálculo de um variograma 

válido (i.e. condicionalmente negativo-definido; ver por exemplo Pardo-Igúzquiza (1998)) quer para o 

cálculo do sill S(x), necessários para a aproximação da função distribuição. De acordo com Journel 

(1983), tem-se 

 

S(x) = lim
t → ∞

γ
I

Y
,h (t, x) = G(x) − G(x)2

  (1) 

 

o que nos irá permitir aproximar G(x) e, por sua vez, F
s
(x). 

 

 

3. Aplicação a dados ambientais 
 
Como exemplo de motivação para a aplicação da metodologia previamente apresentada, adotámos um 

conjunto de dados com valores de concentrações de nitratos em águas subterrâneas. Os dados foram 

recolhidos na zona de Beja em 1998 e 2000 (ver Figura 1). Conforme descrito em Paralta & Ribeiro 

(2003), os níveis da concentração de nitrato dependem da época do ano e a nossa análise irá se 

restringir ao mesmo mês de cada ano (Julho).  

 

 
 

Figura 1. Localização do Aquífero Sistema de Gabros, em Beja. 

     Área de estudo (marcada) com cerca de 50km2. 
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A Tabela seguinte apresenta um sumário das principais estatísticas descritivas obtidas para os dados 

disponíveis, tendo sido identificados três outliers em ambos os anos (que foram mantidos no conjunto 

de dados). 

 

 









  

  

  

  

  

  

 

Note-se que a média é mais elevada em 2000 do que em 1998, o que poderá eventualmente ser 

justificado por um aumento dos níveis de poluição na zona de estudo entre as duas campanhas. De 

acordo com a regulamentação Portuguesa e da União Europeia, sobre o controlo de poluição e 

classificação de água potável, o valor máximo admissível de concentração de nitrato é 50mgNO3/L. 

Pretende-se, então, determinar a probabilidade da concentração deste poluente não exceder este valor 

crítico, numa localização qualquer não amostrada, permitindo a construção de mapas de risco de 

poluição da referida região. A variável indicatriz I(s, x) irá considerar x  igual a 50mgNO3/L e Z(s) 

será definido como o logaritmo da concentração de nitrato na localização s. 

 

 
 

Figura 2. Representação espacial dos dados para 1998, 1.fila, e 2000, 2.fila (dados originais e 

dados da indicatriz na 1.coluna e 2.coluna, respetivamente). Os paneis da 3.coluna 

apresentam os estimadores não paramétricos dos variogramas da indicatriz e as 

respetivas versões válidas (linhas a cheio) para as concentrações de NO3 em Beja.  
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Os paneis da 1.coluna da Figura 2 mostram as localizações das estações de monitorização para cada 

ano, onde a distância unitária é 1km. O tamanho de cada carater é proporcional ao valor medido para a 

concentração de nitrato De forma semelhante, os paneis da 2.coluna apresentam os dados da variável 

da indicatriz, onde os carateres maiores identificam as localizações cujas concentrações são inferiores 

ao valor crítico (50 mg NO3/L). 

 

As aproximações obtidas para os variogramas da indicatriz, baseadas no estimador Matheron e no 

estimador núcleo proposto, estão representados nos paneis da 3.coluna. Paralta & Ribeiro (2003) 

apresentam mapas de kriging para as mesmas variáveis da indicatriz, depois de ajustar um modelo 

esférico às estimativas de Matheron. No nosso estudo, iremos proceder de forma análoga para o 

estimador de Matheron. Adicionalmente, iremos obter uma versão válida do estimador núcleo através 

do método de Shapiro & Botha (1991), evitando problemas de especificação incorreta do modelo 

paramétrico. Com o estimador núcleo válido, obtivemos estimativas para o sill iguais a 0.235 e 0.119, 

para 1998 e 2000, respetivamente. As estimativas do raio de influência não diferem muito entre as 

duas campanhas, sendo também semelhantes às apresentadas em Paralta & Ribeiro (2003), sendo 

cerca de 1.3km para 1998 e 1km para 2000. 

Pretende-se, agora, construir mapas de risco de poluição para a referida região. Começa-se por 

considerar o modelo Z(s) = µ(s) +Y (s), aproximando-se a superfície µ(s)  por uma interpolação spline 

(resultados estão apresentados nos paneis da 1.coluna da Figura 3). Y(.)  pode-se assumir como sendo 

um processo aleatório estacionário de média zero, com distribuição espacial denotada por G. 

Consequentemente, a aproximação F
s
(50) pode ser obtida como ˆ F 

s
(50) = ˆ G (50 − µ(s)), conforme 

anteriormente descrito.  

 
Figura 3. Paneis da 1.coluna apresentam ˆ µ (s) . Paneis da 2.coluna apresentam os mapas de risco de 

poluição para as concentrações de NO3 em Beja, mostrando as estimativas de F
s
(50), i.e. a 

probabilidade de não exceder o valor crítico (50mgNO3/L), baseado no método kriging da 

indicatriz (IK). Paneis da 3.coluna apresentam os respetivos mapas de incerteza das 

predições. 
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O nosso objetivo prende-se agora com a aplicação dos métodos apresentados, quer pela krigagem da 

indicatriz quer pela estimação do sill, para aproximar a distribuição G(.). Para cada método, 

consideram-se as duas alternativas para estimar o variograma da indicatriz, estimador de Matheron ou 

tipo núcleo. 

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos para F
s
(50), no caso específico da krigagem da indicatriz, 

considerando-se que s percorre uma grelha de aproximadamente 720 pontos. Repetiu-se a construção 

destes mapas de risco pelo método da estimação do sill, tendo-se obtido resultados semelhantes, com a 

vantagem de apenas ser necessário resolver a equação de 2ºgrau dada em (1) em vez do sistema usual 

de equações de kriging. Observando-se os mapas da 2.coluna da Figura 3, conclui-se que 1998 tem 

associado maiores probabilidades de não exceder o valor de risco de 50mgNO3/L do que 2000, ou 

seja, os resultados apontam para um aumento dos níveis de poluição entre as duas campanhas.  

Deste modo, confirmou-se que os métodos propostos em Garcia-Soidán & Menezes (2012), e aqui 

brevemente apresentados sem entrar em questões cruciais tais como a seleção adequada do parâmetro 

janela h, permitem identificar a localização de áreas de elevado risco de poluição, disponibilizando 

informação importante para a tomada de decisões relacionadas com a saúde pública.  
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1. Introdução, noções e dificuldades

O presente artigo apresenta alguns resultados e métodos para a estimação de distribuições de probabili-
dade cujo suporte é discreto. A resposta mais óbvia e simples seria a considerarmos frequências relativas,
isto é, considerar para cada ponto do suporte o quociente entre o número de observações iguais ao ponto
de estimação e o total de observações disponı́veis. Este método para construção de aproximações é bem
conhecido e, como consequência imediata das leis dos grandes números, fornece estimativas que con-
vergem, nos vários sentidos correntes em Probabilidades e Estatı́stica, para o valor pretendido. É também
bem conhecido que este tipo de aproximações não se limitam a ser bons estimadores para o caso de su-
portes discretos, já que é simples a sua adaptação ao contexto de distribuições contı́nuas, considerando
intervalos no lugar de pontos individuais e, eventualmente, uma normalização adequada. O contexto
de distribuições com suporte contı́nuo acaba por ser mais natural para a manipulação formal e, espe-
cialmente, para a apresentação das ideias que estão subjacentes aos métodos do tipo núcleo. De forma
a ser possı́vel alguma formalização, introduz-se em seguida alguma notação. Estaremos interessados
na distribuição de probabilidade de uma variável aleatória X que suporemos ter função de distribuição
F(x) = P(X ≤ x). Podemos estar interessados na estimação de F(x) ou, caso esta exista, na estimação de
f (x) = F ′(x), a densidade da distribuição. É evidente que esta última possibilidade apenas faz sentido no
caso de distribuições absolutamente contı́nuas. A estimação de F é obtida através dos quocientes referi-
dos acima que podem ser formalizados da seguinte forma: considera-se que dispomos de uma amostra
X1, . . . ,Xn da variável X , um conjunto A de valores possı́veis e constrói-se

̂Fn(A) =
1
n

n

∑
i=1

IA(Xi), (1)

onde IA(Xi) = 1 se Xi ∈ A, sendo igual a 0 no caso contrário. O somatório efetua a contagem do número
de observações que caı́ram no conjunto A. Assumindo a habitual hipótese de independência, a lei
dos grandes números fornece imediatamente a convergência, com probabilidade 1, para E(IA(Xi)) =
P(X ∈ A). É também simples invocar resultados do tipo Teorema do Limite Central para encontrarmos
caracterizações mais precisas do comportamento de ̂Fn e, em particular, construir intervalos de confiança.
Note-se que este resultado vale para todas as escolhas possı́veis do conjunto A, pelo que permite uma
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grande flexibilidade mesmo em relação às propriedades do suporte da distribuição. A aproximação da
densidade f pode ser obtida da forma análoga através de

̂fn(x) =
1
nh

n

∑
i=1

I(x−h/2,x+h/2)(Xi). (2)

Note-se a introdução do parâmetro h, o que corresponde, relativamente, a uma escolha particular do
conjunto A em (1) que permite uma invocação do Teorema do Valor Médio que justifica a construção.
É este estimador (2) que é habitualmente designado por estimador da janela móvel. Uma observação
óbvia: no caso de suportes discretos (2) reduz-se a (1) caso h seja suficientemente pequeno. O estimador
(2) tem alguns inconvenientes evidentes. Há claros problemas quanto à continuidade da função ̂fn(x),
o que é sempre uma propriedade desejável. Por outro lado, a utilização da função I faz com que haja
um corte abrupto na informação que é incluı́da na construção da aproximação ̂fn(x). De facto, qualquer
observação da variável aleatória que fique a uma distância maior do que h

2 do ponto x não contribui com
qualquer informação. Uma extensão aparece como natural quando se observa que 1

hI(x−h/2,x+h/2)(·) é
uma função de densidade de probabilidade. Porque não substituı́-la por alguma outra função de densi-
dade de probabilidade? Note-se ainda que esta função densidade utilizada em (2) pode ser vista como
uma transformação, em localização e escala, da densidade I(−1/2,1/2)(x). Surge assim de forma natural
o estimador do núcleo para a densidade de probabilidade

̂fn(x) =
1
nh

n

∑
i=1

K
(

x−Xi
h

)

, (3)

onde K é uma densidade de probabilidade, designada por função núcleo, e h um parâmetro que varia com
n tendendo para 0, designado por janela. Caso pretendamos proceder à estimação em Rd , substitui-se h
por hd na expressão acima. Existe uma extensı́ssima literatura sobre este tipo de estimadores. Para um
estudo das propriedades básicas destes estimadores sugere-se uma consulta a Scott [13], Silverman [14]
ou Wand e Jones [17]. O parâmetro crucial para o comportamento deste tipo de estimadores é a escolha
de h, já que se mostra que a função K acaba por ter um efeito secundário nas propriedades de (3).

Os métodos de estimação do tipo núcleo foram inicialmente introduzidos noutro contexto por
Nadaraja [11] e Watson [18]. Para estes autores o problema era o da aproximação de uma função de
esperança condicional r(x) = E(Y |X = x), sem necessitar de colocar à partida hipóteses sobre a forma
de r. É aliás uma constatação simples de verificar, consultando a bibliografia entretanto produzida, que
os dois problemas de aproximação referidos, densidade ou regressão, têm uma evolução paralela quer
em metodologias quer em resultados. De facto, embora esse aspeto não seja neste texto desenvolvido,
estes dois problemas podem ser vistos como casos particulares de um mesmo problema de estimação
colocado num contexto mais geral, conforme foi explorado em Jacob e Oliveira [9, 10].

Voltando à expressão (3), esta traduz uma ideia bastante natural. De facto, a intuição subjacente a (3),
consiste em, para obter uma aproximação no ponto x, calcular uma média (pesada) das observações numa
vizinhança adequada deste ponto. É a escolha do parâmetro h mencionado acima que faz a definição
desta vizinhança adequada. Esta argumentação é completamente natural quando se trabalha com da-
dos com distribuição contı́nua. Mais ainda, apesar de se não terem aqui incluı́do resultados nem as
suas demonstrações, uma inspeção da argumentação utilizada na prova das (boas) propriedades dos es-
timadores do núcleo deixa claro que são fundamentais as caracterı́sticas da medida de Lebesgue em R
ou na sua versão mais geral em Rd . Para além desta medida dar um sentido natural à noção de densi-
dade tem algo de realmente caracterı́stico, que é a sua invariância relativamente a translações. É esta
invariância que acaba por ser o argumento determinante em muitas das demonstrações de propriedades
dos estimadores da forma (3). São estas as duas dificuldades a ultrapassar quando se pretende extender
a utilização de estimadores do tipo núcleo a contextos distintos dos tradicionais espaço Euclideanos.
Não é esse o objetivo deste texto, mas são estas as dificuldades técnicas que é necessário contornar na
estatı́stica com dados funcionais, que se tornou bastante popular nos últimos anos. No que respeita a
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variáveis com distribuição discreta, as que irão ser abordadas no restante deste texto, as dificuldades
técnicas a ultrapassar para a utilização desta metodologia dizem respeito ao tratamento das noções de
vizinhança e também às transformações por efeito de escala que, naturalmente, nos podem colocar fora
do suporte da distribuição.

2. Primeiras extensões

Uma das primeiras utilizações deste tipo de estimadores que incluem regularização das observações
em contexto discreto aparece em Aitchison e Aitken [5] associado a um problema de discriminação.
Considerando que a variável aleatória X apenas assume valores em B = {0,1}d pretende-se obter uma
aproximação para P(X = y), com y ∈ B, propondo-se a seguinte estimativa:

̂f (y|h) = 1
n

n

∑
j=1

W (h,y,Xj), onde W (h,y,Xj) = hd−d∗(y,x)(1−h)d∗(y,x), h ∈
[1

2 ,1
]

, (4)

e d∗(x,y) conta as discrepâncias entre as coordenadas de x e de y (recorde-se que se trata de vetores
constituı́dos apenas por 0’s e 1’s), d∗(y,x) = (x− y)t(x− y). Refira-se que, apesar de h ter um papel
de regularização não corresponde neste estimador à definição de uma vizinhança, tal como na definição
geral (3). É simples verificar que a escolha do parâmetro h= 1

2 conduz à construção de uma aproximação
uniforme sobre B = {0,1}d , enquanto que a escolha h = 1 conduz ao estimador das frequências relati-
vas de cada ponto. A escolha adequada fica assim algures no interior do intervalo

[1
2 ,1

]

. Estes autores
utilizam assim um estimador do tipo núcleo num espaço discreto resolvendo, para já, a questão da
definição da função núcleo tirando partido da estrutura particular do suporte da distribuição de proba-
bilidade. Para a escolha da janela Aitchison e Aitken [5] mostram que a maximização relativamente a
h da verosimilhança ∏n

i=1
̂fn(xi|h) conduz necessariamente a h = 1, isto é, ao estimador das frequências

relativas. A alternativa considerada por estes autores maximiza uma pseudo-verosimilhança construı́da
através de um argumento do tipo jacknifing: representemos por D a amostra, por D − xi a amostra
com a observação xi excluı́da e por ̂fn(x|D,h) o estimador definido em (4), para tornar evidente qual a
amostra que intervém na sua definição; neste caso escolhe-se hn = argmax∏n

i=1
̂fn(xi|D− xi,h). Esta

maximização, conforme se mostra em [5], conduz a um parâmetro de regularização hn inferior a 1 mas
que verifica hn → 1. Por um lado isto garante a consistência mas por outro dá a indicação de que para
amostras grandes o estimador das frequências relativas está muito próximo de ser o mais adequado.

Uma alteração de notação permite uma abordagem um pouco distinta mas que justifica que alguma
regularização dá sempre uma melhoria relativamente às frequências relativas. Para a descrição do resul-
tado necessitamos de alterar a notação. Suponhamos agora que X é uma variável cujo suporte contém Q
pontos estando associados a cada um deles as probabilidades pq = P(X = q), q = 1, . . . ,Q. Designemos
ainda por n1, . . . ,nQ a contagem do número de observações igual a cada um dos pontos. Então, para cada
�= 1, . . . ,Q (4) pode-se reescrever na forma, conforme Titterington [16],

̂fn(�) =
1
n

Q

∑
j=1

λ�, jn j, com λ�,� = h, λ�, j =
1−h
Q−1 , (� �= j) (5)

É ainda possı́vel verificar que esta representação se pode escrever na forma ̂fn(�) =
1−α

n (n1, . . . ,nQ)+

αθ , onde θ = ( 1
Q , . . . ,

1
Q) e α = 1−h

Q−1 (h = 1 continua a corresponder ao estimador das frequências).

Esta forma de escrever o estimador mostra que ̂fn se pode interpretar como uma convolução entre a
distribuição uniforme no suporte e a distribuição definida pelas frequências relativas. Brown e Run-
dell [6] analisam a soma dos erros quadráticos SEQ(h) = ∑Q

q=1(
̂fn(q)− pq)

2 onde, h é o parâmetro
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de regularização na definição de ̂fn. Em [6] mostra-se que existe
sempre h < 1 tal que SEQ(h) < SEQ(1). Isto é, no sentido do erro
quadrático há sempre vantagem em proceder a alguma regularização,
mesmo que a convolução a fazer guarde essencialmente as frequências
relativas, isto é, sejamos levados a uma escolha de h próxima de 1,
conforme se ilustra na figura ao lado que mostra uma representação
gráfica tı́pica da função SEQ(h). Este comportamento confirma o
obtido por Aitchison e Aitken [5].

A partir de representação de SEQ como uma função quadrátrica de h Brown e Rundell [6] definem
um estimador para esta quantidade que depois otimizam para propor a escolha

ĥv =
1
Q
Ihv≤ 1

Q
+hvI 1

Q<hv≤1 + Ihv>1,

onde

hv =
NtAN

(

n+ n−1
Q−1

)

−n2

Q(n−1)
Q−1 NtAN

, N = (n1, . . . ,nQ), A =







1 −1
Q−1

. . .
−1

Q−1 1






.

3. Uma abordagem genérica

Antes de partir para outras variantes na estimação em suportes discretos referem-se de seguida alguns
resultados que estendem caracterizações dos estimadores de tipo núcleo a situações mais gerais do que
as clássicas. Suponhamos que B ⊂ Rd e que fixamos uma medida ν que admitimos ser σ -finita em B.
Refira-se que o caso clássico dos estimadores do núcleo consiste em tomar B = Rd e ν a medida de
Lebesgue. No que se segue X1, . . . ,Xn é uma amostra de uma variável aleatória X com valores em B e
admitimos que a sua distribuição PX é absolutamente contı́nua em relação a ν e pretendemos estimar a
derivada de Radon-Nikodym f = dPX

dν . No caso clássico esta derivada não é mais do que a densidade.
No caso de B ser discreto estamos a estimar a função de probabilidade. É neste contexto que é estudada
a estimação pelo método do núcleo em Campos e Dorea [7] que definem um estimador da forma

pn(x) =
1
n

n

∑
j=1

W (h,x,Xj), (6)

onde W é uma função tal que
∫

|W (h,x,y)| ν(dy) < ∞, para h ∈ (0,h0] para algum h0 > 0. É imediato
verificar que, no caso B =Rd a escolha W (h,x,Xk) =

1
hd K( x−Xk

h ) conduz ao estimador do núcleo clássı́co
(3). No caso B =N, a escolha W (h, i, j) = h

2uI| j−i|=1,...,u+(1−h)I j=i, onde u ∈N define o suporte desta
função, define um núcleo uniforme em pontos vizinhos do ponto i em que se faz a estimação. O controlo
desta função W é crucial para obter as boas propriedades do estimador pn. No caso de B ser discreto e
admitindo que W só assume valores não negativos, a condição de integrabilidade segue-se de

∫

W (h,x,y)ν(dy) = ∑
n

W (h,x,xn)≤ K0(x). (7)

Além da condição sobre a integrabilidade já referida é necessário o controlo dos valores da função W .
Para isso considerem-se as seguintes condições:

∀δ > 0, ∃Kδ ,
∣

∣W (h,x,y)I{|y−x|>δ}
∣

∣≤ Kδ (x)< ∞, e lim
h→0

W (h,x,y)I{|y−x|>δ} = 0. (8)

A primeira destas duas condições é uma limitação uniforme dos valores de W longe da diagonal prin-
cipal de B. Quanto à segunda ela é verificada trivialmente em núcleos do tipo dos do exemplo discreto
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apresentado acima. Uma das condições correntes no caso clássico é a continuidade da função a estimar,
que é substituı́da por

x ∈Cν ⇔ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ν{y ∈ B : ||x− y|| ≤ δ , | f (x)− f (y)|> ε}= 0. (9)

Os pontos em Cν dizem-se pontos de ν-continuidade de f .

Teorema 1 Se (8) e (9) se verificam então, em todo o x ponto de ν-continuidade tem-se

lim
h→0

∣

∣

∣

∣

∫

W (h,x,y) f (y)ν(dy)− f (x)
∫

W (h,x,y)ν(dy)
∣

∣

∣

∣

= 0.

É agora imediato obter condições que garantem que pn definido em (6) é assintoticamente centrado.

Corolário 2 Além de (8) e (9), admita-se que hn −→ 0 e
∫

W (h,x,y)ν(dy) = 1. Então E(pn(x)) −→
f (x).

No caso de B ser discreto já vimos que a condição de integrabilidade se traduz em (7) que garante também
a verificação da primeira das condições em (8). Vejamos em que se traduz a ν-continuidade no caso de
suportes discretos e em que ν é a medida de contagem. São imediatas as caracterizações seguintes.

Proposição 3 Seja ν uma medida de contagem. Todos os pontos de B que não são de acumulação são
pontos de ν-continuidade. Um ponto de acumulação de B é ponto de ν-continuidade se e só se for ponto
de continuidade.

Um exemplo frequente de regularização em suportes discretos consiste na escolha W ∗(h,x,y) = K(||x−
y||)I||x−y||<h. O estimador baseado nesta função W ∗ traduz-se no cálculo de uma média pesada dos
pontos numa vizinhança de x. Admitindo que h é suficientemente pequeno, quanto à condição de inte-
grabilidade, temos

∫

K(||y−x||)I||y−x||<h ν(dy)=















K(0), se 0 não é ponto de acumulação de B,

K(0)+2 ∑
n:||y−x||<h

K(xn), se 0 é ponto de acumulação de B.

As condições (8) e (9) deduzem facilmente-se de supK(x)≤ K(0)< ∞. O Teorema 1 implica agora que
E(pn(x))−→ K(0) f (x).

A convergência quase certa necessita de algum controlo adicional no parâmetro de regularização h.
Recorde-se que esta é exatamente a situação no caso clássico em que se supõe nhn −→+∞, para obter o
controlo da variância do estimador. Para cada ponto de ν-continuidade de f defina-se γn(x) = ν{y ∈ B :
||y− x|| ≤ h} e assuma-se que

lim
n→+∞

γn(x) = γ(x)< ∞, lim
n→+∞

nγn(x) = +∞, |γ(x)W (h,x,y)| ≤ K1(x)< ∞, h ∈ (0,h0). (10)

Teorema 4 Admita-se que x é ponto de ν-continuidade tal que (10), hn −→ 0 e
∫

W (h,x,y)ν(dy) = 1 se
verificam. Se ∑n exp(−nγn(x)) < ∞ então pn(x) −→ p(x) quase certamente exceto eventualmente para
valores de x num conjunto de medida ν nula.

As hipóteses que figuram em (10) fazem a extensão das hipóteses clássicas sobre h. De facto, se ν
for a medida de Lebesgue em Rd é fácil ver que γn(x) é, a menos da multiplicação por uma constante,
hd

n . Num caso que nos interessa explorar aqui, em que B ⊂ R é discreto e ν a medida de contagem,
temos γn(x) = 2�h�+ 1 se x não é ponto de acumulação e γn(x) = +∞ caso contrário. Assim, neste
caso não há possibilidade de cumprir (10), pelo que estes resultados gerais não nos conseguem fornecer
a convergência quase certa. Felizmente, é possı́vel obter um resultado para a escolha do núcleo W ∗

referido acima.
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Teorema 5 O estimador (6) baseado no núcleo W ∗ verifica pn(x) −→ p(x) quase certamente exceto
eventualmente para valores de x num conjunto de medida ν nula desde que supK(x)≤ K(0)< ∞.

A demonstração deste resultado não aparece em Campos e Dorea [7], mas facilmente se obtém seguindo
o plano de demonstração do Teorema 3 em [7]. É ainda possı́vel deduzir, neste caso, que a ordem

de convergência é
(

logn
n

)1/2
. Recuperam-se assim resultados similares aos bem conhecidos no caso

Euclideano clássico.
A normalidade assintótica pode também ser demonstrada utilizando este contexto genérico para a

estimação. Como habitualmente é necessário algum controlo adicional nos momentos para permitir
estabilizar as variâncias das variáveis.

Teorema 6 Seja x um ponto de ν-continuidade tal que f (x)> 0. Suponhamos que (10) se verifica e que,
além disso,

liminf
n→+∞

∫

γn(x)W 2(h,x,y)ν(dy) = K1(x)> 0. (11)

Então
pn(x)−Epn(x)

Var(pn(x))
d−→ Z ∼ N (0,1).

Este resultado enferma da mesma dificuldade que o Teorema 4 quanto à sua adaptação ao contexto
discreto, devido ao significado do parâmetro γn(x) que torna (10) não cumprı́vel. Refira-se apenas que
no caso discreto a condição (11) apenas levanta dificuldades se x for ponto de acumulação de B. Tal
como para a convergência quase certa, também aqui é possı́vel demonstrar um resultado de normalidade
assintótica particularizando a escolha da função núcleo.

Teorema 7 O estimador (6) baseado no núcleo W ∗ verifica o resultado de normalidade assintótica do
Teorema 6 se suph,yW 2(h,x,y)≤ K2(x)< ∞, supK(x)≤ K(0)< ∞ e

1
s2

n

n

∑
j=1

∫

{|Yn, j|>εsn}
Y 2

n, j dP −→ 0,

onde Yn, j =W (h,x,Xj)−EW (h,x,Xj) e s2
n = ∑ j Var

(

W (h,x,Xj)
)

.

Acrescente-se apenas que, nas condições do teorema anterior s2
n ∼ np(x)(1− p(x))K2(0). Mais uma vez

este resultado não se encontra em Campos e Dorea [7], mas facilmente se demonstra por verificação da
condição de Lindeberg para a soma de variáveis que define o estimador pn(x).

A caracterização de escolha ótima para o parâmetro h fica um pouco mais problemática neste con-
texto genérico para a estimação. Lutamos aqui com as dificuldades referidas acima por deixarmos de
poder contar com as propriedades geométricas da medida de Lebesgue. Apesar disso é possı́vel encon-
trar, em alguns casos particulares, critérios semelhantes aos clássicos. Desta vez será necessário colocar
hipóteses adicionais sobre o suporte, a distribuição e utilizar o núcleo W ∗. Admitamos que o suporte da
distribuição é um subconjunto simétrico dos inteiros e que a função f (x) se obtém por discretização de
uma verdadeira função densidade f ∗, isto é, que temos as seguinte representação f (x) =

∫ x+1/2
x−1/2 f ∗(u)du,

para x ∈ Z. Se, além disso, a função K tal que W ∗(h,x,y) = K(||x− y||)I||x−y||<h for simétrica é válida a
seguinte representação

∑
x

E(pn(x)− f (x))2 ∼ ( f ∗)′(x)
1
n

[h]

∑
u=−[h]

uK2(u)+ p(x)
1
n

[h]

∑
u=−[h]

K2(u)

+p(x)
1
n

(

[h]

∑
u=−[h]

K(u)

)2

+( f ∗)′′(x)
1

4n

[h]

∑
u=−[h]

u2K(u)+o
(

h
n
+h2

)

.



B o l e t i m  S P E34

Esta representação é similar à representação em ambiente Euclideano do erro quadrático médio com
integrais no lugar dos somatórios. A escolha do parâmetro de regularização h pode agora ser feito
otimizando esta expressão. Evidentemente, todas as dificuldades que é necessário resolver no contexto
Euclideano, e que estiveram na base de muita da investigação produzida a propósito do método do
núcleo, se mantêm embora com formulação discreta.

4. Estimação por polinómios locais

Nesta secção iremos considerar que o suporte da distribuição são os pontos xi =
i−1/2

Q , i = 1, . . . ,Q.
Esta restrição permite considerar o suporte contido em [0,1] e pensar que a distribuição se pode obter
por integração de uma função conveniente definida em [0,1]. Recorde-se que assumimos dispor de uma
amostra X1, . . . ,Xn e que representamos por n� o número de observações iguais a x�. Consideremos agora
uma função de pesos w(·) definida nos inteiros e defina-se, para cada �= 1, . . . ,Q,

H� =
Q

∑
j=1

(n j
n −β�

)2 w( j− �). (12)

A minimização relativamente a β1, . . . ,βQ destas funções H� conduz a um estimador para f (x�). A
intuição por detrás desta abordagem consiste em fazer uma média pesada das frequências relativas ob-
servadas à volta do ponto de referência x�. É fácil encontrar uma expressão explı́cita para o estimador:

̂f (x�) = 1
n

u

∑
k=−u

n�−k
n w(k) = 1

n

�+u

∑
k=�−u

nk
n w(�− k),

onde u é o menor valor tal que w(k) = 0 sempre que |k|> u. Isto é, a minimização de cada H� conduz-nos
ao estimador do núcleo para cada f (x�), que pode ser representado na forma (6) escolhendo W1(h,x�,y)=
∑h

k=−h Ix�−k(y)w(k), pelo que se lhe aplicam as propriedades referidas na secção anterior.
Uma das vantagens da construção do estimador do núcleo a partir da minimização de (12) é que é

fácil obter uma extensão. A expressão (12) traduz que, em cada intervalo centrado em x� procuramos o
melhor segmento de reta horizontal para aproximar as observações disponı́veis. Ora, uma reta horizontal
não é mais do que a representação algébrica de um polinómio de grau 0. Então porque não substituir
este polinómio de grau 0 por um polinómio de outro grau. Este aumento de grau permitirá uma maior
liberdade no ajuste pelo que será de esperar uma melhoria nas aproximações que daı́ se seguirão. É esta a
ideia subjacente aos métodos de estimação por polinómios locais. Para um estudo bem completo das pro-
priedades desta famı́lia de estimadores refere-se o leitor para a monografia de Fan e Gijbels [8]. O ponto
de vista adotado em [8], tal com na maioria da literatura sobre estimadores por polinómios locais, coloca
o problema no contexto Euclideano clássico. Em contexto discreto, estes estimadores foram estudados
por Aerts, Augustyns e Janssen [1, 2, 3, 4], obtendo expressões matriciais explı́citas e caracterizações
para os resultados de consistência e de normalidade assintótica. Formalmente, o problema a resolver
passa a ser o da minimização de

H� =
Q

∑
j=1

(n j
n −β0,�−β1,�(x j − x�)−βp,�(x j − x�)p)2 w( j− �). (13)

O estimador que se obtém admite uma representação da forma ̂fn(x�) =∑Q
j=1 s�, j

n j
n , sendo os coeficientes

s�, j explicitamente descritos à custa de uma manipulação matricial baseada na amostra e na função de
pesos que, por uma questão de brevidade no texto, se não descreve aqui. O leitor interessado poderá en-
contrar estas expressões em Aerts, Augustyns e Janssen [2, 3]. Há uma subtileza nos resultados demon-
strados por estes autores: considera-se que o número de pontos Q no suporte da distribuição aumenta
à medida que o tamanho da amostra cresce, embora este aumento seja moderado já que se supõe que
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n/Q (dever-se-ia escrever agora Qn no lugar de Q, mas opta-se para manter a notação) tem limite finito
estritamente positivo. Esta hipótese pode ser interpretada como a existência de uma capacidade cres-
cente de distinção dos valores observados à medida de que dispomos de mais informação. O contexto de
estimação continua a ser discreto, mas tem em pano de fundo um contexto contı́nuo que permite recu-
perar a utilização de algumas das propriedades geométricas da medida de Lebesgue. Trata-se, portanto,
de um problema e de resultados de ı́ndole distinta dos abordados nas secções anteriores.

Admitindo que a distribuição discreta se obtém por discretização de uma densidade que tem derivadas
contı́nuas de segunda ordem e que a função de pesos é simétrica e de quadrado integrável (ou somável,
já que estamos em contexto discreto), em Aerts, Augustyns e Janssen [3] mostra-se que

Q

∑
j=1

E(̂fn(x j)− f (x j))
2 ∼ h2

Q
+

1
nQ

√
h
+o

(

h2

Q

)

+o
(

1
nQ

√
h

)

.

Refira-se que estes estimadores e representações podem ser reescritos admitindo que o suporte (dis-
creto) está contido em algum espaço de dimensão superior [0,1]d . Mais uma vez referem-se os leitores
interessados para Aerts, Augustyns e Janssen [1, 2, 3, 4] onde se poderão encontrar as expressões com-
pletas. Esta representação para o erro quadrático médio permite concluir da consistência, neste sentido,
naturalmente, e obter uma caracterização para a escolha do parâmetro h. Decorre da representação
acima a escolha ótima para h ∼ n−1/(2p+3), a que corresponde o comportamento, também ótimo, do erro
quadrático médio da ordem de n−(2p+2)/(2p+3)Q−1.

Se considerarmos agora soma ∑Q
j=1(

̂fn(x j)− f (x j))
2, cujo valor médio foi caracterizado acima,

estabelece-se em Aerts, Augustyns e Janssen [4] um resultado de normalidade assintótica.

Teorema 8 Admita-se que f (x) =
∫ x+1/2

x−1/2 f ∗(u)du, f ∗ tem derivada de ordem p+ 1 contı́nua, que a
função de pesos é simétrica e tem suporte finito, que nh −→+∞ e hQ −→+∞. Então, para p ı́mpar,

d(n)

(

Q

∑
j=1

(̂fn(x j)− f (x j))
2 −

Q

∑
j=1

E(̂fn(x j)− f (x j))
2

)

d−→ Z ∼ N (0,σ2),

onde

d(n) =



























√
nQ

hp+1 , se nh2p+3 →+∞,

n
4p+5

2(2p+3) Q, se nh2p+3 → λ > 0,

nQ
√

h, se nh2p+3 → 0.

É possı́vel escrever expressões explı́citas para a variância limite σ2, veja-se, mais uma vez, Aerts, Au-
gustyns e Janssen [4].

A ideia, explorada por Aerts, Augustyns e Janssen [1, 2, 3, 4], de trabalhar com suportes discretos
mas que vão sendo ajustados à dimensão da amostra pretende colocar-se na posição em que se faz
estimação de uma distribuição mas se dispõe de poucas observações relativamente ao tamanho desse

suporte. É neste contexto que surge uma nova medida de erros das aproximações: sup�
∣

∣

∣

̂fn(x�)
f (x�)

−1
∣

∣

∣
.

Este critério de erro foi introduzido por Simonoff [15] é denominado distância esparsa. É simples
demonstrar que o estimador da frequências relativas não é consistente no sentido da distância esparsa se
n/Q −→ δ ∈ (0,+∞), conforme se ilustra pelo exemplo seguinte (veja-se Santner e Duffy [12], p. 60):
considere-se a distribuição f (�) = Q−1, para �= 1, . . . ,Q com Q = n, o tamanho da amostra; então, para
ε ∈ (0,1),

P

(

sup
1≤�≤Q

∣

∣

∣

∣

n�
n

f (�)
−1

∣

∣

∣

∣

< ε

)

= P(n� = 1, �= 1, . . . ,Q) =
n!
nn −→ 0,
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relembrando a fórmula de Stirling. É evidente então que há necessidade de considerar alguma regularização
das frequências relativas para poder obter consistência no sentido da distância esparsa. Recorde-se que,
relativamente ao habitual erro quadrático o mesmo havia sido demonstrado por Brown e Rundell [6].
Em Aerts, Augustyns e Janssen [2] podemos encontrar o seguinte resultado.

Teorema 9 Admita-se que f (x) =
∫ x+1/2

x−1/2 f ∗(u)du, f ∗ tem derivada de ordem p + 1 uniformemente
contı́nua, que a função de pesos é simétrica, tem suporte finito e média nula, que nh −→ +∞. Seja
mn = min1≤�≤Q f (�) e suponhamos ainda que

A2
n =

(

logn+logQ
n

)(

1
mnhQ + 1

m2
nQ2

)

−→ 0,

Bn =
hp+1

mnQ −→ 0.

Então
sup
�

∣

∣

∣

̂fn(x�)
f (x�)

−1
∣

∣

∣
= O(max(An,Bn)) q.c..

A demonstração desta velocidade de convergência depende de resultados sobre processos empı́ricos e
da utilização adequada de desigualdades exponenciais. Velocidades explı́citas podem-se obter particu-

larizando alguns dos parâmetros. Por exemplo, admitindo que mn ∼ Q−1, Q = nβ e h =
(

logn
n

)1/(2p+3)
,

com β > 1
2p+3 , deduz-se uma velocidade da distância esparsa da ordem de

(

logn
n

)(p+1)/(2p+3)
.
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1. Introdução 

Os sistemas biológicos são constituídos por várias, e muitas vezes desconhecidas, interações e 

circuitos regulatórios e, consequentemente, a forma funcional da relação entre a mensuração e a 

atividade é complexa de modelar. No entanto, muitos dos métodos estatísticos aplicados nesta área são 

baseados em pressupostos como por exemplo de independência e aditividade. O desejo que a biologia 

seja linear, independente e aditiva, raramente é atendido e nem sempre a aplicação do Teorema Limite 

Central poderá vir em auxílio, particularmente na presença de amostras pequenas. 

 

Desde 1995 a tecnologia denominada de microarrays
1
tornou possível monitorizar em simultâneo 

milhares de genes, possibilitando aos investigadores perceberem as suas interações (Brewster et al., 

2004).  

 

A análise de dados provenientes de microarrays representa um grande desafio para a estatística. A 

complexidade advém não só da elevada quantidade de dados que é gerada, mas também pela 

necessidade da interação de diferentes áreas, como a biologia, a estatística e a informática. A análise 

estatística é efetuada num âmbito muito aplicado, pois pretende-se resolver problemas muito 

concretos. Contudo, há que salientar o facto de muitas vezes as conclusões não terem um carácter 

definitivo, ou seja, constituem um primeiro passo que leva posteriormente os bioquímicos, ou 

biólogos, a prosseguir com a experiência de forma mais eficaz com menor custo e tempo. Outro facto a 

apontar prende-se com a extrema dificuldade na modelação de dados biológicos, sendo frequentemente 

necessário admitir pressupostos que nem sempre se verificam. 

 

Métodos não-paramétricos são em geral os mais adequados para descrever os sistemas biológicos, uma 

vez que os pressupostos necessários são mais flexíveis. No entanto, os métodos não-paramétricos são 

usualmente utilizados como segunda opção, apesar da perda de eficiência ser contrabalançada com a 

redução do risco em interpretar resultados baseados em especificações incorretas. 

 
Um dos objetivos da tecnologia de microarrays é medir a expressão de milhares de genes

2
 e identificar 

mudanças nas expressões entre diferentes estados biológicos. Na análise da expressão genética, a 

maior parte dos estudos tem como objetivo identificar genes com regulação positiva (os níveis de 

expressão são superiores na amostra experimental) e/ou com regulação negativa (os níveis de 

                                                 
1
 Suporte sólido onde são depositadas gotas individuais de material genético dispostas de forma matricial que permite a sua 

análise em simultâneo, com o objetivo de alcançar um maior rendimento e velocidade. 
2
 Todas as células contêm o mesmo DNA, no entanto diferentes células sintetizam diferentes proteínas. A concentração de 

mRNA define o “estado biológico” de cada célula e a expressão diferencial dos genes é o reflexo dessa concentração. 
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expressão são superiores na amostra controlo), estes genes designam-se de genes diferencialmente 

expressos (DE). 

 

Sabe-se que as amostras biológicas são heterogéneas, por exemplo, devido à presença de subtipos 

moleculares. Por exemplo, em estudos que envolvam a classificação de tumores é importante verificar 

se existem diferentes subtipos de cancro. Distribuições bimodais ou multimodais geralmente refletem a 

presença de misturas de subclasses. Consequentemente pode haver genes que sendo diferencialmente 

expressos  quando se tem em conta a presença de subclasses, não são identificados pelos métodos 

usualmente utilizados para selecionar genes DE. 

 

Propôs-se uma nova ferramenta, Arrowplot (Silva-Fortes et al., 2012), de modo que a partir de uma 

análise gráfica seja possível identificar genes DE e os genes DE que revelam diferentes subclasses e 

que não são identificados pelos métodos tradicionais. Este gráfico, Arrowplot, baseia-se em duas 

medidas, nomeadamente na área abaixo da curva (AUC) receiveroperatingcharacteristic (ROC) e no 

coeficiente de sobreposição entre duas densidades (OVL). Dados provenientes de experiências que 

envolvem microarrays têm determinadas características como: um reduzido número de réplicas, 

valores omissos, heterogeneidade das variâncias, presença de distribuições bimodais e distribuições 

enviesadas; o que nos levou a considerar uma abordagem não-paramétrica, uma vez que os métodos 

são mais robustos por exemplo à presença de outliers e a transformações de escala das variáveis. 

Assim, para a estimação da AUC, considerou-se o método de estimação do núcleo e para o OVL 

desenvolveu-se um algoritmo com base em funções de densidade de probabilidade estimadas pelo 

método do núcleo. 

 

2. Estimador do núcleo 

Desde 1890 diferentes métodos de estimação de funções densidade de probabilidade (f.d.p.) têm sido 

propostos. A partir de 1956 os métodos de estimação de f.d.p. não-paramétricos têm-se consolidado 

como uma alternativa sofisticada no tratamento tradicional de conjuntos de dados. Esta alternativa 

baseia-se na possibilidade de analisar dados sem se admitir um comportamento distribucional 

específico.  

 

O estimador mais simples de uma f.d.p. é o histograma, no entanto apresenta algumas limitações 

(Wegman, 1975;Parzen, 1962; Grenander, 1981). A partir dos trabalhos de Rosenblatt (1956) e Parzen 

(1962), o estimador do núcleo tem sido bastante estudado, veja-se, por exemplo, os trabalhos de 

Silverman (1986) e de Wand e Jones (1995). As boas propriedades contribuíram para a ampla 

utilização deste estimador. 

 

Existem vários tipos de estimadores do núcleo. Fix e Hodges (1951) foram os primeiros autores na 

literatura que propuseram as ideias básicas do estimador do núcleo, utilizando uma função núcleo 

Uniforme (-1,1). Rosenblatt (1956) e Parzen (1962) estudaram a classe geral do estimador do núcleo 

univariado, conhecido na literatura como estimador do núcleo fixo ou estimador de núcleo global. A 

terminologia fixo foi adotada devido ao facto da janela h ser constante para o suporte da variável. Para 

uma descrição mais completa sobre o estimador do núcleo e as suas propriedades, vide por exemplo 

Silverman (1986), Scott (1992) eWand e Jones (1995). 

 

Dada uma amostra aleatória X1,…,Xn de uma distribuição univariada contínua, com f.d.p. f 

desconhecida, um estimador do núcleo é dado por 

 

     (1) 

 

onde K é a função núcleo, ha janela e So suporte (Rosenblatt, 1956). 
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Várias são as funções que podem servir de núcleo, desde que sejam simétricas, unimodais e invariantes 

a transformações. Um aspeto-chave do estimador do núcleo está associado ao facto do seu 

desempenho, em termos do erro, não depender diretamente da forma funcional do núcleo. Diversos 

trabalhos demonstram que a qualidade do estimador do núcleo depende essencialmente da escolha da 

janela h (Silverman, 1986). Neste trabalho a função núcleo está restrita ao núcleo gaussiano. Ao longo 

dos anos, vários estudos foram feitos em busca de métodos que estimassem de uma forma 

“automática” a janela ótima. Estes métodos automáticos de seleção da janela são baseados na ideia que 

a quantidade ótima de suavização deve depender unicamente dos dados. 

 

Uma vez que em experiências de microarrays estimam-se milhares de pares de f.d.p. (um par para 

cada gene), a escolha da janela ótima pretende-se automática e simples. A função density do R 

usa, por omissão, a função núcleo gaussiana e a escolha de h é feita de acordo com 

 

,              (2) 

 

onde R é a amplitude interquartil empírica e s o desvio padrão empírico. Existem outros métodos mais 

complexos para estimar h, por exemplo, o método de validação cruzada por mínimos quadrados 

(Rudemo, 1982; Bowman, 1984). 

 

 

3. Coeficiente de sobreposição ― OVL 

O OVL é definido como a área comum entre duas funções de densidade de probabilidade (f.d.p.) (1) e 

é utilizado como medida de concordância entre duas distribuições (Weitzman, 1970; Inman e Bradley, 

1989). 

 

A expressão do OVL pode ser representada segundo Weitzman (1970) por 

 

                             (3) 

 

onde fX e fY são as f.d.p. das variáveis aleatórias X e Y, respetivamente. No caso discreto o integral é 

substituído pelo somatório. OVL(X,Y)=1 se e só se as distribuições de X e Y forem iguais e 

OVL(X,Y)=0 se e só se não tiverem nenhum ponto interior em comum.  

 

Por outro lado, a partir da expressão (4) é possível obter-se uma representação alternativa para o OVL 

(5) tomando u=fX(c) e v=fY(c), ou seja, 

 

          (4) 

           (5) 

 

O OVL é invariante em relação a transformações de escala, estritamente crescentes e diferenciáveis, 

das variáveis X e Y. Estimadores que partilhem esta propriedade de invariância não dependem das 

observações diretamente, mas das suas ordens. Esta propriedade é muito útil, uma vez que na análise 
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de dados de microarrays é muito comum proceder-se a transformações das variáveis X e Y para 

remover enviesamentos, como por exemplo o logaritmo de base 2.  

Sejam X1,…,Xn eY1,…,Ym duas amostras aleatórias e independentes e sejam e os estimadores do 

núcleo de e , respetivamente, obtidos a partir de (1). A partir da expressão (5) um estimador do 

OVL pelo método do núcleo será dado por 

 

           (6) 

 

3.1 Algoritmo 

Para a estimação do OVL a partir de duas densidades estimadas pelo método do núcleo, propôs-se um 

algoritmo que fosse eficiente em bases de dados provenientes de microarrays(Silva-Fortes et al., 

2012).  

 

Ao estimar-se uma f.d.p. pelo método do núcleo, na prática o que se obtém são os pontos onde a 

densidade é estimada, uma vez que de acordo com (1): para cada ponto da amostra ajusta-se uma 

distribuição gaussiana centrada nesse ponto e com variância h, e cada valor da função de densidade de 

probabilidade estimada, resulta da soma dos valores das densidades gaussianas para esse valor. 

 

O algoritmo proposto para estimar o OVL baseia-se essencialmente na determinação dos pontos das 

duas densidades estimadas pelo método do núcleo que delimitam a região de interseção (pontos na 

Figura 1) das duas densidades. Os pontos onde as duas densidades se intersetam designam-se de 

pontos de salto (cruzes na Figura 1). Quando não existe um ponto que pertença simultaneamente às 

duas densidades, este é estimado por interpolação linear. Os pontos das densidades que delimitam a 

zona de interseção e os pontos de salto são combinados numa única lista e ordenados por ordem 

crescente das abcissas. Finalmente aplica-se a regra do trapézio considerando a grelha de pontos da 

lista final. 

 

O pseudo-código que implementa este algoritmo pode ser consultado em Silva-Fortes et al. (2012). A 

implementação deste algoritmo em linguagem R numa base de dados com 10.000 genes demora 

aproximadamente 60 minutos num Pentium 533 MHz. 

 
Figura 1: Representação gráfica das densidades estimadas pelo método do núcleo: os pontos 

delimitam a região de interseção das duas densidades e as cruzes correspondem à interseção 

das mesmas(correspondem a pontos de salto entre densidades) (Silva-Fortes et al., 2012). 
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4. Área abaixo da curva ROC – AUC 
 

Vários autores discutiram o refinamento da abordagem não-paramétrica de modo a originar curvas 

ROC suaves (Zouet al., 1997). Um importante método não-paramétrico de estimação da AUC, no 

entanto pouco utilizado (talvez pela escassez de software que o implemente) é o estimador pelo 

método do núcleo da AUC. Lloyd (1997) demonstrou que, considerando um núcleo gaussiano, o 

estimador pelo método do núcleo da AUC é dado por 

 

,                               (7) 

 

onden0 e n1 são as dimensões das amostra sem cada condição experimental, h0 e h1 são as janelas 

estimadas de acordo com (2) e Φ(.) representa a função de distribuição de uma variável aleatória  com 

distribuição gaussiana padrão. 

 

O método não-paramétrico mais comumente utilizado para estimar a AUC, é o método empírico, que 

corresponde à estatística de Mann-Whitney (McNeil e Hanley, 1984). Na prática coincide com o valor 

da AUC estimado pela regra do trapézio (Bamber, 1975). No entanto, as curvas ROC estimadas pelo 

método empírico são irregulares, fazendo com que as estimativas sejam mais otimistas.  

 

As curvas ROC são construídas com base na sensibilidade e especificidade de um sistemas que 

classifique os dados em duas classes mutuamente exclusivas para todos os pontos de corte possíveis da 

variável de decisão. Estas probabilidades dependem da regra de classificação, sendo que na análise 

ROC tradicional um valor elevado da variável de decisão corresponde à presença do artefacto de 

interesse, i.e., a variável de que representa os níveis de expressão dos genes na população controlo é 

estocasticamente inferior à variável que representa os níveis de expressão na população experimental. 

No entanto se se aplicar as curvas ROC para todos os genes de uma experiência de microarrays 

considerando a mesma regra de classificação, estas podem apresentar-se abaixo da diagonal positiva 

do plano unitário. Esta situação ocorre porque a regra de classificação não será a mesma para todos os 

genes numa experiência de microarrays, uma vez alguns terão regulação positiva e outros regulação 

negativa. A AUC varia entre 0,5 e 1 numa situação em que a relação estocástica entre as variáveis é 

coerente com a regra de classificação, no entanto neste trabalho por uma questão de conveniência, 

consideraram-se curvas ROC degeneradas, i.e., curvas ROC que se apresentam abaixo ou cruzam a 

diagonal principal do plano unitário. Consequentemente a AUC pode variar entre 0 e 1. 

 
5. Arrowplot 
 

Neste trabalho, foram considerados apenas arrays de um canal (Silva-Fortes et al., 2012) e considera-

se que se pretende comparar duas condições experimentais (e.g. controlo vs. experimental). O 

Arrowplot resulta da representação gráfica num plano unitário das estimativas da AUC e do OVL de 

todos os genes de uma experiência de microarrays (Figura 2). A partir deste gráfico é possível 

selecionar genes com regulação positiva, com regulação negativa e genes que revelam a presença de 

misturas de subclasses (genes mistos). Espera-se que estes genes apresentem valores próximos de zero 

para o OVL e em relação à AUC, os genes com regulação positiva terão valores próximos de um, 

genes com regulação negativa terão valores próximos de zero e genes mistos terão valores da AUC à 

roda de 0,5. 
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Figura 2:Arrowplot 

 

 

A análise do gráfico é bastante intuitiva, pois permite-nos obter uma fotografia global do 

comportamento dos genes e com base na sua análise o utilizador pode escolher os pontos de corte para 

a AUC e o OVL, apesar desta escolha ser arbitrária.  

 
4. Conclusões e trabalho futuro 

Procedeu-se a um estudo de simulação para analisar o erro padrão e viés do OVL obtido a partir do 

algoritmo proposto, tendo sido aplicados métodos de Monte Carlo e bootstrap. Neste estudo apenas se 

simulou de distribuições gaussianas. Compararam-se os resultados obtidos com os trabalhos de 

Clemons e Bradley (2000) e de Schmid e Schmidt (2006), que também propõem estimadores não-

paramétricos para o OVL, e a partir do algoritmo aqui proposto obtiveram-se resultados com um viés 

mais reduzido quando as distribuições são mais próximas.  

 

Este algoritmo não impõe restrições no número de interseções das densidades e para determinar a 

curva de interseção entre as duas funções de densidade de probabilidade estimadas pelo método do 

núcleo, numa base ponto-por-ponto, não obriga que as estimativas das densidades pelo método do 

núcleo tenham as mesmas abcissas nos dois grupos em análise. 

 

Como trabalho futuro pretende-se realizar um estudo do viés e do erro padrão mais exaustivo, 

considerando nos estudos de simulação não só outras distribuições unimodais (que se traduz em apenas 

dois pontos de salto entre as funções) mas também misturas de distribuições. Para além disto, 

pretende-se investigar qual a variação na eficiência do algoritmo quando se consideram outros 

métodos de estimação para a janela h. 

 

Uma vez que dados de microarrays são constituídos por milhares de genes, o que se pretende é que se 

tenham disponíveis ferramentas que sejam eficientes e com o melhor desempenho em termos de 

tempo. A verificação de pressupostos é morosa e pelas características que os dados de microarrays 

apresentam, a abordagem não-paramétrica revelou-se a mais indicada para a construção do Arrow plot. 
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1.Nota Introdutória


Os modelos estatísticos são simplificações da realidade, “grosseiras” muitas vezes, mas úteis, 

como George Cox deixou expresso na célebre frase “All models are wrong, some are useful”, quando 

falava de investigação estatística. Efetivamente a simplificação da realidade deve-se ao facto de ser 

necessário admitir pressupostos sobre vários aspetos dessa realidade, para modelar e inferir. A 

abordagem paramétrica clássica considera que a forma da função distribuição cumulativa, F, é 

conhecida pelo menos aproximadamente, exceto num parâmetro (ou vetor de parâmetros de dimensão 

finita), (). Uma grande componente da modelação estatística consiste em realizar testes de 

diagnóstico para assegurar que os pressupostos do modelo são verificados. O objetivo final é 

determinar uma estimativa desse parâmetro (vetor), *(*), ficando nestas condições feita a descrição 

completa da população.  

O uso de um modelo paramétrico permite fazer inferência estatística e interpretar os resultados 

da estimação mais facilmente, mas a estimação e a inferência baseadas em pressupostos incorretos 

pode conduzir a resultados enganadores. Simonoff (1996) aponta que, se o modelo que se admite não é 

o correto, as inferências “... can be worse than useless...” e continua “Unfortunately the strength of 

parametric modeling is also its weakness...”. Efetivamente, na inferência baseada num modelo pré-

fixado ganha-se muito em eficiência, mas apenas se o modelo adotado é verdadeiro. O ajustamento de 

um modelo errado conduz a estimadores com viés elevado e menos eficientes.   

No “extremo oposto”, na modelação não paramétrica, não se admite nenhuma forma funcional 

para a distribuição. Essa forma é determinada a partir dos dados, quando muito considerando hipóteses 

muito gerais (unimodalidade, continuidade...) . 

O termo não paramétrico não tem o significado de os modelos não terem parâmetros, mas sim 

que o seu número e natureza são flexíveis e não fixos à partida. Na abordagem não paramétrica, não se 
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procura a estimativa completa em toda a gama de valores da variável (ao contrário do caso 

paramétrico), mas obtêm-se estimativas em valores específicos dessa variável. 

Graças aos avanços na área da computação verificados nas últimas décadas, os procedimentos 

não paramétricos têm vindo a ganhar cada vez mais adeptos. Citando algumas obras de referência 

temos Silverman (1985), Hardle (1991), Simonoff (1996), Gentle (2002), Gentle et al. (2004) , Hardle 

et al. (2004) e Takezawa (2006). No entanto também estes procedimentos apresentam desvantagens, 

sendo uma frequentemente apontada, a de que a precisão do estimador não paramétrico decresce 

rapidamente quando a dimensão da variável explicativa aumenta.  

Quando aos procedimentos não paramétricos se alia o uso de métodos de alisamento (smoothing  

methods) fica estabelecida uma situação de “compromisso” entre: 

•  a não existência de qualquer hipótese sobre a estrutura formal (abordagem puramente não 

paramétrica);  

•  haver hipóteses fortes sobre a forma da distribuição (abordagem paramétrica). 

Esta é a abordagem semiparamétrica, que permite uma maior flexibilidade e simplicidade na 

utilização de procedimentos estatísticos. 

 

2. Análise de Regressão não paramétrica  
 

A análise de regressão procura explicar o comportamento de uma variável (ou vetor) 

dependente, explicada ou resposta, Y, em função de outras variáveis, X, ditas independentes, 

explicativas ou regressoras. 

Dados n pontos { }n

iii
Yx

1
,

=
, o modelo de regressão simples admite que a relação entre X e Y se pode 

escrever como 
iii

xmY ε+= )( , sendo (.)m uma função que representa a dependência sistemática de 
i

Y em 

i
x  e sendo 

i
ε  o erro aleatório.  

A curva de regressão é a média condicional de Y, ( ) [ ]xXYExm == | . Não sendo possível 

especificar a distribuição dos erros e/ou a forma da função ( ).m , os métodos não paramétricos de 

ajustamento de curvas permitem o ajustamento de uma curva aos dados, quando pouco ou nada se sabe 

sobre a forma dessa curva. Aqui o termo não paramétrico significa que não são pré-especificadas nem 

a distribuição do erro nem a forma funcional da função ( ).m . O pressuposto inicial de ( ).m  ser uma 

função linear é aqui substituído pela hipótese mais fraca de ( ).m  ser uma função smooth. Este 

“enfraquecimento” tem naturalmente custos: maior esforço computacional (o que hoje em dia já não é 

problemático) e maior dificuldade de interpretação. Ganha-se porém na obtenção de uma melhor 

estimativa da função de regressão.  
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Os alisadores (smoothers) permitem não só obter estimativas mais “suaves” da relação entre X e 

Y como ainda, nalguns casos, efetuar o diagnóstico da não linearidade e sugerir uma formulação 

paramétrica simples para o ajustamento (Silverman, 1985). Aplicar um alisador a um conjunto de 

dados { }
ii

yx ,  consiste basicamente em calcular a estimativa 
i

ŷ  para cada 
i

x  do seguinte modo: 

• escolher um conjunto de pontos próximos de 
i

x ;  

• calcular uma média, ponderada  ou não, de valores de Y associados a valores de X naquele 

conjunto. O modo de calcular esta média distingue os vários alisadores. Os alisadores mais conhecidos 

são: o alisador binário; o alisador de média móvel; os alisadores de núcleo; o alisador de regressão 

polinomial local e os alisadores de splines. Aconselhamos a consulta de algumas obras de referência 

como Simonoff (1996), Fan and Gijbels (1996), Gyorfi et al. (2002) , Takezawa (2006), Keele (2008), 

entre outros. 

 

3. Análise de Regressão Semiparamétrica  
 

Como dissemos atrás, os métodos semiparamétricos oferecem um compromisso: formular 

pressupostos sobre a forma funcional da curva de regressão mais fortes do que os métodos não 

paramétricos mas menos restritivos do que os pressupostos da abordagem paramétrica, reduzindo ou 

eliminando a especificação da distribuição do erro aleatório, 
i

ε   

O modelo de regressão semiparamétrico é uma ferramenta versátil para modelar quer relações 

lineares, quer relações não lineares entre variáveis.  

Faremos aqui uma breve referência ao uso de um modelo semiparamétrico de regressão de dados 

de contagem, trabalho que foi desenvolvido por Santos (2005), Santos e Neves (2008a, b) e Santos e 

Neves (2010).  

  O modelo semiparamétrico de regressão de dados de contagem considerado baseia-se no 

seguinte:  

• considera-se um modelo paramétrico para os dados;  

• para esse modelo, é depois usado o princípio da verosimilhança local, assente no alisador de 

núcleo polinomial local. 

 

3.1. O Alisador de Núcleo de Máxima Verosimilhança Local (MVL) 

 

Os alisadores com base na verosimilhança local tiveram a sua origem no conceito de 

verosimilhança penalizada (O’Sullivan et al., 1986; Green, 1987). Tibshirani and Hastie (1987) 

sugeriram o conceito de verosimilhança local, que se baseia na ideia de ponderar a função 
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verosimilhança atribuindo maior peso às observações mais próximas do ponto de interesse. O 

estimador resultante é mais robusto e apresenta maior alisamento. 

Considerando o modelo de regressão [ ] ( )xmxXYE ==| , os estimadores obtêm-se pela 

maximização da log-verosimilhança local, i.e. a verosimilhança calculada em cada ponto de interesse 

x  e ponderada, ou seja, definida como 

( )[ ] ( ){ } ( )( ),;log/
1

xmYfhxxKxml
i

n

i

i
=

−=  

com ( ).K  uma função núcleo -- ( ).K  diz-se função núcleo  se é uma função real, não negativa, contínua, 

limitada e simétrica tal que   = 1)( duuK --; h  a largura de banda e ( )( )xmYf
i
;  a distribuição do erro 

aleatório na equação 
iii

xmY ε+= )( . A vizinhança local é determinada pela largura de banda h  e pela 

função núcleo ( ).K . Naturalmente que se coloca aqui o problema da escolha da função núcleo e da 

escolha da largura de banda. Essa escolha tem sido feita por divisão da amostra em duas subamostras 

ou por validação cruzada (Gyorfi et al., 2002), portanto consiste no uso de parte da amostra, para obter 

informação sobre a outra parte. 

No âmbito da análise de regressão em dados de contagem, em particular com excesso de zeros, 

Santos (2005) desenvolveu estimadores MVL para os modelos habituais de dados de contagem, no 

caso de uma única variável regressora: modelo de regressão de Poisson, modelo de regressão de 

Poisson inflacionado em zero, modelo de regressão binomial negativo, modelo de regressão binomial 

negativo inflacionado em zero e modelo de regressão logística.  

Vamos exemplificar resumidamente a aplicação do alisador de MVL para o modelo de regressão 

logística. 

 

3.2. O Alisador de MVL para o Modelo de Regressão Logística 

 

Seja Y  uma variável aleatória resposta, binária, com suporte { }1,0 .Para simplificar consideremos 

uma única covariável contínua X .  

No contexto da regressão logística, a média condicional de Y , [ ]
ii

pxXYE ==| , é definida como 

[ ]
{ }
{ }

,
)((exp1

)(exp
|

i

i

ii

xm

xm
pxXYE

+
=== onde )(

i
xm é uma função desconhecida a estimar com recurso a um 

alisador polinomial. Considerando o desenvolvimento de Taylor, de grau 1, como uma aproximação a 

)(
i

xm , onde 
i

x está na vizinhança de x , temos ( )[ ]xxxm
ii
−+≈

10
)( ββ . Considerando o logaritmo da 

função verosimilhança local, o estimador MVL obtém-se como solução de  
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O viés, variância, intervalos de confiança assintóticos do estimador encontram-se em Santos e 

Neves (2010), assim como um estudo de simulação, na linha dos procedimentos indicados por Fan et 

al. (1998). 
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1 Introdução

A Estat́ıstica de Extremos Univariados ajuda-nos a estudar acontecimentos potencialmente
desastrosos, de enorme relevo para a sociedade e de grande impacto social. Os seus domı́nios
de aplicação são muito variados. Mencionamos as áreas de Bioestat́ıstica, Engenharia Estrutural,
Finanças, Hidrologia, Meteorologia, Seguros e Telecomunicações (veja-se, entre outros, Reiss &
Thomas, 2001, 2007; Castillo et al., 2005; Markovich, 2007). Embora seja posśıvel encontrar arti-
gos de interesse histórico relacionados com acontecimentos extremos, o campo remonta a Gumbel,
em artigos publicados a partir de 1935, e sumariados em Gumbel (1958). Gumbel desenvolve
procedimentos estat́ısticos essencialmente baseados no teorema de Gnedenko (Gnedenko, 1943), o
chamado teorema de tipos extremais, um dos resultados limite fundamentais em Teoria de Valores
Extremos (EVT, do Inglês “Extreme Value Theory”).

A diferença entre metodologias paramétricas e não-paramétricas é clara, mas dilui-se à medida
que restringimos o domı́nio em que os métodos são válidos. Em Estat́ıstica de Extremos tem
havido nas duas últimas décadas uma mudança do uso de metodologia paramétrica, baseada em
resultados probabiĺısticos assintóticos em EVT, a referir na Secção 2.1, para uma abordagem
semi-paramétrica, por muitos considerada não-paramétrica em sentido lato, com a estimação de
parâmetros de acontecimentos extremos ou raros a ser feita em contexto muito geral. Depois de
uma breve referência na Secção 2.2 ao método clássico de Gumbel e a desenvolvimentos recentes no
campo paramétrico, adordamos de forma muito breve na Secção 2.3, o âmago da metodologia não-
paramétrica em Estat́ıstica de Extremos. Na Secção 3 apresentamos alguns dos desenvolvimentos,
em campo não-paramétrico, relacionados com métodos de estimação e testes direcionados para o
tratamento estat́ıstico de acontecimentos extremos. Finalmente, na Secção 4, discutimos alguns
tópicos em aberto, e tecemos breves comentários sobre o tema.

2 Resultados limite na área de extremos e principais abor-

dagens em Estat́ıstica de Extremos Univariados
Face a uma amostra aleatória, (X1, . . . , Xn), de n variáveis aleatórias independente e identicamente
distribúıdas ou possivelmente estacionárias e fracamente dependentes com função de distribuição
(f.d.), F , usamos a notação (X1:n ≤ · · · ≤ Xn:n) para a amostra de estat́ısticas ordinais (e.o.)
ascendentes associada.

2.1 Resultados limite fundamentais em EVT
Os resultados limite fundamentais em EVT aparecem em Fréchet (1927), Fisher & Tippett (1928),
von Mises (1936) e Gnedenko (1943). Qualquer resultado para máximos (e.o. superiores) pode
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ser facilmente reformulados para mı́nimos (e.o. inferiores), face à relação simples, min1≤i≤n Xi =
−max1≤i≤n(−Xi). Restringir-nos-emos à cauda direita, F (x) := 1 − F (x), para x elevado. O
teorema de tipos extremais de Gnedenko fornece o posśıvel comportamento limite não-degenerado
da sucessão de máximos parciais, linearmente normalizada, e uma caracterização incompleta, con-
clúıda por de Haan (1970), dos domı́nios de atração das chamadas leis max-estáveis, definidas
como leis S para as quais é válida a equação funcional Sn(αnx + βn) = S(x), n ≥ 1, para αn > 0,
βn ∈ R. De forma mais espećıfica, todas as posśıveis leis limite não-degeneradas da sucessão de
máximos parciais Xn:n, linearmente normalizada, são do tipo da distribuição de valores extremos
(EV, do Inglês “extreme value”), i.e. se existirem sucessões de constantes normalizadoras an > 0,
bn ∈ R e uma f.d. não degenerada G tal que, para todo o x,

lim
n→∞

P
{(

Xn:n − bn

)

/an ≤ x
}

= G(x), (1)

podemos re-definir as constantes an e bn de tal modo que,

G(x) ≡ EVγ(x) :=

{

exp
(

−(1 + γx)−1/γ
)

, 1 + γx > 0 se γ �= 0
exp(− exp(−x)), x ∈ R se γ = 0,

(2)

apresentada na forma de von Mises-Jenkinson (von Mises, 1936; Jenkinson, 1955). Se o limite em
(1) existir, dizemos que a f.d. F pertence ao max-domı́nio de atração de EVγ, em (2), e usamos a
notação F ∈ DM (EVγ). A f.d. G(·), em (1), é então max-estável, sendo na realidade as leis em (2)
as únicas leis max-estáveis. O parâmetro real γ é o chamado ı́ndice de valores extremos (EVI, do
Inglês “extreme value index”). O EVI, γ, regula o comportamento da cauda-direita de F . A f.d.
EVγ em (2), aparece frequentemente separada nos três tipos seguintes:

Tipo I (Gumbel) : Λ(x) = exp(− exp(−x)), x ∈ R,
Tipo II (Fréchet) : Φα(x) = exp(−x−α), x ≥ 0 (α > 0),
Tipo III (Max-Weibull) : Ψα(x) = exp(−(−x)α), x ≤ 0 (α > 0).

(3)

O domı́nio de atração Fréchet (γ = 1/α > 0) contém distribuições com cauda-direita pesada,
como as distribuições Pareto e t de Student, i.e. cauda-direita com um comportamento de tipo
polinomial negativo e um limite superior de suporte infinito. Distribuições de cauda-direita curta,
com limite superior de suporte finito, como a Beta, pertencem ao domı́nio de atração max-Weibull
(γ = −1/α < 0). O caso intermédio, i.e. o domı́nio de atração Gumbel (γ = 0), é relevante em
muitas ciências aplicadas, e contém uma grande diversidade de distribuições com cauda-direita
de tipo exponencial, como a Normal, a Exponencial e a Gama, não obrigatóriamente com limite
superior de suporte finito.

Para além do teorema de tipos extremais e da distribuição EVγ, em (2), é também de referir
o modelo generalizado de Pareto (GP), a posśıvel distribuição limite não-degenerada dos excessos
acima de um limiar elevado, devidamente escalados (vejam-se os artigos pioneiros de Balkema &
de Haan, 1974, e de Pickands, 1975). O modelo GP tem a forma funcional

GPγ(x) = 1 + ln EVγ(x) =

{

1 − (1 + γx)−1/γ , 1 + γx > 0, x > 0 se γ �= 0
1 − exp(−x), x > 0, se γ = 0,

(4)

com EVγ definida em (2).
Convém ainda referir a distribuição de extremos multivariada, relacionada com a distribuição

limite das k maiores estat́ısticas ordinais, Xn−i+1:n, 1 ≤ i ≤ k, muito frequentemente denotada por
processo extremal (Dwass, 1964), com uma função densidade de probabilidade

hγ(x1, x2, · · · , xk) = gγ(xk)
k−1
∏

j=1

{gγ(xj)/EVγ(xj)} se x1 > x2 > · · · > xk, (5)

onde gγ(x) = dEVγ(x)/dx, com EVγ(x) definida em(2). Outros resultados limites em EVT, im-
portantes no desenvolvimento de abordagens paramétricas à Estat́ıstica de Extremos Univaridos,
podem ser vistos em Gomes et al. (2008a) ou na versão alargada, Gomes et al. (2007a).
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2.2 Principais abordagens paramétricas

Método de Gumbel, dos máximos anuais ou dos blocos (BM, do Inglês “block method”).
Com (λn, δn) ∈ R×R+, um vector de parâmetros desconhecidos de localização e escala, o teorema
de tipos extremais valida a aproximação P

(

Xn:n ≤ x
)

= F n(x) ≈ EVγ ((x − λn)/δn) . Gumbel foi
pioneiro no uso de aproximações deste tipo, mas para qualquer dos modelos em (3), sugerindo
o chamado modelo BM, frequentemente designado por modelo de máximos anuais, modelo EV
univariado ou ainda modelo de Gumbel. Este modelo consiste em dividir os n dados em k sub-
amostras (usualmente correspondentes a k anos) de dimensão r (n = rk, r razoavelmente elevado)
e ajustar à amostra formada pelos k máximos de cada sub-amostra um dos modelos extremais
em (3) ou o modelo EVγ, em (2), obviamente com parâmetros adicionais de localização e escala.
Hoje em dia, ao usar esta abordagem, ainda muito popular na área ambiental, ajustamos aos
dados um modelo EVγ((x− λr)/δr), com EVγ definida em (2), (λr, δr, γ) ∈ (R, R+, R) parâmetros
desconhecidos de localização, escala e forma.

Método das maiores observações (LO, do Inglês “largest observations”). Apesar do método
BM se ter revelado frutuoso em situações diversas, têm-lhe sido feitas várias cŕıticas, pois pode-
mos nitidamente estar a perder informação relevante para acontecimentos extremos ao usar só
o máximo observado em cada bloco. Além disso, em várias áreas de aplicação, não existe uma
sazonalidade natural nos dados, parecendo de certo modo artificial e subjectivo o método das
sub-amostras. Parece pois mais sensato considerar um número reduzido k de observações de topo
da colecção de dados original, repondo assim alguma informação acerca da amostra inicial, que
o método tradicional parece desperdiçar. Esta abordagem, se colocada em campo paramétrico,
vai certamente depender do comportamento distribucional conjunto referido em (5). Temos então
uma segunda abordagem à Estat́ıstica de Extremos, em que baseamos qualquer inferência numa
amostra dependente com a estrutura multivariada anteriormente referida. É o designado modelo
EV multivariado. Mais uma vez, devem-se considerar parâmetros de localização e escala desco-
nhecidos, λn e δn, respectivamente, a serem estimados com base na amostra das k e.o. de entre n.
Neste modelo é bem mais fácil aumentar a dimensão da amostra.

Abordagem EV multi-dimensional. Note-se ainda que se pode facilmente combinar as duas
abordagens anteriormente referidas, considerando que em cada uma das sub-amostras podemos
recolher algumas estat́ısticas de topo, as quais são modeladas pelo modelo EV multivariado. Temos
então o chamado modelo EV multidimensional, em que temos acesso a uma amostra multivariada
(X1, X2, . . . , Xk), onde Xj = (X1j, . . . , Xijj), 1 ≤ j ≤ k, são vectores extremais multivariados.

Abordagem POT, do Inglês “peaks over threshold”. Uma outra perspectiva equivalente ao
modelo EV multivariado é aquela em que restringimos a nossa atenção às observações que exce-
dem um certo limiar ou threshold, ajustando modelos estat́ısticos apropriados quer aos excessos
quer aos picos acima desse limiar. Quando u → xF

0 , o limite superior do suporte de F ,
tem-se P [X − u ≤ t|X > u] ≈ GPγ(t/β), onde GPγ(·) é a distribuição GP univariada, em
(4). Considera-se então um ńıvel elevado u, trabalhando-se com os excessos (diferença entre as
observações que excedem o ńıvel e o próprio ńıvel), os quais são modelados por uma distribuição
GP. Uma comparação entre as abordagens BM e POT pode ser vista em Engeland et al. (2004).
Este modelo é também frequentemente designado por modelo Paretiano de excessos.

2.3 Abordagens não-paramétricas

Mais recentemente quer o método POT, quer o método LO, das maiores observações, têm vindo
a ser abordados sob um ponto de vista não-paramétrico. O tipo de ajustamento utilizado para as
maiores observações não se identifica então com uma forma paramétrica dependente de parâmetros
de localização λ, de dispersão δ e de escala γ. Pressupõe-se apenas que F está no domı́nio de
atração para máximos de EVγ, sendo γ = γ(F ) um dos funcionais principais a estimar, com base
em algumas observações de topo, e de acordo com metodologia adequada.
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3 Inferência não-paramétrica em Estat́ıstica de Extremos

Em contexto não-paramétrico, ou de forma que consideramos mais apropriada, em contexto semi-
paramétrico, trabalhamos com as k e.o. de topo, associadas à amostra dispońıvel de dimensão
n, ou com os excessos acima de um ńıvel elevado, admitindo unicamente que, para um certo
γ ∈ R, o modelo F subjacente aos dados está em DM(EVγ) ou em sub-domı́nios espećıficos de
DM(EVγ), com EVγ(·) definida em (2), sendo γ = γ(F ) o funcional primordial de valores extremos
a ser estimado, com base nas k observações de topo, e de acordo com metodologia adequada.
Usualmente, necessitamos de basear a estimação de γ num k intermédio, i.e. tal que k = kn → ∞
e k = o(n), i.e. k/n → 0, quando n → ∞. Esses estimadores, em conjunto com estimadores não-
paramétricos de localização e escala (veja-se, por exemplo, de Haan & Ferreira, 2006), podem então
ser usados para estimar quantis extremos, peŕıodos de retorno de ńıveis elevados, probabilidades de
excedências de ńıveis elevados e outros parâmetros de acontecimentos extremos. Após uma breve
introdução às condições de primeira e segunda-ordem na Secção 3.1, referimos também brevemente,
na Secção 3.2, alguns estimadores clássicos do EVI. Na Secção 3.3 abordamos a estimação de viés-
reduzido (RB, do Inglês “reduced-bias”) e na Secção 3.4, referimos a estimação não-paramétrica de
outros parâmetros de acontecimentos extremos. Finalmente, na Secção 3.5, mencionamos alguns
testes da condição F ∈ DM(EVγ).

3.1 Condições de primeira e segunda-ordem

Tal como mencionámos na Secção 2.1, a caracterização completa de DM (EVγ) foi obtida em de
Haan (1970), podendo ainda ser encontrada em de Haan & Ferreira (2006), entre outros. Com a
notação U para a função quantil (rećıproca) associada a F , definida por U(t) := (1/(1 − F ))← (t)
= F←(1 − 1/t)= inf {x : F (x) ≥ 1 − 1/t} , a propriedade de variação regular generalizada,

F ∈ DM (Gγ) ⇐⇒ lim
t→∞

U(tx) − U(t)

a(t)
= hγ(x) :=

{

xγ−1
γ

se γ �= 0

ln x se γ = 0,
(6)

válida ∀x > 0, com a(·) função mensurável positiva, é uma conhecida condição necessária
e suficiente para se ter F ∈ DM (EVγ). Os modelos de cauda pesada, i.e. modelos
F ∈ D+

M := DM (EVγ>0), são importantes numa grande diversidade de áreas. Podemos então
escolher a(t) = γ U(t) em (6), e podemos dizer que F ∈ D+

M se e só se, para qualquer x > 0,
limt→∞ U(tx)/U(t) = xγ, i.e. U é de variação regular com ı́ndice γ, o que denotaremos por U ∈ RVγ.
Mais geralmente,

F ∈ D+
M ⇐⇒ F := 1 − F ∈ RV−1/γ ⇐⇒ U ∈ RVγ.

Num contexto não-paramétrico, para além da condição de primeira-ordem, em (6), admitimos
frequentemente uma condição de segunda-ordem, especificando a velocidade de convergência na
condição de primeira-ordem. É então usual admitir a existência de uma função A∗, possivelmente
não mudando de sinal e tendendo para zero, quando t → ∞, tal que

lim
t→∞

U(tx)−U(t)
a(t)

− hγ(x)

A∗(t)
= Hγ,ρ(x) :=

1

ρ∗

(

xγ+ρ∗ − 1

γ + ρ∗ − xγ − 1

γ

)

(7)

∀x > 0, onde ρ∗ ≤ 0 é um parâmetro de segunda-ordem que controla a velocidade de con-
vergência de valores máximos, linearmente normalizados, para a lei limite em (2). Então,
limt→∞ A∗(tx)/A∗(t) = xρ∗ , ∀x > 0, i.e. |A∗| ∈ RVρ∗ . Para caudas pesadas, admitimos usual-
mente que sabemos a velocidade de convergência para zero de ln U(tx) − ln U(t) − γ ln x, quando
t → ∞. Escrevemos então a condição de segunda-ordem na forma seguinte:

lim
t→∞

ln U(tx) − ln U(t) − γ ln x

A(t)
=

xρ − 1

ρ
, (8)

onde ρ ≤ 0 e A(t) → 0 quando t → ∞. De forma mais precisa, |A| ∈ RVρ. Para a relação entre
(A∗(t), ρ∗) e (A(t), ρ), veja-se de Haan & Ferreira (2006) e Fraga Alves et al. (2007). As condições
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de terceira-ordem especificam a velocidade de convergência quer em (7) quer em (8). De forma
análoga, condições de ordem superior podem ser postuladas, mas estamos assim a restringir cada
vez mais as distribuições a eleger em DM(EVγ).

3.2 Estimação clássica do EVI

Os estimadores básicos do EVI, que têm motivado refinamentos diversos, são os estimadores de
Hill (H), de Pickands (P), dos momentos (M) e de pseudo-máxima verosimilhança (ML, do Inglês
“maximum likelihood”), denotado PORT-ML, com PORT, do Inglês “peaks over random threshold”,
terminologia cunhada em Araújo Santos et al. (2006). De entre os estimadores mais recentes,
referiremos apenas o generalizado de Hill (GH), o dos momentos mistos (MM) e o de média-de-
ordem-p (MOP). Detalhes adicionais sobre alguns destes estimadores podem ser vistos em de Haan
& Ferreira (2006), Gomes et al. (2008a) e Beirlant et al. (2012).

Estimador H. Para caudas-direitas pesadas, i.e. em D+
M

, o estimador mais simples do EVI foi
proposto por Hill (1975). O estimador H, denotado γ̂H

n,k, é a média dos log-espaçamentos escalados
e dos excessos das log-observações, Ui := i {ln(Xn−i+1:n/Xn−i:n)} e Vik := ln(Xn−i+1:n/Xn−k:n),
1 ≤ i ≤ k < n, respectivamente, i.e.

γ̂H
n,k :=

1

k

k
∑

i=1

Ui =
1

k

k
∑

i=1

Vik.

Estimador P. Para um EVI arbitrário, γ ∈ R, denotando �x� a parte inteira de x, e considerando
como base de estimação as k e.o. de topo, podemos escrever o estimador P (Pickands, 1975) como

γ̂P
n,k :=

(

ln
(

Xn−�k/4�+1:n − Xn−�k/2�+1:n

)

/
(

Xn−�k/2�+1:n − Xn−k+1:n

))

/ln 2.

Estimador M. Dekkers et al. (1989), com base em M
(j)
n,k := 1

k

∑k
i=1 {ln(Xn−i+1:n/Xn−k:n)}j, j > 0,

propuseram o estimador

γ̂M
n,k := M

(1)
n,k + 1

2

(

1 −
(

M
(2)
n,k/[M

(1)
n,k]

2 − 1
)−1)

,

válido para γ ∈ R.

Estimador PORT-ML. Condicionalmente a Xn−k:n, com k intermédio, Dik := Xn−i+1:n−Xn−k:n,
1 ≤ i ≤ k, são aproximadamente as k e.o. de topo associadas a uma amostra de dimensão k de um
modelo GPγ(αx/γ), α ∈ R, com GPγ(·) definido em (4). A solução das equações ML associadas a
este contexto leva-nos a um estimador ML impĺıcito, α̂, do parâmetro de escala α, e a um estimador
expĺıcito do EVI, dado por

γ̂PORT−ML
n,k := 1

k

k
∑

i=1

ln(1 + α̂ Dik).

Um estudo das propriedades assintóticas deste estimador pode ser encontrado em Drees et al.
(2004).

Estimador GH. A inclinação de um gráfico de quantis generalizado levou à introdução do es-
timador GH, em Beirlant et al. (1996). Este estimador é válido para γ ∈ R, e tem a forma
funcional,

γ̂GH
n,k = γ̂H

n,k + 1
k

k
∑

i=1

{

ln γ̂H
n,i − ln γ̂H

n,k

}

.

Veja-se também Beirlant et al. (2005).

Estimador MM. Recentemente, Fraga Alves et al. (2009) introduziram e estudaram o chamado
estimador MM, que envolve não só os excessos das log-observações, mas também um outro tipo de
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estat́ısticas de momentos, dadas por L
(1)
n,k := 1

k

∑k
i=1 (1 − Xn−k:n/Xn−i+1:n) . Com base em ϕ̂n,k :=

(

M
(1)
n,k − L

(1)
n,k

)

/
(

L
(1)
n,k

)2
, com M

(1)
n,k ≡ γ̂H

n,k, podemos facilmente construir o estimador MM, válido
para γ ∈ R, e dado por

γ̂MM
n,k :=

(

ϕ̂n,k − 1
)

/
(

1 + 2 min (ϕ̂n,k − 1, 0)
)

.

Estimador MOP. Trata-se de uma generalização simples do estimador de Hill, em que em vez de
usar a média geométrica de Ui := Xn−i+1:n/Xn−k:n, 1 ≤ i ≤ k, se usa a média-de-ordem-p destas
mesmas estat́ısticas (veja-se Brilhante et al., 2013).

Consistência e normalidade assintótica dos estimadores. A consistência fraca de qual-
quer um dos estimadores do EVI anteriormente mencionados é conseguida nos sub-domı́nios de
DM(EVγ) em que são válidos, sempre que temos a validade da condição em (6) e k = kn é uma
sucessão intermédia de inteiros entre 1 e n − 1. Sob a validade da condição de segunda-ordem,
em (7), é posśıvel garantir a normalidade assintótica desses estimadores. De forma mais precisa,
se denotarmos por T qualquer um dos estimadores do EVI atrás mencionados, e denotando por
B(t) uma função de viés—fortemente relacionada com a função A∗(t) em (7), convergente para
zero quando t → ∞, é posśıvel garantir a existência de C

T
⊂ R e (b

T
, σ

T
) ∈ R × R+, tais que:

γ̂T
n,k

d
= γ +

σ
T√
k
P T

k + b
T
B(n/k) + op(B(n/k)), (9)

com P T
k uma sucessão de variáveis aleatórias assintoticamente normais padrão. Consequentemente,

para k tal que
√

k B(n/k) → λ, finito, quando n → ∞,
√

k
(

γ̂T
n,k − γ

)

−→d
n→∞ Normal(λb

T
, σ2

T
).

A b
T

e σ2
T

chamamos respectivamente viés assintótico e variância assintótica de γ̂T
n,k.

3.3 Estimação de viés reduzido do EVI

Os estimadores não-paramétricos clássicos de qualquer parâmetro de acontecimentos extremos
exibem usualmente um viés assintótico acentuado quando k, o número de e.o. de topo envolvidas
na estimação, aumenta, e mesmo para o valor óptimo de k, no sentido de erro quadrático médio
(MSE, do Inglês “mean square error”) mı́nimo, apelando para uma redução de viés, de modo a

trabalharmos com γ̂R
n,k tal que em vez de (9) se tem γ̂R

n,k
d
= γ + σ

R
PR

k /
√

k + op(B(n/k)).

Estimadores RB do EVI. A redução do viés destes estimadores clássicos tem sido um tema
amplamente discutido na literatura mais recente. Mencionamos no entanto os artigos pioneiros de
Gomes (1994), Drees (1996), Peng (1998), Beirlant et al. (1999), Feuerverger & Hall (1999) e Gomes
et al. (2000), em que surge sempre o usual “trade-off”entre variância e viés, com o desenvolvimento
de estimadores em que se reduz o viés, aumentado a variância, e obtendo os chamados estimadores
SORB, do Inglês “second-order reduced-bias. Esta abordagem tem sido considerada essencialmente
para caudas pesadas. As ideias chave são encontrar maneiras de nos libertarmos da componente
dominante do viés bT B(n/k), em (9), ou de avançar no estudo do comportamento de segunda-
ordem de estat́ısticas base para estimação de γ, tais como os excessos das log-observações ou os
log-espaçamentos escalados, de modo a termos um termo dominante de viés assintótico de ordem
inferior a B(n/k). É ainda de realçar que, recentemente, Cai et al. (2012) deram os primeiros
passos na estimação SORB do EVI, com a introdução de um estimador SORB para γ ∈ R, na
vizinhança de zero, baseado na metodologia PWM, do Inglês “probability weighted moments”.

Estimadores RB do EVI com variância-mı́nima (MVRB, do Inglês “minimum-variance
reduced-bias”). Recentemente, o “trade-off”atrás mencionado conseguiu ser ultrapassado com a
estimação adequada dos funcionais de segunda-ordem, tal como foi feito, para caudas pesadas,
em Caeiro et al. (2005) e Gomes et al. (2007b; 2008b), que introduziram estimadores MVRB do
EVI. Esses estimadores têm uma variância assintótica coincidente com a do estimador H, e um
viés de ordem inferior, ultrapassando pois os estimadores clássicos para todo o k. Algoritmos
para a estimação adequada dos parâmetros de segunda-ordem podem ser encontrados em Gomes
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& Pestana (2007), entre outros. O uso desses algoritmos, em que o estimador de ρ é calculado
em k1 = [n1−ε], com ε pequeno, permite-nos, face a uma ligeira restrição na classe de modelos em
que trabalhamos, garantir a validade de uma propriedade crucial do estimador de ρ, que permite
não haver aumento da variância assintótica. Essa propriedade crucial pode ser potencialmente
verificada sem qualquer restrição, caso calculemos ρ̂ no seu ńıvel óptimo (veja-se Caeiro et al.,
2009), mas a escolha adaptativa desse ńıvel é ainda um tópico de investigação em aberto. Detalhes
adicionais sobre estimação SORB e MVRB podem ser encontrados nas recensões cŕıticas em Reiss
& Thomas, Caṕıtulo 6, Gomes et al. (2008a) e Beirlant et al. (2012).

3.4 Estimação de outros parâmetros de acontecimentos extremos

Quantis elevados de probabilidade 1−p, com p pequeno, são talvez os parâmetros de acontecimentos
extremos mais relevantes. Tratam-se de funções do EVI, bem como da localização e escala da
população em estudo. Em contexto não-paramétrico, os estimadores mais usuais de χ1−p := U(1/p),
com p pequeno, podem ser derivados a partir de (6), através da aproximação

U(tx) ≈ U(t) + a(t)(xγ − 1)/γ.

O facto de se ter Xn−k+1:n
p∼ U(n/k) permite-nos estimar χ1−p com base nesta aproximação e

na estimação adequada de γ e de a(n/k). Para o caso mais simples de caudas pesadas, temos a
aproximação U(tx) ≈ U(t)xγ, donde derivamos

χ̂
1−p,k

:= Xn−k:n (k/(np))γ̂k ,

sendo γ̂k um qualquer estimador não-paramétrico e consistente do EVI. Este tipo de estimador
foi introduzido pela primeira vez em Weissman (1978). Detalhes para a estimação não-paramétria
de quantis para γ ∈ R, podem ser encontrados em Dekkers & de Haan (1989), de Haan & Ro-
otzén (1993) e mais recentemente em Ferreira et al. (2003). Outras abordagens à estimação de
quantis elevados podem ser vistas em Matthys & Beirlant (2003). Aconselhamos ainda a leitura
de Guillou et al. (2010) e de You et al. (2010). Contudo, nenhum dos estimadores anteriores reage
adequadamente a mudanças de escala nos dados. Araújo Santos et al. (2006) introduziram uma
classe de estimadores de quantis elevados gozando dessa caracteŕıstica, a contrapartida emṕırica
da linearidade teórica de um quantil χp, i.e. χp(δX + λ) = δχp(X) + λ, ∀λ ∈ R e escalar positivo
δ. Esta classe de estimadores é baseada na metodologia PORT e fornece propriedades exactas
para as medidas de risco em finanças: invariância para translações e homogeneidade positiva. A
estimação da probabilidade de excedência de ńıveis fixos elevados, do limite superior do suporte,
do valor médio de uma distribuição com cauda-direita pesada, e do coeficiente de cauda Weibull
têm sido amplamente estudados em contexto não-paramétrico (vejam-se detalhes adicionais em de
Haan & Ferreira, 2006, Gomes et al., 2008a, e Beirlant et al., 2012). Para uma estimação SORB e
não paramétrica de outros parâmetros aconselhamos a consulta de bibliografia em Reiss & Thomas
(2007), Caṕıtulo 6, Gomes et al. (2008a) e Beirlant et al. (2012).

3.5 Testes em esquema não-paramétrico

Testar, em contexto não-paramétrico, a hipótese H0 : F ∈ DM(EV0) versus H1 : F ∈ DM(EVγ),
γ �= 0, ou versus alternativas unilaterais, é obviamente sensato. Em sentido lato, já se podem
encontrar testes desta natureza em artigos anteriores a 2000 (veja-se Gomes et al., 2007a). Testes
puramente não-paramétricos aparecem em Jurečková & Picek (2001). Mas o teste à condição de
valores extremos pode ser atribúıdo a Dietrich et al. (2002), que propõem uma estat́ıstica para
testar se a condição F ∈ DM(EVγ) é ou não suportada pelos dados, juntamente com uma versão
mais simples para testar F ∈ DM(EVγ≥0). Encontram-se recensões cŕıticas do tema em Hüsler &
Peng (2008) e em Neves & Fraga Alves (2008).
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4 Comentários gerais e tópicos de investigação futura

Na nossa opinião a Estat́ıstica de Extremos Univariados continua a ser um campo interessante
de investigação, onde ainda existem muitos tópicos em aberto. Recentemente, têm surgido
desenvolvimentos importantes na área de extremos espaciais, em que modelos paramétricos
parecem ter voltado a revelar-se de enorme importância. Neste caso, e numa altura em que
temos acesso a técnicas computacionais altamente sofisticadas, existe uma grande diversidade de
modelos paramétricos, que podem e devem ser considerados. E em contexto não-paramétrico,
tópicos como a seleção de ńıveis (veja-se Gomes et al., 2012), tendências e pontos de mudança no
comportamento da cauda, e o “clustering”de observações elevadas em situações de dependência,
fortemente relacionados com a existência de um ı́ndice extremal θ < 1, são, entre outros, tópicos
fortemente desafiadores. Testes não-paramétricos da condição F ∈ DM(Gγ) são cruciais e já
foram delineados por vários autores, tal como se referiu na Secção 3.5. E testes às condições
de segunda e de terceira-ordem? A Estat́ıstica de Extremos Univariados para dados sujeitos
a censura aleatória é também um tópico em que ainda há muito a fazer. Além disso, a
estimação de parâmetros de segunda e terceira-ordem ainda merece atenção cuidada, particu-
larmente devido à sua importância na estimação SORB de parâmetros de acontecimentos extremos.
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Há um notável conto do Asimov, chamado Profession
3
, num futuro em que há um dia da escola, dia 

(Reading Day) em que as crianças vão à escola e ficam a saber qualquer coisa semelhante ao que 

actualmente seria chamada uma boa educação pré-universitária, e um dia chamado Education Day, em 

que após a adolescência voltam à escola, e no fim do dia são profissionais competentes, cada qual de 

seu ramo. Posteriormente há um Olympics Day (já ninguém sabe bem porquê esse nome) em que são 

recrutados para uma profissão — mas nem sempre a que ambicionam. Para o protagonista da história, 

George Platen, é um dia de inesperada decepção, pois não é escolhido para uma das profissões que 

ambicionava, um dos que iria usar as tecnologias mais avançadas, ou um dos enviados para áreas 

remotas do universo sendo os pioneiros de novas expansões da humanidade; de facto, no fim do dia 

não foi recrutado para nada. Parte da estória descreve a sua frustração e revolta, talvez mesmo raiva 

contra o “acompanhante" que foi designado para o orientar enquanto aprende coisas, já que não 

aprendeu uma especialidade no Olympics Day. E é quando ele bate no fundo da depressão, e exprime a 

sua frustração e raiva, que o seu guardião lhe explica que aqueles que ele inveja têm uma formação 
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da inovação. E o conto termina num clima de cautelosa esperança, pois honestamente o seu guia lhe 

diz que muitos fracassam
4
. 

Aprender pelo gosto de aprender é aquilo que mais ambicionamos encontrar nos nossos alunos. Em 

horas de sorte, conseguimos mesmo ser parte do fermento que transforma alguns alunos nessa espécie 

extravagante de gente, e quando olho para trás tenho pelo menos a ilusão de que em alguns casos 

participei nessa espécie de maiêutica de que Sócrates (o genuíno, claro) falava. Por esses alunos eu 

sinto gratidão, talvez mesmo mais do que a que eles sentem por mim, pois eles foram de facto um 

arco-íris na minha vida profissional. 

Claro que também tive dissabores, mas que olhados à distância me provocam um sorriso. Num dos 

últimos anos em que ensinei, uma aluna de Bioestatística (cadeira em que no passado quase só tinha 

alunos distintos) pôs o dedinho no ar para colocar uma questão - estava eu a explorar as ideias de 

especificidade e sensibilidade, de valor preditivo positivo e negativo, que usei como um exemplo de 

aplicação do teorema de Bayes. A questão que colocou foi “Professor, isso que está para aí a dizer 

pode sair em exame?". Sosseguei-a, esclarecendo que nada do que era dado nas aulas podia sair em 

exame, e creio que a ironia da resposta foi deitar pérolas a uma porca.  

Nos últimos anos, fui constatando que a preparação prévia dos alunos que entram na universidade 

declinou gravemente, mas felizmente nunca tive que abdicar de manter o nível das minhas cadeiras 

num padrão de exigência semelhante ao do ensino nas boas universidades dos países desenvolvidos. 

Isto é, para ser completamente realista: sempre me mantive exigente comigo, a exigência com os 

alunos teve que ter em linha de conta a mediania de muitos deles - e felizmente aquela ganga cuja 

vivência universitária parece limitar-se a praxes em geral tinha a sensatez de se auto excluir de aulas e 

exames. 

Fui muitas vezes acusado de exagerar na quantidade de matéria dos meus programas. Discordo, e 

desde muito cedo comecei a disponibilizar aos alunos material de trabalho adequado, que vim a 

transformar num livro, e indicações de livros existentes na biblioteca, onde poderiam aprender muito 

mais do que o que se pode ensinar num escasso número de horas de aulas. Penso que ter passado pela 

Faculdade de Letras teve alguma influência no modo de encarar o ensino, pois é (ou era) uma 

Faculdade em que o ensino universitário tinha de facto a preocupação de rasgar horizontes. Lembro-

me que o Professor Mário de Albuquerque, que todos os anos mudava o programa de História da 

Cultura Medieval - e a cultura de 1000 anos dá sem dúvida a possibilidade de construir inúmeros 

programas interessantes - na primeira aula escrevia no quadro os dez pontos do programa desse ano (e 

eram temas monumentais, como “a simbólica medieval", ou “heterodoxias na Idade Média”), e 

anunciava: “Nas aulas vou expor um destes temas, para exemplificar como os senhores alunos devem 

estudar os outros na biblioteca". Claro que no ensino de uma ciência tão hierarquizada como a 

Matemática este ensino “aberto" é impossível, mas não se deve daí concluir que devemos desistir de 

incutir nos alunos o desejo de saber mais do que o que ensinamos nas aulas, e talvez se tenha como 

recompensa de vez em quando ser o aluno a ensinar o professor.  

Não consigo apreciar o ensino sem ambição, as plataformas Moodle que não incentivam os alunos a 

procurar fontes documentais mais ricas, a cultura superficial que se adquire na net. Felizmente, a 

distribuição do serviço docente que me coube nos últimos anos de exercício da profissão não me fez 

ter contacto direto com a miserável decadência daquilo a que hoje chamam mestrados, que nem 

chegam a ser uma caricatura do que antes era ensinado nos últimos anos da licenciatura. Condeno - é a 

única palavra que me parece adequada - o ensino baseado na exibição de outputs de computador, um 

ensino desajeitado, que não ensina nem Estatística nem sequer a fazer uma análise de dados inteligente 

e adequada, e que decerto é mais volátil do que éter.  

Confidenciava-me o Professor Andrade e Silva, quando foi notável Presidente do Conselho Científico 

da FCUL, que por vezes era preciso muita pedagogia com os colegas. Não sinto que tenha tido êxito 

nessa componente da vida universitária, pois inutilmente tentei em muitas ocasiões melhorar o ensino 
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da Estatística na minha instituição, e em outras em que por empréstimo trabalhei, sem o êxito que 

esperava. 

Diz Descartes, nas Meditações Metafísicas, que o bom senso foi a coisa que Deus melhor distribuiu, 

pois cada qual está satisfeito com o que lhe coube em sorte. Este ilusório êxito individual muitas vezes 

redunda em fracassos coletivos. Foi um progresso assinalável a Estatística ter-se tornado cadeira 

obrigatória em quase todos os cursos científicos. Mas o “bom senso" de quem decidia sobre a 

arquitetura dos cursos, percebendo que muitas cadeiras das suas áreas só deviam ser ensinadas a 

estudantes já com alguma maturidade, foi recuando o ensino da Estatística, do segundo semestre do 

segundo ano para o primeiro semestre, e agora em alguns casos para o segundo semestre do primeiro 

ano, sem atender a que tão cedo quem escolheu Farmácia ou Biologia ainda não percebe porque é que 

lhe estão a impingir uma cadeira que lhes parece espúria. Claro que uma exemplificação cuidada, 

tendo o cuidado de ir chamando a atenção para questões de Amostragem e de Planeamento de 

Experiências, pode alterar esse primeiro repúdio por parte dos alunos, mas estes não podem colher 

nessa fase os benefícios que uma cadeira de Estatística pode ter quando é ensinada a alunos que já 

podem apreciar plenamente o seu papel na metodologia das ciências experimentais. 

Numa cadeira propedêutica de Estatística, que se sabe ser a única do curso, não se pode deixar de 

gastar algum tempo com análise inicial dos dados (recordando estatística descritiva já esquecida, 

expondo algumas inovações da análise exploratória dos dados), Probabilidade, e as bases dos 

procedimentos inferenciais, ilustrados naturalmente com os maravilhosos resultados exatos quando se 

usa o modelo gaussiano (o que implica alguma referência, mesmo muito etérea, ao teorema limite 

central). Mas esses resultados exatos derivam da independência da média e variância empíricas, que é 

característica do modelo gaussiano, não se verificando em nenhum outro (a abordagem a alternativas 

não-paramétricas não deve ser omitida, mas tem que ser feita com uma tal brevidade que se torna 

impossível uma discussão comparativa de métodos paramétricos / métodos não-paramétricos, 

amputando o ensino da ambição que devia ter de semear devidamente ideias e discutir conceitos). Não 

há a possibilidade de explorar sequer os rudimentos do método de Monte Carlo e simulação, e as 

referências a Amostragem e Planeamento de Experiências, cujos rudimentos me parecem 

imprescindíveis
5
 só pode ser ocasional e muito parcelar. Penso que a ausência de formação adequada 

em Metrologia e em recolha e organização da informação são uma das falhas graves de quase todos os 

cursos. A possibilidade, pelo menos opcional, de os alunos terem algum contacto com Controle de 

Qualidade, e com Simulação, seria decerto uma mais-valia para muitos graduados. 

Outra questão em que nunca consegui “converter" devidamente os membros do Conselho Científico 

foi a minha reiterada esperança que todos os cursos de mestrado, ou pelo menos os estudos avançados 

que são atualmente o início do doutoramento, deveriam ter uma componente de metodologia da 

investigação científica. Recomendei tão frequentemente quanto foi possível que lessem o notável 

White Paper publicado pelo governo britânico em 1993, intitulado Realizing Our Potential, ou pelo 

menos o interessante livro Research Methods for Postgraduates, de T. Greenfield - que The New 

Scientist classificou como “The most useful book any postgraduate could ever buy" - cujo Prefácio, na 

primeira edição, abre com a frase  

The [UK] government proposed in 1994 in their White Paper Realising Our Potential that all 

graduates who wish to study for doctorate should first take a one-year master's course in 

research methods. Several universities have since introduced such course and more are planned. 

This book is a response to that development. 

e deviam consultar o índice, para verificar o papel que a Estatística tem nessa formação (cerca de um 

terço do livro trata ou diretamente de Estatística ou de questões que têm diretamente que ver com 

Estatística — basta referir o título de alguns capítulos: 11: Choosing and using software for statistics; 

19: Randomized trials; 20: Laboratory and industrial experiments; 21: Agricultural experiments; 22: 

Survey research; 23: Principles of sampling; 24: Sampling in human studies; 25: Sources of 

population statistics; 25: Interviewing; 29: Elementary statistics; 30: Further statistical methods; 31: 

Computer support for data analysis; 35: Stochastic models and simulation). Recomendações muitas 
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  Na comemoração do cinquentenário da publicação do best-seller How to Lie with Statistics, o fascículo 

especial que Statistical Science dedicou à efeméride tem um interessante artigo sobre How to Lie with Bad 

Data, que mereceria muita atenção. 
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vezes repetidas, com esperança de um dia ser escutado e não apenas ouvido, mas tão em vão quanto no 

belíssimo poema de David Mourão Ferreira, que começa 

 

Em vão se agarra o Sol 

Em vão se agarra o Sol às paredes do céu!
6
 

 

Consolo-me, por outro lado, a ver tantos jovens cientistas que formámos nos mestrados e 

doutoramentos do departamento em que tão longamente trabalhei, que tendo vocação para a docência 

têm levado um ensino de qualidade da Estatística para tantas universidades, tantos politécnicos, tantos 

institutos de investigação. Isso parcialmente me consola de esporadicamente ainda observar “carreiras" 

de quem, não tendo tido uma formação adequada, não teve a humildade de a procurar, e produz um 

ensino de qualidade lamentável, muitas vezes ainda procurando trepar para posições de destaque que 

não merecem. Um bom estatístico pode nascer em qualquer área - e os passos pioneiros de Galton, 

Pearson, Student, Fisher, e muitos outros, foram dados por biólogos, químicos, geneticistas - mas 

atualmente um cientista de outros campos só com sério investimento se pode transformar num 

estatístico profissional; não é decerto por se usar software estatístico - que produz sempre resultados 

(qualquer que seja a qualidade e fiabilidade dos dados, e a quantidade de dados omissos, e mesmo que 

o que se pede não seja adequado para usar com dados numa “escala de medição"
7
, que não permite 

que as operações aritméticas envolvidas no procedimento computacional sejam válidas) - que se fica 

habilitado a ensinar Estatística. 

A recomendação de humildade e trabalho vale também para todos aqueles que cursaram Estatística, e 

querem ser estatísticos profissionais: nenhum curso universitário produz um produto acabado, é um 

mero prefácio para o muito investimento em aprendizagem continuada, que tem que se fazer para 

conhecer bem uma parcela da Estatística. E isso, por sua vez, é a preparação de base que permite 

aprender sempre mais, quando uma consulta, a necessidade de intervir noutra área, ou as 

responsabilidades de dirigir, coordenar, orientar, nos obrigam a novos investimentos, aprendendo até 

ao fim da vida (depois disso não sei). 

 

 

 

Post-Scriptum 
 

Este texto foi escrito por solicitação direta do Presidente da SPE, Carlos Daniel Paulino, exprimindo o 

seu desejo de que houvesse uma secção regular de Controvérsias no Boletim da SPE - uma ideia que 

só posso aplaudir. 

Pensando que o que fui capaz de escrever não se enquadrava propriamente nessa índole, enviei-lhe o 

texto que consegui produzir submetendo ao seu critério se queria ou não publicá-lo. 

Teve a gentileza de aceitá-lo como está, mas sinto-me compelido a juntar este Post Scriptum, citando 

os comentários que me enviou - que considero uma fonte de reflexão para outros que venham a 

escrever para essa secção: 

 

``[...] Controvérsias, que queria e quero criar no Boletim para agitar as águas correntes 

quantas vezes demasiado estagnadas. 

 

 [...] a título informativo, eis algumas reflexões ao correr da pena sobre tópicos que gostaria que 

perpassassem por aquela secção: 

 

1. Independentemente de qualquer área científica, que valores estão implícitos, ou mesmo 

explícitos, nas atuais tendências pedagógicas dominantes? 
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pode encontrá-la em http://montalvoeascinci.asdonossotempo.blogspot.pt/2012/01/poesia-maria-alzira-seixo-

ha-la-relacao.html. 
7
 No sentido específico dado a esta expressão pela célebre e ainda actual análise de Steven, S. S. (1946), On the 

theory of scales of measurement, Science 103, 677-680. 

vezes repetidas, com esperança de um dia ser escutado e não apenas ouvido, mas tão em vão quanto no 

belíssimo poema de David Mourão Ferreira, que começa 

 

Em vão se agarra o Sol 

Em vão se agarra o Sol às paredes do céu!
6
 

 

Consolo-me, por outro lado, a ver tantos jovens cientistas que formámos nos mestrados e 

doutoramentos do departamento em que tão longamente trabalhei, que tendo vocação para a docência 

têm levado um ensino de qualidade da Estatística para tantas universidades, tantos politécnicos, tantos 

institutos de investigação. Isso parcialmente me consola de esporadicamente ainda observar “carreiras" 

de quem, não tendo tido uma formação adequada, não teve a humildade de a procurar, e produz um 

ensino de qualidade lamentável, muitas vezes ainda procurando trepar para posições de destaque que 

não merecem. Um bom estatístico pode nascer em qualquer área - e os passos pioneiros de Galton, 

Pearson, Student, Fisher, e muitos outros, foram dados por biólogos, químicos, geneticistas - mas 

atualmente um cientista de outros campos só com sério investimento se pode transformar num 

estatístico profissional; não é decerto por se usar software estatístico - que produz sempre resultados 

(qualquer que seja a qualidade e fiabilidade dos dados, e a quantidade de dados omissos, e mesmo que 

o que se pede não seja adequado para usar com dados numa “escala de medição"
7
, que não permite 

que as operações aritméticas envolvidas no procedimento computacional sejam válidas) - que se fica 

habilitado a ensinar Estatística. 

A recomendação de humildade e trabalho vale também para todos aqueles que cursaram Estatística, e 

querem ser estatísticos profissionais: nenhum curso universitário produz um produto acabado, é um 

mero prefácio para o muito investimento em aprendizagem continuada, que tem que se fazer para 

conhecer bem uma parcela da Estatística. E isso, por sua vez, é a preparação de base que permite 

aprender sempre mais, quando uma consulta, a necessidade de intervir noutra área, ou as 

responsabilidades de dirigir, coordenar, orientar, nos obrigam a novos investimentos, aprendendo até 

ao fim da vida (depois disso não sei). 

 

 

 

Post-Scriptum 
 

Este texto foi escrito por solicitação direta do Presidente da SPE, Carlos Daniel Paulino, exprimindo o 

seu desejo de que houvesse uma secção regular de Controvérsias no Boletim da SPE - uma ideia que 

só posso aplaudir. 

Pensando que o que fui capaz de escrever não se enquadrava propriamente nessa índole, enviei-lhe o 

texto que consegui produzir submetendo ao seu critério se queria ou não publicá-lo. 

Teve a gentileza de aceitá-lo como está, mas sinto-me compelido a juntar este Post Scriptum, citando 

os comentários que me enviou - que considero uma fonte de reflexão para outros que venham a 

escrever para essa secção: 

 

``[...] Controvérsias, que queria e quero criar no Boletim para agitar as águas correntes 

quantas vezes demasiado estagnadas. 

 

 [...] a título informativo, eis algumas reflexões ao correr da pena sobre tópicos que gostaria que 

perpassassem por aquela secção: 

 

1. Independentemente de qualquer área científica, que valores estão implícitos, ou mesmo 

explícitos, nas atuais tendências pedagógicas dominantes? 

                                                 
6
  Quem quiser ler essa extraordinária Elegia do Outono - será do Outono da vida? -, de Tempestade de Verão, 

pode encontrá-la em http://montalvoeascinci.asdonossotempo.blogspot.pt/2012/01/poesia-maria-alzira-seixo-
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2. Que competências se pretende que os quadros superiores a formar devem adquirir? O rigor e 

a exigência devem apenas remeter-se a uma figura de retórica? 

 

3. Seja o ensino tematicamente mais abrangente ou mais confinado, como é avaliada e com que 

objetivos a aprendizagem? 

 

4. Qual a finalidade na realidade (e não na retórica) da Universidade presentemente, além de 

criar e transferir conhecimento? Ensinar os seus alunos, abrindo horizontes, e avaliar 

consonantemente a aprendizagem conseguida, ou ao invés aplicar um receituário tolhido e 

aprovar em número tido a priori como suficiente de forma a ludibriar o real combate ao 

insucesso com falseadoras estatísticas - numa concreta manifestação de como se mente com a 

Estatística? 

 

5. Não é precisamente a avaliação o meio mais transparente de se evidenciar quais os os 

objetivos que norteiam uma escola? 

 

6. Que tem a este nível gerado a dita saudável competição entre escolas? 

Não estão estas mais preocupadas com a sua sobrevivência no plano mais imediatista, por força 

de constrangimentos externos, e menos com o futuro da sociedade em que estão inseridas? Não 

estará também aqui a génese do facilitismo e da colocação na prateleira ou outras formas de 

silenciamento daqueles que bravamente lhe resistem? 

 

São questões de grande relevo, amplamente merecedoras de debate, e só posso aplaudir o nosso 

Presidente por querer vê-las discutidas, e por desafiar outros a abordá-las em vez de ter uma 

abordagem dogmática de expor prioritariamente as opiniões (porventura suculentamente controversas) 

que decerto tem sobre estes assuntos. 

Não podendo discutir em detalhe qualquer delas, e ainda menos todas, decidi juntar no entanto alguns 

comentários: 

 

1. Quando tive a honra de trabalhar, sob a sábia batuta do Professor Veiga Simão, na avaliação de 

cursos universitários que o CRUP empreendeu, usando como base documentos de auto-avaliação 

preparados pelos departamentos universitários que tinham a responsabilidade de organizar essas 

licenciaturas, imediatamente nos demos conta das limitações inultrapassáveis decorrentes de não ter 

sido previamente estabelecido um ``caderno de encargos", apropriado, com a antecedência necessária, 

explicitando devidamente as bases e critérios da avaliação. O Guião, fornecido aos responsáveis com 

uma antecedência exígua, era apenas uma espécie de ``borrão" do que poderia ter transformado os 

relatórios de auto-avaliação num instrumento de trabalho que permitisse uma análise comparativa justa 

entre as diversas ofertas pedagógicas sobre qualquer das áreas (decididas com critérios um pouco 

subjetivos, respeitando mais a tradição do que a realidade atual da Ciência, em minha opinião) em que 

foram classificados os cursos. 

 

2. A Lei de Bases do Sistema Educativo é um documento admirável, e surpreende-me que muitos 

profissionais do ensino nunca a tenham lido.  
(http://www.dges.mctes.pt/NR/rdonlyres/AE6762DF-1DBF-40C0-B194-E3FAA 9516D79/1766/Lei46_86.pdf)  

Em particular o artigo 11º (âmbitos e objetivos do ensino superior) promove um ideário notável. A 

minha querida amiga Professora Maurícia Oliveira (que por azares da vida teve que deixar 

prematuramente a docência universitária) teve a argúcia de construir um inquérito para os alunos, 

levando-os a pronunciarem-se sobre a qualidade do ensino nas perspetivas dos objetivos enumerados 

nesse artigo. Recomendo que a construção de inquéritos seja feita atendendo à necessidade de 

averiguar se os objetivos do ensino superior estão ou não a nortear o ensino efetivo nas respetivas 

instituições. 

 

3. A atual avaliação de desempenho, em que cada instituição inventou as suas regras, em que há uma 

promiscuidade de avaliadores e avaliados que só pode gerar desconfianças, em que as escolas mais 

inteligentes têm o cuidado de exibir um corpo docente de excelência, enquanto outras que apenas se 
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julgam inteligentes parecem mais apostadas em rebaixar o seu corpo docente (e se calhar os resultados 

junto do público farão justiça a essa argúcia e a essa mediocridade), parece-me um retrocesso ao já 

imperfeito sistema anteriormente usado pelo CRUP - que pelo menos tinha a menor parcialidade de os 

avaliadores serem externos, e um arremedo de uniformização de critérios dentro de cada área, podendo 

assim contribuir para estimular uma saudável competição entre as ofertas pedagógicas de diversas 

escolas, e permitindo a formação de uma opinião pública mais esclarecida. 

Quando observo os ímpetos castigadores de alguns regulamentos, não resisto a recordar a notável 

conversa entre o diabo e o inquisidor em O Físico Prodigioso de Jorge de Sena, em que o inquisidor 

reage indignado à imposição do Diabo de desistirem do processo contra o Físico, perguntando “e o 

castigo dos males?", ao que o Diabo responde com ironia “Mas a quem compete castigar, senão a 

mim?" (cito de memória).  

De facto, o que se deve pensar de regulamentos em que um dos critérios de base tem que ver com 

opiniões expressas por alunos (o que seria bom, se houvesse algum cuidado de verificar se os alunos 

foram às aulas que criticam, e se não se está simplesmente a incentivar o laxismo, como se fez no 

ensino secundário ao castigar os professores que classificavam alunos com notas “negativas", 

obrigando-os a aulas extras) - mas em que os dirigentes têm à cabeça pontuação máxima, sem 

minimamente se investigar por inquérito a opinião dos seus pares sobre a governação que efetivamente 

fazem, tantas vezes contrária às intenções manifestadas pré-eleitoralmente?  

E que pensar de regulamentos que claramente estimulam um egoísmo que a meu ver não são as 

melhores “condições para a promoção da investigação científica" prometidas no artigo 15º da Lei de 

Bases do Sistema Educativo? Sempre partilhei as minhas ideias - e obviamente o crédito - com colegas 

de trabalho, e sempre considerei que esta era uma condição para promover o futuro das instituições, 

por isso fico perplexo com regras do tipo: se um trabalho for assinado por mais do que três autores, 

conta como 1/nº de autores na creditação atribuída, para avaliação, a qualquer deles (enquanto até 3 

autores conta como um trabalho para cada um deles, uma descontinuidade que me parece muito 

injusta). 

Por outro lado, parece-me um direito fundamental que os critérios de avaliação sejam amplamente 

divulgados com uma antecedência de dois ou três anos, por forma a permitir uma adequação do 

desempenho ao que as instituições decidiram considerar padrões e critérios de avaliação. 

 

4. Ampliando um pouco os objetivos de “agitar as águas correntes", penso que esta secção de 

Controvérsias podia ser uma excelente base de reflexão para se submeter à Assembleia Geral da SPE, 

em tempo oportuno, um “código deontológico/regras de conduta" do exercício da profissão de 

estatístico
8
. 

 Muitas sociedades científicas de relevo têm esse tipo de documento, recomendo a leitura de alguns, e 

sobretudo que a SPE tenha entre os seus objetivos propor alguma regulamentação que prestigie a 

Estatística na opinião pública. 

 

 

Recordação de um sucesso esquecido 
 

Como a Direção da FCUL determinou recentemente que os professores aposentados passam a dispor 

de espaço 0 nas instalações da instituição, 3 anos após a aposentação, ando a arrumar a desarrumação 

do meu gabinete (e a desarrumar um pouco mais a desarrumação de casa). 

A parte boa é que vou encontrando papéis já esquecidos, que me levam a recordar algumas peripécias 

da minha vida de docente. Alguns dos meus exames mais originais andam pela internet, mas nunca lá 

vi o programa que entreguei aos alunos em 1996-97, e que reproduzo na página que se segue. Levei 

folhas para distribuir pelos alunos, e um acetato que projetei e comecei a comentar. 

Só quando os sinais de estupefação eram gerais, e o silêncio um pouco consternado audível (se me 

posso exprimir assim) é que perguntei com ar inocente: 

                                                 
8
 Sim, em minha opinião a palavra acertada é “estatístico", e não “estaticista", e o argumento contrário de que o 

feminino seria então o nome da própria ciência, e mesmo de uma terminologia específica dentro dessa própria 

ciência, parece-me descabido. A menos que se passe a ter como norma que em vez de “matemático" se deve 

usar “matematicista", em vez de “físico" se deve usar “fisicista", etc. 
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conversa entre o diabo e o inquisidor em O Físico Prodigioso de Jorge de Sena, em que o inquisidor 

reage indignado à imposição do Diabo de desistirem do processo contra o Físico, perguntando “e o 

castigo dos males?", ao que o Diabo responde com ironia “Mas a quem compete castigar, senão a 
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E que pensar de regulamentos que claramente estimulam um egoísmo que a meu ver não são as 

melhores “condições para a promoção da investigação científica" prometidas no artigo 15º da Lei de 

Bases do Sistema Educativo? Sempre partilhei as minhas ideias - e obviamente o crédito - com colegas 
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por isso fico perplexo com regras do tipo: se um trabalho for assinado por mais do que três autores, 

conta como 1/nº de autores na creditação atribuída, para avaliação, a qualquer deles (enquanto até 3 

autores conta como um trabalho para cada um deles, uma descontinuidade que me parece muito 

injusta). 

Por outro lado, parece-me um direito fundamental que os critérios de avaliação sejam amplamente 

divulgados com uma antecedência de dois ou três anos, por forma a permitir uma adequação do 

desempenho ao que as instituições decidiram considerar padrões e critérios de avaliação. 

 

4. Ampliando um pouco os objetivos de “agitar as águas correntes", penso que esta secção de 
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— Há alguma coisa que não estejam a entender? 

Na cadeira de Probabilidade e Aplicações (em que entreguei um programa semelhante), um aluno - 

atualmente um amigo, e durante largo período colaborador do meu projeto de investigação no CEAUL 

- comentou: 

— Não, não, dificilmente poderia ser mais claro! 

O que naturalmente provocou uma gargalhada geral. 

Só nessa altura distribuí o programa a sério, dactilografado de forma arrumada, explicitando objetivos, 

bibliografia e modo de avaliação - enfim, o que se deve fazer - e disse: 

— Pois, o que vos mostrei deve-se a ter estado a corrigir exames, e ter-me parecido que vos devia 

mostrar de uma forma visível como NÃO se deve apresentar seja o que for, incluindo um exame. 

Nesse ano os exames, em geral, vinham mais cuidadosamente apresentados. 
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SPE e a Comunidade
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Na minha tese foram desenvolvidos métodos estatísticos para dar resposta a problemas na genética. 

Um objetivo muito comum na análise de dados de microarrays é determinar que genes são 

diferencialmente expressos sob dois (ou mais) tipos de tecido ou sob amostras submetidas a diferentes 

condições experimentais. Sabe-se que as amostras biológicas são heterógeneas devido a vários fatores, 

como por exemplo, antecedentes genéticos e subtipos moleculares, os quais são, na maior parte das 

vezes, do desconhecimento do investigador. Por exemplo, em experiências que envolvam a 

classificação de tumores é importante que se identifiquem subtipos do cancro em investigação. 

Distribuições bimodais ou multimodais geralmente refletem a presença de misturas de subclasses. 

Consequentemente, pode haver genes que sendo diferencialmente expressos (DE) quando se tem em 

conta os diferentes subgrupos, não são identificados pelos métodos usualmente utilizados para 

selecionar genes DE. Neste trabalho propõe-se uma nova representação gráfica que não só permite 

identificar genes com regulação positiva e regulação negativa, mas também genes DE em subgrupos. 

Esta ferramenta baseia-se em duas medidas, nomeadamente na área abaixo da curva (AUC) receiver 

operating characteristic (ROC) e no coeficiente de sobreposição entre duas densidades (OVL). Para a 

estimação do OVL desenvolveu-se um algoritmo que permite obter uma estimativa não-paramétrica 

desse coeficiente e que se baseia em determinar a área de sobreposição de duas densidades estimadas 

pelo método do núcleo. Foi também desenvolvido um algoritmo para identificar distribuições 

bimodais ou multimodais estimadas pelo método do núcleo, permitindo deste modo identificar os 

genes com as características acima descritas. A metodologia aqui proposta foi implementada em 

linguagem R. Compararam-se os resultados com os resultados obtidos através de métodos usualmente 

aplicados na seleção de genes DE, usando-se dados simulados e duas bases de dados disponíveis 

publicamente. Os resultados indicam que a nova ferramenta, Arrow plot, apresenta um bom 

desempenho na seleção de genes com diferentes tipos de expressão diferencial, sendo flexível e útil na 

análise de perfis da expressão de genes em dados de microarrays. 

 

Carina Fortes 
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A minha tese incidiu sobre a quantificação da mortalidade de aves e quirópteros em parques eólicos. 

Nos estudos de monitorização dos parques sabe-se que a mortalidade observada difere da mortalidade 

real fundamentalmente como consequência (1) da remoção de cadáveres, (2) da deteção imperfeita 

pelos observadores e (3) da prospeção parcial do parque. 

Assumindo a probabilidade de encontrar um cadáver conhecida, o estimador de máxima 

verosimilhança do número de animais mortos presentes na região no dia da visita pode definir-se pela 

razão entre o número de cadáveres encontrados e a probabilidade de encontrar um cadáver. Neste 

contexto, a probabilidade de encontrar um cadáver pode estimar-se pelo produto entre a probabilidade 

de inclusão da área prospetada na amostra, a probabilidade de não ser removido, dado que se encontra 

na área prospetada e a probabilidade de deteção do cadáver, dado que se encontra na área prospetada e 

não foi removido.  

A probabilidade de estar disponível para ser encontrado pode definir-se pela esperança matemática da 

probabilidade de permanência de um cadáver. A análise de sobrevivência é uma metodologia que se 

aplica sempre que interessa modelar o tempo até à ocorrência de um evento, aplicando-se pois, neste 

domínio. As opções de modelação incluem metodologias não-paramétricas, semi-paramétricas e 

paramétricas. Como ponto de partida para uma análise rigorosa, foram discutidos os métodos de 

discriminação entre modelos probabilísticos. A validação formal de um modelo probabilístico envolve 

frequentemente a realização de testes de ajustamento. Neste trabalho, foi feito um estudo por 

simulação da potência dos testes de ajustamento baseados nas estatísticas de Kolmogorov-Smirnov, 

Cramér-von Mises e Anderson-Darling, variando as distribuições sob as hipóteses nula e alternativa, a 

dimensão da amostra, o grau de censura e o nível de significância. Foi também efetuada a comparação 

das metodologias paramétricas e semi-paramétricas na modelação da função de sobrevivência e 

discutida a importância da seleção do modelo probabilístico no contexto da estimação da função de 

sobrevivência e mortalidade. 

A estimação da probabilidade de deteção do cadáver é enquadrada no contexto formal da amostragem 

por distâncias. Na abordagem convencional assume-se que a distribuição espacial dos objetos em 

relação aos transetos é uniforme. Para responder à não verificação deste pressuposto no contexto em 

análise, consideraram-se as distribuições gama e log-normal. 

A tese conclui com a apresentação de um estimador da mortalidade que integra no espaço e no tempo a 

mortalidade observada corrigida para a remoção de cadáveres, detetabilidade e cobertura parcial.  

 

Regina Bispo 
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Título: Modelos Limite para a Fiabilidade de Grande Dimensão 

Autora: Paula Cristina Martins dos Reis, preis@est.ips.pt  

Orientadores: Luísa Canto e Castro Loura e José Caldeira Duarte 

 

Na minha Tese de Doutoramento foram desenvolvidos modelos assintóticos (ultimate) e pré-

assintóticos (penultimate) para a Função de Fiabilidade,   1  ,   , de sistemas de 

grande dimensão, tipo Paralelo-Série (PS - estrutura em paralelo com componentes distribuídas em 

série) e Série-Paralelo (SP - estrutura em série com componentes distribuídas em paralelo). A 

importância destes sistemas remota a um Teorema fulcral investigado na área de Fiabilidade por 

Barlow e Prochan (1975), no qual se estabelece que qualquer sistema de estrutura coerente, pode ser 

representado por um sistema paralelo-série ou série-paralelo. A abordagem que regeu esta tese e que 

motivou a sua realização, recorre a importantes resultados da teoria assintótica de valores extremos, 

nomeadamente à caracterização dos domínios de atracção para máximos e para mínimos da chamada 

Distribuição Generalizada de Valores Extremos (GEV), a menos de localização e escala, diferindo por 

isso da utilizada por outros autores em contextos análogos e por essa via, pretendeu constituir um 

suporte teórico alternativo no estudo do comportamento limite da função de fiabilidade para os 

sistemas anteriormente referidos. 

Numa fase inicial, com o pressuposto dos tempos de vida das componentes serem i.i.d., foram 

identificadas sucessões normalizadoras, para as quais, mediante uma condição assintótica envolvendo 

o número de componentes em paralelo e em série, se tem a função de distribuição do tempo de vida de 

sistemas PS (ou SP), , a convergir para a lei limite Gumbel para máximos (ou para mínimos). 

Posteriormente, com base num trabalho de Gomes e De Haan (1999), admitiu-se que o número de 

componentes do sistema, n, é suficientemente grande e fixo, estipulando-se condições que permitiram 

garantir a existência de uma sequência penultimate de leis estáveis para extremos (cujo parâmetro de 

forma varia com n) e que constitui uma melhor aproximação para  relativamente à própria lei 

limite Gumbel (com uma velocidade de convergência uniforme válida em ). Estes resultados teóricos 

foram complementados com um estudo de simulação. 

A constatação de que grande parte dos sistemas reais carecem da hipótese de idêntica distribuição para 

os tempos de vida das componentes, levou por último, com base num artigo de Resnick (1975) para 

distribuições de caudas dominantes, à extensão dos resultados anteriores, quando se pretende, em 

particular, modelar a função fiabilidade de m paralelos sistemas PS não identicamente distribuídos. 

Paula Reis 
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