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Prefacio

Os Modelos Lineares Generalizados foram introduzidos no inicio
dos anos 70, tendo um impacto muito grande no desenvolvimen-
to da estatistica aplicada. No principio o seu uso esteve confinado
a um grupo restrito de investigadores, dada a falta de bibliografia
acessivel e a complexidade inicial do GLIM, primeiro software to-
talmente dirigido a aplicacao da metodologia. Foram precisos cerca
de 20 anos para que a teoria e pratica dos Modelos Lineares Ge-
neralizados passasse da “cadeira” do investigador para o dominio
publico. Este avanco s6 foi possivel a partir do momento em que
0 software existente passou a ser um pouco mais “amigavel”. Ac-
tualmente, a maioria dos pacotes estatisticos de maior expansao ja
contém moédulos adequados ao estudo destes modelos. Pode pois
dizer-se que, neste momento, o conhecimento adequado da meto-
dologia dos Modelos Lineares Generalizados é imprescindivel para
qualquer individuo que utilize métodos estatisticos. Dai a escolha
deste tema para um novo mini-curso, a ser ministrado por ocasiao

do VIII Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estatistica.

A importancia dos Modelos Lineares Generalizados nao é ape-
nas de indole pratica. Do ponto de vista tedrico a sua importancia
advém, essencialmente, do facto de a metodologia destes modelos

constituir uma abordagem unificada de muitos procedimentos es-
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tatisticos correntemente usados nas aplicagoes e promover o papel

central da verosimilhanca na teoria da inferéncia.

Nos trés primeiros capitulos desta monografia fazemos um de-
senvolvimento da teoria dos modelos lineares generalizados. Para o
efeito admitimos que o leitor domina conceitos basicos de estatistica
e que estd familiarizado com todas as ideias subjacentes ao modelo
de regressao normal. Nos dois ultimos capitulos aplicamos a te-
oria exposta a exemplos praticos retirados da literatura, fazendo
uso de software apropriado. Alguns desses programas input/output

encontram-se nos apéndices.

O tempo disponivel para a concretizacao desta monografia nao
nos permitiu atingir todos os objectivos a que no inicio nos pro-
pusemos. Com efeito, gostariamos de ter abordado, mesmo que
de passagem, varios temas importantes, como seja, modelos mis-
tos, generalizacao a modelos multivariados, abordagem bayesiana
e métodos nao paramétricos. A ambicao era desmedida... Assim
ficdmo-nos pelo estritamente essencial. Esperamos, no entanto, que
este pequeno trabalho seja 1til e que num futuro préximo o pos-
samos melhorar substancialmente, nomeadamente com o auxilio de

sugestoes e criticas que nos queiram fazer chegar as maos.

Nao queremos deixar de terminar este prefacio sem agradecer a
ajuda que tivemos na fase final extremamente critica da escrita des-
ta monografia. Devemos muito a infinita paciéncia da comissao or-

L s

ganizadora do Congresso, que nos deixou trabalhar até “as tltimas”

e aos conselhos do Paulo Soares.

Lisboa, 16 de Setembro de 2000

Anténia Turkman e Giovani Silva



Indice

1 Introducao aos Modelos Lineares Generalizados 1
1.1 Notacao e Terminologia; Tipo de Dados . . . . . . . . 3
1.2 A Familia Exponencial . . . .. ... ... ... ... 5

1.2.1  Valor médio e variancia . . . . . .. .. .. .. 6
1.2.2 Exemplos . .. ... ... ... ... ..., 7
1.3 Descricao do Modelo Linear Generalizado . . . . . . . 11
1.4 Exemplos de Modelos Lineares Generalizados . . . . 14
1.4.1 Modelos para respostas continuas . . . . . . . 14

1.4.2 Modelos para dados binarios ou na forma de

PrOPOTGOES . « « v v v v v v e e 17

1.4.3 Modelos para respostas na forma de contagens 22

1.5 Metodologia dos Modelos Lineares Generalizados . . 23
2 Inferéncia 27
2.1 Estimacao . . . . .. ... 28

2.1.1  Verosimilhanca e matriz de informacao de Fisher 29

il



v

Indice

2.1.2  Funcao de ligagao candnica e estatisticas su-

ficlentes . . . . .. ..o
2.2 Estimacao dos Parametros do Modelo . . . . . . . ..

2.2.1 M¢étodo iterativo de minimos quadrados pon-

derados . . . . .. ...
2.2.2 Estimagao do parametro de dispersao . . . . .

2.2.3 Propriedades assintéticas dos estimadores de

maxima verosimilhanca . . . . .. . ... L.

2.2.4 Existéncia e unicidade dos EMV . . . . . . ..

2.3 Testes de Hipoteses . . . . . . . .. .. .. ... ...
231 TestedeWald . . . . .. ... ... ... ...
2.3.2 Teste de razao de verosimilhancas . . . . . . .
2.3.3 Estatisticade Rao . . . .. .. ... .. ...

2.4 Quasi-verosimilhanca . . . . . .. ... ...

Seleccao e Validagao de Modelos

3.1 Qualidade de Ajustamento . . . . . . ... ... ...
3.1.1 Funcaodesvio . . . . .. ... ... ...
3.1.2 Estatistica de Pearson generalizada . . . . . .

3.2 Seleccao de Modelos . . . . .. .. ...

3.3 Anélisede Residuos . . . . . ... .. ... ... ...
3.3.1 Matriz de projeccao generalizada . . . . . . .
3.3.2  Definicoes de residuos . . . . ... ... ...
3.3.3 Analise informal dos residuos . . . . ... ..

3.4 Observagoes Discordantes . . . .. .. .. ... ...



Indice v

3.4.1 Medida de repercussao . . . . ... ... ... 85
3.4.2 Medida de influéncia . . . . . ... ... L. 86
3.4.3 Medida de consisténcia . . . . ... ... ... 87
4 Aplicagoes I: Modelos Discretos 91
4.1 Modelos de Regressao Logistica . . . .. .. ... .. 92
4.1.1 Selecgao do modelo logistico . . . . . .. ... 94

4.1.2 Avaliagao e interpretacao do modelo seleccio-
nado . . . . ..o 98
4.2 Modelos de Dose-resposta . . . . . . ... ... ... 102
4.3 Modelos Log-lineares . . . . . . ... ... ... ... 107
5 Aplicacgoes II: Modelos Continuos 113
5.1 Modelos de Regressao Gama . . . . . .. .. .. ... 114
5.2 Modelos de Sobrevivencia . . . . . .. ... .. ... 123
A Programas do S-plus 127
Al Exemplo4.l ... ... ... ... ... ... ... 127
A2 Exemplobl ... ... ... ... ... ... ... 129
B Programas do GLIM 133
B.1 Exemplo4.2 . .. ... ... ... ... .. 133
B.2 Exemplo4.3 ... .. ... ... ... 136

B3 Exemplob.2 ... ... .. ... .. 139



Capitulo 1

Introducao aos Modelos

Lineares (Generalizados

Em muitos estudos estatisticos, quer sejam de natureza expe-
rimental ou observacional, somos confrontados com problemas em
que o objectivo principal é o de estudar a relagao entre variaveis,
ou mais particularmente, analisar a influéncia que uma ou mais va-
ridveis (ezplicativas), medidas em individuos ou objectos, tém sobre
uma variavel de interesse a que damos o nome de varidvel resposta.
O modo como, em geral, o estatistico aborda tal problema é através
do estudo de um modelo de regressao que relacione essa variavel de

interesse com as variaveis ditas explicativas.

modelo linear normal, “criado” no inicio do século or
O delo 1 1, “criado” d lo XIX

egendre e Gauss, dominou a modelacao estatistica até meados
L d G , d delag tatist t d
, VAL . - .

do século XX, embora varios modelos nao lineares ou nao normais
. volvi . . -

tenham entretanto sido desenvolvidos para fazer face a situacoes

que nao eram adequadamente explicadas pelo modelo linear nor-

mal. Sao exemplo disso, tal como referem McCullagh and Nelder
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(1989) e Lindsey (1997), o modelo complementar log-log para en-
saios de diluicao (Fisher, 1922), os modelos probit (Bliss, 1935) e
logit (Berkson, 1944; Dyke and Patterson, 1952; Rasch, 1960) para
proporgoes, os modelos log-lineares para dados de contagens (Birch,
1963), os modelos de regressao para anélise de sobrevivéncia (Feigl
and Zelen, 1965; Zippin and Armitage, 1966; Glasser, 1967).

Todos os modelos anteriormente descritos apresentam uma es-
trutura de regressao linear e tém em comum, o facto da variavel
resposta seguir uma distribuicao dentro de uma familia de distri-
buicoes com propriedades muito especificas: a familia exponenci-
al. Os Modelos Lineares Generalizados introduzidos por Nelder e
Wedderburn (1972) correspondem a uma sintese destes e de outros
modelos, vindo assim unificar, tanto do ponto de vista tedrico como
conceptual, a teoria da modelagao estatistica até entao desenvolvi-
da. Sao pois casos particulares dos modelos lineares generalizados,

doravante referido como MLG, os seguintes modelos:

e modelo de regressao linear classico,

e modelos de analise de variancia e covariancia,
e modelo de regressao logistica,

e modelo de regressao de Poisson,

e modelos log-lineares para tabelas de contingéncia multidimen-

sionais,

e modelo probit para estudos de proporcoes, etc.

Devido ao grande niimero de modelos que englobam e a facilidade

de andlise associada ao rapido desenvolvimento computacional que
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se tem verificado nas tltimas décadas, os MLG tém vindo a desem-
penhar um papel cada vez mais importante na analise estatistica,
apesar das limitacoes ainda impostas, nomeadamente por mante-
rem a estrutura de linearidade, pelo facto das distribuicoes se res-
tringirem a familia exponencial e por exigirem a independéncia das
respostas. H4 ja actualmente, na literatura, muitos desenvolvimen-
tos da teoria da modelagao estatistica onde estes pressupostos sao
relaxados mas, o nao acompanhamento dos modelos propostos com
software adequado a sua facil implementacao, faz com que se ante-
veja ainda, por algum tempo, um dominio dos MLG em aplicacoes

de natureza pratica.

1.1 Notacao e Terminologia; Tipo de Da-

dos

Ao longo de todo este texto iremos estar interessados em si-
tuacoes experimentais em que ha uma variavel aleatéria Y de inte-
resse primario, a que damos o nome de varidvel resposta ou varidavel
dependente, e um vector x = (x1,...,x;)7 de k varidveis explicati-
vas, também designadas por covaridveis ou varidveis independentes,
que acreditamos explicar parte da variabilidade inerente a Y. A va-
riavel resposta Y pode ser continua, discreta ou dicotémica. As
covariaveis, deterministicas ou estocésticas, podem ser também de
qualquer natureza: continuas, discretas, qualitativas de natureza

ordinal ou dicotémicas.

Assumimos que temos dados da forma

(yi,x;), i=1,...,n, (1.1)

resultantes da realizacdo de (Y,x) em n individuos ou unidades
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experimentais, sendo as componentes Y; do vector aleatério Y =

(Y1,...,Y,)T independentes. Ird ser 1til, no desenrolar da teoria, a

representacao dos dados em (1.1) na forma matricial

n 11 12 T1k
Y2 To1  To2 Lok

y=1" X=|" : : (1.2)
Yn Tn1 Tp2 Tk

Em muitas situagoes praticas, principalmente quando as variaveis
explicativas sao de natureza qualitativa, ha muitos individuos na
amostra que partilham do mesmo vector de covariaveis, significando
isto que a matriz X tem varios grupos de linhas idénticas. Assim
pode ter interesse em apresentar os dados, nao desagrupados como

em (1.2), mas de uma forma agrupada.

Suponhamos entao que podemos associar os individuos em g
grupos distintos, de tal modo que os n; individuos do grupo j
- g _ .
(j=1,....,9 com ¥7_; n; = n) partilhem do mesmo vector de cova-
ridveis, digamos x; = (z;1, ..., x;1)". Os dados passardo a ser entao

representados por

Yy 11 Ti2 ... T1k

_ Ya To1 X2 ... Tok

y=1|". Xg=1 _ R I (1.3)
yg Tg1 Tg2 ... gk

onde J;, 7 = 1,..., g, representa a média das varidveis respostas dos
individuos que pertencem ao j-ésimo grupo e nao existem linhas

idénticas em X|.

O agrupamento dos dados é particularmente importante, e tem
significado especial, em situagdes em que as covariaveis sao todas

de natureza qualitativa.
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1.2 A Familia Exponencial

Como ja se disse anteriormente, os modelos lineares generalizados
pressupoem que a variavel resposta tenha uma distribuicao perten-
cente a uma familia particular, a familia exponencial. A definicao
que vamos aqui apresentar é a adequada para os modelos para a va-
ridavel resposta que interessa considerar no ambito dos MLG. Veja-
se, e.g., Cox and Hinkley (1974), para uma defini¢do mais geral de

familia exponencial k-paramétrica e suas propriedades.

Defini¢ao 1 (Familia exponencial)

Diz-se que uma varidvel aleatoria Y tem distribuicao pertencen-
te a familia exponencial de dispersao (ou simplesmente familia ex-
ponencial) se a sua func¢ao densidade de probabilidade (f.d.p.) ou

fungdo massa de probabilidade (f.m.p.) se puder escrever na forma

y0 — b(0)
a(¢)

onde 0 e ¢ sao parametros escalares, a(-),b(-) e c(-,+) sao fungoes

f(y18,6) = exp { +c(y, )}, (1.4)

reais conhecidas. &

Na definicao anterior, 6 é a forma candnica do parametro de loca-
lizacao e ¢ é um parametro de dispersao suposto, em geral, conheci-
do. Neste caso a distribui¢do descrita em (1.4) faz parte da familia
exponencial uniparamétrica. Quando o parametro ¢ é desconheci-
do a distribuicao pode ou nao fazer parte da familia exponencial
bi-paramétrica, tal como é geralmente definida (veja, e.g., Cox and
Hinkley, 1974). Admite-se, ainda, que a fungao b(-) é diferencidvel
e que o suporte da distribuicao nao depende dos parametros. Neste

caso prova-se que a familia em consideracao obedece as condicgoes
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habituais de regularidade!.

1.2.1 Valor médio e variancia

Seja £(0; ¢,y) = In(f(y|0, ¢)). Defina-se a fungao score

_ olB;9,Y)
S0) = 50 . (1.5)
Sabe-se que para familias regulares se tem
E(S@#) = 0 ) (1.6)
B 0) = E[(*G50)] = -E[H5e] |
e portanto como, no caso em que f(y|d,¢) é dado por (1.4),
yt — b(0)
0(6; ="
(0; 6,9) e +c(y, 9),
obtém-se
Y —V(0) 05(0) b (0)
S) = ——= — = — 1.7
S R Ty ML
onde V'(0) = 82_(6@ et'(0) = %.
Assim de (1.6) e (1.7)
EY) = p = a()E(SH) +V(0) = b'(9) (1.8)

b//(
a(¢)

Vé-se assim que a variancia de Y é o produto de duas funcoes;

~—

var(Y) = a*(¢)var(S(0)) = a*(¢)

— a(¢)1'(6). (1.9)

uma, b”(6), que depende apenas do parametro canénico 6 (e por-

tanto do valor médio p), a que se da o nome de func¢do de variancia

'Para um estudo de condicdes de regularidade necessarias no desenvolvimen-
to do estudo que se vai fazer, deve consultar-se um livro avancado de Estatistica.
Aconselha-se, por exemplo, Sen and Singer (1993).
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e que se costuma representar por V' (u) e outra, a(¢), que depende

apenas do parametro de dispersao ¢.

Em muitas situagoes de interesse, observa-se que a fungao a(¢)

toma a forma

onde w é uma constante conhecida, obtendo-se portanto a variancia
de Y como o produto do parametro de dispersao por uma funcao

apenas do valor médio.
Neste caso a func@o definida em (1.4) escreve-se na forma

w

F(yl6, ¢,w) = exp { 5

(y0 — b(0)) + c(y, ¢, w)} (1.10)

1.2.2 Exemplos

Vejamos alguns exemplos de distribuigoes conhecidas que perten-
cem a familia em estudo.
Exemplo 1.1 Normal

Se Y segue uma distribuicdo normal com valor médio p e va-
riancia 02 (Y ~ N(u,0?)), a f.d.p. de Y é dada por

1 _1w-mw?
2 2

flylp,o®) = e
o\ 21

= exp {%(yu - ,u;) - %(i—z + ln(27rg2))}

para y € IR. Tem-se entdo que esta funcao é do tipo (1.10) com

0 = p,
2 2

b(h) = ’%, cly,p) = —%(y —|—1n(27r02)),
Vo) = uo V0) = Vi) =1,
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¢ = 0-27 w = ]‘7

De (1.8) e (1.9) temos, alids como é bem sabido, que
EY)=pu, wvar(Y)=o>

A funcao de variancia é, neste caso, V(i) = 1; o parametro candénico

¢ o valor médio u e o? é o parametro de dispersao.

Exemplo 1.2 Binomial

Se Y for tal que mY tem uma distribui¢ao binomialdistribuicao
normal com parametros m e m (Y ~ B(m,m)/m), a sua f.m.p. é

dada por

m

Fylm) = ( )wyma—w)m-ym

ym

= exp {ymInm 4+ m(1 —y)In(1—7) +In <yn;z> }
= exp {m(y(? —In(1+¢%) +1n (;:1)}

com y € {0,1, 2 ...,1}69:1H<ﬁ).

’m’m’

Vé-se assim que esta f.m.p. é da forma (1.10) com

0 = In(-——),

1—m
b(#) = In(1+é%), c(y,9) = In <yTn>
e? e?
Vo) = op=m V0) = Ve = At m(1 —m),
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De (1.8) e (1.9) obtém-se directamente
EY)=V0)=n, var(Y)="0"0)a(s) = %

O parametro canoénico é a funcao logit, In (ﬁ)

Exemplo 1.3 Gama

Se Y tem distribuicao gama com parametros de forma v e de
escala v/p (Y ~ Ga(v,v/n)), a sua f.d.p. é
1 sv\v v
flv,p) = —) v exp (— —y
7y () (=)

= eXp{I/<— % - ln,u) + (v —1)Iny —InT'(v) —|—1/lny}

= exp{r(fy+1In(—0))+ (v —1)Iny —InT(v) + vInv}
comy>0e9:—%.

Temos novamente uma f.d.p. da forma (1.10) com

oL
i
b(#) = —In(-0), c(y,¢) = (v—1)lny+vinv —Inl'(v),
/ 1 /! 1
W) = V0 = Vi) = g5 =
1
a(gb) = ?’ ¢ = w = 1
w v
Novamente de (1.8) e (1.9) tem-se que
_ 1 _
EY)= g = H var(Y) = -

A fungao de variancia é, neste caso, V(u) = p* e o parametro de

dispersao é L.
14

Na tabela 1.1 apresentamos uma lista das principais distribuicoes
que pertencem a familia exponencial com a respectiva caracteri-

Zagao.



Tabela 1.1: Algumas distribui¢es da familia exponencial.

01

distribuicao normal binomial Poisson gama gaussiana inversa
Notagao N(u,o?) B(m,m)/m  P()\) Ga(v,2) IG(p,0?)
Suporte (—00, +00) {0,=,...,1} {0,1,... (0, 4+00) (0, +00)
0 m In () In\ -1 —
a(o) o? < 1 - o?
10} o? 1 1 % o?
w 1 m 1 1 1
c(y, @) %(% + In(27¢)) In (7;ny) —Iny!  vinv—Inl(r) —i{In(2r¢y?)
+(v—=1)Iny +.5}

b(6) & In(1 + e?) e —In(—6) —(—20)'/2
bv(0) = E(Y) 9 T=15 A=é =1 1= (—20)"1/2
v"(0) = V(u) 1 m(1—) A > pw

var(Y') o? W(lnjr) A % puio?

1

SOPRZI[LIDUIL) SOIRIUIT SO[OPOJA SO€ 0BINPOIIUT
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1.3 Descricao do Modelo Linear Gene-

ralizado

Os modelos lineares generalizados sao uma extensao do modelo

linear cléssico

Y =78+¢,

onde Z é uma matriz de dimensao n x p de especificacao do mo-
delo (em geral a matriz de covaridveis X com um primeiro vector
unitario), associada a um vector 3 = (8, ...,0,)7 de parametros,
e € ¢ um vector de erros aleatérios com distribuicao que se supoe
N, (0, 021).

Estas hipdteses implicam obviamente que E(Y|Z) = p com p =
Z 3, ou seja, o valor esperado da variavel resposta é uma funcao

linear das covaridveis.

A extensao mencionada é feita em duas direcgoes. Por um la-
do, a distribuicao considerada nao tem de ser normal, podendo ser
qualquer distribuicao da familia exponencial; por outro lado, embo-
ra se mantenha a estrutura de linearidade, a funcao que relaciona
o valor esperado e o vector de covaridveis pode ser qualquer funcao

diferencigvel.

Assim os MLG sao caracterizados pela seguinte estrutura:

1. Componente aleatoria

Dado o vector de covariaveis x; as varidveis Y; sdo (condi-
cionalmente) independentes com distribuigdo pertencente a
familia ezponencial da forma (1.4) ou (1.10), com E(Y;|x;) =
w; = V(0;) parai =1,..,n e, possivelmente, um parametro de

dispersao ¢ nao dependente de 7.
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2. Componente estrutural ou sistemdtica

O valor esperado p; estd relacionado com o preditor linear

n; = z! 3 através da relacio

pi = h(m) =h(zB),  n=g(u),
onde

e h é uma funcao mondtona e diferenciavel;
e g=h"'éa funcdo de ligacao;
e 3 é um vector de parametros de dimensao p;

e z; ¢ um vector de especificacao de dimensao p, funcao do

vector de covariaveis x;.

Em geral z; = (1,24, ...,7i)" com k = p — 1. Contudo, quando
existem covariaveis qualitativas elas tém de ser, em geral, conveni-
entemente codificadas a custa de varidveis bindrias mudas (dummy);
por exemplo, se uma varidvel qualitativa (ou factor) tem ¢ categori-
as, entao sao necessarias ¢ — 1 variaveis bindrias para a representar.

Essas varidaveis tém entao de ser incluidas no vector z.

A escolha da fungao de ligacao depende do tipo de resposta e
do estudo particular que se esta a fazer. Na tabela 1.2 apresenta-
mos uma lista das principais funcoes de ligacao que se costumam

considerar.

Tem especial interesse a situagao em que o preditor linear coin-
cide com o parametro candnico, isto é, 8; = n;, o que obviamente
implica 0; = z! 3. A fungao de ligagao correspondente diz-se entao

fung¢ao de liga¢ao canonica.

Uma vantagem em usar a funcao de ligagdo candnica é que, nes-

se caso, desde que o parametro de escala seja conhecido, o vector
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Tabela 1.2: Fungoes de ligagao.

identidade reciproca quadratica inversa
1 1
H I u?
raiz quadrada expoente logaritmica
N (4 + 1) In )
logit complementar log-log probit
In(;2) In[— In(1 — ) o ()

13

parametro desconhecido da estrutura linear admite uma estatistica

suficiente minima de dimensao fixa. Esta questao ira ser abordada

mais tarde na secgao 2.1.2.

Por fim, note-se que os modelos lineares generalizados englobam

uma boa parte dos modelos mais populares na andlise estatistica de

dados como se ilustra na tabela 1.3.

Tabela 1.3: Alguns Modelos Lineares Generalizados.

componente componente estrutural modelo

aleatoria f. ligagao covariaveis

normal identidade  continuas regressao linear
normal identidade  categorizadas analise de variancia
normal identidade  mistas andlise de covariancia
binomial logit mistas regressao logistica

Poisson logaritmica mistas log-linear
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1.4 Exemplos de Modelos Lineares Ge-
neralizados

Nesta seccao remos apresentar alguns dos modelos lineares gene-

ralizados mais comuns nas aplicagoes. Convém distinguir modelos

para trés tipos de respostas: (i) de natureza continua, (ii) de na-

tureza dicotémica, ou na forma de proporcoes e (iii) na forma de

contagens. Por essa razao apresentamos os exemplos agrupados de

acordo com essa divisao.

1.4.1 Modelos para respostas continuas
Modelo normal

J& se referiu anteriormente que os MLG correspondem a uma
generalizagao do modelo de regressao linear. Com efeito, se tivermos

n respostas independentes Y; ~ N(u;,0%), i = 1...,n onde
. P
Wi =12; 3= Zzzjﬁja
j=1
o modelo considerado ¢ um modelo linear generalizado, dado que:

e as variaveis resposta sao independentes,

e a distribuicio é da forma (1.10), com 6; = z!/3, ¢ = 0% e

wizl.

e o valor esperado u; estéd relacionado com o preditor linearn; =

T . R B
z; 3 através da relacao p; = n;,

e a funcao de ligacao é a funcao identidade, que é, neste caso a

funcao de ligagao canonica.



1.4. Exemplos de Modelos Lineares Generalizados 15

Para este modelo podemos escrever Y; = z! B +¢;, i = 1,...,n
onde os ¢; sao i.i.d. N(0,0?).
Note-se ainda que a formulacao apresentada inclui facilmente o
; 2 2 _ o2 /
caso especial em que Y; ~ N(p;,07), com o7 = 2., onde w; ¢ um

peso conhecido associado a i-ésima observagao.

O modelo normal (modelo linear cldssico), introduzido atrés,
pressupoe, como se sabe, que a variancia das resposta seja cons-
tante. Contudo, na pratica, surgem por vezes situacoes de variaveis
resposta de natureza continua, em que a variancia nao é constante.
Uma transformacao que se usa com frequéncia para estabilizar a va-
riancia, é a transformagao logaritmica, a qual é possivel se as respos-
tas forem positivas. Admitindo entao que o logaritmo das respostas
Y; segue uma distribuicao normal, pode considerar-se um modelo de
regressao linear classico para o logaritmo das respostas. Neste caso,
ter-se-a a relacdo n; = E{In(Y;)} = z!' 3. Por vérias razoes e, em
particular, se hé necessidade das conclusoes serem apresentadas na
escala original das respostas, entao é mais conveniente assumir que
In E(Y;) = z' B, ou seja, que E(Y;) = exp(z! B3). Se, por outro lado,
assumirmos que a variancia aumenta com o valor médio de modo
que o coeficiente de variagao se mantém constante, o modelo gama
passa a ser um modelo adequado para as respostas (McCullagh and
Nelder, 1989).

Modelo gama

Admitindo entdao que as respostas sao variaveis aleatérias Y; ~
v _ T ’
Ga(v, =) independentes, com p; = exp(z; B) obtém-se um modelo

linear generalizado (o modelo de regressao gama), visto que:

e as variaveis resposta sao independentes,
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e a distribuigao é da forma (1.10), com 0; = —m, p=1c

wizl,

e o valor esperado p; esta relacionado com o preditor linear n; =

z! 3 através da relacao p; = exp(n;),
e a funcdo de ligacdo é a fungao logaritmica.

Neste caso podemos escrever o modelo na forma Y; = exp(z! 3) €;,

i=1,..,n com ¢ iid. Ga(v,v).

Um exemplo de aplicacao deste modelo é feito no capitulo de
aplicacoes praticas.

Note-se que a funcao de ligacao considerada nao é a funcao de
ligacdo canodnica. A funcao de ligacao candnica obtém-se quando
1; = 0;, 0 que neste caso corresponde a ter —i = z!' 3. A fungao

1

de ligagao candnica é entao a fungao reciproca.

Dado que p; > 0, a utilizacao do modelo gama com funcao de
ligagao canoénica implica que se tém de impor restricoes aos valores
possiveis para os parametros (3; da estrutura linear. Nelder (1966)
apresenta um exemplo de aplicacao de regressao gama com funcao

de ligacao canoénica.

Modelo gaussiano inverso

Suponhamos que Y; ~ IG(p;, 0?), isto é

1 exp{ _ (yi — pi)* }7

; >0
2/%202%‘ Y

filpi, o) =
2mo?y;

1 .
e u; = (exp{z! B})2, parai =1,....n.
Neste caso obtém-se, como facilmente se verifica, um modelo li-

near generalizado com funcao de ligacao canoénica.
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Este modelo ¢é 1til para estudos de analise de regressao com dados
consideravelmente assimétricos e, em particular, no caso em que as

respostas representam tempos de vida.

1.4.2 Modelos para dados binarios ou na forma
de proporcoes

Suponhamos que temos n varidveis resposta independentes Y; ~
B(1,m), i.e.,

flyilm) =7l (1 —m)' ™%, 4 =0,1,

e que a cada individuo ¢ ou unidade experimental, esta associado
um vector de especificacao z;, resultante do vector de covariaveis

X;,t=1,...,n.

Como E(Y;) = m; e, de acordo com a tabela 1.1, se tem para este

modelo, #; = In (lf;), ao fazer
0; =i =12, B,

concluimos que a fungao de ligagao canoénica é a funcao logit. Assim
a probabilidade de sucesso, ou seja P(Y; = 1) = m;, estd relacionada
com o vector z; através de

exp(z; B)

E facil de ver que a funcio F : IR — [0,1], definida por

Fla) = 220
1+ exp(z)
é uma funcao de distribuicao. Ela é, com efeito, a funcdo de dis-

tribui¢ao logistica. Por esse motivo, o MLG definido pelo modelo
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binomial com funcao de ligacdo canénica (logit) é conhecido por
modelo de regressao logistica.

Repare-se que devido ao facto de, neste modelo, se ter E(Y;) =
w; € [0,1], em principio, nao s6 a fungao de distribuicao logistica,
como qualquer outra funcao de distribuicao, pode ser candidata
a funcao inversa da func¢ao de ligacao. Nomeadamente podemos
supor que a relagao existente entre as probabilidades de sucesso ;

e o vector de covaridveis é da forma
™ = (n;) = (2! B), (1.12)

onde ®(-) é a fungao de distribuicdo de uma variavel aleatéria
N(0,1). Obtemos assim uma fungao de ligagao g(u;) = @ ()

designada por funcao de ligacao probit.

O modelo linear generalizado, obtido pela associagao do modelo
binomial para as respostas, com a funcao de ligagao probit conduz

ao modelo de regressao probit.

Outra funcao de distribuicao que se costuma considerar para can-
didata a funcgao inversa da funcao de ligacao, é a funcao de distri-

buigao de Gumbel, ou funcao de distribuicao de extremos,
F(z) =1 — exp(—exp(z)), z € IR.
Considerando entao
h(zI'B) =1 — exp(—exp(z! B)) = m;,
obtém-se a funcao complementar log-log
In(—In(1 —m)) =z B (1.13)

para funcao de ligacao.
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O modelo linear generalizado, obtido pela associagao do modelo
binomial para as respostas, com a funcao de ligagao complementar

log-log conduz ao modelo de regressao complementar log-log.

A utilizacao de uma ou outra funcao de ligacao, e consequen-
temente, a escolha do modelo de regressao a utilizar, depende da
situagao em causa. Em geral, a adaptabilidade dos modelos probit
e logistico é bastante semelhante, ja que as fungoes correspondentes
nao se afastam muito uma da outra apds um ajustamento adequa-
do dos correspondentes preditores lineares. O modelo complementar
log-log pode dar respostas diferentes ja que a funcao complementar
log-log, mesmo apods o ajustamento do preditor linear 7, se distancia
das anteriores, tendo um crescimento mais abrupto (ver, Fahrmeir
and Tutz, 1994, pg. 27). A funcao de ligagdo complementar log-log

¢ mais utilizada para analise de dados sobre incidéncia de doencas.

Nos capitulos dedicados a aplicacoes praticas apresentaremos

exemplos de modelos de regressao logistico e probit.

Relagao com modelos lineares latentes

Variaveis aleatérias binarias podem ser consideradas como re-
sultantes da dicotomizacao de variaveis aleatérias continuas. Com
efeito, se Z for uma variavel aleatéria continua com funcao de dis-
tribuigao Fz(+), e se, em vez de se observar Z, se observar apenas se
Z esta acima ou abaixo um determinado valor critico r, a variavel
aleatoria

v — 1, se Z2<r

B {O, se Z >,
é uma variavel aleatoria de Bernoulli com probabilidade de sucesso
m=P(Y =1) = Fz(r). Z seré assim uma variavel aleatdria latente

nao observada.
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Os modelos para dados binarios apresentados podem, deste mo-
do, ser explicados como resultantes de modelos lineares latentes.
Com efeito, se

Z=z"a + oe,

onde ¢ é um parametro de escala desconhecido, o’

= (ai, ..., qp),
z = (1, 29, ..., 2,)" é um vector de especificagdo e ¢ tiver distribuicao

F(-) (e.g., logistica, normal reduzida, ou de extremos) entao

r=P(Y=1) = P(Z<r)

= PE'a+oe<7)
p

r— o1 Oéj
= P < — = L
(e < o ]Z:;ZJU)

r—ai

= eﬁj:—%,j:l...,p.

com 31 =

A abordagem de um modelo de dados binarios, na perspectiva de
um modelo linear latente, permite a interpretagao dos parametros
(’s em funcao desse modelo; no entanto, se o for desconhecido os
efeitos das covaridveis no modelo linear (¢, j = 2, .., p) s6 s@o conhe-
cidos a menos do factor % e portanto sé se pode atribuir significado
aos valores relativos dos parametros (e.g., f2/03) e nao aos seus

valores absolutos.

Dados agrupados

Até aqui estivemos a supor que os dados se encontram numa for-
ma nao agrupada. Em muitas situacoes de interesse acontece, como
ja foi referido na seccao 1.1, que varios individuos, ou unidades expe-
rimentais, partilham do mesmo vector de covariaveis, podendo entao

os individuos ser agrupados de acordo com os diferentes padroes
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de covariaveis. Neste caso consideramos como variavel resposta a
frequéncia relativa de sucessos do grupo, i.e., Y; = n% 21, Yy, onde
n; ¢ o numero de individuos no i-ésimo grupo. Como as frequéncias
absolutas tém distribuicao B(n;, m;), as frequéncias relativas sao dis-

tribuidas de acordo com B(n;, m;)/n;, i.e.

i Ny T ]'
n ﬂ_‘zyz(]‘_ﬂ-i)nz niY; yl :O,—,...,l.

)

V=g = o -

Repare-se que, como ainda se tem E(Y;) = m;, podem ainda con-
siderar-se as mesmas fungoes de ligagao que se consideraram para
0 caso em que as respostas sao bindrias. A mesma metodologia
pode também ser aplicada no caso em que as respostas individuais
Y; (ndo agrupadas) sao B(n;, m;) bastando para tal considerar como

resposta a variavel %

i

Sobredispersao ou Extra variagao binomial

Um fenémeno que ocorre com frequéncia nas aplicagoes é as res-
postas apresentarem uma variancia superior a variancia explicada
pelo modelo binomial. Este fenémeno, denominado de sobredis-
persao ou extra varitagao binomial, pode ser devido ao facto de exis-
tir heterogeneidade entre os individuos nao explicada pelas cova-
ridveis, ou pelo facto de haver correlagdo entre as respostas. Esta
ultima situacao acontece quando, por exemplo, as respostas corres-
pondem a individuos da mesma familia, ou a individuos que co-
mungam dos mesmos factores ambientais, formando assim grupos
naturais, embora a heterogeneidade nao explicada também produza
correlagao entre as respostas. Este problema pode ser resolvido se

se introduzir um parametro ¢ > 1 de sobredispersao de tal modo
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que

var(Yi[x;) = p——,

onde n; > 1 é a dimensao do grupo. Note-se, no entanto, que ja
nao é possivel escrever a distribuicao de Y; na forma da familia
exponencial (1.4). O modelo fica apenas determinado pelo valor

médio e variancia.

Mais detalhes para tratar do problema de sobredispersao na fami-
lia binomial podem ser encontrados, e.g., em Collet (1991) e Fahr-
meir and Tutz (1994).

1.4.3 Modelos para respostas na forma de con-

tagens

Dados na forma de contagens aparecem com muita frequéncia nas
aplicagoes. Sao exemplo disso o nimero de acidentes, o nimero de
chamadas telefénicas, o nimero de elementos numa fila de espera,
etc. Também sao dados deste tipo as frequéncias em cada célula de
uma tabela de contingéncia. O modelo de Poisson, como se sabe,
desempenha um papel fundamental na analise deste tipo de dados.
Como também se ja referiu na seccao 1.2.2 este é um modelo na
familia exponencial que tem a particularidade de o valor médio ser
igual a variancia.

Se se considerar que as respostas Y; sao independentes e bem
modeladas por uma distribuicao de Poisson de valor médio u; e que

In(p;) =2zl B comi=1,...n,ie.

Yi
i i
. . — Hi
f(yl|Xl) = ¢ yz‘

= eXp{_eZ?ﬁ + ylzzTﬁ - lnyzl}’ Yi = 07 15 )
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obtém-se um modelo linear generalizado com funcao de ligagao
canodnica, conhecido por modelo de regressao de Poisson, ou mo-

delo log-linear.

Para o caso do modelo de Poisson, a fungao logaritmica ¢é a fungao

de ligacao que geralmente se utiliza.

Sob condicoes bastante fracas, pode mostrar-se que a analise de
uma tabela de contingéncia sob amostragem de Poisson, ¢ a mesma
que a analise sob amostragem multinomial ou produto-multinomial
(e.g., Christensen, 1997). Assim, o modelo de regressao de Poisson é
também 1til na modelacao e estudo de tabelas de contingéncia mul-
tidimensionais, apesar de em tabelas de contingéncia as observagoes

nao serem independentes.

A imposicao pelo modelo Poisson da variancia ser igual ao va-
lor médio, produz, também com frequéncia, problemas de sobredis-
persao idénticos ao referido anteriormente para dados de natureza
binaria. O modo mais simples de resolver o problema é, novamente,
o de considerar um parametro de sobredispersao ¢ de tal modo que
var(Y;|x;) = ¢u; para i = 1,...,n. H4, no entanto, modelos mais
complexos que entram em consideragao com variagao extra nos da-
dos. Veja-se, e.g., Breslow (1984) e Fahrmeir and Tutz (1994).

1.5 Metodologia dos Modelos Lineares

Generalizados

H4 trés etapas essenciais que devemos seguir ao tentar modelar
dados através de um MLG:

e Formulacao dos modelos,
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e Ajustamento dos modelos,
e Selecgao e validagao dos modelos.

Na formulacao do modelo hé que entrar em consideracao com

(i) escolha da distribui¢ao para a varidvel resposta. Para isso ha
necessidade de examinar cuidadosamente os dados; por exemplo, a
distribuicao gama e normal inversa sao apropriadas para modelar
dados de natureza continua e que mostram assimetrias; por vezes

pode haver necessidade de transformar previamente os dados, etc.

Assim, uma analise preliminar dos dados, é fundamental para que
se possa fazer uma escolha adequada da familia de distribuigoes a

considerar.

(ii) escolha das covaridveis e formulacao apropriada da matriz de
especificacdo. Aqui ha que entrar em linha de conta com o proble-
ma especifico em estudo e, muito particularmente, ter em atencao a
codificacao apropriada das variaveis de natureza qualitativa, crian-
do nomeadamente, caso se revele necesséario, variaveis mudas, para

correctamente definir variaveis de natureza policotémica.

(iii) escolha da fungao de ligagao. A escolha de uma funcao de li-
gacao compativel com a distribuicao do erro proposto para os dados
deve resultar de uma combinacao de consideragoes a priori sobre o
problema em causa, exame intensivo dos dados, facilidade de inter-
pretacao do modelo, etc. Existem funcoes de ligacao que produzem
propriedades estatisticas desejadas para o modelo, como iremos ver
na seccao 2.1.2, mas a conveniéncia matematica por si s6 nao deve

determinar a escolha da funcao de ligacao.

A fase do ajustamento do modelo (ou modelos) passa pela
estimagao dos parametros do modelo, isto é, pela estimagao dos co-

eficientes 3’s associados as covariaveis, e do parametro de dispersao
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¢ caso ele esteja presente. E importante também nesta fase estimar
parametros que representam medidas da adequabilidade dos valores
estimados, obter intervalos de confianca e realizar testes de bonda-
de de ajustamento. O problema da inferéncia em modelos lineares

generalizados serd tratado no capitulo 2.

Nos problemas em que a metodologia dos ML.G tem cabimento,
ou seja em problemas de regressao, ha em geral um nimero con-
sideravel de possiveis varidveis explicativas. A fase de seleccao e
validacao dos modelos tem por objectivo encontrar submodelos
com um numero moderado de parametros que ainda sejam adequa-
dos aos dados, detectar discrepancias entre os dados e os valores
preditos, averiguar da existéncia de outliers ou/e observagoes influ-
entes, etc. Na seleccao do melhor modelo para explicar o problema
em estudo, devem ainda ser ponderados trés factores: adequabili-
dade, parcimoénia e interpretacao. Um bom modelo é aquele que

consegue atingir um equilibrio entre esses trés factores.

O problema da seleccao e validagao dos modelos sera tratado no

capitulo 3.



Capitulo 2

Inferéencia

De modo a poder aplicar a metodologia dos modelos lineares
generalizados a um conjunto de dados ha necessidade, apds a for-
mulacao do modelo que se pensa adequado, de proceder a realizacao
de inferéncias sobre esse modelo. A inferéncia com MLG é, essenci-
almente, baseada na verosimilhanca. Com efeito, nao sé o método
da méaxima verosimilhanca é o método de eleicao para estimar os
parametros de regressao, como também testes de hipéteses sobre os
parametros do modelo e de qualidade de ajustamento sao, em geral,

métodos baseados na verosimilhanca.

Os métodos inferenciais que vamos discutir neste capitulo pres-
supoem que o modelo estd completamente e correctamente espe-
cificado, de acordo com a formulacao apresentada na seccao 1.3.
Contudo, por vezes, essa suposicao nao é realista. E o caso, por
exemplo, em que se verifica que héa sobredispersao num modelo de
Poisson ou binomial e que portanto hé necessidade de alterar a va-
riancia através da introducao de um parametro de sobredispersao,

como se viu na seccao 1.4. Nessa situagao ja nao é possivel especi-

27
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ficar completamente o modelo, uma vez que nao existe uma distri-
buicao apropriada dentro da familia exponencial que tenha aqueles
valor médio e variancia. O modelo fica assim apenas especificado
pelo valor médio e pela variancia. Este problema pode ser ultra-
passado, e ainda ¢é possivel realizar inferéncias, utilizando a ideia
de modelos de quasi-verosimilhanc¢a. Esta questao serd brevemente

abordada no fim do capitulo.

2.1 Estimacao

Consideremos que temos dados na forma (y;,%;),7 = 1,...,n, co-
mo em (1.1), onde y; é o valor observado da varidvel resposta para a
1-ésima unidade experimental e x; é o correspondente vector de co-
variaveis. Designemos ainda por z; = z;(x) o vector de especificagao
de dimensao p, associado ao vector de covaridveis e ja previamente
definido no capitulo anterior. Para evitar complexidades no desen-

rolar da teoria, admitimos ainda que a matriz de especificacao Z

dada por:
211 12 Z1p
Z=(a0,2m ) = | R (2.1)
Znl  Rn2 .- Znp

é de caracteristica completa (“full rank”), isto é, tem caracteristica
igual & ordem p (minimo entre n e p ja que se assume n > p). Isto

implica que a matriz Z7 Z tem caracteristica p.

A metodologia de estimagao que vamos apresentar neste capitulo
nao é alterada, quer se tenham os dados desagrupados (amostra de

dimensao n), ou os dados agrupados (amostra de dimensao g). Por
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facilidade de exposicao, e sem perda de generalidade, suporemos

sempre que a dimensao € n.

Num modelo linear generalizado o parametro 3 é o parametro
de interesse, o qual é estimado pelo método da méaxima verosimi-
lhanca. O parametro de dispersao ¢, quando existe, é considerado
um parametro perturbador, sendo a sua estimacao feita pelo método

dos momentos.

2.1.1 Verosimilhanca e matriz de informacao de
Fisher

Consideremos entao um modelo linear generalizado definido, tal

como na secgao 1.3 por:

S0 —b0) + )}, (22)

com funcao de ligagao g(u;) = n; = z! 3, sendo as varidveis ale-

f(yl|9w (ba wi) = exp {

atérias Y; independentes.

No que se segue convém recordar ainda que 6; é funcao de p;,
sendo b'(6;) = p; = h(n;) onde h(-) é a fungao inversa da funcao de
ligagdo g(-) e que var(Y;) = 2V'(6;).

A funcao de verosimilhanca, como funcao de 3, é

L(ﬁ) = yz|9za¢awz

{ (yi; = b(6:)) + clyis 6, wi)}

= exp {g ;wi(yié’i —0(6;)) + Z c(yi, ¢, Wz)} (2.3)

=1

11y
11~

e portanto o logaritmo da fungao de verosimilhanga (que passaremos
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a chamar de log-verosimilhan¢a) é dado por
= w;(y:0; — b(0;
mi(8)=B) = Y LUI ) | oy 60
= > L(B), (2.4)

onde

¢ a contribuigao de cada observagao y; para a verosimilhancga.

Admitindo que se verificam certas condicoes de regularidade (ver,
e.g., Sen and Singer, 1993) os estimadores de méxima verosimi-
lhanca para 3 sao obtidos como solucao do sistema de equagoes de

verosimilhanca

oLpB) _ zn: 04:(B) _ 0, j=1,...p.
=1

0B, 0B,
Para obter estas equacoes escrevemos:

o6i(B)  04i(0;) 00 (i) Opi (i) Oni(B)

aﬁj B 00; O on; aﬁj
sendo
o6i(0;) _ wilyi —'(0:) _ wilyi — )
00; o ¢ ’
aﬂz‘ o o u)iUCLT(Y;)
00, b0 = 6
on(B) _
0B; W
Assim

oli(B)  wilyi — i) ¢ O

0B, N ) wivar(Y;) 8—77Z~ZU

(2.6)
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e as equacoes de verosimilhanca para 3 sao

(i — i) zij Op :
=0, =1,..,p. 2.7
ZZ:; var(Y;)  On; J P 27)
A fungao score, tal como ja foi definida em (1.5), é o vector p-
dimensional EM .
S(/B - Zsz
=1

onde s;(3) ¢é o vector de componentes 8%(66 ) obtidas em (2.6).

O elemento genérico de ordem j da fungao score é entao

zn: (yi — i)z O

. 2.
2 var(Y) om, 28)

A matriz de covariancia da funcao score, Z(8) = E [—%g)] é co-
nhecida por matriz de informacdao de Fisher. Para obter a matriz
de informacgao de Fisher temos de considerar o valor esperado das
segundas derivadas de £;(3).

Tem-se, para familias regulares, que
—-F = F
(8ﬁj8ﬁk) <aﬁj 3519)

(Y; — i) 25 Oy ¢ (Y — pi) zine Ot
= Py o) ooy an)
_ (Y; — 115)? 252k (Optin 2
- E[ (var(Y;))? (am.) }
 Zijzie (Ouy
 wvar(Y; k) (am)

e, portanto, o elemento genérico de ordem (j, k) da matriz de infor-

macao de Fisher ¢é

" " ZijZie Oy
ZE(é’ﬁjaﬁk) > e (o) (29)

i=1 — var(Y;
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Na forma matricial temos
IB8)=2"wz, (2.10)

onde W é a matriz diagonal de ordem n cujo i-ésimo elemento é
) )
Covar(Y) oVi(w)

A dltima igualdade em (2.11) aparece devido a relacdo entre a

(2.11)

fungao de variancia V(u) = 0”(0) e a variancia de Y, nomeada-
mente var(Y) = £V (u), referida em (1.9), na secgio 1.2.1.

2.1.2 Funcao de ligacao candnica e estatisticas

suficientes

Quando a funcao de ligagao ¢ a candnica, isto é, quando
T
ei ="N =12 16’

a verosimilhanca pode escrever-se na forma

L(B) = eXP{Z} il ﬁy;b— +z:c yz,¢,wl}
= eXp{E(ngyzzm) j_;wib¢i +gc(yi,gb,wi)}

o que mostra, pelo teorema da factorizacao, que se ¢ for conhe-
cido, a estatistica suficiente minima para o modelo (para o vector
parametro 3) tem dimensdo p e é dada pelo vector > | w;y;z; =
(0 Wilizit, -+ 2oty wiizip) . Se ¢ for desconhecido e a familia
ainda se puder escrever na forma da familia exponencial, entao aque-

le vector é uma componente da estatistica suficiente minima.

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 2.1 Modelo Poisson com ligagao canénica

Suponhamos que temos respostas Y; ~ P()\;),i =1,...,n, i.e.

J(wil i) = exp{yi In(N;) — X — In(ys!) }, Y =0,1,...

Como 6; = In \;, a funcao de ligacao candnica é a funcao logaritmica,

i.e., In\; = z! 3.

A verosimilhanca em funcao de 3 é
L(B) = exp { yzlB-> B _ > ln(yi!)}
i=1 i=1 i=1

e, portanto, a estatistica suficiente minima é

Z Yizi = (Z YiZily s Z yizip)T'
i=1 i=1 i=1

Exemplo 2.2 Modelo Gama com fungao de ligagao candnica

Suponhamos que Y; ~ Ga(v, Ml)

Tem-se, como ja se viu no exemplo 1.3 da seccao 1.2.2, que
fyilv, i) = exp{v(O;y; + In(=0;))+ (v — 1) Iny; + vInv —InT'(y;) },
com@i:—iemb:%.

Assim a funcao de ligacao candnica é dada por, —i =1z! 3.

A verosimilhanca, como fungao de 3 é entao

L(B) = exp {v X1, yizl B+ v X1, In(2] B)+
v—1)Y" Iny; +nvinv — 37, ln(F(yi)}.

Se v for conhecido a estatistica suficiente minima é entdo o vector

zn: Yiz; = ( i YiZily oens i yizip)T'
i=1 i=1 i=1
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Se v for desconhecido a estatistica suficiente minima é
n T n
((Zyizi) ,Zlnyi>-
i=1 i=1

Outra caracteristica interessante dos MLG com funcao de ligacao
canodnica, diz respeito a facilidade computacional associada as es-
timativas de maxima verosimilhanca e a relacao existente entre a

matriz de informacao de Fisher

0B
7(8) = 5[ - 218
0pos
e a matriz Hessiana 24(8)
H(B) = ——F-
Com efeito, se a funcao de ligagao for a canonica, 6; = n; e

portanto

Willi — Hi
e as equacoes de verosimilhanca resumem-se a
" wi(Yi — .
(y Iu)zij :Oa J= 17"'7p7
=1 (b

o que implica
n n
Z Wilizij = Z WilliZig,
i=1 i=1

onde [i; representam as estimativas de maxima verosimilhanga de

Wiyt =1 ...n.

Quando os w; = 1 para todo o ¢ aquelas equacoes resumem-se a

n n
Z Yizij = Z HiZig s
i=1 i=1
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ou na forma matricial a
2Ty =77 p.

Se, como é habitual, a primeira coluna da matriz Z for um vector
unitario, i.e., z;; = 1,2 =1, ..., n, entao a equacao anterior implica,
por exemplo, que a soma dos valores observados y; ¢ igual a soma

das estimativas dos valores esperados ;.
Relativamente a matriz de informagao de Fisher temos, pelo facto
das segundas derivadas da log-verosimilhanca ¢;

8261‘ _wizij 8,uz

BioG b I

nao dependerem das observagoes y;, que

82&' } o WiZij 8/11

_E[aﬁiaﬁk ¢ OB

ou seja a matriz de informagao de Fisher Z(3) coincide com —H(3),

o simétrico da matriz Hessiana.

Note-se contudo, que embora as fungoes de ligagao candnica con-
duzam a propriedades estatisticas desejaveis para o modelo, tais
como, suficiéncia, facilidade de célculo, unicidade das estimativas
de maxima verosimilhanca e, por vezes, interpretacao simples, nao
ha razao para, a partida, escolher a funcao de ligagao canénica e nem
sempre ¢ com ela que se obtém os melhores resultados. Por exemplo,
no modelo gama, a utilizacao da fungao de ligacao candnica obriga
a impor restri¢coes aos parametros. Como ja se disse anteriormente,
o aspecto importante a ter em consideracao na escolha da ligacao é

a adaptabilidade e adequabilidade do modelo.
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2.2 Estimacao dos Parametros do Mo-
delo

Os estimadores de méxima verosimilhanga (EMV) de 3 sao ob-
tidos como solucao das equagoes de verosimilhanca (2.7). A solugao
nao corresponde necessariamente a um maximo global da funcao
¢(B3). Contudo, em muitos modelos a fungao log-verosimilhanca
¢(B) é concava, de modo que o maximo local e global coincidem.
Para funcgoes estritamente concavas os estimadores de maxima ve-
rosimilhanca sao mesmo unicos, quando existem. O problema da
existéncia e unicidade dos estimadores de maxima verosimilhanca
serd referido na seccao 2.2.4. Partindo do principio que existe so-
lugao e que ela é tnica, subsiste ainda um problema com o célculo
das estimativas de maxima verosimilhanca. E que as equagoes (2.7)
nao tém, em geral, solucao analitica e, portanto, a sua resolucao

implica o recurso a métodos numéricos.

Uma das razoes que fez com que os MLG tivessem sucesso, foi
o facto da possibilidade de usar um tnico algoritmo (sugerido por
Nelder e Wedderburn, 1972), para resolver (2.7), havendo apenas a
necessidade de proceder a pequenos ajustamentos de acordo com a
distribuicao de probabilidade e a funcao de ligagao em consideracao.
Além disso o algoritmo proposto opera através de uma sequéncia de
problemas de minimos quadrados ponderados para os quais existem

técnicas numéricas bem testadas.

2.2.1 Meétodo iterativo de minimos quadrados

ponderados

O esquema iterativo para a resolucao numérica das equacoes de

verosimilhanca que se vai apresentar, é baseado no método de scores
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de Fisher.

. »(0) P
Seja B3 ° uma estimativa inicial para 3. O processo de scores
de Fisher procede com o calculo das sucessivas iteradas através da
relagao:
~ (k+1)

B =Y+ [zd"] 58",

onde Z(-)~!, a inversa (que se supoe existir) da matriz de informagao

(k)

de Fisher dada em (2.10) e s(+), o vector de scores, sao calculados
para 3 = B(k).

A diferenca existente entre este algoritmo e o algoritmo de New-
ton-Raphson para resolver sistemas de equagoes nao lineares, reside
na utilizacao da matriz de informacgao de Fisher em vez da matriz
Hessiana. A vantagem desta substituicao deve-se ao facto de, em
geral, ser mais facil calcular a matriz de informagao Z, para além

de ser sempre uma matriz semi-definida positiva.
A expressao anterior pode ser ainda escrita na forma
~(k)\7 5 (k+1) ~ (k)1 5 (k) (k)
Z(B)|B" T = Z(B)|B" +s(B). (2.12)
Atendendo a (2.8) e (2.9), o lado direito da equagao (2.12) é um

vector com elemento genérico de ordem [ dado por:

zp: [z”: ZijZil (@h) }ﬁ(k Z (yi — pi)za O
j=1 =1 var(Y;) \on = wvar(Y;) O
e, portanto, na forma matricial tem-se
7(8"B" = 2w ky®
onde u® é um vector com elemento genérico
P ok
(k) _ QN
U, - z:: wﬁ — My )a (k)
(k)
k) 0N
= 0+ (i — ) (2.13)
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e amatriz W® representa a matriz W definida em (2.11) e calculada
em .

Assim, atendendo a (2.10), tem-se a expressao final para a esti-
mativa de B na (k + 1)-ésima iteracao
~(k+1)

B

A anadlise desta expressao leva-nos a perceber o facto de anterior-

= (Z2'w®z) " 7" WEu®. (2.14)

mente termos afirmado que o “algoritmo proposto opera através de
uma sequéncia de problemas de minimos quadrados ponderados”.
Com efeito, a equacdo (2.14) é idéntica a que se obteria para os es-
timadores de minimos quadrados ponderados se se fizesse, em cada
passo, a regressao linear de respostas u®) em Z, sendo W®*) uma
matriz de pesos. Por isso este algoritmo é referido como “algoritmo

iterativo de minimos quadrados ponderados”.

Note-se, ainda por andlise da expressao (2.14), que, apesar de o
elemento genérico de W conter ¢, ele nao entra no célculo de B(HD
e portanto pode-se fazer, sem perda de generalidade, ¢ = 1, quando
se esta a calcular as estimativas de 3. Assim, é irrelevante, para o

calculo de B o conhecimento ou nao do parametro de dispersao.

Resumindo: O calculo das estimativas de maxima verosimi-

lhanca de B processa-se, iterativamente, em duas etapas:

i) Dado B(k) (com k a iniciar-se em 0), calcula-se u®) usando a
expressio (2.13) e W*) usando (2.11).

ii) A nova iterada ,(Ai’(kﬂ) ¢ calculada usando (2.14).

As iteracoes param quando é atingido um critério adequado, por

exemplo, quando -

18" - 8"

20
187

< ¢,
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para algum valor de € > 0 previamente definido.

Em geral a convergéncia atinge-se apds algumas iteradas. Se o
processo iterativo nao parecer convergir, isto pode ser devido a uma
ma estimativa inicial ou, muitas vezes, a nao existéncia de estimador
de méxima verosimilhanca dentro da regiao de valores admissiveis

para o vector parametro (3.

Para calcular a iterada de ordem zero, B(O), que da inicio ao pro-
cesso iterativo, pode calcular-se a estimativa de minimos quadrados
nao ponderados para os dados (¢(¥y;),%;),i = 1,...,n), onde g(-) é a
fungao de ligac@o. Se para algum y;, g(y;) nao estiver definido, como
é o caso quando g é a fungao logaritmica e y; = 0, pode modificar-
se ligeiramente a observacao y; de modo a que g(y;) passe a estar
definido.

Para que o algoritmo se processe sem problemas é preciso que a
matriz 7 (B(k)) tenha inversa em cada iterada. Dado que se assumiu
previamente que Z7 Z é de caracteristica completa, a inversa existe
desde que os elementos da matriz W®) sejam todos positivos ou

quase todos positivos.

2.2.2 Estimacao do parametro de dispersao

O parametro de dispersao também pode ser estimado usando
o método da maxima verosimilhanca. Ha, no entanto, um método
mais simples que dé, em geral, bons resultados. Este método baseia-
se na distribuicao de amostragem, para grandes valores de n, da

estatistica de Pearson generalizada.

Suponhamos entao que se aplicou o algoritmo iterativo de mini-
mos quadrados ponderados e se obteve uma estimativa 3 para 3.

Devido a propriedade de invariancia dos estimadores de méaxima
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verosimilhanca, as estimativas de méaxima verosimilhanca para os

parametros p; sao dadas por
fis = h(z] B),
onde a funcdo h(-) é a inversa da fungao de ligagao.

Por outro lado, como se tem que

Vg :
var(v) = p(o) L = YU iy
Wi Wi
entao ; e
Willi — i .
EFl———————| =¢ 1=1,...,n.
[ V(i) }
Pela lei fraca dos grandes ntimeros, se
n 2E Y ,U/z)

BT

quando n — oo, entao

n

wz }/z Mz) i}
Z V(i) >

n =1

. , < , P
Segue-se entao que se V(-) é uma fungao continua e fi; — u;

para todo o 7, entao

Lwi(Yi =) p
— — 9.
n—p ; V(1)

Assim podemos estimar ¢ por:

~ 1 Ewilys —w)?
-iLEL ew

sendo QAS um estimador consistente de ¢. Como, por outro lado se

tem que, para grandes valores de n,

13 wi(Y; — 1i;)? _ " wi(Y; — fi;)?
S V) A var)
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tem uma distribuicdo aproximada de um y? com n — p graus de

liberdade, também se conclui que ¢ é assintoticamente centrado.

A Estatistica do lado direito da equagao (2.15) é conhecida como
estatistica de Pearson generalizada, a qual também é 1til para julgar

da qualidade de ajustamento de um modelo.

Esta estimativa de ¢ ¢ mais simples e produz, em geral, maior
estabilidade numérica que a de méaxima verosimilhanca. Note-se
que, no caso do modelo de regressao linear normal , w; = 1 e V(fi;) =

1 e portanto gg coincide com a estimativa habitual de o2.

2.2.3 Propriedades assintoticas dos estimadores

de maxima verosimilhanga

Na seccao anterior vimos como, formulado um modelo linear ge-
neralizado, podemos proceder a estimagao por maxima verosimi-
lhanca do vector parametro B dos coeficientes de regressao. Para
fazer inferéncias sobre estes parametros, nomeadamente obter in-
tervalos de confianca e fazer testes de hipdteses, ha necessidade
de conhecer a distribuicao de amostragem de B Em geral, nao
¢é possivel nos MLG, obter as distribuicoes de amostragem exactas
para os estimadores de maxima verosimilhanca dos (3’s. Iremos ape-
lar entao, para resultados conhecidos da teoria assintotica, que se
verificam quando os modelos em estudo satisfazem certas condigoes
de regularidade ; essas condic¢oes sao, com efeito, satisfeitas para os
MLG. Nao iremos entrar em detalhes de natureza tedrica, deixando
ao cuidado do leitor interessado a leitura, por exemplo, de Fahrmeir
and Kaufmann (1985), onde sao estabelecidas, com o rigor adequa-
do, condigoes gerais que garantem a consisténcia e a normalidade

assintotica do estimador 3.
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Como vimos, o estimador de méxima verosimilhanca, 3, de 3

obtém-se como solucao de
s(B) =0,

onde s(3) é o vector score. Também ¢ sabido que, em condigoes de

regularidade , este vector aleatério é tal que

E(S(B)) =0,  cov(S(B)) = E(S(B)S(B)") =Z(B),

onde Z(B) é a matriz de informagao de Fisher ja definida. Por
outro lado, pelo teorema do limite central, temos a garantia de que,
pelo menos assintoticamente, S(B) tem uma distribui¢do normal

multivariada, i.e.,
S(B) ~ Ny(0,Z(3))

e que, portanto, para grandes amostras e supondo que o modelo
com o vector parametro 3 especificado é verdadeiro, a estatistica
S(B)TZ71(B)S(B) tem uma distribuicao assintética de um qui-qua-

drado, i.e.,

S(B)'ITH(B)S(B) ~ x;-

Se desenvolvermos S(3) em série de Taylor em torno de B e

retivermos apenas os termos de 1% ordem, obtemos a relagao:

s8) ~ 5(8) + 2B)

5568 8) (216)

o~

Atendendo a que S(3) = 0 e substituindo a matriz de informagao

observada —H(3) = 8‘;55) | 8.3 pela matriz de informagao de Fisher,
isto ¢, fazendo —H(B) = Z(8) em (2.16) (o que admitimos ser apro-

ximadamente valido para grandes amostras), obtemos

B-B~I'(B)S(B) (2.17)
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A expressao (2.17) e os resultados anteriores relativos ao vector score
sao fundamentais para a dedugao das propriedades assintoticas dos
estimadores de maxima verosimilhanca de 8. Com efeito, de (2.17)

pode concluir-se que,

E (B) ~ 3, ou melhor, B é um estimador de 3 assintoticamen-

te centrado,

e cov(B) ~ ElB - B)(B - BT = T(B), isto 6, a matriz
de covariancia de B ¢ aproximadamente igual ao inverso da

matriz de informagao de Fisher,

e a distribuicao assintética de 3 é normal p-variada, com vector

médio B e matriz de covariancia Z-1(3), isto é,

BLN,(B,27(A)),

A estatistica de Wald (8 — 8)TZ(8)(8 — B) tem uma distri-

buicao assintética de um y? com p graus de liberdade.

Note-se que os resultados apresentados sobre as propriedades dis-

tribucionais de 3 sao exactos para o modelo normal.

Os resultados apresentados sao tteis para fazer inferéncias sobre
B. Com efeito, a distribuicao assintética normal multivariada serve
de base para a construcao de testes de hipdteses e de intervalos de
confianca. Por exemplo, para obter intervalos de confianca para os
parametros componentes do vector 3, podemos usar, pelas propri-
edades da distribuigdo normal multivariada (veja-se, e.g., Johnson
and Wichern, 1998), o facto de Bj ter ainda uma distribuicao as-
sintética N(B;,0;;), onde 0;; é o j-ésimo elemento da diagonal da
matriz Z~'(8). O conhecimento da matriz de covariancia permite-

nos ainda calcular correlacoes entre os diferentes (3;’s. Por outro
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lado, a estatistica de Wald é, como veremos, uma das estatisticas
usadas para fazer testes de hipdteses sobre o vector parametro 3.
Claro que, como 3 é desconhecido e a matriz de informacao de
Fisher depende de 3, ela é de facto desconhecida. No entanto, na
pratica, costuma substituir-se no caculo de Z=(8), o vector 3 pela

sua estimativa (3.

A existéncia de um parametro de dispersao ¢ desconhecido, pode
afectar a estrutura assintética, embora nao afecte, como se viu an-
teriormente, o estimador 3. Na pratica, porém, quando existe um ¢

desconhecido, ele é substituido por uma sua estimativa consistente

o~

0.

A distribuicao normal p-dimensional sera uma boa aproximagao
para a distribuicao de B se o logaritmo da verosimilhanca for uma
funcao “razoavelmente” quadratica. Este é, em geral, o caso para
grandes amostras, mas em pequenas amostras a log-verosimilhanc¢a
pode-se afastar de uma funcao quadratica. Pode no entanto acon-
tecer que haja uma reparametrizacao, digamos h*(3) = =, que con-
duza a uma log-verosimilhan¢a aproximadamente quadratica. Nesse
caso, pode obter-se testes de hipdteses e regides de confianca mais

precisas baseadas na distribuicao assintética de 4.

2.2.4 Existéncia e unicidade dos EMV

Um problema importante, e que tem sido tratado por varios au-
tores apenas para MLG particulares, é o problema da existéncia
e unicidade dos estimadores de méaxima verosimilhanga, ja que a
partida nao hé garantia de que a funcao de verosimilhanca tenha
um maximo unico, ou mesmo que tenha um maximo; outro aspecto

que também ¢é importante, pelo menos do ponto de vista das apli-
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cagoes, € saber se a verosimilhanca tem um méximo na fronteira do
espaco admissivel para o vector parametro, ja que a existéncia de

tal maximo pode levar a problemas de natureza computacional.

Nao ha, no entanto, uma teoria geral sobre o problema da existén-
cia e unicidade de estimadores de maxima verosimilhanca para os
modelos lineares generalizados, pois que nem todos os modelos tém
propriedades comuns no que diz respeito a esta questao. Ha, contu-
do, resultados obtidos para casos particulares; Haberman (1974)
dedicou o seu estudo a modelos log-lineares e binomiais; Silva-
pulle (1981) apresentou condigoes necessérias e suficientes para a
existéncia de estimadores de maxima verosimilhanca para os mo-
delos binomiais com funcgoes de ligagao gerais, dedicando particular
atengdo aos modelos logistico e probit; Wederburn (1976) estudou
condicoes de existéncia e unicidade dos estimadores de maxima vero-
similhanca nos modelos normal, binomial, Poisson e gama. As con-
clusoes desse estudo encontram-se resumidas na tabela 2.12. Mais

referéncias podem ser encontradas em Fahrmeir and Tutz (1994).

2.3 Testes de Hipoteses

A maior parte dos problemas de inferéncia relacionados com tes-
tes de hipdteses sobre o vector parametro 3, podem ser formulados

em termos de hipoteses lineares da forma:

Hy:CB =& wersus Hy:CpB#E, (2.18)
onde C' é uma matriz ¢ X p, com ¢ < p, de caracteristica completa
q e & é¢ um vector de dimensao ¢ previamente especificado.

Casos especiais importantes de (2.18) sao:

2Esta tabela é reproduzida do trabalho de Wederburn (1976).
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Tabela 2.1: Propriedades das estimativa de maxima verosimi-
lhanca de 3 para varias distribuigoes e fungoes de ligacao; F significa
existéncia de estimativa finita; I significa existéncia de estimativa

no interior do espaco paramétrico; U significa unicidade.

a) Modelos para os quais p > 0 ou p > 0 se a fungao

de ligacao nao estiver definida para p =0

funcao de ligagao normal Poisson  gama
prA < —1) I FI F 1
prM(—=1 <A <0) I FI F,I,U
In A I F.ILU F.ILU
M0 < X< 1) F FI1U FI
14 F.,U F.ILU F.I
A > 1) F FI F 1

b) Modelos para a distribuigdo binomial

funcao de ligacao

1 LU
sin! VI LU
O~ (p) F.ILU
In £ F LU
m
In{—1In(1 —u)} F.ILU

¢) Modelos para a distribui¢ado normal sem restrigoes a p
funcao de ligagao
i F,ILU
et FI
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e Hipotese da nulidade de uma componente do vector parametro,

nomeadamente
Hy: 08, =0 wersus Hy:p3; #0,

para algum j, sendo neste caso ¢ = 1, C' = (0,...,0, 1,0, ...,0)

e ocupando o 1 a j-ésima posicao e £ = 0.
e Hipdtese da nulidade de um subvector do vector parametro,
Hy:B8,=0 wversus H;:[3, #0,

para algum subvector de r componentes de 3. Se tivermos,

por exemplo Hy : (B4, ..., 3.)T = (0,...,0)T, entdao g =1 e
C= ([r Orx(p—r)) g =0,,

onde I, é a matriz identidade de dimensao r, O, (,—r) ¢ uma
matriz de zeros de dimensao r x (p — r) e 0, é o vector nulo

de dimensao r.

Estas hipdteses correspondem a testar submodelos do modelo
original, importante na seleccao de covaridveis, como se ird ver no
capitulo 3; a 1% corresponde a testar um submodelo com todas as
covaridveis do modelo original a excepcao da covaridvel z; relati-
va ao parametro de regressao [3; ¢ a segunda corresponde a testar
um modelo sem as r covariaveis relativas aos parametros supostos
nulos sob a hipétese Hy. Uma das situagoes em que isso acontece
surge, por exemplo, quando uma variavel é policotémica tomando,
digamos, r + 1 valores distintos. Nesse caso é, como ja se disse,
aconselhavel construir r variaveis dicotémicas para a representar,

havendo nesse caso r parametros (3’s associados a ela. Assim, para
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averiguar se essa variavel deve ou nao ser incluida no modelo, inte-
ressa testar globalmente se os r parametros sao significativamente

diferentes de zero.

De um modo geral pode ter interesse testar certas relagoes es-
truturais entre as componentes do vector 3. Se essas relagoes se
puderem escrever na forma C(3 = £, entdao os testes que iremos

formular serao adequados para esses estudos.

Existem essencialmente trés estatisticas para testar hipéteses do
tipo (2.18) relativas as componentes do vector 3, as quais sao de-
duzidas das distribuigoes assintéticas dos estimadores de méaxima

verosimilhanca e de fungoes adequadas desses estimadores.

I A Estatistica de Wald, baseada na normalidade assintotica do

estimador de maxima verosimilhanca 3.

II A FEstatistica de Wilks ou Estatistica de razao de verosimi-
lhancas, baseada na distribuicao assintética da razao do méxi-

mo das verosimilhancas sob as hipoteses Hy e Hy U H;.

IIT A FEstatistica de Rao ou Estatistica score, baseada nas propri-

edades assintoticas da funcao score.

Iremos, seguidamente, descrever cada uma destas estatisticas de tes-
te e como podem ser utilizadas para testar as hipéteses de interesse

apresentadas.

2.3.1 Teste de Wald

Suponhamos que a hipotese nula estabelece que C3 = &, onde C'
é uma matriz ¢ X p de caracteristica completa ¢. Seja B o estima-

dor de maxima verosimilhanca de B, o qual tem uma distribuicao
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assintética N,(8,Z-(8))3. Dado que o vector C3 é uma transfor-
macao linear de B entao, pelas propriedades da distribui¢ao normal

multivariada,

CB & N,(cB,cT(B)CT)

e, consequentemente, sob a hipdtese, nula a estatistica

W= (CB—€)"CI(B))CT]HCB - &), (2.19)

tem uma distribuicao assintética de um y? com ¢ graus de liberdade.
A estatistica W em (2.19) damos o nome de FEstatistica de Wald.

Assim, a hipdtese nula é rejeitada, a um nivel de significancia «,
se o valor observado da estatistica de Wald for superior ao quantil

de probabilidade 1 — a de um x?.
Exemplo 2.3 Suponhamos que queremos testar a hipotese
Hy:08; =0 wersus Hy:p3; #0,

para algum j.

Ent&o, usando (2.19) e designando como anteriormente por o;;
o j-ésimo elemento da diagonal de I_l(B), a estatistica de Wald

resume-se a,
W = (8; — 8;)" (o] (B; — B;)

e, portanto, sob Hy,
52
B
W=~
17
resultado ja obtido anteriormente com base na distribuicao assinté-

tica normal de Bj.

3Note-se que aqui j& substituimos o vector 3 pela sua estimativa B, admi-

tindo que para grandes amostras Z(3) =~ I(B)
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A estatistica de Wald é, em geral, a mais utilizada para testar
hipoteses nulas sobre componentes individuais, embora também se
use para testar hipéteses nulas do tipo 8, = 0 quando o subvector
B, representa o vector correspondente a uma recodificacao de uma

variavel policotémica?.

2.3.2 Teste de razao de verosimilhancgas

A estatistica de Wilks ou estatistica de razdo de verosimilhancas

é definida por

maxy, L(3)
HlaXHoqu L(/B)

= —2{((B) - ¢(B)} (2.20)

A = —2In

onde 3, o estimador de maxima verosimilhanca restrito, é o valor
de B que maximiza a verosimilhancga sujeito as restrigcoes impostas
pela hipotese C3 = &.

O teorema de Wilks (e.g., Cox and Hinkley, 1974) estabelece que,
sob certas condicoes de regularidade , a estatistica A tem, sob H,,
uma distribuicao assintética de um x? sendo o ntimero de graus de
liberdade igual a diferenca entre o niimero de parametros a estimar
sob HyU H; (neste caso p) e o nimero de parametros a estimar sob

Hy (neste caso p — q).
Assim, sob Hy,

A= —2{¢(B) — L(B)} * \2.

De acordo com o teste de razao de verosimilhancas a hipdtese
nula Hy : CB = £ é rejeitada a favor de Hy : C8 # &, a um nivel

4Por exemplo, o software SPSS usa a estatistica de Wald para estas situacoes.
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de significancia «a, se o valor observado da estatistica A for superior

ao quantil de probabilidade 1 — v de um Xfl.
Exemplo 2.4 Suponhamos que queremos testar
Hy:B8,=0 wversus H;:(3,#0,

onde 3, ¢é um subvector de 3 de dimensao r.

O uso da estatistica de razao de verosimilhan¢as nao envolve
grandes dificuldades computacionais, ja que, para calcular a es-
tatistica A basta usar o método iterativo de minimos quadrados

ponderados para obter,

(1) a estimativa de maxima verosimilhanga, 3, do vector parame-
tro B, que corresponde ao subvector de 3 sem as componentes que

constituem 3,, e a respectiva log-verosimilhanga E(BO),

(ii) a estimativa de maxima verosimilhanga (3, do vector parame-

~

tro B e a respectiva log-verosimilhanga ¢(3),

ou seja ajustar dois modelos aos dados (em que um é um submodelo

do outro).

Hipéteses mais gerais da forma (2.18) requerem, contudo, mais

trabalho computacional.

A estatistica de razao de verosimilhancas é mais utilizada para
comparar modelos que estao encaixados, isto é, modelos em que um

¢ submodelo do outro, tal como iremos ver no capitulo seguinte.

2.3.3 Estatistica de Rao

Seja novamente 3 o estimador de maxima verosimilhanga de 3

sujeito a restricao imposta pela hipétese nula C3 = §.
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A FEstatistica de Rao ou FEstatistica score para testar (2.18) é
definida por
U = [SB'T1B)S(B) (2.21)
A ideia por tras da sugestao desta estatistica é a seguinte: Se ,@
é o estimador de B nao restrito , isto é, calculado sem quaisquer
restricoes, entao sabemos que S(B) = 0. Se substituirmos B pelo
estimador de maxima verosimilhanca sob Hy, isto é por B S(B) sera
significativamente diferente de zero se Hy nao for verdadeira. A

estatistica U mede assim a “distancia” entre s(3) e 0.

Tal como para os outros testes, usando a estatistica score rejeita-
se Hyp a um nivel de significancia « se o valor observado de U for

superior ao quantil de probabilidade 1 — a de um xi-

A estatistica score é util em situagoes em que ja se calculou um
estimador restrito para 3. Tem a vantagem em relagao a estatistica
de razao de verosimilhancas de nao requerer o calculo do estimador
nao restrito. Além disso, tal como a estatistica de Wald pode ser
utilizada em modelos com parametro de sobredispersao, ja que para
o seu calculo sé ha necessidade de conhecer os momentos de 12 e 2¢

ordem.

Como se viu, sob H, as distribuicoes assintéticas das trés es-
tatisticas sao idénticas. A qualidade da aproximacao das distri-
buicoes exactas das estatisticas A, W e U para a distribuicao as-
sintotica, depende da dimensao da amostra n e da forma do lo-
garitmo da fungdo de verosimilhanca. Fahrmeir and Tutz (1994)
exemplificam a situagao com um modelo de Poisson com func¢ao de

ligacao linear.

Se a log-verosimilhanc¢a for uma funcao quadrética em 3 entao
as trés estatisticas coincidem. Para amostras pequenas pode ha-

ver uma diferenca consideravel no valor destas estatisticas. Uma
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discussao detalhada pode encontrar-se em Buse (1982).

2.4 Quasi-verosimilhanca

Todo o estudo de inferéncia desenvolvido até aqui em MLG, foi

feito supondo valido o modelo
Wi
f(il6:, ¢, wi) = exp {_(yiez' —b(0:)) + c(ys, ¢, wz)} (2.22)

¢

o qual é um caso particular do modelo referido em (1.4) com a;(¢) =
K2l

Por exemplo, no modelo normal, implica que as variaveis aleatérias

para w;’s conhecidos. Esta hipdtese é muitas vezes irrealista.

Y;, « = 1,...,n, tétm a mesma variancia, se w; = 1, ou variancias
. L , 2
proporcionais, isto é, var(Y;) =

w; "

Um modelo mais geral seria tal que a;(¢) = ¢;, ou seja, um mo-
delo com n parametros ¢; perturbadores. Neste caso ha demasiados
parametros e portanto o estimador de maxima verosimilhanca para
B3 pode mesmo nao existir. Uma solucao serd assumir também uma
estrutura para os ¢ do tipo, e.g., ¢; = h*(n, z;), com h*(-,-) devida-
mente especificada, onde 17 é um vector parametro desconhecido, o
qual pode incluir 3 como subvector. Estimacao dos parametros 3 e
1 pode fazer-se, como habitualmente, por maxima verosimilhanga.
Nao vamos prosseguir aqui esta abordagem, mas pode encontrar-se
mais detalhes em Smyth (1989).

Outro problema, j& referido, que surge com o modelo proposto
¢ o da possibilidade de existéncia de sobredispersao. Uma solugao
possivel apontada para tratar deste problema com o modelo bi-
nomial, ou com o modelo Poisson, é introduzir um parametro de
sobredispersao ¢ desconhecido, isto é, admitir que para estes mode-

los ainda se tem var(Y;) = ¢V (1;) (sabemos que, tanto no modelo
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binomial como no de Poisson, isto é verdade se se fizer ¢ = 1).
O problema é que, ao proceder assim, ja nao podemos escrever o
modelo na forma da familia exponencial. O modelo para Y; passa
apenas a estar definido através do valor médio e da variancia, nao

sendo possivel o recurso a verosimilhanga para fazer inferéncias.

No modelo linear Y; = z! 3 + &; em que apenas se admite que
os erros sao nao correlacionados, o vector parametro 3 é estimado
usando, como se sabe, o método dos minimos quadrados. Os esti-
madores assim obtidos coincidem com os de méxima verosimilhanca
quando o modelo ¢ normal. Um modo semelhante de ultrapassar
as dificuldades associadas a nao especificacao da distribuicao nos
MLG, ou até de resolver o problema anteriormente referido em que
admitimos que a;(¢) = ¢;, i = 1, ..., n, sem especificar ¢, passa pelo

recurso ao conceito de quasi-verosimilhanca que iremos introduzir.

Consideremos o caso em que so especificamos os valores médios

de Y; e as suas variancias, isto é, admitimos que
E(Y;) = i var(Y;) = ¢V ().

Consideremos a varidvel (omitindo o indice ¢ para simplifica¢ao)

Y —p
U=U(pY)=——-.
(& Y) oV (1)
Esta variavel é tal que
1 ou
EU) =0, var(U) = ———, —FE|—| =wvar(U),
() )= 5760 5] = var@

comportando-se assim como uma fungao score. Como a funcao score
é a derivada da funcao de log-verosimilhan¢a podemos esperar que
o integral de U (caso exista) se comporte como uma fungao de log-

verosimilhanca.
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Definicao 2

Seja = o espago paramétrico, isto é u € Z. Diz-se que a funcao
Q@ : =2 — IR, definida por
Quiy) = [utt.yyde= [ L L
’ y y OV(1)
¢ uma funcdo de quasi-verosimilhanga (correctamente seria de

quasi-log-verosimilhanga). &

No caso em que temos n observacoes de variaveis aleatérias in-

dependentes, definimos
Quy) = > Q(ui, i)

Esta fungao além de partilhar de muitas das propriedades formais
que o logaritmo de uma funcao verosimilhanca pode mesmo ser uma
funcao de log-verosimilhanc¢a. Prova-se que se existir uma funcao
de log-verosimilhanca ¢ tal que

o _ y—u
o oV(n)
com E(Y) = pewvar(Y) = ¢V (u), entdo ¢ tem a estrutura corres-

pondente a uma funcao de log-verosimilhanca da familia exponen-

cial.

Nos MLG sabemos que j; = h(n;) = h(z! 3). Assim a funcio de
quasi-verosimilhanga Q(p,y) é dada por

Cﬂmw=§iﬁlﬂi—l

e, se igualarmos a zero as derivadas de Q(u;,y;) em ordem a [3;,

para j = 1,...p, obtemos o sistema de equacoes

n

X%M_MﬁMi: 0

i—1 V(Mz‘) aﬁj

J=1..p
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s (Yi — i) zij Opi
=0 2.23
; V ,UZ) on; ( )

as quais nao dependem de ¢ e coincidem com as obtidas em (2.7).

A fungao s*(8) = % damos o nome de funcao quasi-score ou
funcdo de estimagao generalizada e as equagdes em (2.23) damos
o nome de equagoes de quasi-verosimilhanc¢a, sendo as estimativas
resultantes, estimativas de quasi-mdzrima verosimilhanga. Note-se
que quando a funcao de variancia é igual a 1 o método reduz-se ao

método dos minimos quadrados.

As propriedades assintéticas dos estimadores de quasi-verosimi-
ok . . ~ .

lhanca 3 podem ser obtidas sob condicoes de regularidade seme-

lhantes as necessarias para os estimadores de méaxima verosimi-

lhanca. Em particular pode mostrar-se que

B AN(B, (@) BHWVB)HT)B)),
onde
rio - o~ %)

V(B) = cov(s™(8))-

Comparando este resultado com o obtido quando os modelos
estao completamente especificados, vemos que, essencialmente, ape-
nas a matriz de covariancia de B* tem de ser corrigida. Assim, o
método de quasi-verosimilhanca permite a obtencao de estimadores
consistentes e assintoticamente normais para 3, com apenas uma
perda de eficiéncia. Para que esta perda de eficiéncia seja peque-
na ¢ necessario que a estrutura de variancia proposta seja o mais

préxima possivel da verdadeira estrutura de variancia.

Também é possivel proceder a testes de hipdéteses semelhantes

aos da seccao anterior através do uso de estatisticas de Wald e de
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Rao modificadas. Por exemplo, a FEstatistica de Wald modificada

para testar
Hy:CB =& wersus H,:CB #E&,
¢é dada por

W = (CB - €)T[CACT)TH(CB — €),

~ %

onde A = (Z*)"Y(B)V(B)(ZT*)X(B) ¢ a matriz de covariancia
corrigida. W,, ainda tem uma distribuicao assintética x?, onde r é

a caracteristica da matriz C. Veja-se detalhes em White (1982).

Tratamento semelhante pode ser feito para o caso em que o mo-
delo se encontra completamente especificado, mas os parametros ¢
sao distintos. Veja-se, para o efeito, Shao (1998, pg. 246-247).



Capitulo 3

Seleccao e Validacao de
Modelos

No estudo feito até aqui admitiu-se que o modelo proposto, em
termos da combinacao - distribuicao da varidvel resposta e funcao
de ligagao - era um modelo adequado. No entanto, quando se tra-
balha com muitas covariaveis, tem interesse saber qual o modelo
mais parcimonioso, isto é, com o menor nimero de variaveis expli-
cativas, que ofereca uma boa interpretacao do problema posto e que
ainda se ajuste bem aos dados. O problema da selec¢ao do modelo
corresponde a procura do “melhor modelo”, no sentido de ser um
modelo que atinge um bom equilibrio entre os trés factores “bom
ajustamento”, “parcimoénia” e “interpretagao”. Dado que no pro-
cesso de seleccao ha uma série de modelos em consideragao, convém

descrever varios que sao comummente referidos durante o processo.

e Modelo completo ou saturado

Consideremos o modelo linear generalizado sem a estrutura li-

near ) = Z(3, isto é com n parametros i, ..., i, linearmente

99
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independentes, sendo a matriz do modelo a matriz identida-
de n x n. Este modelo atribui toda a variacao dos dados a
componente sistematica. Como as estimativas de maxima ve-
rosimilhanca dos j; sao as proprias observacoes, isto é, [i; = y;,
o modelo ajusta-se exactamente, reproduzindo os préprios da-
dos. Nao oferece qualquer simplificagao e, como tal, nao tem
interesse na interpretacao do problema, ja que nao faz so-
bressair caracteristicas importantes transmitidas pelos dados.
Além disso tem pouca hipdtese de ser um modelo adequado em
réplicas do estudo. A sua consideragao é contudo necessaria
na formulacgao da teoria da seleccao de modelos, como iremos

ter oportunidade de ver.

Modelo nulo

O modelo mais simples que se pode imaginar é o modelo com
um Unico parametro. Corresponde a assumir que todas as
variaveis Y; tém o mesmo valor médio pu. E um modelo, de
interpretacao sem duvida simples, mas que raramente captura
a estrutura inerente aos dados. A matriz do modelo é, neste
caso, um vector coluna unitario. Contrariamente ao mode-
lo anterior, este modelo atribui toda a variacao nos dados a

componente aleatoria.

Modelo maximal

O modelo maximal é o modelo que contém o maior niimero de
parametros, e portanto, o mais complexo, que estamos prepa-

rados a considerar.

Modelo minimal

Contrariamente ao modelo maximal, o modelo minimal é o

modelo mais simples, com o menor numero de parametros,
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que ainda se ajusta adequadamente aos dados. Este modelo
embora adaptando-se aos dados e podendo até ser adequado
para réplicas do estudo, pode esconder caracteristicas ainda

importantes dos dados.

e Modelo corrente

Em geral trabalha-se com modelos encaixados, isto é, passa-
se do modelo maximal para o modelo minimal por exclusao
de termos da desvio. O modelo corrente, é qualquer modelo
com ¢ parametros linearmente independentes situado entre o
modelo maximal e o modelo minimal, e que esta a ser sujeito

a investigacao.

3.1 Qualidade de Ajustamento

3.1.1 Funcao desvio

O modelo saturado ¢ til para julgar da qualidade de ajusta-
mento de um determinado modelo em investigacao, que passamos a
designar por M, através da introdugao de uma medida da distancia
dos valores ajustados i com esse modelo e dos correspondentes va-
lores observados y. Essa medida de discrepancia entre o modelo
saturado e o modelo corrente, é baseada na estatistica de razao de

verosimilhancas de Wilks referida na seccao 2.3.2°.

Como vimos na seccao 2.1.1, o logaritmo da funcao de verosimi-

lhanca (fungdo log-verosimilhanga) de um modelo linear generaliza-

5Seguindo a sugestao de Cordeiro (1986) traduzimos o termo “deviance” por

desvio.
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do é dada por

em que se substituiu 6; por ¢(u;), para fazer salientar, na func¢ao

log-verosimilhanga , a relacao funcional existente entre 6; e ;.

Como para o modelo saturado - que passamos a designar por S
- se tem [i; = y;, 0 maximo da func¢ao log-verosimilhan¢a para este
modelo é

ls(Bs) = zj: i [yiq(yi)(b_ b(q(y:))]

+ C(yia gba wz)

Por outro lado, se designarmos por ji; a estimativa de maxima
verosimilhanca de p;, para ¢ = 1,..,n, o maximo da funcao log-
verosimilhanga para o modelo em investigacao com, digamos, m

parametros na desvio é

e

+ C(yia gba wz)

Os indices em 3 e ¢ correspondem ao modelo em relacao ao qual

sao calculados.

Se compararmos o modelo em investigacao M com o modelo satu-

rado S através da estatistica de razao de verosimilhangas, obtemos

D*(y;p) = _2(€M(BM)_€S(BS))
= 25 2 {[walm) — bla(aa))] ~ [watw) — batw)]}
_ Lg*”. (3.)

A D*(y; i) definido em (3.1) damos o nome de desvio reduzido;
ao numerador D(y; ) damos o nome de desvio para o modelo

corrente. Note-se que o desvio é s6 fungao dos dados.
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Como se pode observar de (3.1) o desvio pode ser decomposto
D(yif) = 3. 2wi{yi(a(yi) — q(i) — bla(ys)) + bla(iis)) |
= Z d;

na soma de parcelas d; que medem a diferenca dos logaritmos das
verosimilhancas observada e ajustada para cada observacao. A so-
ma destas componentes ¢ assim uma medida da discrepancia total

entre as duas log-verosimilhancas.

E facil de verificar que o desvio é sempre maior ou igual a zero, e
decresce a medida que covariaveis vao sendo adicionadas ao modelo

nulo, tomando obviamente o valor zero para o modelo saturado.

Uma outra propriedade importante do desvio é a aditividade pa-
ra modelos encaixados. Com efeito, suponhamos que temos dois
modelos intermédios M; e M, estando M,y encaixado em My, is-
to é, sao modelos do mesmo tipo, mas o modelo M, contém me-
nos parametros na desvio que o modelo M;. Se designarmos por
D(y; ;) o desvio do modelo Mj, j = 1,2, entdo a estatistica da
razao de verosimilhancas para comparar estes dois modelos resume-

se a

D(y; i) — D(y; ;)
5 .

Dos resultados do capitulo anterior sabe-se que, sob a hipdtese

_2(€M2(B2) - EMl(Bl)) =

do modelo M; ser verdadeiro, entao

D(Y%ﬁa) - D(Y%ﬁl) a2
¢ XPI—PQ’

onde p;, representa a dimensao do vector B para o modelo Mj,
j = 1,2. A comparacao de modelos encaixados, pode entao ser

feitas a custa da diferenca dos desvios de cada modelo.
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O desvio também costuma ser usado para julgar da adequabili-
dade de um modelo. No entanto nao se conhece, em geral, a dis-
tribuicao quer exacta, quer assintotica do desvio. Ha certos casos
especiais, e.g., distribuicao normal ou gaussiana inversa, para o0s
quais resultados exactos podem ser obtidos. Também, por vezes, o
desvio pode ser aproximado pela distribuicao x?. Em regra geral,
no entanto, esta aproximacao é bastante ma mesmo para grandes
amostras. Assim, a andalise do desvio nao é mais do que um guia
no estudo da adequabilidade de um modelo, embora muitas vezes
na pratica se faca comparacao do valor observado do desvio, para
um modelo com p parametros na desvio, com o valor critico de um
X;_p- Se esse valor observado for superior a x2_, ,, entdo o modelo
¢é considerado nao adequado. O aperfeicoamento deste teste através
da introducao de um factor de correccao é discutido em Cordeiro
(1986).

Exemplo 3.1 Modelo Normal

Para o caso do modelo normal a func¢ao log-verosimilhanca é

— 1 1z
= g yllul - 7) + C(yia (bawi)-
=1

Assim, para o modelo saturado

- 1 2 2 y;
Z _2 Y + C(yu(ba wz) - Z + C(yi7¢7 wi)

2
o — 20

e para o modelo corrente

L@
M(ﬁM) = Z ) yzlu’z ) + C(yia ¢> wi)

n
— o 2
n

- X3,

.

Qyz/iz ﬁ?) + C(yia ¢7 wi)’

% \
—_
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Consequentemente o desvio reduzido é

D*(y30) = 2(45(B) — tu(Bur) = 25 3 -

que, como se sabe da teoria do modelo linear, sob a hipodtese do
modelo M ser verdadeiro, tem uma distribuicao exacta de um y?
com n — p graus de liberdade, sendo p a dimensao do vector 3 para

o modelo em questao.

Exemplo 3.2 Modelo Poisson

Para o caso do modelo Poisson com funcao de ligacao candnica,

temos que a funcdao log-verosimilhanga é dada por
= Zyz In p; — p; — Iny!,

sendo .
= yilnf; — fi; — Iny!,
i=1

s) = Zyz Iny;, —y; — Iny;!.
i=1
Consequentemente o desvio ¢ para o modelo de Poisson ¢é
* ~ Yi ~
D*(y; ) = 2[3_yiln = =3 (ys — fis)]-

Quando a matriz de especificacao do modelo tem uma primeira
coluna unitaria tem-se que > {(y; — fi;) = 0, como alids se re-
feriu na seccao 2.1.2. Assim, nestas condictes, o desvio coincide
com a estatistica habitual G? usada para julgar da adequabilidade
dos modelos log-lineares em tabelas de contingéncia (veja-se e.g.,
Christensen, 1997).

6Note-se que como P(Y; = 0) = e*i, o termo y; In y; ndo aparece na expressao

do desvio para os casos em que y; = 0
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Outros exemplos da funcao desvio para modelos lineares genera-

lizados encontram-se na tabela 3.1.

Tabela 3.1: Expressoes da funcao desvio para alguns modelos.

normal Sy — i)

Poisson 203 yiIn % — (i — id)]
binomial 2[miyi In £ + 32, m;i(1 — y;) In 11:%)]
gama QZi{—ln%—kyiﬁ;fi}
gaussiana inversa S %

3.1.2 Estatistica de Pearson generalizada

Outra medida da adequabilidade de modelos é a estatistica de
Pearson generalizada ja definida na seccao 2.2.2,
2 wi(ys — fii)?
vy Z
Para a distribuicao normal, a estatistica X2 coincide, tal como o
desvio, com a soma dos quadrados dos residuos. Para os modelos
Poisson e Binomial coincide com a estatistica original de Pearson.
Novamente é costume usar X? para testar a adequabilidade de um
modelo comparando o valor observado com o quantil de probabili-
dade 1 — a de uma distribuicao de x? com n — p graus de liberdade.
Contudo, tal como acontece com o desvio, a aproximacao pelo x?
da distribuicao de X? pode ser, em certos modelos, ma mesmo pa-

ra grandes amostras, havendo a necessidade de agrupar os dados
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0 mais possivel, garantindo ao mesmo tempo que o ntimero de ob-
servacoes em cada grupo, digamos m; nao seja pequeno. Assim,
as estatisticas a usar para testar a adequabilidade do modelo em

consideracao devem ser do tipo

Dlys®) = 3 2 {slatw) a0~ balw)) + bal7)}

~\2
X2 — wl-(yl- i Mi) ’
z; V(,Ui)

onde g é o numero de grupos, e o numero de observacoes em ca-

g

2

da grupo ¢ suficientemente grande em todos os grupos. Neste ca-
so, a suposicao de que ambas as estatisticas tém uma distribuicao
aproximada de um ¢x? com g — p graus de liberdade, j4 ¢ menos

problemaética.”

A propriedade da aditividade da funcao desvio faz com que esta
seja preferida, em relagao a estatistica de Pearson, como uma me-
dida da discrepancia, embora esta ultima tenha a vantagem de ter

uma interpretagao mais directa.

3.2 Seleccao de Modelos

Como ja se disse, em problemas praticos que requerem uma
analise estatistica via modelos lineares generalizados, ha geralmente
um numero elevado de covaridveis que podem ser potencialmen-
te importantes para explicar a variabilidade inerente aos dados.
Também tem, frequentemente, interesse investigar a influéncia de
possiveis interaccoes entre as covariaveis. Isto implica obviamen-

te a existéncia de um numero elevado de modelos a considerar de

"Consulte-se, e.g., Fahrmeir and Tutz (1994, pg. 48).
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modo a escolher um modelo possivel para explicar o fenémeno em
estudo. Se pensarmos num modelo maximal como aquele que entra
em linha de conta, na sua desvio, com todas as possiveis covariaveis
e interaccoes de interesse entre elas, um submodelo deste é qual-
quer modelo que é obtido dele por exclusao de algum ou alguns dos
termos da desvio. A existéncia de um numero elevado de modelos
a considerar, quer se parta do modelo maximal, quer se parta do
modelo minimal, traz problemas de ordem combinatéria - o niimero
de combinacoes possiveis torna-se rapidamente nao manejavel - e
de ordem estatistica - como decidir sobre o equilibrio entre o efeito
da inclusao ou exclusao de um termo na discrepancia entre y e i e
a complexidade de um modelo maior? Ha pois necessidade de esta-
belecer uma estratégia para a seleccao do melhor, ou dos melhores
modelos, ja que raramente se pode falar na existéncia de um tnico

“melhor modelo”.

Ter um submodelo M; de um modelo M, com vector parametro
B de dimensao p, corresponde a ter um modelo com vector de
parametros (3, que é um subvector de 8. Sem perda de genera-
lidade, podemos assumir a partigio de B em (B, 35)7. Assim, a
adequabilidade de um submodelo pode ser testada formalmente co-

mo

Hy:3,=0, versus H,: (3, #0.

Esta hipotese pode ser testada usando a metodologia explicada

na seccao 2.3.

Designemos, como anteriormente, a fungao score, a matriz de in-
formacao de Fisher e a sua inversa para o modelo especificado em
Hy, respectivamente, por s(83), Z(3) e A(B). Entao, em conformi-

dade com a particao relativa ao vector 3, podemos particiona-las
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do seguinte modo

s:<81> I:<]11 Il2> A:<AH A12>.

S9 I Iy AL Ay

Seja ainda B = (B, 3,)" ¢ B = (3,,0)7 os estimadores de maxima
verosimilhanca de 3, sob o modelo em H; e Hy, respectivamente.
Para o caso em que existe um parametro ¢ desconhecido, sejam
gg e gz~5 estimadores consistentes de ¢ sob Hy e Hy, respectivamente.

Entao, de acordo com a secgao 2.3, podemos considerar as seguintes

estatisticas de teste para testar Hy contra Hy
e A estatistica de razao de verosimilhancas
A= _Q{E(Bh 0, q~5) - E(BDBQ) Qg)}a
o A estatistica de Wald
W= B§A2_2IBZ>
e A estatistica de Rao
U = 55 Ao,

onde A, 5 e A, 3, significa que os calculos relativos a matriz A

e a funcao score sao feitos em (B, gz~5) e (,@, gg), respectivamente.

Ainda se pode considerar uma estatistica de razao de verosimi-

lhancas modificada dada por

Am = _Q{E(B; 0, gg) - E(Blaamgg)}a

. . B -
onde B, é uma aproximagao de 1% ordem a 3, dada por

Bi = Bl - A1T2A2_21:[§2-
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Sob a hipdtese Hy todas as estatisticas de teste tém uma distribuicao
assintética de um x?2, onde r é a dimensao do vector 3;, desde que,

obviamente, se verifiquem as condicoes de regularidade necessarias.

Segundo Fahrmeir and Tutz (1994) é preferivel, em geral, usar a
estatistica de razao de verosimilhancas se o nimero de covariaveis
for pequeno e as amostras tiverem uma dimensao moderada. Quan-
do as amostras sao de dimensao elevada, as estatisticas de teste ten-
dem a dar resultados semelhantes e é razoavel usar quer W, U ou

A,., j4 que sao mais faceis e rapidas de calcular.

A estatistica a usar pode depender da metodologia de seleccao
que se estd a seguir. Por exemplo, a estatistica de Wald, por usar a
estimativa nao restrita de maxima verosimilhanca, é 1itil na compa-
ragao de modelos quando se comeca por formar o modelo maximal
e se consideram modelos alternativos pela exclusao de covariaveis.
(selecgao backward). A estatistica de Rao, pelo contrério, é 1til na
escolha de modelos, quando se parte do modelo nulo, i.e., o modelo
sem covariaveis, ou de um modelo minimal e se consideram modelos

alternativos pela inclusao de covariaveis (seleccao forward).

A andlise do desvio é uma generalizacao, para os MLG, da andlise
de variancia usada na analise de modelos lineares normais. A dife-
renca entre os desvios reduzidos de dois modelos encaixados coincide
com a estatistica de razao de verosimilhancas, quando a hipétese H,

diz respeito ao modelo menor e a hipotese H; ao modelo maior.

Outro critério de seleccao possivel é o critério de informacao de
Akaike (1974), o qual é baseado na fun¢ao log-verosimilhanga , com
a introducao de um factor de correccao como modo de penalizacao

da complexidade do modelo. A estatistica correspondente para o
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modelo em H é,
AIC = —2((8,,0,6) + 2,

onde r = dim(3;). Um valor baixo para AIC é considerado como
representativo de um melhor ajustamento e na seleccao de modelos
devemos ter como objectivo a minimizagao de AIC. Note-se a se-
guinte relagao existente entre AIC' e o desvio reduzido relativo ao
modelo especificado por Hy (estamos a supor que o parametro ¢ ou

é conhecido, ou é substituido por uma estimativa consistente)

AIC, = —20(B,,0)+2((Bg) — 2((Bs) +2r
D} + 2r — 20(Bg)
onde o indice r serve para especificar o modelo em consideracao e
S, como habitualmente, refere-se ao modelo saturado.

Cordeiro (1986) sugere ainda a seguinte modificagdo do critério

de Akaike para seleccionar modelos,
Cr = D 4+ 2r —n = AIC, + 2((Bg) — n.

Um grafico de C}' contra r fornece uma boa indicagao para compa-
racao de modelos. Se o modelo for verdadeiro é de esperar que C;

seja proximo de 7.
Se tivermos dois modelos encaixados M; e My com, digamos
e ro parametros respectivamente, onde r; > ry, vem

AIC, — AIC,, = Cf — C* = Df, — D;, +2(r1 —r3)

e, supondo que o modelo M, é verdadeiro, tem-se (Cordeiro, 1986)
E(AIC,, — AIC,,) =r; —ry +0(n™'). Na comparagao de modelos

sucessivamente mais ricos, o declive esperado do segmento de recta
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que une AIC,, e AIC,, deve estar proximo de 1 supondo o modelo
menor M, verdadeiro. Pares de modelos que exibem declive maior
do que 1 sao indicacao de que o modelo maior nao é significativa-

mente melhor que o modelo menor.

3.3 Analise de Residuos

A andlise de residuos é t1til, nao s6 para uma avaliacao local
da qualidade de ajustamento de um modelo no que diz respeito a
escolha da distribuicao, da funcao de ligacao e de termos do predi-
tor linear, como também para ajudar a identificar observacoes mal

ajustadas, i.e., que nao sao bem explicadas pelo modelo.

Um residuo R; deve exprimir a discrepancia entre o valor obser-
vado y; e o valor ji; ajustado pelo modelo. No modelo linear normal

em que o vector das respostas Y se pode escrever na forma
Y=pte=27B8+e, e~ N,(0,0%])

tem-se 3 = (Z7Z)"'ZTy e o vector dos residuos é naturalmente
dado por R =y -y ondey = u = ZB é o vector dos valores
ajustados. No caso dos modelos lineares generalizados nao existe
necessariamente uma componente £; para o qual o residuo R; seja
uma estimativa; faz portanto sentido, como iremos ver, considerar

outras defini¢oes de residuos.

Outra quantidade de interesse na analise dos residuos, no caso do
modelo linear normal, é a matriz de projeccio H = Z(Z1Z)~1ZT
a qual é tal que y = Hy (e que por essa razao se designa, em
inglés, por hat matriz). Esta matriz é simétrica e idempotente. Os
seus elementos h;; sao uma medida da influéncia exercida por y; em

yi;- A influéncia exercida por y; em y; é reflectida pelo elemento da
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diagonal principal h;;. Como se tem que Y h;; =pe 0 < h; <1,
um ponto é considerado influente se h;; > %p (Hoaglin and Welsch,

1978).

3.3.1 Matriz de projeccao generalizada

Como vimos em (2.14), o processo iterativo conduz, no modelo

linear generalizado a
B=(z"wz) Z"Wu.

Esta equagao é idéntica a que se obteria para os estimadores de

minimos quadrados ponderados para o problema de regressao
u=/7208+e,

ou, alternativamente, a solugao de minimos quadrados para o mo-

delo linear
uy = ZoB + ¢,

onde uy = W%u, Zy = W:Z e, portanto, a matriz de projeccao

correspondente é

H=2,(2"2)"'ZF = W2z(Z"Wiw22)"'ZTW2
= Wizl YB)ZTWz. (3.3)

O lado direito de (3.3) advém do facto de Z(B) = ZTW Z, tal como
se viu em (2.10). Esta matriz H é também simétrica e idempotente
e pode ser vista como uma matriz de projecgao para a qual ainda se
tem trago(H )=caracteristica(H). Os elementos da diagonal princi-
pal desta matriz sao ainda tais que 0 < h; < 1 e valores elevados de
h;; correspondem a pontos extremos. Contudo, em contraste com o

modelo linear normal, esta matriz nao depende apenas da matriz 7,
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mas também das estimativas dos parametros do modelo, através de
W. Como tal, pontos extremos nao correspondem necessariamente,
apenas, a valores elevados de h;; (McCullagh and Nelder, 1989, pg.
405).

3.3.2 Definicoes de residuos

Como se disse pretende-se, ao definir residuo relativamente a i-
ésima observacao, uma quantidade R; que exprima a discrepancia
entre o valor observado y; e o valor fi; ajustado pelo modelo. E con-
veniente, para uma andlise adequada dos residuos, que eles sejam
padronizados e reduzidos, isto é, que tenham variancia constante
unitaria e, preferencialmente, que sejam aproximadamente normal-
mente distribuidos. Célculos um pouco morosos, mas relativamente
simples permitem estabelecer que, assintoticamente, se tem (Willi-
ams, 1987)

var(7;) = @ihi,
var(f;) = wvar(Y;)hg,
var(Y; — ;) = wvar(Y;)(1 — hy),

onde w; é o i-ésimo elemento da matriz W definido em (2.11) e hy;
é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projeccao

generalizada definida em (3.3).
Teém sido propostas varias defini¢oes de residuos generalizados.

A semelhanca da definicdo de residuo para o modelo linear nor-

mal podemos definir o residuo de Pearson por:

RP — Vi — [

7 —

var(Y;)
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i )wi (3.4)

VoV (i)

O residuo RY, assim definido, corresponde a contribuicao de cada

7 )
observagao para o calculo da estatistica de Pearson generalizada.
Atendendo a que se tem var(Y; — fi;) ~ var(Y;)(1 — hy), o corres-

pondente residuo, convenientemente padronizado é

R*P _ (yi - ﬁi)wi .
VoV (@) (1 — hy)

A desvantagem do residuo de Pearson é que a sua distribuicao é,

geralmente, bastante assimétrica para modelos nao normais.

Tal como foi sugerido por Anscombe (1953), de modo a con-
seguir residuos com uma distribuicao o mais proxima possivel da
normal, pode considerar-se uma transformagcao adequada A(y;) da

observagao y; e definir o residuo como

Aly) — BLAYD)]
var[A(Y;)]

RA =

7

(3.5)

Fazendo aproximagoes de primeira ordem tem-se que E[A(Y;)] =~
A(pi) e var[A(Y;)] = [A'(u;)]*var(Y;). Substituindo em (3.4) e con-
siderando as estimativas correspondentes, obtém-se os chamados

residuos de Anscombe

RA — Alyi) — Afis)] (3.6)

Vvar(V) A'(i;)

Barndorff-Nielsen (1978) mostra que a transformac@o a conside-

rar nos modelos lineares generalizados é da forma

1
Alz) = /VlT(x)dx’
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onde V(z) é a funcdo de variancia.

Outro tipo de residuo é baseado na funcao desvio. Podemos usar

a contribuicao da i-ésima observacao para a funcao desvio definida
em (3.1),

D(y;p) = 22%‘{%((](%) — q(i)) — bla(y:)) + b(Q(ﬁz‘))} = Zdi,
para dar uma nova definicao de residuo.

Assim o desvio residual correspondente a i-ésima observacgao é
definido por

)

onde §; = sinal(y; — fi;). O desvio residual padronizado é também

o~

obtido dividindo o desvio residual RP por \/¢(1 — hy;), ou seja

RD
P — (3.8)

o~

P(1 — hii)
Exemplo 3.3 Residuos no modelo normal

Para o modelo normal é facil de verificar que os trés tipos de
residuos coincidem. Com efeito, atendendo a que para este modelo
V(z) = 1, tem-se que A(z) = x e, portanto o residuo de Pearson
(puro, i.e., nao padronizado), RY = y; — [i;, coincide com o residuo
de Anscombe. Por outro lado, dado que d; = (y; — i;)?, tem-se que

o desvio residual ¢ também dado por y; — [i;

Exemplo 3.4 Residuos no modelo Poisson

No modelo Poisson tem-se, como se sabe, V(z) = x. Deste mo-
do [V~13(z)dx = 22°/® e portanto os residuos de Pearson e de
Anscombe puros sao, respectivamente

. 2/3  ~2/3
Rp_yz‘—,ui RA_?)(%/ _/‘Li/)

T L1/2 i ~1/6
i 2/1;
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Consultando a tabela 3.1 facilmente se obtém para o desvio residual

RP = 52" (yn 2 — y; 4+ 1))'/2,

7

onde §; = sinal(y; — [i;).

Exemplo 3.5 Residuos no modelo binomial

No modelo binomial tem-se que V(z) = z(1 —z) e w; = m;.
Deste modo A(z) = [27/3(1 — 2)""/3dx e o residuo de Anscombe
¢ dado por:

pA _ m;*[A(y:) — Afi)]
Z [ (1 = faa)]M/°
Cox and Snell (1968) calculam este residuo através da funcéo beta

incompleta.

Facilmente se obtém as seguintes expressoes para os residuos de
Pearson e desvio residual
1/2 ~
P my (yi—)
R = (i (1—125)]1/2 12
D _ 5. ‘ Yi — 1-yi
RS = (51[2mz(lnﬁi + (1 yz)ln( A>)} ,

1—pi

onde 0; = sinal(y; — [;).

Cordeiro (1986) faz um estudo comparativo entre os residuos de
Anscombe e os desvios residuais para os modelos Poisson, gama e

gaussiano inverso.

Pierce and Schafer (1986) introduzem uma generalizacdo dos
residuos de Anscombe e sugerem outro tipo de residuos destinados

a estabilizar a variancia.

Na tabela 3.2 apresentamos um quadro resumo dos trés tipos de

residuos para os modelos que temos vindo a considerar.



Tabela 3.2: Expressoes dos residuos para alguns modelos.

RP R} RP
normal Yi — I Yi — i Yi — Hi
. i 3P —?) 1/2 ~\1/2
Poisson yﬁwz — e 6;2'/(y; In %— —yi + 1ig) Y/
1/2 ~ 1/2 -~
; ; my (yi—pa)  omy T[A(y) —AQ)] Yi 1—y; \11/2
binomial RO TR 9i[2m;(In =+ (1 —y;)In T Y
— I 3 =) i —1i \]1/2
Yi— i i p 223 Yi—Hi
ama =~ =7 0;12(In £ -
g i i il2( Yi - i )
. . T ~—1/2 . T
gaussiana inversa Y i / In & Yk
ey Hi Y, i

6 = sinal(y; — fi;) e A(z) = [[z(1 — 2)]73dz.

8L
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3.3.3 Analise informal dos residuos

Na adaptacao de um modelo podemos encontrar anomalias, tan-
to na componente aleatéria do modelo, como na componente sis-
tematica, as quais podem ser detectadas através de uma analise
informal dos residuos, usando representacoes graficas adequadas.
Essas representacoes graficas variam consoante a natureza das ano-
malias que se pretende detectar. As ideias aqui expostas sao essen-
cialmente baseadas no capitulo 12 de McCullagh and Nelder (1989).

e Uma primeira representacao grafica pode ser dos residuos con-
tra 77 ou alguma transformacao adequada do valor predito fi.
Tanto McCullagh and Nelder (1989) como Cordeiro (1986),
sugerem usar os desvios residuais R*P em vez dos residuos de
Pearson, ja que estes, embora apresentem propriedades de 2¢
ordem razoaveis, podem ter distribuicoes bem diferentes da
normal; as transformagoes de [i sugeridas por McCullagh and
Nelder (1989) sao

i) 1 para o modelo normal;

ii) 24/ para o modelo de Poisson;

iv

)
1)
iii) 2sin~!v/fi para o modelo binomial;
) 21In i para o modelo gama,;

)

v) —2fi~'/? para o modelo gaussiano inverso.

No caso de nao haver anomalias, os residuos devem estar dis-
tribuidos em torno de zero com uma amplitude constante pa-
ra diferentes valores de fi. Anomalias tais como - (i) escolha
errada da funcdo de ligagao; (ii) escolha errada da escala de

uma ou mais covariaveis; (iii) omissao de um termo quadrético
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numa covariavel - podem ser detectadas através de uma cur-
vatura no grafico. Técnicas de alisamento podem ser tteis na

avaliacao da existéncia ou nao de curvatura.

Os residuos também podem ser representados graficamente
contra uma variavel explicativa presente no preditor linear;
novamente a existéncia de qualquer tendéncia no gréafico po-
de indicar uma escolha errada da func¢ao de ligagao, ou uma

escolha errada da escala da covaridavel em questao.

Para detectar uma falsa distribuicao populacional para a res-
posta Y, costuma usar-se uma representacao grafica dos resi-
duos ordenados contra pontos percentuais da distribuicao de
probabilidade de referéncia F'(-); esses pontos podem ser de-
finidos por
1 —«
Fll— 0<a<0.5.
(n — 20+ 1> -~

A existéncia de observacoes dependentes ou exibindo corre-
lacao serial, pode ser detectada através da representacao gra-

fica dos residuos R*P contra .

Avaliagao da fungao de variancia

Para avaliar da adequabilidade da funcao de variancia esco-
lhida, pode fazer-se uma representacao grafica dos residuos
absolutos contra os valores preditos (ou transformagoes ade-
quadas desses valores preditos, como ja foi referido); uma
funcao de variancia mal escolhida da origem a uma tendéncia
no grafico. Uma tendéncia positiva indica que a fungao de
variancia cresce muito lentamente com a média; por exemplo,
uma fungao de variancia do tipo V(i) o p deve ser substi-

tuida por V(u) o< p*, X > 1, com A a escolher. Por outro
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lado uma tendéncia negativa indica a situagao contraria, is-
to é, a variancia cresce demasiadamente rapido em relagao
a média e, portanto, uma funcao de variancia do tipo, e.g.,
V() o< p, deve ser substituida por uma fungao de variancia
do tipo V() oc p?, X < 1.

E possivel fazer uma avaliacao formal da fungao de variancia
e estimar, e.g., a quantidade A adequada. Para tal veja-se,
e.g., a secgao 4.3 de Fahrmeir and Tutz (1994), ou a secgao
12.6.2 de McCullagh and Nelder (1989).

Avaliacao da funcao de ligacao

Para uma avaliacao informal da adequabilidade da funcao de
ligacao, pode fazer-se uma representacao grafica da variavel

dependente ajustada definida em (2.13)

contra 77, onde D significa que a matriz diagonal D com ele-

mento genérico gzi ¢ calculada para os valores estimados. Se
os pontos se distribuirem, aproximadamente, sobre uma linha
recta, entao a funcao de ligacao é adequada; se, por outro la-
do, se observar uma curvatura para cima, isso significa que é
necessario usar uma funcao de ligagdo com poténcia superior;

uma curvatura para baixo é sinénimo da situagao contraria.

Existem métodos formais para a avaliacao da adequabilidade
da funcdo de ligagao. Hinkley (1985) sugere considerar 7)?
como uma nova covariavel a adicionar ao preditor linear e
verificar se ha um declinio da funcao desvio. Veja-se ainda a
secgao 12.6.3 de McCullagh and Nelder (1989).

Averiguacao da adequabilidade da escala em que as covariaveis

estao representadas



82

3. Seleccao e Validagao de Modelos

Uma maé escolha da escala em que uma ou mais covariaveis
estao representadas pode afectar a adequabilidade do modelo
de modo a parecer, erradamente, que outro tipo de anomalias
estao presentes, tal como, por exemplo, uma ma escolha da
funcao de ligacao; é pois importante saber distinguir em que

situacao nos encontramos.

O objectivo, neste caso, é o de averiguar se um termo no
preditor linear, do tipo, e.g., Bz, deve ser substituido por
um termo do tipo Bh(z,d), onde h(-,0) é uma transformagao

apropriada da covaridavel em questao (do tipo, por exemplo,
Box-Cox);

Uma representagao grafica adequada é a dos residuos parciais
Rparciais,i contra os valores observados da covaridvel x;, sendo

o vector de residuos parciais definidos por
Rparcz’al =u-—-"n-+9X,

onde u—17 ¢é o vector dos residuos medidos na escala linear, u
¢é a variavel dependente ajustada ja definida e 74 ¢é a estimativa

do parametro para a variavel explicativa em consideracao.

Se a escala de = ¢ satisfatoria o grafico deve ser aproximada-

mente linear.

Avaliagao da omissao de uma covaridavel

Para averiguar se uma covariavel que se omitiu, digamos z*,
deve ou nao ser incluida no modelo, deve fazer-se uma repre-
sentacao grafica dos residuos aumentados contra z*. Esses sao

definidos do modo que passamos a descrever.®

8Baseado na secgio 7.6 de Cordeiro (1986).
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Suponhamos que a componente sisteméatica correcta deve con-

ter uma covariavel adicional, isto é,

g(p) = ZB+ h(z";7),

onde h(-;7y) pode representar

(i) um termo adicional em uma ou mais covariaveis originais,

e.g., um termo quadratico ou uma interacgao;

(ii) uma contribui¢ao linear ou nao linear de alguma covariavel

omitida, e.g., h(z*;7) = 2"y ou h(z*;7) = X.

O objectivo é definir residuos R para o modelo ajustado n =
Z3 tal que
E(R) = h(=":7).

Se isto acontecer, um grafico de R; contra z; exibird, despre-

zando a variagao aleatéria, a funcao h(z*; 7).

De um modo semelhante ao que se fez para definir os residuos
parciais, os residuos aumentados sao obtidos através do acrés-
cimo [Z(ZTW Z)" ' ZTW]h(z*;7) aos residuos medidos na es-
cala linear R=u—7n=[[ — Z(ZTWZ) ZTW]u.

Assim o vector dos residuos aumentados é dado por
R=1[I-2Z2(Z"TW2Z) '\ Z"Wu+ Z(Z"W 2) " Z"W]h(z*; 7).

A analise grafica dos residuos aumentados pode ser bastante
util na seleccao de covariaveis, quando se tem muitas cova-
riaveis a considerar. A formacao da componente sistematica
pode ser feita, passo a passo, com a introdugao de uma tnica

covariavel de cada vez pelo método descrito.
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3.4 Observacoes Discordantes

Na secgao anterior estudamos como averiguar, usando informal-
mente os residuos, a existéncia de desvios sistematicos do modelo.
Nesta seccao iremos estudar como se pode averiguar da existéncia
de desvios isolados do modelo, isto é, da existéncia de uma ou mais
observagoes mal ajustadas pelo modelo, nao seguindo o padrao das
restantes observacoes; iremos designar, genericamente, essas obser-

vagoes por observacoes discordantes.

Na andlise destes desvios isolados ha, essencialmente, trés nocoes

importantes a considerar:

o repercussao (“leverage”) - A repercussao mede o efeito que a
observagao tem nos valores preditos, sendo um indicativo de

quao influente uma observacao é.

e influéncia - Uma observagao ¢ influente se, uma sua ligeira
modificacao, ou exclusao do modelo, produz alteracoes signi-
ficativas nas estimativas dos parametros do modelo. A sua
presenca pode, por isso, originar um impacto indevido nas
conclusoes a retirar do modelo. Observacoes influentes nao

tém, necessariamente, residuos elevados.

e consisténcia - Uma observacao com um residuo elevado é em
geral uma observacao inconsistente. Esta inconsisténcia pode
ser devida a um valor extremo da variavel resposta ou (e) de
uma ou mais covaridveis. Uma observacao consistente deve
seguir a tendéncia sugerida pelas restantes observagoes. Pode
haver, no entanto, observagoes consistentes com repercussoes

elevadas.
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Uma observacao inconsistente (outlier) nao é necessariamente

uma observacao influente.

3.4.1 Medida de repercussao

A definicao geral da repercussao da j-ésima observacao no valor
predito da i-ésima resposta é a amplitude da derivada do i-ésimo
valor predito ji; em relacao ao valor observado da j-ésima resposta,
y;j. No caso dos MLG, esta medida ¢ dada pelo ij-ésimo elemento

da matriz de projeccao generalizada
H=WYz(z"Wz) 1 Z2TW'?,
definida em (3.3). Pode mostrar-se que
VI —p) = HV (Y — ),

onde V' = diag(V(u;)). Deste modo H mede a influéncia que Y
tem em p. Assim, uma medida do efeito de repercussao da i-ésima
observagao na determinacao de fi; ¢ dada por hy;, isto é, pelo i-ésimo
elemento da diagonal principal de H. Dado que

n

tra(H) = Z hii = p,
i=1

digamos que, em média, cada valor h; deve estar préximo de p/n.
Pode pois considerar-se que um ponto tem repercussao elevada se
hi; > 22, ou, equivalentemente, se

n

hii
P 9.

*
hi; =

Esta matriz, contrariamente ao que acontece com a matriz de pro-

jecgao para o modelo linear normal, depende nao sé das covariaveis
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através de Z, como também do modelo adaptado através de W.
Assim, uma observacao extrema, isto é, com um valor elevado para
uma ou mais das covariaveis, nao tem necessariamente uma reper-
cussao elevada se o seu peso (elemento correspondente de W) for

pequeno.

Graficos de h;; contra [i;, ou contra i, sao geralmente tuteis na

identificacao de pontos com repercussao elevada.

3.4.2 Medida de influéncia

Um indicador da influéncia da i-ésima observacao (y;,z;) no vec-

o~

tor estimado B, pode ser calculado pela diferenca ,@ — B, onde
5@') e B representam, respectivamente, as estimativas de maxima
verosimilhanca do vector parametro B obtidas da amostra sem a
observacao (y;,z;) e da amostra com todas as observagoes. Se B(i)
for substancialmente diferente 3, entdo a observagao (y;,z;) pode

ser considerada influente.

No caso dos modelos lineares normais a medida de influéncia
utilizada é a sugerida por Cook (1977) D; = (8 — B(i))T(ZTZ)(B —
B(i))/ ps®.

Dado que, agora cov(B) = (ZTW Z)~, tal como se viu em 2.2.3,

¢é natural considerar como generalizacao da medida de influéncia de

Cook

b, B~ ﬁ(mT(ZT;VZ)(ﬁ ~Bu) 59)
p

Contudo, no caso dos MLG, a estimagao de B;) necessita do recurso

a métodos iterativos. O processo é, pois, computacionalmente caro
para poder ser feito para todas as observacgoes; alternativamente

pode obter-se uma aproximacao a B(i) fazendo apenas o 12 passo do
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processo iterativo, usando 3 como valor inicial; recorrendo a (2.14),

a estimativa a um passo é dada por
Bwa = Tu (B) 2 W (B)u(B), (3.10)

onde o indice (i) refere que os cédlculos sao feitos sem a i-ésima ob-

servacao. Para o cédlculo aproximado de D; usa-se esta aproximacao
de B(i) em (3.9).
Uma férmula mais simples para B(im ¢ dada por Williams (1987),

nomeadamente
By =B~ w2 (1 — hi) PR (ZTWZ) 2, (3.11)
onde w;, elemento de W esta definido em (2.11).

Aplicagoes do modelo linear generalizado mostram que a utili-
zagao de B(i),l em (3.9) em vez do verdadeiro valor B(i) subestima o
valor de D;. Contudo, segundo Williams (1987), o ponto importan-
te é que a aproximacao considerada geralmente identifica os casos
mais influentes. Apds serem identificados estes casos, pode entao

obter-se exactamente a influéncia da sua omissao.

3.4.3 Medida de consisténcia

A possibilidade de uma determinada observagao (y;,z;) ser in-
consistente pode também ser averiguada adaptando o modelo sem
essa observagao e calculando os residuos da observacao eliminada
em relacao ao correspondente valor predito fi;) = h(ziTB(i)). Os
residuos assim obtidos sdo chamados residuos de eliminagao (“dele-
tion residuals”). Por exemplo, a correspondente expressao para os
residuos de eliminagao de Pearson é

P (yi — i) w;
O [0V () (1 + hgan)]172
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onde hg;y = z;fp(Z(Ti) Wy Z3)) 'z e o sinal + no denominador de R*g)
aparece devido ao facto de y; e [i;) serem agora independentes.
Novamente, o cdlculo exacto destes residuos de eliminacao pa-
ra todas as observacoes ¢ computacionalmente dispendioso e é ne-
cessario encontrar outra alternativa. Em geral a solugao encontrada
¢é o calculo desses residuos usando as estimativas obtidas apds o 12

passo do processo iterativo, tal como se referiu na seccao anterior.

Williams (1987) sugere a utilizagao de outro tipo de residuos que
ele denomina por residuo de verosimilhanga. Para o efeito, seja G
a reducgao operada no desvio reduzido quando se elimina do modelo

a 1-ésima observagao, i.e.

Gi = D*(y;p) — D*(Y(i)aﬁ(i))
= ¢ di+>_dj =3 dayl,
J# J#i
onde, y(;) designa o vector y sem o elemento y; e d; foi definido na

secgao 3.1.1.

Assim, a contribuicao de y; para G; é exactamente ¢~ 1d;. Por ou-
tro lado, Williams (1987) mostra que, usando a aproximagao de B(i)
dada em (3.11), e fazendo um desenvolvimento em série de Taylor
da fungao desvio, o decréscimo de 3°;; d; quando p ¢ substituido
por p; ¢ aproximadamente gbhii(R*ZP)z. Deste modo G; pode ser

aproximado por RZ, definido por
Rey = ¢~ di+ hi(R7)? = (1= ha)(R77)° + ha(R7)? (3.12)

O residuo de verosimilhanga é entao dado por

R = 00/ (1 — hat) (R*P)? + ha(R*T)?,

onde §; = sinal(y; — [i;).
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Observacoes com valores elevados de Ry, podem ser consideradas
observacdes inconsistentes. O valor R%,; é intermédio entre R*P e
R*ZP , estando em geral mais préximo de R*ZD porque o valor esperado

de h;; dado por p/n é em geral pequeno.

Williams (1987) sugere representar graficamente Rg,; contra i, hy;
ou 7);, para estudar as observagoes quanto a sua consisténcia. Sugere
ainda usar max Réi como estatistica para testar se a observacao

correspondente é um outlier.



Capitulo 4

Aplicacoes I: Modelos

Discretos

A aplicagdo dos modelos lineares generalizados tem-se verificado
em diferentes areas cientificas, sobretudo nas ciéncias biomédicas,
agronomia e ciéncias sociais. A partir deste capitulo ilustraremos os
MLG em diversas situacoes caracterizadas pela natureza dos dados
ou pelo objectivo da analise estatistica. Os MLG com variavel res-
posta discreta e continua sao aqui chamados de modelos discretos
e de modelos continuos, respectivamente. Neste capitulo anali-
saremos alguns modelos discretos, enquanto exemplos de modelos

continuos serao estudados no capitulo seguinte.

A ilustracao dos modelos lineares generalizados discretos para
dados binarios ou na forma de contagens faz-se com os modelos de
regressao logistica, probit, complementar log-log e log-lineares, in-
cluindo exemplos com dados agrupados. A seccao 4.1 apresenta mo-
delos de regressao logistica num estudo retrospectivo de um processo

infeccioso pulmonar com pacientes diagnosticados com tipo malig-

91
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no ou benigno. Na seccao 4.2 encontra-se um exemplo de dados na
forma de proporcao com a adopgao de trés MLG: logistico, probit e
complementar log-log. Na tltima seccao analisa-se um conjunto de
dados em forma de contagens através de modelos log-lineares que
desempenham um papel importante na analise de dados categori-

zados.

4.1 Modelos de Regressao Logistica

Na subseccao 1.4.2 apresentamos potenciais modelos lineares ge-
neralizados para analisar dados binarios, sendo o modelo logistico o
mais popular desses modelos, provavelmente, devido a simplicidade
da sua implementacao computacional. A adopcao do modelo estru-
tural (1.11) para a probabilidade de sucesso caracteriza o modelo

de regressao logistica.

Exemplo 4.1 Processo Infeccioso Pulmonar

No sector de Anatomia e Patologia do Hospital Heli6polis (Sao
Paulo/Brasil) realizou-se um estudo retrospectivo com 175 pacien-
tes entre 1970 e 1982, cujos dados se encontram em Paula et al.
(1984). O objectivo principal desse estudo era avaliar a associacao
entre algumas variaveis histolégicas e o tipo, maligno ou benigno,

do Processo Infeccioso Pulmonar (PIP).

Nesse estudo de caso-controle, os casos foram todos os pacien-
tes diagnosticados, no periodo e hospital ha pouco mencionados,
como portadores do PIP de origem maligna (71 pacientes). Os con-
troles foram formados por uma amostra de 104 pacientes de uma
populacao de 270, os quais foram também diagnosticados na mesma

época e local e tiveram confirmado o PIP de origem benigna.



4.1. Modelos de Regressao Logistica 93

A observacao de cada um dos pacientes fez-se através de va-
riaveis histologicas nos fragmentos de tecidos retirados da regiao
pulmonar. Dessas variaveis somente as intensidades de histiocitos-
linfécitos (HL) e de fibrose-frouxa (FF) foram consideradas impor-
tantes na discriminagao dos dois tipos de PIP. Porém, o conjunto
de covariaveis sera formado por dois factores potenciais de confun-
dimento, sexo e idade. A descricao da codificacdo destas variaveis

encontra-se na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Variaveis do processo infeccioso pulmonar.

variaveis codificacao
tipo de PIP (Y) 1=maligno
O0=benigno
idade (x1) em anos
sexo (xg) I=masculino

O=feminino

intensidade de histidcitos-linfocitos 1=alta(3,4)

HL (z3) O=baixa(1,2)
intensidade de fibrose frouxa 1=alta(3,4)
FF (x4) O=Dbaixa(1,2)

Fonte: Paula et al. (1984).

Note-se que os dados sobre a variavel resposta binaria Y e o vec-

tor de covaridveis x = (z1,...,24)7

nao foram obtidos prospectiva-
mente. Isto é, os dados sobre os casos e controles resultam de uma
amostragem directa de um modelo para P(x | Y), Y = 0,1, con-
trariamente aos dados prospectivos que estao associados ao modelo

7(x) = P(Y | x). Entretanto, a sua andlise pode ser processada de
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modo analogo aquele previsto para os dados de um estudo prospec-
tivo, visto que o uso de um modelo prospectivo logistico revela-se
conveniente pelo facto da metodologia de maxima verosimilhanca
para os dados retrospectivos envolver ainda um modelo numa for-

ma logistica. Para maiores detalhes, veja Silva (1992, sec. 2.8).

De acordo com a caracteristica deste estudo retrospectivo, o
modelo de regressao logistico (1.11) serd ajustado a estes dados,
i.e., a probabilidade de tipo maligno do PIP para o #-ésimo pa-
ciente (m;) esta relacionada com o seu vector de covaridveis z; =

(1,241, ..., 7)T através de

exp(z; B)

T T exp(27B) 1)

onde B = (B, B1,...,8)T ei = 1,...,175. Os parametros de
regressao (3;, 7 # 0, sao estimados directamente deste modelo, en-
quanto 3y pode ser estimado posteriormente, se as probabilidades

de seleccao amostral dos tipos de PIP, ¢1 e ¢g, forem conhecidas.

4.1.1 Selecgao do modelo logistico

Para a seleccao de covariaveis que formem o “melhor” modelo
logistico usaremos um método de seleccao stepwise baseados em
p-values relativos aos testes de razao de verosimilhancas de Wilks
entre modelos com inclusao ou exclusao de covariaveis, ou mesmo
de suas interaccoes. Neste caso, o grau de importancia de uma co-
variavel ¢ medido pelo p-value do teste da razao de verosimilhancas
entre os modelos que a incluem e a excluem. Quanto menor for este
valor tanto mais importante serd considerada a covariavel. Como a
covariavel mais importante por este critério nao é necessariamente

significativa do ponto de vista estatistico, ha que impor um limite
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superior Pg para estes p-values, a fim de atrair candidatos impor-

tantes em principio a entrada.

Dado que a presenca de varias covaridaveis num modelo pode tor-
nar uma ou outra dispensaveis, faremos a verificacao da importancia
da presenca de cada covariavel confrontando o seu respectivo p-value
com um limite inferior Pg, superior a Pg. As covariaveis com um
p-value associado superior a Pg serao assim candidatas a remocao.
Na primeira etapa selecciona-se os efeitos principais das covariaveis
e nas etapas seguintes as interacgoes de 1% ordem, 2¢ ordem, e as-
sim sucessivamente, associadas as covariaveis presentes no modelo

obtido na primeira etapa.

A primeira etapa comeca com o ajustamento do modelo s6 com
a ordenada na origem (modelo nulo) e é constituida pelos seguintes

passos (Hosmer and Lemeshow, 1989, cap. 3):

1. Construimos testes da razao de verosimilhangas entre o mo-
delo inicial e os modelos logisticos simples formados com cada
uma das covariaveis do estudo. O minimo dos p-values asso-
ciados a cada teste sera comparado com o p-value de entrada
Pr. Se Pg for maior incluimos a covariavel referente aquele
valor minimo e passamos ao passo seguinte; caso contrario,

paramos a seleccao e seleccionamos o tltimo modelo;

2. Partindo do modelo incluindo a covariavel seleccionada no
passo anterior, introduzimos individualmente as demais co-
variaveis. Cada um destes modelos com duas covariaveis é
testado contra o modelo inicial deste passo. Novamente o
minimo dos p-values, se for menor do que Pg, implica a in-
clusao no modelo da sua respectiva covaridvel, e a passagem

ao passo seguinte. Caso contrario, paramos com a selecc¢ao;
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3. Comparamos o ajuste do modelo logistico contendo as cova-
riaveis seleccionadas nos passos anteriores com os modelos que
dele resultam por exclusao individual de cada uma das cova-
riaveis. Se o maximo dos p-values destes testes da razao de
verosimilhancas for menor do que Pg, a covariavel associada
a este nivel permanece no modelo. Caso contrario, ela é re-
movida. Em qualquer circunstancia, o algoritmo segue para o

passo seguinte.

4. O modelo resultante do passo anterior serd ajustado, e antes
de tornar-se o modelo inicial da etapa 2 (selecgdo de inte-
racgoes de primeira ordem das covaridveis incluidas), repe-
tiremos 0s passos anteriores quantas vezes forem necessarias
até termos a indicacao de parada nestes passos ou todas as

covariaveis inclusas no modelo.

Uma vez seleccionadas as covariaveis “importantes”, i.e., os seus
efeitos principais na etapa 1, os passos anteriores sao repetidos com
o objectivo de seleccionar as interaccoes que envolvem aquelas co-

varidveis.

Note-se que este procedimento exige o cédlculo das estimativas
de maxima verosimilhanca em cada passo, o que encarece o traba-
lho computacional, particularmente em grandes amostras. Apesar
desta desvantagem este procedimento serd utilizado na selecgao das

covariaveis do exemplo 4.1.

Na primeira etapa da seleccao dos efeitos principais do modelo
(4.1), o valor observado da estatistica do teste da razao de verosi-
milhangas (2.20) que compara o modelo nulo (modelo inicial) com
o modelo com inclusao da covariavel idade é A = 236.34 —190.92 =

45.42. O uso da distribuicao qui-quadrado com 1 grau de liberdade
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produz o p-value de 0.000. Este valor faz parte da tabela 4.2, bem

como os outros p-values que formam os cinco passos da etapa 1.

Baseando-se nos p-values da tabela 4.2 pode-se encontrar quais
as covariaveis a incluir ou excluir em cada passo de decisao da etapa
1 do método de seleccao. O passo 1 inclui a covariavel idade, pois o
seu p-value, que é o minimo neste passo, é inferior a P = 0.20 (valor
padrao para inclusdo de varidveis). O passo seguinte nesta etapa
inclui a variavel HL, e agora com duas variaveis incluidas no modelo
serao testadas as exclusoes individuais destas covaridveis. Os p-
values associados a esses testes encontram-se na linha de referéncia
do passo 3 e abaixo da curva em forma de escada da tabela 4.2.
O maximo desses valores estara identificado por um asterisco e,
sendo inferior a Ps = 0.25 (valor padrdao de exclusdo), a varidvel
associada a este p-value nao é retirada do modelo. Seguindo esta
logica, encontramos os p-values minimos em cada passo de decisao
como o primeiro elemento acima da curva em “escada”. Sendo
todos inferiores a Pg concluimos pela entrada no modelo de todas
covariaveis. Relativamente as exclusoes observamos que os p-values
com asterisco sao inferiores a Pg, e assim nenhuma das covariaveis
sai do modelo. Em resumo, o modelo resultante da etapa 1 com este
procedimento de seleccao é o modelo com todos os efeitos principais

do conjunto das covariaveis.

De forma analoga processar-se-a a etapa 2, cujos p-values pa-
ra tomada de decisao em cada passo encontram-se na tabela 4.3.
Concluimos entao que so trés interaccoes de primeira ordem serao
incluidas no modelo, e nenhuma delas foi excluida posteriormente.
Essas interacgoes sao idade.HL, HL.FF e sexo.FF.

Na etapa 3 nenhuma interaccao de segunda ordem foi incluida,

ja que o minimo dos p-values dos testes de inclusao nao foi inferior
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Tabela 4.2: P-values da etapa 1 do método de seleccao.

passo de decisao idade HL SEeX0 FF

1 | 0.000 0.000 0.288  0.001
0.000 | 0.000  0.100  0.002
0.000  0.000* | 0.043  0.082
0.000 0.000  0.053* | 0.123
0.000  0.000  0.063  0.123"

Ot = W N

Tabela 4.3: P-values da etapa 2 do método de seleccao.

passo de id.HL HL.FF sex.FF id.FF id.sex HL.sex

decisao
1 | 0.015 0.020 0.082 0.065 0.655 0.084
2 0.015 | 0.038 0.082 0.243 0.222 0.128
3 0.028 0.038* | 0.017 0.254 0.275 0.207
4 0.033* 0.008  0.017 | 0.230 0.417 0.806

a Pg. Assim, o modelo resultante da seleccao stepwise acima possui
todos os efeitos principais do conjunto de covariaveis e as interacgoes
de primeira ordem idade.HL, sexo.FF e HL.FF.

4.1.2 Avaliacao e interpretacao do modelo se-

leccionado

De acordo com a subseccao 4.1.1, o modelo de regressao logistico

seleccionado no procedimento adoptado para a seleccao de cova-
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ridveis ou interacgoes de covariaveis tem a seguinte forma estrutural

T
1_7Ti

4
} =[Gy + Z %3 B3 + 1305 + Tioia s + Tisxiafr. (4.2)

J=1

In |

As estimativas dos parametros de regressao e dos respectivos des-
vios padroes assintéticos do modelo logistico (4.2) encontram-se na
tabela 4.4.

Tabela 4.4: Estimativas dos parametros e desvios padroes associ-

ados ao modelo logistico 4.2.

efeito parametro estimativa desvio padrao
constante Bo -0.033 1.0280
idade B 0,039 0.0173
SexX0 B2 -1.387 0.5826
HL B3 -5.430 1.6724
FF B -5.197 1.6896
idade.HL, Os 0.060 0.0292
sexo.FF o 3.188 1.4720
HL.FF Br 2.801 1.1120

O teste de ajustamento do modelo logistico (4.2) produz para
a funcao desvio o valor 145.45 correspondente a um p-value 0.8844
(calculado de uma distribuigao qui-quadrado com 167 graus de liber-
dade) e, portanto, conclui-se que hé adequagao do modelo. Outra
avaliacao do modelo em causa faz-se através do estudo dos residuos,
e.g., calculando os desvios residuais (3.7) para os 175 individuos.
Neste caso foram encontrados trés pacientes com valores considera-
dos aberrantes: R*y = —2.33, R*}, = —2.09 e R*]}, = 2.23. Uma

representacao grafica desses residuos encontra-se na figura 4.1.
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Deviance Residuals
0
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Fitted : idade * HL + sexo * FF + HL * FF

Figura 4.1: Gréfico dos desvios residuais x valores ajustados.

Como o interesse principal ¢ estudar associagao entre o tipo de
PIP e as variaveis histoldgicas no conjunto de covariaveis, forma-
remos as razoes de chances para os niveis dessas variaveis. Por
exemplo, a razao de chances’ de um paciente com nivel alto de in-
tensidade de histidcitos-linfécitos (HL), em relagao ao nivel baixo
de intensidade HL, estar com PIP do tipo maligno, denotada aqui
por ¢¥g. Supondo que os pacientes sejam do mesmo sexo (z3) e
tenham a mesma idade (x;) e o mesmo nivel de intensidade de fi-
brose frouxa (x4), a razdo de chances em causa pode ser estimada,

de acordo com o modelo (4.2), por

Uy = exp{—5.43 +0.062z; + 2.801 z,} . (4.3)

Da expressao (4.3) podemos concluir que a chance de um PIP

9Seguindo a sugestdo de Paulino e Singer (1997) traduzimos o termo “odds

ratio” por razao de chances.
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maligno ¢ menor para os pacientes com alta intensidade HL que
para os pacientes com baixa intensidade HL, isto no nivel de bai-
xa intensidade de fibrose frouxa (FF) e no intervalo de variagao
amostral da idade (15-87 anos). J& na categoria alta de intensidade
FF, QZHL torna-se maior do que a unidade apéds a idade de 42 anos
(aproximadamente), pelo que a afirmagao anterior é valida se subs-
tituirmos menor por maior. Em ambos os niveis de intensidade de

fibrose frouxa a razao de chances referida cresce com o aumento da

idade.

Para ilustramos a aplicagao da expressao (4.3), suponhamos que
dois pacientes de 60 anos e do mesmo sexo tenham sido submetidos
a exames no hospital referido a fim de ser diagnosticado o tipo de
PIP. Apds os exames, admitamos que se constatou para ambos o
nivel baixo de intensidade FF, enquanto apenas um apresentou alta
intensidade HL. Deste modo, a chance estimada do paciente, cujo
exame nao detectou alta intensidade HL, estar com PIP maligno,

em relacio ao outro, é ¢}t = [exp(—1.71)]"* = 5.5.

Analogamente, seja ¥ pp a razao de chances de um paciente com
alta intensidade FF estar com PIP do tipo maligno relativamente
ao nivel baixo desta intensidade. Supondo que os pacientes sao
semelhantes nas demais covariaveis e recordando que x5 e x3 sao,
respectivamente, sexo e intensidade HL, o parametro em causa pode

ser estimado por

Upp = exp{—5.197 + 3.188 15 + 2.801 x5} . (4.4)

Da estimativa (4.4) podemos deduzir que a chance de um PIP
maligno ¢ menor para os pacientes com alta intensidade FF que
para os pacientes com baixa intensidade de fibrose frouxa, isto entre

as mulheres independentemente do nivel de intensidade HL e para
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0s homens com baixa intensidade HL. Para as mulheres com alta
intensidade HL ocorre o contrario nesta chance. Em ambos os niveis
de intensidade HL a razao de chances ¥ ppr é maior para os homens

do que para as mulheres.

Se houver interesse em prever m(x), probabilidade de um paciente
da populacao com uma determinada configuracao estar com PIP do

tipo maligno, deveremos antes estimar (3, verdadeiramente, i.e.,

SN 71/71
3: =B n<104 /270) 0.033 — (0.954) = —0.987

Deste modo, ficamos aptos a estimar m(x) para qualquer valor de

X, como se ilustra na tabela 4.5.

Tabela 4.5: Estimativas de m(x) em algumas situagoes.

idade Sex0 intensidade HL  intensidade FF 7 (x)

51  masculino alto alto 0.267
51 masculino baixo baixo 0.639
51  feminino baixo baixo 0.876
20 feminino baixo baixo 0.678
45  masculino alto baixo 0.083
50  feminino alto baixo 0.374
60  masculino baixo alto 0.252

4.2 Modelos de Dose-resposta

Os modelos lineares generalizados sao frequentemente usados em

toxicologia, onde se pretende frequentemente descrever o efeito de
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um medicamento téxico na morte dos individuos em estudo. Es-
te caso envolve uma covariavel continua e uma variavel resposta
bindria e a relagao entre elas é frequentemente denominada de mo-

delo de dose-resposta.

Nos modelos de dose-resposta a probabilidade de sucesso 7 esta
restrito ao intervalo (0, 1) para valores do preditor linear n = z' 3 =
Bo + b1z em (—o0, +00), sendo razoavel modelarmos 7 como uma
funcao de distribui¢io acumulada F(-), i.e., 7 = g Y(n) = F(n),
onde g(m) = n é uma fungao de ligagdo. De acordo com a subsecgao
1.4.2, se a fungao de distribuicao for a logistica, normal reduzida ou
Gumbel, o modelo de dose-resposta sera um modelo logistico, probit

ou complementar log-log, respectivamente.

Os modelos de dose-resposta visam nao s6 a predicao da probabi-
lidade de sucesso para uma dosagem especifica (7(z)) mas também
a determinacao da dosagem necessaria para se atingir uma proba-
bilidade de sucesso P. Essa dosagem ¢é chamada de dose letal.
A notacao escolhida para uma dose letal de 100P% de sucesso é

D Ligop, logo
P = F(ﬁo -+ ﬁlDLloop), O < P < 1 (45)

A dose letal mais comum em toxicologia é a dose mediana (D L),
embora em certos casos haja interesse em estimar as doses extremas,
e.g., DLy ou D Lgg.

Para grandes amostras, pode-se construir um intervalo de confi-
anca para a dose letal referida em (4.5) usando uma aproximagao
para a variancia assintotica do seu estimador de méaxima verosimi-
lhanca. Por exemplo, sob o modelo logistico, o estimador de méxima
verosimilhanca de DLigp é, pela propriedade de invariancia,

DLigp = é{1n<1fp) —BO] = D3 , (4.6)
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onde B = (BO,Bl)T ¢ o estimador de maxima verosimilhanca do
parametro de regressao do modelo. Logo, um intervalo de 100(1 —

a)% de confianca para DLjgp, em grandes amostras, é

~

1/)\L100P * “l—a/2 WA[D(IB)] ) (4-7)

~

onde var4[D(B)] é a variancia de D(B3), aproximada por
Vara[D(B)] = B(B)"[Z(8)]'B(8)

e avaliada em B, B(B) = 0D(B)/0B = (8", {B — In(P/(1 —
P)}/53)", Z(B) é a matriz de informagao de Fischer e z1_,/2 6
o percentil 100(1 — «/2)% da normal reduzida (Silva, 1992, cap. 2).

Exemplo 4.2 Mortalidade de besouros

Em Bliss (1935) encontra-se um estudo sobre o comportamento
de besouros adultos & exposicao ao gés carbono (C'Sy) durante cin-
co horas. Foram observados 481 besouros divididos em 8 grupos,
onde cada um deles recebeu uma dosagem distinta do gas. Poste-
riormente, anotou-se o total de besouros mortos em cada grupo de
dosagem. A variavel resposta é a proporcao de besouros mortos na
dosagem x e a covariavel transformada é x = log,, C'Sz2(mg/litro).
Um objectivo do estudo ¢ estimar a curva de dose-resposta quanto

a mortalidade de besouros a partir de diferentes dosagens.

Ajustando-se os modelos logistico, probit e complementar log-log
aos dados do exemplo 4.2, as equacoes de regressao estimadas sao,

respectivamente,

Inf[7(z)/(1 — #(z))] = —60.459 + 34.121 z,
O (7 () = —34.803+19.652z,
In(—In(1 —7(x))) = —39.533+22.017 x.
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Os valores ajustados por estes modelos apresentam-se na tabela
4.6. Observamos assim uma grande concordancia entre os valores
ajustados pelos modelos logistico e probit, contrariamente aos va-
lores andlogos obtidos com o modelo complementar log-log. Esta

conclusao pode ser verificada também na figura 4.2.

Tabela 4.6: Mortalidade de besouros (Bliss, 1935).

dosagem proporgoes de besouros mortos

x observada logistico probit clog-log
1.6907 0.1017 0.0590  0.0573  0.0947
1.7242 0.2167 0.1642 0.1789 0.1877
1.7552 0.2903 0.3614  0.3782 0.3373
1.7842 0.5000 0.6035 0.6024 0.5412
1.8113 0.8254 0.7933  0.7859 0.7571
1.8369 0.8983 0.9019 0.9024 0.9168
1.8610 0.9839 0.9544  0.9615 0.9854
1.8839 1.0000 0.9786  0.9867 0.9991

Os testes de ajustamento dos modelos de dose-resposta logistico,
probit e complementar log-log produziram para a estatistica da
funcao desvio os valores 11.23, 10.12 e 3.45, respectivamente, com os
correspondentes p-values 0.0815, 0.1197 e 0.7506 comparados com
uma qui-quadrado de 6 graus de liberdade. Os modelos logistico e
probit nao constituem, assim, um instrumento capaz de uma des-
cricao satisfatéria dos dados, o mesmo nao acontece com o modelo
complementar log-log, visto que o seu p-value indica um bom ajus-

tamento do modelo.

Para os modelos de dose-resposta ajustados acima, a dosagem de
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Figura 4.2: Grafico dos valores ajustados nos 3 modelos.

gas carbono que mata 100P% de besouros é estimada por

—

DLigop = L) + 60.459}

34.121[1n<1—P

para o modelo logistico,

— 1
DL = O~ (P) + 34.803
0r = T35 |27(P) )
para o modelo probit e
— 1
DLypop = 22.017 {ln(— In(1 - P)) + 39.533}

para o modelo complementar log-log. Estimativas de doses letais
nos trés modelos lineares generalizados em causa encontram-se na
tabela 4.7. Novamente os modelos logistico e probit tém estima-
tivas parecidas para essas doses letais, contrariamente ao modelo

complementar log-log que apresenta estimativas quer inferiores nas
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caudas da curva de dose-resposta quer superiores junto ao meio des-
sa curva. Obviamente que as doses letais estimadas com o modelo
de dose-resposta complementar log-log sao mais fidveis, visto que

este modelo foi o tnico a ter um bom ajustamento.

Tabela 4.7: Estimativas de doses letais.

dose letal modelo
logistico probit clog-log
DLs 1.771 171 1.779
D Lgg 1.907  1.889  1.865
DL, 1.637  1.652  1.587

4.3 Modelos Log-lineares

Os modelos log-lineares ou modelos de regressao de Poisson de-
sempenham um papel importante na andlise de dados categoriza-
dos equiparavel ao dos modelos de regressao normal na analise de
dados continuos. Estes modelos sao usados para analisar tabelas
de contingéncia multidimensionais, mesmo quando o modelo pro-
babilistico nao é um produto de distribui¢oes de Poisson (subsecgao

1.4.3). Para maiores detalhes, veja Paulino e Singer (1997).

Exemplo 4.3 Infecgoes urinarias

Os dados da tabela 4.8 reportam-se a um estudo sobre infeccoes
urindrias realizado com 468 pacientes (Koch et al., 1985, pg. 120).
Os pacientes foram classificados quanto ao tipo de diagndstico (com-
plicado ou nao), tratamento (A,B,C) e a cura da infecgao (sim,nao).

Entre as questoes de interesse, tém-se:
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1. verificacao de existéncia de associacao entre tratamento e tipo

de diagnoéstico relativamente a cura da infeccao;
2. comparagao dos tratamentos para cada tipo de diagndstico,

visto que frequentemente as infecgoes com diagnéstico com-

plicado sao mais dificeis de curar.

Tabela 4.8: Dados do estudo de infeccao urindria.

diagnostico tratamento curados nao curados
complicado A 78 20

B 101 11

C 68 46
nao complicado A 40

B 54

C 34

Fonte: Koch et al. (1985).

As variaveis tipo de diagnéstico, tratamento e cura da infeccao do
exemplo 4.3 sao aqui denotadas por X;, X5 e X3, respectivamente.
Os niveis destas varidveis sao X; = 1 (complicado), X; = 2 (néo
complicado), Xy =1 (A), X3 =2 (B), Xo =3 (C), X3 =1 (curado)
e X3 = 2 (ndo curado). A frequéncia e o valor médio da cela (i, j, k)
da tabela de contingéncia em causa sao, respectivamente, n;ji € ik,
1=1,2,7=1,23ei,k=1,2.

Admitindo que todas as variaveis aleatérias associadas as frequeén-
cias n;j, sao independentes, o modelo probabilistico para a tabela

de contingéncia em causa é o produto de distribuicoes de Poisson,
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cuja fm.p. é

2 3 e Mijk”;;‘i/ik
flp) =TI —— (4.8)
i=1j=1k=1  TVijk:
onden = (nq11, . .. 771232)T, ©= ({111, - - ,N232)T, nijx € INo € pijr €

R+, i=12j=123ck=12

Sob o modelo probabilistico (4.8), podemos ajustar alguns mo-
delos log-lineares hierarquicos, e.g., o modelo de inexisténcia de

interac¢ao de segunda ordem (X7.X5, X7.X3, X5.X3) dado por

_ X1 X2 X3 X1X2 X1X3 X2X3
I e = w4 ui b +up? g a4+, (4.9)
onde os parametros u;’s e u;;’s sao definidos consoante a parame-
trizacao do modelo em causa. Se a parametrizacao for em termos
de cela de referéncia (111), os parametros do modelo (4.9) tem a

seguinte defini¢ao:

v = Inpq,
uZXl = In(pin/pan),
qu = In(pj1/p111)s
ui(S = In(p1x/ 1), (4.10)
ufJ(.IXQ = In(pijipnnn/(pinpngn)) = In Af](?,
uﬁlX?’ = In(pippann/(paipae)) = In Az?/?’
up = In(pgepan/(pjmie) = AR,

parai = 1,2, 5 =1,2,3 e k = 1,2. Note-se que os parametros em
(4.10) satisfazem as seguintes restri¢oes de identificabilidade:

X X X
U/l ! == U/l 2 == ul 3 == O
X1X2 . X1X3 _ X2X3 —
U1y = Uq1 = Uqg =0
parai=1,2, 7=1,2,3ec¢k=1,2.

Os testes de ajustamento de modelos log-lineares hierarquicos

para os dados do exemplo 4.3 indicam inadequacao desses modelos,



110 4. Aplicagoes I: Modelos Discretos

exceptuando o modelo (4.9) e um modelo resultante deste quando
X1X2
ij

vio desses testes encontram-se na tabela 4.9, bem como os respecti-

U = 0 (denotado por M*). Os valores observados da funcao des-
vos graus de liberdade e p-values calculados a partir da distribuicao
do qui-quadrado. Neste quadro, o modelo M* com p-value= 0.4974
¢ o “melhor” modelo log-linear hierarquico no ajustamento dos da-

dos em causa.

Tabela 4.9: Testes de ajustamento de modelos hierarquicos.

modelo log-linear estatistica g. liberdade p-value
(X1) 229.83 10 0.0000

(Xs) 298.34 9 0.0000

(X3) 118.80 10 0.0000

(X1, Xo, X3) 45.218 7 0.0000
(X1.X2, X3) 42.373 5 0.0000
(X1.X35, Xo) 34.311 6 0.0000
(X2. X3, X1) 14.279 5 0.0139
(X1.X5, X1.X3) 31.467 4 0.0000
(X1.X5, Xo.X3) 11.435 3 0.0096
(X1.X3, X0.X3) 3.373 4 0.4974
(X1. X9, X7.X3, X5.X3) 2.555 2 0.2787

Na tabela 4.10 encontram-se as estimativas dos parametros do
modelo M* e dos seus erros padroes. Sob o modelo M*, a razao de
chances Af;g =1, Vi, j, em (4.10), i.e., ha independéncia condicio-
nal entre X; e X5 para cada nivel de X3. Logo, a primeira questao
de interesse é respondida com a auséncia de associagao entre o tipo
de diagnostico e de tratamento nos pacientes curados ou nao cura-

dos. Quanto a segunda questao de interesse podemos concluir, com
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base no modelo M*, que a comparacao entre tratamentos nao de-
pende do tipo de diagnéstico. Observe-se que as razoes de chances
nao unitarias definidas em (4.10), sob o modelo M*, sdo estimadas
por

A =0.401, Af =0487 e AX =2.406.

A interpretacao destes valores permite informar sobre a eficacia dos
tratamentos aplicados para a cura dos pacientes. Por exemplo, a
chance de cura de um paciente tratado com C' é 2.406 vezes maior
do que a de um paciente tratado com A, contrariamente a chance de

cura com o tratamento B que ¢é inferior (0.487 vezes) a do tratamento

A.

Tabela 4.10: Estimativas do modelo log-linear M*.

parametro estimativa erro padrao

u 4.353 0.09928
Uy -0.6574 0.1089
U3 0.2727 0.1222
Uy -0.1457 0.1352
uy® -1.323 0.2282

Uy 3 -0.9139 0.2952

UG ™s -0.7190 0.3425

Uz 0.8781 0.2784




Capitulo 5

Aplicacoes II: Modelos

Continuos

Neste capitulo daremos continuidade a ilustracao dos modelos li-
neares generalizados no que se refere aos modelos continuos, i.c.,
modelos com variavel resposta continua. O modelo de regressao li-
near normal é o modelo mais popular entre os MLG no ajustamento
desse tipo de dados. Entretanto, algumas vezes o modelo normal é
adoptado sem respeitar as caracteristicas principais da situagao em
estudo. Nesse caso, outros modelos de regressao podem ser ajus-
tados aos dados, e.g., o modelo de regressao gama frequentemente
usado quando a varidvel resposta assume somente valores positivos.
Ne secgao 5.1 analisamos um conjunto de dados relativo a um estudo
de doencas vasculares em Portugal, onde o modelo gama mostra-se

mais adequado que o modelo normal.

Outra situagao de interesse em modelos continuos ocorre quan-
do a variavel resposta nao é observada para todas as elementos do

conjunto de dados (censura). Por exemplo, o tempo de vida de um

113
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individuo nao é observado se ele ainda estiver vivo depois do fim
do periodo em estudo. A andlise estatistica de tempos de vida é
conhecida por andlise de sobrevivéncia, onde alguns dos seus mo-
delos fazem parte dos modelos lineares generalizados. Na secc¢ao
5.2 apresentamos um modelo de sobrevivéncia paramétrico (expo-
nencial) para um estudo de tempos de remissdo de pacientes com

leucemia.

5.1 Modelos de Regressao Gama

O modelo de regressao gama ¢ usado na anélise de dados continuos
com suporte positivo para a distribuicao da variavel resposta. Eles
também sao adoptados quando a variancia crescente com a média
ou mais frequentemente quando o coeficiente de variacao dos dados
for aproximadamente constante. Nesta seccao faremos a analise de
alguns modelos continuos no exemplo a seguir, sobretudo o modelo

gama como alternativa aos demais MLG.

Exemplo 5.1 Doencas Vasculares

Em Teles (1995) foi analisado um conjunto de dados relativo a
um estudo de doencgas vasculares que constituem a primeira cau-
sa de morte em Portugal. Usualmente os factores de riscos nos
enfartes ou acidente vascular cerebral (AVC) sao a hipercoleste-
rolémia, a hipertensao arterial e o tabagismo. Porém, acredita-se
que a ocorréncia precoce de doencas vasculares pode ser influen-
ciada pela hiperhomocisteinemia, traduzida pelos valores elevados
das varidaveis homocisteinemia basal (HSP) e homocisteinemia apds
sobrecarga com metionima oral (HSP). O objectivo deste estudo é

encontrar quais as variaveis que influenciam significativamente os
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valores das variaveis HBP e HSP.

Nesse estudo, foram observados 145 individuos, dos quais 121
sao homens, que sofreram enfarte ou AVC com idades entre 26 a
56 anos. Para cada individuo foram registados os valores de 30
variaveis clinico-laboratoriais. A variavel fumar deu origem a du-
as variaveis mudas identificando o fumador activo e o ex-fumador,
contrariamente as outras sete varidveis qualitativas. Os dados deste
estudo encontram-se em Teles (1995) mas a descrigdo da codificagao

dessas varidveis esta na tabela 5.1, exceptuando HBP e HSP.

A seleccao das variaveis explicativas que influenciam a variavel
resposta HSP pode ser feita assumindo o modelo normal sem proble-
mas de inadequagao do modelo. Teles (1995) efectua uma selecc¢ao
de covariaveis para o “melhor” modelo usando o método stepwise
(backward). As covaridveis escolhidas como as mais importantes na
explicacao de HSP sao fumar, gluc, ureia, AST, GGT ¢ HBP.
Por questoes de simplicidade, a andlise deste estudo ¢ feita aqui so-
mente com a variavel resposta HBP e as 29 covariaveis observadas,
incluindo as duas varidveis mudas da covaridavel fumar e excluindo

a varidvel HSP.

Numa andélise exploratoria da variavel HBP podemos notar uma
assimetria no seu histograma (figura 5.1), podendo-se antever uma
inadequagao do modelo normal facilmente verificada com um teste
de ajustamento do modelo. Neste caso, dois potenciais candidatos
para modelar os dados em causa sao os modelos log-normal e ga-
ma. O primeiro pode ser obtido simplesmente com a transformagao

logaritimica de HBP, i.e.,
In HBP;, =z} B3 + «;, (5.1)

onde ¢; ~ N(0,0%),i=1,...,145.
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Tabela 5.1: Codificacao das varidveis nas doencas vasculares.

varidveis codificacao

sexo 0 (feminino) e 1 (masculino)

fumar 0 (nao fumador), 1 (fumador) e 2 (ex-fumador)
dislip 0 (sem dislipidemia) e 1 (com dislipidemia)
diab 0 (sem diabetes) e 1 (com diabetes)

obes 0 (nao obeso) e 1 (obeso)

inativ 0 (vida inactiva) e 1 (vida activa)

histfa 0 (sem histéria familiar) e 1 (com histéria familiar)
hipert 0 (sem hipertensao) e 1 (com hipertensao)
idade (em anos)

padia pressao arterial diastdlica

pasis pressao arterial sistélica

hem hemoglobina

htc hematdécrito

leuc nimero de leucécitos

gluc glucose

ureia ureia

creat creatinina

AST aspartato aminotransferase

GGT gama-glutamil-transpeptidase

falc fosfatase alcalina

bil bilirrubina total

Na sodio

K potéassio

col colesterol total

LDL colesterol das LDL

HDL colesterol das HDL

Tg triglicéridos

VGM volume globular médio
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Para o modelo gama basta considerar o seguinte modelo multi-
plicativo
HBP; = exp(z] B) €, (5.2)

onde ¢ ~ Ga(v,v/u;), i =1,...,145.

50 r

40 7 B

20 B

10 T [

[] -

2.0 7.6 13.2 18.8 24.4 30.0 35.6 41.2
4.8 10.4 16.0 21.6 27.2 32.8 38.4

Figura 5.1: Histograma da covaridvel HBP.

A selecgdo de covaridveis para o modelo (5.1) pode ser feita
em muitos pacotes estatisticos, visto que esses possuem geralmente
modulos com métodos de seleccao de covariaveis para modelos nor-
mais, ou seja, modelos com a variavel In H BP. Usando o software
S-plus com medidas AIC e método de seleccao backward, o melhor
de efeitos principais seleccionado incluiu as covariaveis sexo, creat,
falc, pasis e padia. Neste modelo, as fungoes desvios nula (modelo
nulo) e reduzida (modelo completo) sdo estimadas, respectivamen-
te, por 12.087 e 8.214 com os seus graus de liberdade iguais a 126 e

121. Estes valores permitem encontrar para o modelo em causa uma
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medida de ajustamento, conhecida na analise de modelos lineares

como coeficiente de determinagao ajustado, i.e.,

126 8.214
2_1_ 0020 999 .
p 2112087~ 2% (5-3)

o que indica pouca explicacao do modelo log-normal na variacao to-
tal dos dados e, portanto, partiremos para o ajustamento do modelo

gama.

O método de seleccao do “melhor” modelo de regressao gama
para os dados de doengas vasculares é do tipo stepwise (backward),
onde o modelo inicial é o modelo com os efeitos principais de todas
as 29 variaveis explicativas ou covariaveis. No primeiro passo ajus-
taremos o modelo inicial anotando o valor observado da sua funcao
desvio e os respectivos graus de liberdade. Este valor da fungao
desvio dividido pelos respectivos graus de liberdade ¢ usado para
estimar o parametro escala ¢ (McCullagh and Nelder ,1989). Ou-
tra estimativa de ¢ pode ser calculada com base da estatistica de
Pearson generalizada (seccao 2.2.2). Em cada um dos passos res-
tantes uma variavel explicativa sera eliminada e o modelo sem esta

variavel é ajustado analogamente ao modelo do passo 1.

Note-se que o teste de eliminagao da variavel de um passo ¢é feita
com base na diferenca entre as funcoes desvio do modelo sem a va-
ridvel em causa (M) e do modelo ajustado no passo imediatamente
anterior (M). Isso fard com que o modelo (M3) seja encaixado no
modelo (M;) e, portanto, sabe-se que esta diferenca divida por ¢
segue, para grandes amostras, uma distribuicao qui-quadrado com
p1 — pe2 graus de liberdade, onde p; é o grau de liberdade do modelo
M;, 1 =1,2. Além disso, como esse teste é baseado na validade de
M, o ¢ a estimar neste teste ¢ igual ao ¢ estimado no ajustamento

do modelo M;. Para mais detalhes, reveja a subseccao 3.1.1.
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Os resultados do método de seleccao de covariaveis acima encon-
tram-se na tabela 5.2. A escolha da covaridvel a eliminar em cada
passo faz-se com base no maior p-value dos testes de Wald para a
anulagao de cada parametro de regressao estimado no modelo do
passo imediatamente anterior. A tltima covariavel eliminada foi a
LDL com p-value na ordem dos 5%. Esse valor é calculado a partir
dos valores observados da fungao desvio no modelo do passo 22 (Ms)
e no modelo do passo 21 (M), i.e., (D — Dgl)/qggl = (7.722 —
7.478)/(7.478/117) = 3.818, cuja estatistica tem assintoticamente

uma distribuigao x3.

As covariaveis seleccionadas no processo de seleccao acima fo-
ram sexo, creat, falc, GGT, padia, histfa ¢ fumar (com duas
variaveis mudas). Para cada uma delas foi testada a hipétese de
nulidade do seu parametro de regressao. Em nenhum dos testes
foi encontra um p-value superior a 3% e, portanto, as covaridveis
em causa sao as principais covariaveis que influenciam a variavel
HBP. Os valores estimados para os coeficientes de regressao do mo-
delo seleccionado acima (modelo M*) e os respectivos erros padroes
encontram-se na tabela 5.3. O valor ¢t é o quociente entre a estima-

tiva do parametro e o seu erro padrao.

No ajustamento do modelo M* foram calculadas as fungoes des-
vios nula (14.818) e reduzida (7.722) com graus de liberdade iguais
a 126 e 118, respectivamente. Logo, o coeficiente de determinacao
ajustado para o modelo M* ¢ dado por

9 126 7.722

— 120022 4435 5.4
p 118 14.818 ’ (5-4)

indicando assim que o modelo em causa explica 44.35% da variacao
total de HBP. Como o valor de p? em (5.4) é maior do que em
(5.3), o modelo gama M* ajusta-se melhor aos dados de doengas

vasculares do que o modelo log-normal.
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Tabela 5.2: Resultados do método de seleccao backward.

passo covaridavel modelo completo teste de B; = 0
eliminada desvio g.l. desvio g.l. p-value

1 - 6.343 88 - - -

2 VGM 6.663 94 4.438 6 0.618
3 hipert 6.663 95 0.000 1 1.000
4 htc 6.663 96 0.000 1 1.000
5 idade 6.664 97 0.014 1 0.906
6 ureia 6.679 98 0.218 1 0.641
7 HDL 6.696 99 0.249 1 0.618
8 bil 6.707 100 0.163 1 0.686
9 Tg 6.725 101 0.268 1 0.605
10 dislip 6.735 102 0.150 1 0.698
11 AST 6.846 106 1.682 4 0.794
12 inativ 6.866 107 0.310 1 0.578
13 obes 6.887 108 0.327 1 0.567
14 Na 6.907 109 0.313 1 0.576
15 hem 6.937 110 0.473 1 0.492
16 K 6.988 112 0.808 2 0.668
17 col 7.056 113 1.090 1 0.296
18 gluc 7.170 114 1.827 1 0.176
19 diab 7.256 115 1.367 1 0.242
20 pasis 7.380 116 1.965 1 0.161
21 leuc 7.478 117 1.541 1 0.214
22 LDL 7.722 118 3.818 1 0.051

Para identificar observacoes que nao sao bem explicadas pelo
modelo M*, podemos efectuar uma anélise de residuos, e.g., calcu-

lando os desvios residuais. O gréafico dos desvios residuais versus os
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valores ajustados (figura 5.2) indica que trés observagoes aberran-
tes, potenciais candidatas a outliers: R*5, = 0.95, R*}, = 1.06 e
R*5 = —0.59. Estas observacdes também sio tidas como anémalas
no grafico do ajustamento da normal reduzida aos residuos de Pear-
son, onde os seus valores se distanciam da recta tracada implicando

a falta de ajustamento.

Tabela 5.3: Resultados do modelo gama seleccionado (M*)

covariavel estimativa erro padrao valort p-value
ordenada na origem 2.260 0.2512 8.998  0.0000
Sexo 0.292 0.0748 3.901  0.0001
histfa -0.100 0.0504 -1.984  0.0473
creat 0.101 0.0252 3.999  0.0001
falc 0.003 0.0009 3.465  0.0005
GGT -0.002 0.0007 -2.297  0.0216
Padia -0.005 0.0025 -2.193  0.0283
fumarl (fumador) 0.239 0.0737 3.245  0.0012
fumar2 (ex-fumador) -0.006 0.0588 -0.110  0.9112

Com base no modelo gama M*, cujas estimativas encontram-se
na tabela 5.3, podemos concluir que o risco de homocisteinemia ba-
sal (HSP) é maior nos individuos do sexo masculino, nos fumadores
e nos doentes com valores elevados para a cretinina e fosfatase al-
calina. Note-se que a condi¢ao de ex-fumador parece ser um factor
preventivo da hiperhomocisteinemia basal, mas isso pode ser devido
ao facto dos doentes vasculares deixarem de fumar apds o acidente
vascular agudo provocando uma diminuicao dos valores da homo-

cisteinemia basal.
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Figura 5.2: Gréfico dos desvios residuais x valores ajustados.
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Figura 5.3: Grafico dos residuos de Pearson x quantis da N(0,1).
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5.2 Modelos de Sobrevivéncia

O conjunto de dados em analise de sobrevivéncia é formado por
unidades (individuos) que sao observadas até a ocorréncia de algum
evento de interesse, por exemplo, a falha das unidades (morte).
Frequentemente esse evento nao chega a ocorrer para algumas dessas
unidades (censura), o que torna a andlise desses dados peculiar.
Dai o surgimento da analise de sobrevivéncia como metodologia

estatistica apropriada para o estudo de unidades sujeitas a censura.

O tempo de vida ou tempo de sobrevivéncia é considerado uma
varidvel nao negativa (Y') geralmente continua. Para Y continuo,
sejam f(y) e F(y) P(Y < y) sdo as fungoes de densidade de pro-
babilidade e de distribuicao de Y. Outras funcoes de interesse em
analise de sobrevivéncia sao a funcao de sobrevivéncia e a funcao
risco. A funcao de sobrevivéncia é a probabilidade de uma unidade

sobreviver pelo menos até ao instante y, i.e.,
Sly) = P(Y zy), (5.5)

enquanto a fungao risco (hazard) é a taxa de ocorréncia do evento

de interesse no instante y, definida por

. Py <Y <y+dylY >y)
Aly) = dgl,E%Jr dy

. (5.6)

As relacoes entre as funcoes acima sao dadas por

My) = f(y)/S(y)
S(y) = exp[-A(y)],

onde A(y) = ¥ AM(u)du é a funcdo risco cumulativa ou integrada.

Assumindo que a fungdo risco é constante, i.e., A(y) =9, 6 > 0,

obtemos a distribuicao exponencial para os tempos de vida, cuja
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f.d.p. é f(y) = 0 exp[—dy|. Quando existem covaridveis no conjunto
de dados, a funcao risco em causa é redefinida com a substituicao de
§ por exp(z’'3), o que define o modelo de sobrevivéncia exponencial

como

Ay) = exp(7" B). (5.7)
Exemplo 5.2 Doentes com Leucemia

Em onze hospitais dos E.U.A., Freireich et al. (1963) analisaram
42 criancas com leucemia aguda apds terem entrado num periodo
de remissao da doenca. Os pacientes foram classificados em dois
tipos de remissao da doenga: completa ou parcial, consoante to-
dos ou alguns sinais da doenca tivessem desaparecidos da medula
Ossea, respectivamente. Posteriormente, eles foram aleatoriamen-
te distribuidos por 2 tipos de terapia: tratamento com a droga
6-Mercaptopurine (6-MP) e placebo. Os pacientes ficaram em ob-
servagao até ao retorno da doenga (recaida) ou até ao fim do estudo
(indicador de censura). Os tempos de sobrevivéncia sao aqui as du-
racoes do periodo de remissao da doenca nos pacientes. Os valores
observados desses tempos consoante o tipo de terapia encontram-se
na tabela 5.4.

Para cada paciente do conjunto de dados do exemplo 5.2 associa-
remos um par aleatorio (Y;,7;), onde Y; é o tempo de vida (remissao
da doenca) do paciente i e ~; é a sua fungao indicadora da auséncia
de censura, 1 = 1,...,42. Assim, supondo que os 42 pares aleatérios
sao independentes e oriundos de uma populagao com f.d.p. f(-) e
f.s. S(-) indexadas pelo vector paramétrico B e com mecanismo de
censura nao informativo para 3, a funcao de verosimilhanca de (3

dado o conjunto de dados é expressa por

L(B) = ﬁf(tAﬂ)%S(tAﬂ)l-%. (5.8)
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Tabela 5.4: Dados de pacientes com leucemia

Duragoes da remissao da doenga em semanas (* censura)
Placebo
1 12 2 12 4 23 4 22 8 g8 11
11 2 15 5 1 3 17 8 ) 8

Tratamento
10 23 16 25* 19* 35% 9O* 7 22 17* 13
34* 11* 6 6 6* 32 6 32* 20* 10%*

Freireich et al. (1963).

A fungdo de verosimilhanca (5.8) é a base da inferéncia sobre o
parametro B no modelo exponencial (5.7). Nao sendo dificil verificar
que A(y)/A(y) = y~! e, portanto, o modelo exponencial pode ser
ajustado através do ajustamento do modelo Poisson com

In(wi) = In(y:) +2' B, (5.9)

onde z = (1,2)T, B = (8o, 51)7, x é a covaridvel do tipo de terapia
dos pacientes assumindo os valores 0 para o placebo e 1 para o
tratamento e o termo In(y;) é considerado um offset. Para maiores
detalhes sobre a implementagao do modelo (5.9) no GLIM, consulte
Aitkin and Clayton (1980).

Com base no ajustamento do modelo (5.9), usando o modelo de
Poisson com variavel resposta -;, funcao de ligagao logaritmica e
In(y;) como offset, o parametro de regressao do modelo exponencial

¢ estimada por

B = (8o, 31)" = (—2.159, —1.526)",
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cujos erros padroes das suas componentes estimadas sao, respecti-
vamente, 0.2179 e 0.3958. O teste de ajustamento deste modelo é
feito pela fungao desvio com valor observado igual a 38.017. Este
valor ¢ comparado com uma distribui¢io x%, proporciona um p-
value= 0.5598 e, portando, o modelo exponencial ajusta-se bem aos
dados de doentes de leucemia. Para testar a hipotese de nulidade
do (3, pela estatistica de Wald, obtém-se o valor observado igual a
14.865 com p-value igual a 0.0001. Isso indica um efeito do tipo de

terapia na duracao dos tempos de remissao da doenca.



Apeéndice A
Programas do S-plus

Os resultados para o ajustamento de modelos lineares generali-
zados nos exemplos dos capitulos 4 e 5 foram obtidos com base nos
software S-plus ou GLIM (Generalised Linear Interactive Model-
ling). Neste apéndice ilustramos alguns dos programas input/ output
do S-plus usados nos exemplos 4.1 (secgdo Al) e 5.1 (secgdo A2).
Em Fahrmeir and Tutz (1994, apend. B) pode-se encontrar uma
descrigao resumida dos varios software que ajustam modelos linea-

res generalizados.

A.1 Exemplo 4.1

Todos os modelos lineares generalizados referidos no exemplo 4.1
(processo infeccioso pulmonar) foram ajustados no S-plus. Como o
modelo (4.2) foi seleccionado como o “melhor” modelo de regressao
logistica para os dados em causa, o seu programa oulput encontra-se
a seguir, incluindo o respectivo programa input nas suas primeiras

linhas.
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**% Generalized Linear Model *x*x*

Call: glm(formula = PIP ~
HL * FF, family = binomial(link= logit),
data =

idade * HL + sexo * FF +
pulmao, na.action = na.omit,
control = list(epsilon = 0.001, maxit = 50,

trace = F))

Deviance Residuals:

Median Max

1Q 3Q
-2.328786 -0.6075183 -0.1451404 0.7491216 2.222905

Min

Coefficients:

Value Std. Error t value

(Intercept)
idade

HL

sexo

FF
idade:HL
sexo:FF
HL:FF

.03374410
.03944518
.39156719
.38570230
.16868629
.056894743

3.15960450

.80006789

= =, O Bk, O Kk O =

.02440563
.01730781
.59267110
.57485555
.62465215
.02802903
.39644616
.10322994

.03294018
.27903965
.38523578
.41052260
.18141104
.10308533
.26260388
.53806373

(Dispersion Parameter for Binomial family taken to be 1 )

Null Deviance: 236.3412 on 174 degrees of freedom

Residual Deviance: 145.4526 on 167 degrees of freedom

Number of Fisher Scoring Iterations: 4
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A.2 Exemplo 5.1

Os modelos de regressao gama e log-normal foram os principais
MLG no método de selecgao das 28 covaridveis do exemplo 5.1 (do-
engas vasculares). Para o modelo log-normal usdmos o médulo de
seleccao stepwise do S-plus, com a devida transformacao da va-
riavel resposta, enquanto para o modelo gama foi preciso ajustar
varios MLG. Os programas output/input dos “melhores” modelos

de regressao log-normal e gama, seleccionados pelo método stepwi-

se (backward), encontram-se a seguir.

Modelo log-normal:

*** Generalized Linear Model *x*x*

Call: glm(formula = log(HBP) ~

Pasis + Padia, family = gaussian, data = cardio,

na.action

= na.omit,

maxit = 50, trace = F))

Deviance Residuals:

Min

-0.4979828 -0.1738579 -0.03313648 0.1365756 1.207923

Coefficients:

(Intercept)
sexo

creat

falc

1Q

Value
2.167615163
0.266821626
0.107322410
0.002510331

Median

Std. Error
0.2409437791
0.0666779858
0.0233249571
0.0008307429

sexo + creat + falc +

control = list(epsilon = 0.001,

3Q

t value
8.996352
4.001645
4.601184
3.021790
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Pasis 0.002955957 0.0023398125 1.263331
Padia -0.009668315 0.00390593562 -2.475288

(Dispersion Parameter for Gaussian family taken to be
0.0678844 )

Null Deviance: 12.08704 on 126 degrees of freedom
Residual Deviance: 8.214014 on 121 degrees of freedom

Number of Fisher Scoring Iterations: 1

Modelo gama:

**% Generalized Linear Model *x*x*

Call: glm(formula = HBP ~ sexo + histfa + creat +
falc + GGT + Padia + fumarl + fumar2, family =
Gamma(link = log), data = cardio, na.action =
na.exclude, control = list(epsilon= 0.0001,

maxit = 50, trace = F))

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.5949305 -0.1636099 -0.03546889 0.1107428 1.05547

Coefficients:
Value  Std. Error t value
(Intercept) 2.260377991 0.2512044953 8.9981590
sexo 0.291984755 0.0748555323 3.9006436
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histfa -0.100006194 0.0504076823 -1.9839475
creat 0.100905628 0.0252352178 3.9986034

falc 0.003185380 0.0009192149 3.4653269

GGT -0.001585101 0.0006899399 -2.2974477

Padia -0.005513712 0.0025141684 -2.1930558
fumarl 0.239228567 0.0737255067 3.2448548
fumar2 -0.006446950 0.0587982894 -0.1096452

(Dispersion Parameter for Gamma family taken to be

0.0771972 )
Null Deviance:

14.8181 on 126 degrees of freedom

Residual Deviance: 7.722002 on 118 degrees of freedom

18 observations deleted due to missing values

Number of Fisher Scoring Iterations: 4
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Apeéendice B

Programas do GLIM

O GLIM (Generalised Linear Interactive Modelling) foi o software
usado para ajustar os modelos lineares generalizados dos exemplos
4.2, 4.3 e 5.2, cujos programas input/output encontram-se na secgao

B1, B2 e B3, respectivamente.

B.1 Exemplo 4.2

Para os modelos de dose-resposta do exemplo 4.2 (mortalidade de
besouros) adoptdmos modelos lineares generalizados (binomial) com
funcoes de ligacao logit, probit e complementar log-log. A compa-
racao destes 3 novos modelos pode ser obtida do seguinte programa

input/ output.

[o] GLIM 3.77 update 1 (copyright)1985
(o] Royal Statistical Society, London
[i] ? $input 5%

[i] $c  Ajuste do modelo logistico, probit e extremit

133
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[i] $units 8
[i] $data dose y n

[i] $read

[i] 1.6907 6 59
[i] 1.7242 13 60
[i] 1.7552 18 62
[i] 1.7842 28 56
[i] 1.8113 52 63
[i] 1.8369 53 59
[i] 1.861 61 62
[i] 1.8839 60 60

[i] $yva y $err b n

[i] $c Modelo Logistico

[i] $fit dose $dis e r §

11.232 at cycle 4

[o] scaled deviance

[o] d.f. = 6

(o] estimate s.e. parameter

(o] 1 -60.72 5.180 1

[o] 2 34.27 2.912 DOSE

[o] scale parameter taken as 1.000

(o] unit observed out of fitted residual
[o] 1 6 59 3.457 1.409
(o] 2 13 60 9.842 1.101
(o] 3 18 62 22.451 -1.176
(o] 4 28 56 33.898 -1.612
[o] 5 52 63 50.096 0.594
(o] 6 53 59 53.291 -0.128
[o] 7 61 62 59.222 1.091
[o] 8 60 60 58.743 1.133

[i] $c Modelo Probit



B.1.

[i]
[w]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[i]
[i]
[w]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
[o]
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$link p $fit dose $dis e r $
—-- model changed

scaled deviance 10.120 at cycle 4

d.f. = 6
estimate s.e. parameter
1 -34.93 2.647 1
2 19.73 1.487 DOSE
scale parameter taken as 1.000
unit observed out of fitted residual
1 6 59 3.358 1.485
2 13 60 10.722 0.768
3 18 62 23.482 -1.435
4 28 56 33.815 -1.589
5 52 63 49.615 0.735
6 53 59 53.319 -0.141
7 61 62 59.664 0.891
8 60 60 59.228 0.884

$c Modelo Extremit
$link c $fit dose $dis e v r $
—-- model changed

scaled deviance = 3.4464 at cycle 4

d.f. =6
estimate s.e. parameter
1 -39.57 3.238 1
2 22.04 1.798 DOSE

scale parameter taken as 1.000

unit observed out of fitted residual
1 6 59 5.589 0.183
2 13 60 11.281 0.568
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(o] 3 18 62 20.954 -0.793
(o] 4 28 56 30.369 -0.636
(o] 5 52 63 47.776 1.243
(o] 6 53 59 54.143 -0.541
(o] 7 61 62 61.113 -0.121
(o] 8 60 60 59.947 0.230
[i] $stop

B.2 Exemplo 4.3

O ajustamento de todos os modelos log-lineares (regressao de
Poisson) ajustados aos dados do exemplo 4.3 (infecgoes urindrias)
também foram realizados no GLIM, porém numa versao mais antiga
desse software. Segue-se o programa input/output associado a esses

modelos.

GLIM 3.77 update O (copyright)1985
Royal Statistical Society, London
7 $c Ajuste do modelo log-linear (regressao Poisson)
$COM? $units 12
7 $data n
$DAT? $read
$REA? 78 20
$REA? 101 11
$REA? 68 46
$REA? 40 5
$REA? 54 5
$REA? 34 6
7 $calculate diag=Y%GL(2,6) :trat=%GL(3,2) :cura=%GL(2,1)
$CAL? $factor diag 2 trat 3 cura 2
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$FAC? $yva n $err p

7 $c Modelo log-linear (A)

$COM? $fit diag $

scaled deviance = 229.83 at cycle 4
d.f. = 10

7 $c Modelo log-linear (B)

$COM? $fit trat $

scaled deviance

298.34 at cycle 4
d.f. = 9

? $c Modelo log-linear (C)

$coM? $fit cura $

scaled deviance

118.80 at cycle 4
d.f. = 10
7 $c Modelo log-linear (A,B,C)
$COM? $fit diag + trat + cura $
45.218 at cycle 4
d.f. = 7
7 $c Modelo log-linear (AB,C)
$COM? $fit diag + trat + cura + diagxtrat $
42 .373 at cycle 4
d.f. = 5
7 $c Modelo log-linear (AC,B)
$COM? $fit diag + trat + cura + diagxcura $
34.311 at cycle 4
d.f. = 6
7 $c Modelo log-linear (BC,A)
$COM? $fit diag + trat + cura + trat*cura $
14.279 at cycle 4
d.f. = 5
? $c Modelo log-linear (AB,AC)

scaled deviance

scaled deviance

scaled deviance

scaled deviance
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$COM? $fit diag +

scaled deviance

7 $c Modelo log-

d.f. =

$COM? $fit diag +

scaled deviance

7 $c Modelo log-

d.f. =

$COM? $fit diag +

scaled deviance

7 $c Modelo log-
$COM? $fit diag

scaled deviance

d.f. =

d.f. =

B. Programas do GLIM

trat + cura + diagxtrat + diagxcura $

31.467 at cycle

4

linear (AB,BC)

4

trat + cura + diagxtrat + trat*cura $

11.435 at cycle

3

linear (AC,BC)

3

trat + cura + diagxcura + trat*cura $

3.3728 at cycle

4

2.55665 at cycle

2

linear (AB,AC,BC)

+ trat + cura + diag*trat + diag*cura

3

+ trat*cura $
3

? $c Melhor modelo log-linear (AC,BC)

$COM? $fit diag + trat + cura + diagxcura + trat*cura

$FIT? $dis e v r $

scaled deviance = 3.3728 at cycle

0 N O O W N -

d.f. =
estimate
4.353
-0.6574
0.2727
-0.1457
-1.323
-0.9139
-0.7190
0.8781

4

S.e.

0.09928

O O O O O O o

.1089
.1222
.1352
.2282
.29562
.3425
.2784

3

parameter

1

DIAG(2)

TRAT(2)

TRAT(3)

CURA(2)

DIAG(2) .CURA(2)
TRAT(2) .CURA(2)
TRAT(3) .CURA(2)
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scale parameter taken as 1.000

unit observed fitted residual
78 77.723 0.031

2 20 20.699 -0.154

3 101 102.093 -0.108

4 11 13.247 -0.617

5 68 67.184 0.100

6 46 43.054 0.449

7 40 40.277 -0.044

8 5 4.301 0.337

9 54 52.907 0.150

10 5 2.753 1.354
11 34 34.816 -0.138
12 6 8.946 -0.985

7 $stop

B.3 Exemplo 5.2

Por fim, os resultados inferéncias do exemplo 5.2 (doentes com
leucemia) foram obtidos também no GLIM, cujo programa input/ output

encontra-se a seguir.

GLIM 3.77 update O (copyright)1985
Royal Statistical Society, London

7 $c Ajuste do modelo de sobrevivéncia exponencial

$COM? $units 42 $

? $data tempo censura grupo $

7 $read

$REA? 1 1 010 1122 1 0 7 11 3 1 032 01
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$REA? 1
$REA?
$REA? 1
$REA?
$REA? 2
$REA?

7 $yvariate censura
7 $calc 1lnt=Y%log(tempo)

2
2
2
4
3
4

I

1

23
16
25
19
35
0 9

O O O O O

SO O O O = =

8
11
2
15
5
1

R e e e e
e e e e

22
34
11
6
6
0 6

O O O O O
O = B, O O =

$err p $link 1 $

? $fit grupo $display e $

scaled deviance =

1
2

d.f.

estimate

-2.159
-1.526

s.e.
0.2179
0.3958

scale parameter taken as

7 $stop

$offset 1nt $

38.017 at cycle 4
= 40

parameter

1
GRUP
1.000

Programas do GLIM

e e e e

17

e

O O O O O O

32
20
17
13
10

O = O O O

e
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