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Prefacio

O ntmero de livros dedicados as finangas e estatistica tem crescido a um
rapido ritmo, em particular nos tltimos anos. Por exemplo, se se procurar
num dos usuais sites internacionais de venda online de livros, usando como
palavras chave statistical e finance, resulta desta pesquisa mais de 2000 titulos
em inglés! E quase todos deles editados neste século.

Entao para qué mais um livro a juntar a esta lista? A maior parte destes
livros sao escritos para leitores que conhecem a parte financeira mas que
precisam de aprender (e de preferéncia rapidamente!) os conceitos e técnicas
estatisticas. Mas o que acontece quando se estd do outro lado, isto é, o
que acontece quando os leitores conhecem a parte estatistica mas tém pouco
conhecimento sobre terminologia e modelos financeiros?

Este livro nao preenche esta lacuna, mas é uma pequena contribui¢ao para
que a comunidade estatistica se sinta um pouco mais familiarizada com nogoes
como taxas de juro, opcoes americanas, modelo de Black-Scholes, volatilidade
implicita e outros termos do enorme e complexo jargao financeiro.

Na sociedade atual é raro quem consegue viver sem se deparar com decisoes
a nivel financeiro, tendo de lidar com termos como recessao econémica, ciclo
de crescimento, incumprimento de crédito, taxas de juro, spreads, opgoes . ..

Esta convivéncia mais ou menos forcada estende-se a nossa atividade pro-
fissional, quer em termos letivos quer em termos académicos. Um ntimero
significativo dos nossos alunos vai trabalhar em empresas do setor financeiro.
Dados da Pordata indicam que em 2017, em Portugal, havia 17 743 empresas
com atividades financeiras e de seguros, ao passo que em 1990 havia somente
1024 empresas deste setor. De acordo com a mesma fonte, em 2017 havia 93
261 trabalhadores nestas empresas, e que a soma do salario e outros encargos
sociais médios anuais por trabalhador era de 41 642 EUR. Este valor pode



ser comparado com o correspondente ao de um engenheiro (33 629 EUR, em
2019).

O desafio lancado pela Comissao Organizadora do XXIV Congresso da
Sociedade Portuguesa de Estatistica era escrever um livro de apoio ao mini-
curso, versando sobre a andlise estatistica de dados financeiros. O desafio foi
prontamente aceite, mas rapidamente se levantou a questao sobre a aborda-
gem que irfamos fazer ao tema.

Dado que cada um de nés tem interesses distintos a nivel da investigacao
e da lecionacao, decidimos assumir estas diferencas. Assim cada um de nds
deu o seu contributo numa drea com maior afinidade. E por escolha, decidi-
mos assumir o nosso estilo proprio e distinto de escrita e de organizacao de
conteudos.

Numa parte inicial os leitores encontram os conceitos que servem de pi-
lar & matemadtica financeira. Para além da introducéo de terminologia de
indole financeira, definem-se também os produtos financeiros mais populares,
e apresentam-se algumas das suas propriedades. Sao mencionados dois mo-
delos para derivagao de preco de opgoes americanas (o modelo binomial, em
tempo discreto e o modelo de Black-Scholes, em tempo continuo). A apre-
sentacao € informal, esquivando-se, sempre que possivel, a mencionar resul-
tados do célculo estocastico. Ainda assim, apresentamos algumas defini¢oes
chave, como o conceito de valor esperado condicionado e martingala, essenciais
para a compreensao de alguns resultados.

Um dos sub-produtos do modelo de Black-Scholes é a volatilidade implicita,
que pode ser usada para prever comportamentos futuros dos pregos das agoes,
pelo que é usada por investidores para projetar os investimentos. A volatili-
dade implicita nao é igual a volatilidade histérica, também conhecida como
volatilidade ou volatilidade estatistica. Dada a sua relevancia nos mercados
financeiros, dedicamos um capitulo & sua defini¢cao e propriedades, falando em
particular na sua modelacao por séries temporais.

Na ultima parte deste trabalho apresentamos uma contribui¢ao mais ori-
entada para modelos de inteligéncia artificial, em particular em modelos de
redes neuronais.

Para ilustrar a abordagem computacional sao apresentados pequenos pro-
gramas/linhas de comandos do software utilizado: o R e Python, que os lei-
tores podem reproduzir e/ou usar em aplicagoes futuras.

No final de tudo, foi um grande desafio, mas que esperamos que valha a
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pena para os leitores. Este trabalho estd longe de cobrir tudo (ou meramente
uma parte significativa) do que existe sobre andlise estatistica de dados finan-
ceiros. De fora ficaram clusters em séries temporais, métodos numéricos para
definicao de superficies de volatilidade, ou modelagao de séries de pregos de
ativos, por exemplo. Da parte que nos toca, ficou a vontade de fazer mais.
Talvez o futuro nos traga mais oportunidades destas!

Lisboa, 14 outubro de 2019
Conceigao Amado
Claudia Nunes

Alberto Sardinha
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Capitulo 1

Motivacao e Introducao

1.1 Motivacao

Nos dias de hoje todos nds somos confrontados com noticias sobre o mundo
financeiro. O impacto que as subidas e descidas de cotagoes em bolsa, a divida
publica e os juros tém na nossa via quotidiana é inquestionédvel.

Depois de um periodo de recessao financeira com inicio nos anos 2008, com
grande impacto na atividade econémica, estamos neste momento a atravessar
um periodo de acalmia financeira. Mas ja surge no horizonte possibilidades
de novas crises. Alids, o passado (em particular o século 20) mostrou de
que depois de crises/recessdes financeiras seguem-se perfodos de expansdo
econdmica. Mas como podemos nés navegar nestas dguas turvas?

Uma das palavras chave no jargdo financeiro é prever! Compram-se
agoes prevendo que daqui a uns tempos a sua cotacao na bolsa seja supe-
rior; vendem-se acoes porque se receia uma descida com perdas consideraveis;
as empresas podem vir a distribuir dividendos daqui a uns tempos; a taxa de
juro pode ser alterada... Estes sao alguns exemplos sobre a necessidade de
previsao de comportamento de produtos financeiros.

Existe uma panoplia grande de produtos financeiros, cada qual com as
suas especificidades. Produtos financeiros sao investimentos criados para que
os compradores ou vendedores destes instrumentos tenham potenciais ganhos
a curto/médio/longo prazo. Potenciais porque o seu retorno raramente é
assegurado, havendo sempre risco de ao invés de ter ganhos, os investidores
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venham a ter perdas. Uma das referéncias fundamentais nesta drea € o livro de
Hull Hull (2003), recomendado para o leitor que pretenda adquirir um maior
conhecimento sobre este universo de produtos. Outras referéncias sobre este
universo sao, por exemplo, Stefanini (2010), Overhaus et al. (2011), Shiryaev
(1999), entre outros.

Os desafios nesta area sao assinaldveis, e cabe também a comunidade es-
tatistica dar a sua contribuicao na andlise dos dados. Para tal é necessario
entender (minimamente...) como funciona o mercado financeiro, o tipo de
produtos transacionados, a nogao de risco. O risco estd inerente aos mer-
cados e produtos financeiros, pois ha sempre a possibilidade de acionistas,
investidores ou outras partes interessadas financeiras perderem dinheiro. Ou
seja, os ganhos com investimentos financeiros podem ser vistos como varidveis
aleatdrias, mais ou menos complexas, mas as quais a comunidade estatistica
pode utilizar a sua pandplia de técnicas e modelos.

O interesse na previsao de dados financeiros é ébvio e indiscutivel. Existem
histérias sobre investidores - verdadeiras lendas! - e sobre os seus truques para
prever o comportamento dos produtos financeiros, e assim aumentar as suas
chances de um retorno do investimento.

Os investidores diferem amplamente nas estratégias e filosofias aplicadas
nas suas negociagoes; alguns inventaram maneiras novas e inovadoras de ana-
lisar os seus investimentos, enquanto outros escolheram produtos quase intei-
ramente por instinto.

Os pequenos investidores geralmente pouco conhecem sobre o mercado
e suas expectativas, investindo muitas vezes por simples intui¢do (ou até
crenga), como se de um jogo se tratasse. Na verdade podemos ver o pro-
cesso de investimento como uma atividade semelhante a um jogo de sorte
ou azar. E neste contexto a ajuda das probabilidades pode ser de grande
importancia.

A titulo de curiosidade, referimos a histéria de Marge e Jerry Selbee, pro-
prietarios de uma loja de conveniéncia em Evart, Michigan, que vendiam
cigarros, bebidas e bilhetes de lotaria'. Dados recentes dizem que no ano
de 2018 os americanos gastaram cerca de 80 bilides de ddlares ($) em apos-
tas em lotarias, o que corresponde a cerca de $ 250 ddlares por americano.
Muitas destas lotarias sao promovidas pelos estados federais, o que se traduz

num aporte financeiro por vezes superior ao correspondente ao pagamento de

Thttps://www.cbsnews.com/news/jerry-and-marge-selbee-how-a-retired-couple-won-
millions-using-a-lottery-loophole-60-minutes-2019-06-09/
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impostos federais. Um dos estados que promove lotarias é o estado de Mi-
chigan. Em 2003 o estado langou uma nova lotaria, designada por Winfall.
Ao contrario das lotarias mais usuais (como o Euromilhoes, popular em Por-
tugal), em que o valor do prémio vai acumulando até que algum apostador
acerte em todos os nimeros (o designado Jackpot), nesta lotaria se o Jackpot
atingisse 5 milhoes $ e ninguém acertasse na chave (com 6 digitos), o prémio
seria automaticamente distribuido pelos jogadores que tivessem acertado 5, 4
ou 3 digitos, por ordem decrescente de atribuigao.

Esta regra nao levantou suspeitas a ninguém. Mas depois de vender lota-
rias a milhares de clientes, Jerry descobriu como controlar as probabilidades
de ganhar esta lotaria, aumentando a probabilidade de retorno positivo.

Jerry percebeu que, jogando milhares de délares em determinadas sema-
nas, quando o prémio se acumula de certa forma, conseguia garantir um lucro
de cinco ou seis digitos com probabilidade quase um!

Entao foi isso que os Selbees comegaram a fazer, ao ponto de que jogar
na lotaria se tornou um trabalho de tempo integral. Ao longo de nove anos,
funcionou, a tal ponto que o total estimado de ganhos nesta atividade foi de
cerca de 27 milhoes $.

Note-se que nao havia nada de ilegal nesta atividade, mas havia uma per-
cepcao de que eles estavam a esgrimir as probabilidades a seu favor - longe
do pequeno e ocasional jogador, que poderia pegar alguns bilhetes de lotaria
a caminho de casa ou do trabalho.

O que ajudou os Selbees a entender esta possibilidade de lucro foi a quanti-
dade de informagao que eles dispunham, pelo facto de eles préprios venderem
muitos bilhetes de lotaria. Ou seja, os dados e sua andlise sao fundamentais
para maximizar o retorno (esperado) dos investimentos!

1.2 Dados financeiros

Um conjunto de dados financeiros é geralmente constituido por um registo
de negociacoes de acdes ou titulos?, negociados em alguma bolsa de valores,
ou por taxas de juros cotadas ou taxas de cambio. Adicionalmente podem

2Neste capitulo usaremos alguns termos que serdo mais tarde devidamente formaliza-
dos, tais como a nogdo de obrigagdes/titulos, taxas de juro, portfélios/carteiras de titulos,
opgoes, etc. Assume-se que o leitor tem um conhecimento basico dos produtos financeiros,
sem para ja ter preocupagoes de formulismo e definigao.
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também conter informacao sobre prego de commodities (i.e, de matéria prima
ou de bens, como o ouro, o aluminio, o petréleo, etc).

Para a anilise de dados financeiros é relevante ter a indicacao do inter-
valo temporal a que se referem, isto é, é importante saber se sao relativos a
transagoes hordrias, didrias, semanais, etc. Usualmente estes dados contém
informacgao relativa a quantidade negociada, ao preco de oferta, ao preco de
venda, a data a que se refere, a quantidade de ativos comercializados, entre
outros tipos de informagao.

Um dos indicadores relevantes sobre o comportamento financeiro de uma
economia sao os indices financeiros. Um indice financeiro é um indicator
que varia ao longo do tempo e que reporta a evolucao da cotagao de um
grupo especifico de agoes. Em Portugal, o indice PSI-20 agrega as 20 maiores
empresas cotadas na Euronext Lisboa. Eo principal indice de referéncia do
mercado de capitais portugués.

Na Figura 1.1 mostramos a flutuacao do indice entre os dias 15 e 22 de julho
de 2019. Ao longo deste periodo o indice variou, mas regista uma tendéncia
negativa, sinal de que a bolsa de Lisboa registou uma queda no periodo em
questao.

From: 1s-07-2019  to:  22-07-2019 Zoom: 1d 5d 1m 3m 6m 1y 5y YTD MAX
Price @ PSI20  change: -1.19%
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Figura 1.1: Fonte: https://www.bolsadelisboa.com.pt/products/
indices/PTING0200002-XLIS

Alguns investidores dedicam-se a comprar e vender agbes e titulos no
mesmo dia. E o que o mercado chama de operagao intraday. Este tipo
de operagoes geralmente reportam lucros quando simultaneamente se regista
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Figura 1.2: Fonte: https://www.bolsadelisboa.com.pt/products/
indices/PTING0200002-XLIS/quotes

uma grande volatilidade do mercado e alto volume de operacoes didrias. Con-
sequentemente o prego das agoes de uma empresa pode variar radicalmente
em apenas um dia. Por isso, a operagao intraday é muito utilizado pelos in-
vestidores que procuram especular rapidamente com o mercado no curtissimo
prazo. Na Figura 1.2 mostram-se os dados relativos ao PSI 20 no dia 22 de
julho de 2019, referentes a periodos de 15 segundos.

Quando o intervalo de variacao é muito curto, estamos em presencga de
HTF (High Trade Frequency). Como o préprio nome sugere, o HFT é uma
estratégia de negociacdo de alta frequéncia (i.e., muitas transagdes por uni-
dade de tempo). Séao utilizados algoritmos complexos e um altissimo volume
de negociacoes para explorar as micro variagoes de pregos durante o dia. Por
acontecer num ritmo e volume muito mais acelerado do que o intraday, o HTF
é executado por investidores-robos, que trabalham de forma automatizada de
acordo com o que for programado. Normalmente, s tem acesso a esse tipo
de operagao as institui¢oes financeiras ou grandes investidores institucionais.
Este tipo de transagoes representa uma parte consideravel das transagoes
financeiras a nivel mundial. O nivel das negociagoes de alta frequéncia costu-
mam girar entre 70% a 80% dos mercados financeiros.?

Os investidores que operam em intraday geralmente vendem as suas posigoes
no final do dia, nao levando em atencao o tipo de empresa a que acoes se repor-
tam. Pelo contrario, existem investidores que procuram investimentos mais a
longo prazo, e para o qual é importante também avaliar o tipo de empresa a

3Fonte: https://www.bloomberg.com/news/articles/2011-01-24 /high-frequency-
trading-is-77-of-u-k-market-tabb-group-says
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NOME a ISIN SYMBOL MERCADO ULTIMA % DATE/TIME
ALTRI SGPS PTALTOAED002 ALTR Eurenext Lisbon 5,985 1.01% 22 Jul 2019 14:40
B.COM.PORTUGUES PTBCPOAMOO15 BCP Euronext Lisbon 0,2707 -1,06% 22 Jul 2019 14:41
BENFICA PTSLBOAMOO10 SLBEN Eurenext Lisbon 2,87 - 22 Jul 2019 13:30
COFINA,SGPS PTCFNOAEOO03 CFN Euronext Lisbon 0,468 0,65% 22 Jul 2019 14:41
COMPTA PTCOMOAEQDOT COMAE Eurenext Lisbon 0,11¢ 8,18% 19 Jul 2019 11:30
CORTICEIRA AMORIM PTCOROAEQQ0& COR Euronext Lisbon 9.80 0,10% 22 Jul 2019 14:34
CTT CORREIOS PORT PTCTT0AMOOO1 CTT Eurenext Lisbon 2,018 0,40% 22 Jul 2019 14:27
EDP PTEDPOAMO000Y EDP Euronext Lisbon 3,368 -0,06% 22 Jul 2019 14:43

Figura 1.3: Fonte: https://www.bolsadelisboa.com.pt/cotacoes/
accoes-lisboa

que a acao se reporta. Neste caso é importante avaliar o comportamento das
agoes ao longo do tempo, recorrendo a dados histéricos, por exemplo.

Dada a sua natureza, alguns dados financeiros sao publicos, tal como o caso
da cotagao na bolsa de valores de Lisboa, que na data atual reporta o valor
das agoOes relativas a 59 empresas, com informacao sobre a tultima cotagao e
sua variacao em relacgao a ultima transagao, assim como a data da transagao.
Ver Figura 1.3.

Por outro lado, hé alguns dados que nao sao acessiveis ao piiblico em geral.
Nesse caso ou sao acessiveis apenas via plataformas de dados de acesso pago
(como é o caso da Bloomberg ou GFD - Global Financial Data) ou sao de
acesso reservado (como é o caso de dados financeiros de contribuintes).

Na andlise de dados financeiros intervém duas perspectivas:

e Puramente técnica, que se baseia apenas no historico das observagoes,
na qual a andlise estatistica desempenha um papel fundamental

e Baseada no conhecimento sobre indicadores econémicos e politicos (ou
a analise de outros fatores especificos que podem influenciar o preco dos
produtos financeiros). Esta perspectiva pode - e deve - ser combinada
com a analise estatistica.

Tipicamente os dados sao relativos ao retorno dos investimentos, dos quais
se salientam:

e Retornos num periodo: seja Sy o prego de uma acao no instante ¢t. Caso
nédo haja lugar & distribuigéo de dividendos no perfodo [t—1,t], o retorno
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num periodo é dado por:

— St — St—l

R
‘ Si—1

e que contabiliza a taxa do retorno por deter a agao durante este periodo.

e Retornos em multi-periodos: ao invés de se considerar apenas um periodo
(da forma [t — 1,t], como no caso anterior), podemos definir o retorno
em k periodos da seguinte forma:

St — Stk
Ry(k) = 5.,
de onde resulta que:
k—1
j=0

e Log-returns: resulta do calculo relativo a evolugao do logaritmo do preco,
ie.,

Sy

In .
Si1

Uma das propriedades que faz com que os log-returns sejam populares é que
a medida que o intervalo temporal, At, de um periodo se aproxima de 0, o
log-return aproxima-se do retorno num periodo:

St

In
Si—1

—)Rt

Outra propriedade é a aditividade dos retornos em multi-periodos: um k-
periodo num log-return é a soma de k log-returns num tnico periodo:

g k—1
In -2t — In(14+ Ri—;
St—[{ ; ( t ])

As férmulas anteriores podem ser alteradas de forma a contemplar a distri-
buicao de dividendos:

Dy — S;_
Ry = Sit De = Sy (no caso de retornos)
Si—1
k—1 k—1
Si_;j+ Dy, (St-—&—Dt-)
In = | = In( —L—- no caso de log-returns
jl;[O St—j—1 j;) St—k—1 g
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onde D; designa o dividendo recebido no instante ¢.

No caso de um portfélio, constituido por p diferentes produtos, cada um
com peso w;, as formulas anteriores aplicam-se, com o fator de ponderacao w;
para cada produto.

1.3 Risco

Os riscos estao presentes em qualquer tipo de aplicacao financeira, inclusive
nos fundos de investimento do qual tanto se fala atualmente. O comporta-
mento futuro dos investimentos é uma incognita, em face da aleatoriedade do
mercados.

Paralelamente, diferentes individuos podem atribuir diferente utilidade ao
dinheiro e ter um grau de aversao ao risco distinto (existem investidores neu-
tros em relacao ao risco, investidores avessos ao risco e aqueles investidores
que preferem o risco a qualquer alternativa de certeza). A teoria da utilidade
conclui que, de maneira geral, o investidor pode ser considerado avesso ao
risco. Ou seja, entre duas condigGes, uma com certeza e outra com algum
grau de risco, a preferéncia caird na alternativa que apresenta o menor com-
ponente de risco possivel. Ainda assim, entre os investidores avessos ao risco,
vai haver maior ou menor grau de aversao, de acordo, mais uma vez, com as
caracteristicas individuais de cada um.

Ao longo desta seccao assumimos que a fungdo de utilidade é igual para
todos os investidores, e que o investidor é avesso ao risco.

Como veremos na proxima secgao, existem produtos financeiros mais com-
plexos que as agoes (usualmente designadas por opg¢des ou derivados finan-
ceiros), cujo valor depende intrinsicamente das agdes (os designados ativos
subjacentes). As opgoes podem ser de diversos tipos, e de menor ou maior
complexidade em termos de retorno do investimento.

A avaliacdo de risco e o célculo do preco destes produtos sdo baseados
em modelos que descrevem os precos dos ativos subjacentes. A qualidade
das medidas de risco e a validade dos precos é fortemente dependente da
qualidade do ajustamento do modelo estatistico considerado. Deficiéncias do
modelo estatistico podem ser desastrosas, e nao apenas para os especuladores
financeiros.

Até a um passado muito recente, colocar as poupancas em contas bancarias
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era considerado um bom investimento. Seguro (isto é, sem risco de perder o
dinheiro), e com taxas de retorno positivas (ou seja, no final do contrato o
dinheiro existente na conta era superior ao dinheiro investido). Qualidades
que os pequenos investidores apreciam.

Mas nos dias de hoje a rentabilidade dos depésitos a prazo tem sido bas-
tante baixa. Os investidores tém procurado outras alternativas de investi-
mento. Entre as alternativas estao o imobilidrio, obrigagoes de empresas e
também fundos de investimento.

Estes produtos tém risco associado, ou seja, o retorno do investimento
nao é garantido. Mas em contrapartida, o retorno do investimento é, em
média, superior ao dos depésitos bancérios. Dados recentes ¢ indicam que
em Portugal ha cerca de 213 fundos de investimento geridos por entidades
portuguesas, com um retorno médio de 5%.

Os investidores estdo mais dispostos a aceitar niveis de risco crescente a
favor de hipéteses de retorno mais elevado. Um dos exemplos sao os chamados
produtos multi-ativos. Estes fundos tentam diversificar, investindo simultane-
amente em agoes, obrigagoes e outras aplicagoes.

As subscricoes liquidas vao ja em 270 milhdes de euros em cinco meses®.

Numa escala de 1 (menos risco) a 7 (maior risco), os fundos multi-ativos tém,
na maior parte das vezes, risco de 3 ou 4. Renderam entre 4,86% e 10,68% no
ano de 2018. Numa escala crescente de risco, encontramos os fundos de agoes
internacionais. Grande parte destes produtos tém risco 5; mas valorizam, em
média, 11%.

H4 risco porque existe uma probabilidade de perda do retorno do inves-
timento. A gestao do risco é um processo crucial na tomada de decisoes de
investimento. O processo consiste em identificar a quantidade de risco en-
volvida num investimento e aceitar esse risco ou mitigé-lo. O risco pode ser
classificado numa das trés seguintes categorias:

e Risco comercial: este tipo de risco é assumido pelas proprias empresas,
a fim de maximizar o valor e os lucros dos acionistas. Por exemplo, as
empresas assumem riscos de alto custo em marketing para lancar novos

4Fonte: https://www.dn.pt/edicao-do-dia,/24-jun-2019/interior/
portugueses-apostam-em-fundos-de-investimento-mais-de-metade-rende-acima-de-5-
11037782.html

Shttps://www.dn.pt/edicao-do-dia/24-jun-2019/interior/portugueses-apostam-em-
fundos-de-investimento-mais-de-metade-rende-acima-de-5-11037782.html
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produtos a fim de obter vendas maiores.

e Risco nao comercial: este tipo de risco nao estd sob o controlo das
empresas. Pode resultar de desequilibrios politicos e econémicos, por
exemplo.

e Risco financeiro: é o risco que envolve perdas financeiras para as empre-
sas. O risco financeiro geralmente surge devido a instabilidade e perdas
no mercado financeiro causadas por movimentos nos precos das acoes,
moedas, taxas de juros e muito mais.

Para ajudar na gestao do risco, é usual quantificar o mesmo, através de alguma
medida de risco. Uma medida de risco é de facto uma fungao do investimento.
Mais formalmente, seja X uma varidvel aleatéria definida no espago de proba-
bilidades (€2, F, P) (ou seja, X é o valor aleatério do retorno do investimento
e para cada w € €2, X(w) designa o retorno quando o estado da economia é
w). Entéo define-se uma medida de risco p como sendo uma func¢ao:

p:R—=R

Como veremos ha diversas medidas de risco. Mas seja qual for a medida
de risco usada, deve-se ter em atengao que deve ser uma medida coerente,
no sentido que caso nao seja coerente, esta medida nao nos daréd informacoes
adequadas sobre o risco de carteira de investimentos. Por esse motivo, existem
quatro propriedades exigidas por qualquer medida de risco, e que descrevem
as propriedades de uma medida coerente.

e Monotonia:
X1 < X2 = p(X2) < p(X1)

(i.e., se X5 vale mais que X1, seja qual for o eventual estado da economia
w € ), entdo o risco de X; é maior que o risco de Xs)

e Inwvariancia de conversdo: se se adicionar um valor em dinheiro ao
portfélio, entao o risco sera reduzido por esse valor.

e Homogeneidade: se um portfélio X for aumentado em k vezes (mantendo
o peso de cada elemento do portfdlio) entao o risco serd multiplicado pelo
mesmo fator:

p(kX) = kp(X)

(i.e., o risco depende da dimensao da posigao)
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e Subaditividade: a medida de risco de duas carteiras incorporadas deve
ser inferior a soma de suas medidas de risco individualmente.

p(X1+ Xa) < p(Xy) + p(X2)
Algumas medidas comuns de risco incluem:

e Desvio Padrao: O desvio padrao é usado na tomada de uma decisao de
investimento para medir a quantidade de volatilidade histérica associada
a um investimento em relacao a sua taxa de retorno anual. Por exemplo,
uma agao que possui um alto desvio padrao apresenta maior volatilidade
e, portanto, um nivel mais alto de risco. O problema do uso do desvio
padrao é que nao leva em linha de conta a direcao da alteracao. Se
o desvio padrao for elevado devido a subidas no preco de uma agao,
podera ser bastante benéfico para o investidor.

e Beta: mede a quantidade de risco sistematico que um titulo individual
ou setor industrial possui em relagao a todo o mercado de agoes. O
mercado tem um valor beta de 1. Quanto maior for o valor de beta,
mais volatil é o titulo. Estatisticamente, beta é a estimativa do declive
do modelo de regressao linear simples dos valores histéricos do titulo em
funcao dos valores histéricos do mercado onde o titulo é comercializado.

e Valor em risco (VaR): O VaR mede a perda potencial maxima com
um grau de confianga por um periodo especificado. O VaR pode ser
utilizado quer avaliar o risco de um portfélio (constituido por diversos
titulos) ou para calcular apenas o risco de um titulo.

Matematicamente, podemos definir o VaR de nivel « € (0, 1) do produto
X, que se denota por VaR[X, o] da seguinte forma:

VaR[X,a] =inf{z e R: P(X <z) > o}

pelo que de facto o VaR é um quantil de probabilidade.

Na literatura encontramos referéncia fundamentalmente a trés tipos de
métodos para calcular o VaR, que aqui se descrevem sucintamente, e
apenas para o caso uni-dimensional (i.e., um tnico titulo):

— Dados histéricos: usando os retornos observados até ao momento
presente, é construido um histograma (ou, de forma equivalente,
os dados sao ordenados, comecando pelo retorno mais baixo e ter-
minando no retorno mais elevado). Por andlise do histograma,
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podemos obter uma estimativa para o VaR pretendido. Por exem-
plo, se Xo,05 for o quantil amostral de probabilidade 0,05, entao
diz-se que com 95% de confianga, se se investir 100 EUR, a perda
esperada nao é superior a xo,05-

— Variancia-Covariancia: com base nos dados histéricos do retorno,
sao calculadas estimativas do valor esperado e da variancia. Es-
tes valores sao entao usados como parametros de uma distribuigao
normal, a qual é usada para calcular os quantis pretendidos.

— Simulagao de Monte-Carlo: usando valores histéricos para estimagao
de parametros, é gerado um conjunto de valores de uma distri-
buigdo pré-especificada, a partir do qual calcula o quantil(is) dese-
jados.

e Valor em Risco Condicional (CVaR): é a pior perda esperada devido ao
incumprimento durante um certo periodo de tempo, com uma dada pro-
babilidade. O periodo de tempo é conhecido como periodo de retengao
e a probabilidade é conhecida como intervalo de confianca. O CVaR nao
é uma estimativa da pior perda possivel, mas a maior perda provével.

A medida mais popular entre a comunidade financeira é o VaR. Esta medida
satisfaz as trés propriedades de coeréncia anteriormente enumeradas, mas
nao satisfaz necessariamente a subaditividade, excepto no caso do retorno
ter distribuicao normal. O exemplo que se segue ilustra precisamente esta
situacao.

Exemplo 1.1. Para mostrar que VaR nao € uma medida subaditiva, considere-
se o sequinte exemplo Dowd (2003). Um investidor vende duas opgoes, in-
dependentes uma da outra (i.e, dependem de ativos subjacentes distintos e
cujo comportamento € independente entre si). Cada opgao serd exercida com
probabilidade 0,04; caso seja exercida, o investidor perde 100 EUR. Desig-
nando por X; o retorno da opg¢ao da opgao i, tem-se que X1, Xo € {—100,0}
(interpretando o valor -100 como uma perda no valor de 100 EUR), e

P(X; = —100) = P(X, = —100) = 0, 04

) =
P(X, =0) = P(Xy =0)=0,94
P(X) + Xy = —200) =0,0016
) =
) =

P(X1 4 X5 = —100) = 0,0768
P(X; + X5 = 0) = 0,9216
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Para um nivel de confianca de 95%, para ambos as opcoes o VaR é zero.
Porém, se combinarmos as duas opcoes num portfolio o resultado € distinto.
Como a probabilidade de nenhuma opcao ser exercida é 0,96 < 0,95, o VaR
€ positivo, pelo que a sub-aditividade nao € verificada neste caso.

O VaR esta relacionado com o comportamento de valores da cauda da
distribuicao do retorno. Quando dizemos que o VaR de nivel 99% de uma
carteira é de 1 milhao de euros, dizemos que a probabilidade de perdas supe-
riores a 1 milhao é de 1%. Mas o que acontece nos 1% restantes? Os valores
extremos podem-se reportar a perdas enormes, incomportiveis para o inves-
tidor, e que nao sao de forma alguma tomadas em linha de conta quando se
avalia o risco do investimento tendo em linha de conta apenas o VaR.

O CVaR foi proposto para combater esta deficiéncia do VaR, uma vez
que representa a perda provavel quando se estd na cauda esquerda da dis-
tribuicao das perdas. Na literatura anglo-saxénica encontramos também o
termo expected short-fall para designar esta medida.

Se ES[X, a] designar o CVaR do produto cujo retorno é X para um nivel
a, entao pode ser calculado recorrendo a seguinte férmula:

1 1
ES[X, o] = m/ VaR[X, s]ds

O seguinte lema (Embrechts e Wang (2015)) mostra relagoes tteis entre o
VaR e o CVaR.

Lema 1.1.
ES[X,a] = VaR[X,a] + ﬁm (X — VaR[X, o))" (1.1)
ES[X, 0] =E [XI{x>varx.a}] + VaR[X, o] (P(X < VaR[X,a]) — p)

(1.2)

onde a™ representa a parte positiva de a e 14 indica a funcdo indicatriz do
evento A.

Demonstracdo. Para provar a igualdade 1.1, usamos a definicdo de quantil e
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— Fx'(a) + 1ia/ (Fx'(9) — Fx'(e) dg

= VaR[X,a] + ﬁE[(F;l(UX) — VaR[X,a])"]

= VaR[X, 0] + ——[ (X ~ VaR[X, a])"]

onde Uyx designa uma v.a. uniforme em (0, 1), tal que X = Fgl(UX) quase
certamente.

Para provar 1.2, recorremos a igualdade anterior:

(1 - O‘)ES[Xv O‘} 1- a)VaR[X, a] + E[(X - Va‘R[Xﬂ OL]) I{X>VaR[X,a]}]

= (
= E[XI{X>VaR[X,a]}] + VaR[X, Oé]P(X S VaR[X, Oé] — Oé)

Nota: a expressao 1.1 traduz o que na giria financeira se costuma referir
como ES captura a cauda do risco apds o VaR.

Pode acontecer que dois produtos financeiros tenham o mesmo VaR para
algum(ns) nivel(eis) mas diferente CVaRs, como o seguinte exemplo ilustra.

Exemplo 1.2. Considerem-se dois produtos, X e Y, cujos retornos tém a
sequinte distribuicao:



1.3. RISCO 15

-8% -6% -4% -2% 0% 2% 4% 6% 8%

em que a linha com valor mdximo designa o retorno do produtoY e a outra
designa o retorno do produto X. Dada a forma das funcoes de densidade de
probabilidade de X e Y, os produtos tém retornos idénticos excepto na cauda
esquerda, que representa precisamente as perdas potenciais.

Se calcularmos os VaR’s de nivel 95%, por exemplo, concluimos que ambos
0s produtos tém o mesmo VaR.
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VaR 95: -1.47%

/
/
P
’

#
VaR 95: -1.47%
i

# #

-8% -6% -4% -2% 0% 2% 4% 6% 8%

Porém, se calcularmos o CVaR, concluimos que o produto X € mais ar-
riscado que oY pois leva a um CVaR mais elevado.

Ao contrario do VaR, o CVaR apresenta todas as propriedades de coeréncia
pretendidas; em particular, é uma medida subaditiva. A demonstracao de
que esta propriedade é valida quando se considera o CVaR néo é trivial e
exige varios resultados auxiliares. Mas curiosamente hé vérias abordagens
possiveis e muito distintas para a sua demonstracao. Embrechts e Wang
(2015) enumeram sete formas distintas de mostrar esta propriedade.

A titulo ilustrativo, de seguida apresenta-se a demonstragao mais simples
da subaditividade do CVaR, e que se baseia no seguinte resultado:

Lema 1.2. Seja B, o conjunto de todas as v.a. de Bernoulli de parametro
1—p, e Ax = iy >py € By, onde Ux designa, como anteriormente, uma
v.a. com distribuicao uniforme em (0,1). Entdo

E[XAx] > E[XB],VB € B,.

Demonstragdo. Por definigao, para qualquer B € B, tem-se
E[X(Ax — B)] =E[(X —m)(Ax — B)], Vme€R.

Tome-se entio m = Fy'(p). Se Fx'(Ux) > m, entdo Ux > p, Ax = 1
e E[(X —m)(Ax — B)] > 0; se Fx'(Ux) < m, entio Ux < p,Ax = 0
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e E[(X —m)(Ax — B)] > 0; finalmente, se Fx'(Ux) = m, entdo E[(X —
m)(Ax — B)] = 0, pelo que o resultado é vélido. O

Finalmente apresenta-se o resultado sobre a subaditividade da medida
CVaR:

Proposicao 1. CVaR ¢ uma medida de risco subaditiva.

Demonstragao.

1
11—«

1
ES[X,a] = —— / Fil()dg = ——E[F (Ux) [y 5a)]

1
—FE[XA
T [XAx]

Em face do lema anterior, segue-se que

ES[X,a] = sup{E[XB]: B € B,}

l-«a
i.e., CVaR é o supremo da aplicagao X — ﬁE[XB], para B € B, pelo que
é sub-aditiva (uma vez que o lim sup é um operador sub-aditivo, desde que
ambos os limites estejam bem definidos).

O
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Capitulo 2

Produtos Financeiros

2.1 Produtos sem risco

O mercado financeiro esta inundado de diversos tipos de produtos. Produtos
como obrigagoes e agoes sdo-nos mais familiares. Quando se fala em opcoes, os
investidores nao profissionais tém menor conhecimento acerca do assunto. Mas
o setor financeiro tem vindo, nos ultimos anos, a disponibilizar aos clientes
produtos de investimento cada vez mais sofisticados.

A elevada complexidade técnica da maioria destas aplicacGes levou a que
fossem classificados como produtos financeiros complexos. Sao produtos fi-
nanceiros complexos alguns instrumentos financeiros como os (Contracts for
Differences (CFD), que nalguns paifses (como os E.U.A.) nem sequer sao le-
gais. Embora estes produtos possam gerar elevados retornos, os investidores
podem incorrer também em perdas superiores ao capital aplicado, ao invés dos
produtos mais conhecidos (como as agdes, obrigagoes ou opgoes). Os CFDs
nao sao objeto de analise no presente livro, pelo que se remete a sua defini¢ao
para literatura apropriada, como por exemplo Kristiansen (2004).

Os produtos financeiros complexos sao instrumentos financeiros cuja es-
pecial complexidade se encontra sobretudo associada a percepcao dos riscos
que o investimento neste tipo de produtos envolve. Essa dificuldade resulta do
facto de, sob a aparéncia de um instrumento financeiro tinico, o produto finan-
ceiro complexo incorporar riscos e carateristicas de dois ou mais instrumentos
financeiros de diferente estrutura e natureza.

19
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Alguns exemplos de produtos financeiros complexos, cujas principais ca-
racteristicas e riscos é possivel conhecer no guia de produtos financeiros com-

plexos da CMVM! sio:

e obrigagoes estruturadas;

e valores mobilidrios representativos de divida com possibilidade de perda
de capital;

e certificados;

e warrants auténomos;

e CFD ou Contracts for difference;

e solucgoes de protecao de taxas de juro ou caps;

e contratos de derivados sobre divisas ou ForexForward;

e fundos especiais de investimento mobiliarios e imobiliarios.

Nao cabe aqui neste livro falarmos de todos estes produtos. Ao invés, focar-
nos-emos nos que nos sao mais familiares, e em particular no tratamento de
opgoes (também conhecidas por derivados ou contingent claims). E mesmo
sobre estes produtos apenas falaremos no essencial, de forma a providenciar
algum conhecimento bésico. Informagao mais detalhada pode ser encontrada,
por exemplo, em Hull (2003) ou Kwok (2008).

Qualquer produto financeiro é na verdade um contrato, no qual é fixada
a sua duracdo (usualmente designada por maturidade do contrato). Estes
contratos podem envolver risco ou nao, o que leva a que os produtos financeiros
possam ser classificados numa de duas categorias:

e Sem risco (por exemplo, obrigacdes, certificados de aforro, depdsitos
bancérios)

e Com risco (por exemplo agoes de empresas, opgoes)

Tal como o nome indica, nos produtos financeiros sem risco o retorno do
investimento é assegurado. Tal facto nao implica necessariamente que seja um
investimento com retorno positivo. Por exemplo, dependendo da maturidade

1Comissao do Mercado de Valores Mobilidrios.
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do produto, a inflagao pode levar a que no final do investimento o valor do
retorno seja inferior ao valor do investimento.

De entre os produtos sem risco, destaca-se aqui as obrigacdes (bonds, na
literatura anglo-saxdnica). Uma obrigagao é um titulo de crédito, que confere
ao seu detentor o direito de receber periodicamente juros (cupons) e, numa
determinada data, o reembolso do capital. No contrato de venda de uma
obrigacao é estabelecido: o valor nominal, o preco de emissao, o valor do
reembolso e método de amortizacdo (correspondente & entrega periddica dos
juros). H4 vérios tipos de obrigaces, sendo a mais simples a obrigagio de
Ccupao zero:

Definicao 2.1. Numa obrigacdo de cupdo zero nao sao pagos juros periodi-
camente, pelo que na maturidade do contrato o investidor recebe o valor de
reembolso igual ao valor nominal.

Nos modelos mais simples é assumido que a taxa de juro, r, é constante
ou funcao deterministica do tempo. Neste contexto, se By e B,, designarem,
respectivamente, o investimento inicial e o valor do investimento ao fim de n
periodos (anos, tipicamente), entao a relacao entre By e B,, depende da forma
como os juros sao acumulados. Assim:

e Juros anuais: B,, = Bo(1+r)";
e Juros semestrais: B, = Bo(1+ 5)";
e Juros capitalizados k vezes no ano: B,, = By(1 + %)”k;

e Juros continuamente capitalizados: B,, = Bye"™.

Caso os juros néo sejam constantes, mas sim uma func¢ao do tempo, {r(t),t >
0}, entdo os célculos anteriores sdo facilmente adaptados. Por exemplo, se os
juros forem continuamente capitalizados, teremos:

B, = Boef‘; r(s)ds

assumindo que o integral anterior estd bem definido.

No caso de uma obrigacao ter associada a distribuicao de cupoes, entao o
calculo do seu valor é distinto. Por exemplo, se uma obrigagao a n anos, com
valor nominal B,,, com distribui¢do de cupdes no valor de C; no instante ¢;
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(j =1,2...,J), com juros continuamente capitalizados, entdao o seu valor no
instante 0 é: ;
By = B,e™ ™ + Z Cje
j=1

Caso os juros sejam capitalizados m vezes por ano, o fator e™" é substituido
por (1+ %)ﬂn

Para efeitos notacionais, seja B(t,T') o valor no instante ¢ de uma obrigagéo
de valor nominal 1 e de maturidade T. Obviamente que B(T,T) = 1. A spot
rate, aqui denotada por R(¢,T'), no caso de haver capitalizacdo continua dos

juros é dada por
In B(t,T)
R(t,T)=————=
(1,7) = -2

ou, equivalentemente:
B(t,T) = e~ (T7OE®T),

A taxa de juro desempenha um papel muito relevante na avaliacao dos
investimentos e no valor dos produtos financeiros. Para comparar retornos de
investimentos que ocorrem em instantes de tempo distintos, o seu valor tem
de ser descontado para o mesmo instante temporal. Por exemplo, assumindo
uma taxa de juro constante e continuamente capitalizada, se C; denotar o
retorno do investimento ¢ no instante ¢;, 1 = 1,2, entao estes valores deverao
ser comparados no instante presente, pelo que os seus valores descontados sao
Cre™ " e Cye™ "2, respectivamente.

2.1.1 Taxas de juro estocasticas

Quando se investe numa obrigagao, ha dois tipos de taxas de retorno que
podem ser usadas para determinar o valor do produto:

e O rendimento até o vencimento (yield to maturity) é a taxa total de
retorno que serd obtida na maturidade do contrato apds pagar o inves-
timento original.

e A taxa spot é o valor do retorno se se puder vender o titulo a qualquer
momento (até & sua maturidade), apds pagar o investimento original.

Enquanto que a primeira taxa é relevante para comparar produtos que sao
guardados até a maturidade, a segunda é usada para comparar produtos que
poderao ser comercializados no mercado a qualquer instante.
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Figura 2.1: Taxa LIBOR a 1 més

As taxas spot tém geralmente um comportamento muito varidvel, uma vez
que o valor do retorno de um titulo que se pretenda vender no mercado de-
pende fortemente da oferta e da procura do mesmo. Trata-se pois de uma taxa
fortemente influenciada pelas condigoes do mercado, pelo que nao é realista
assumir que é constante ou até fungao deterministica do tempo.

A Figura 2.1 ilustra precisamente a grande variabilidade das taxas de juro:
reporta-se & taxa LIBOR 2 a um més.

Estas taxas sao intrinsecas ao tipo de produto que se esté a negociar. Para
além das obrigagoes ou titulos, também sao muito relevantes nos mercados de
transacao de bens de consumo, de matérias primas e de cambio de moeda.

Uma vez que nao podemos realisticamente prever o comportamento futuro
de taxas de juro, é natural que se veja o processo de evolucao da taxa de juro
como um processo estocastico.

Existem diversos modelos estocasticos para as taxas de juro. Estes modelos
sao descritos por equagoes diferenciais estocasticas da forma:

dr(t) = p(r(t), t)dt + o(r(t), t)dW (t)

onde {r(t),t > 0} representa o processo (estocdstico) das taxas de juro (com
r(t) representando a taxa no instante t), W = {W(t),t > 0} representa o

2LIBOR. - London InterBank Offered Rate - é a taxa média interbancéria contra a qual
um grupo representativo de bancos se propoe efetuar empréstimos mutuamente no mercado
monetario de Londres.
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movimento Browniano padrao, e u e o sao fungdes com determinadas ca-
racteristicas e que dependem do modelo que se assume para a taxa de juro
3

De seguida apresentamos dois dos modelos mais frequentemente usados na
modelagao das taxas (estocdsticas) de juro.

o Modelo de Vasicek

Sob este modelo, o processo da taxa de juro estocdstica, {r(t),t > 0},
segue a seguinte dinamica:

dr(t) = a(B — r(t))dt + odW (t). (2.1)

O termo (8 — r(t)) é o fator de tendéncia e descreve a alteragdo na
taxa de juro por unidade de tempo; [ representa a média a longo prazo
(i.e, a longo prazo todas as trajetérias de r convergem para este valor).
a é usualmente designado por taza de reversio ¢ média (e caracteriza
a velocidade a que as trajetérias se aproximam do valor médio §), e o
representa a volatilidade.

Na Figura 2.2 ilustra-se o comportamento tipico de uma simulagao de
um processo cuja dindmica é descrita por 2.1.

Trata-se de um modelo com propriedades interessantes; em particular
é um modelo com tendéncia de reversao a média, o que significa que
embora as taxas de juro possam oscilar, nao podem aumentar ou dimi-
nuir indefinidamente (uma vez que a longo prazo deverdo aproximar-se
do valor médio). Em particular, os mercados financeiros e econémicos
mostram que quando as taxas de juro estao excessivamente elevadas, ha
pressao do mercado e da situacao econémica para as forgar a diminuir,
o que se traduz num comportamento de reversao a média.

Adicionalmente permite que as taxas de juro tomem valores negativos.

A equagao diferencial estocdstica 2.1 tem solugdo unica (no sentido pro-
babilistico), e é dada por:

t
r(t) = r(s)e_“(t_s)+5(1_€_a(t_8)+U/ e AW (u), s <t (2:2)
S

3Para mais informacdes sobre equacdes diferenciais estocdsticas, refere-se Braumann
(Braumann, 2005).
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dr,= 2(0.04 — r,)dt+0.2r,dW,

Figura 2.2: Trajetdria de um modelo de Vasicek, com o = 2, 8 = 4% e 0 = 0.2.
A curva central designa a taxa de retorno no instante ¢t = 0 e as curvas posteriores
representam as taxas de retorno em dois instantes de tempo posteriores. Fonte:
https://en.wikipedia.org/wiki/Vasicekmodel# /media/File:Zins-Vasicek.png

onde o integral em 2.2 é um integral de It6 (Shreve, 2004). Além disso:

Elr(@lr(9)] = ()= + 5 (1-e70) 225 2)

o2
Varlr(t)lr(s)] = 5 (1-¢2=9) (2.4)

2a
Finalmente, é possivel ainda derivar uma férmula para o preco de uma
obrigacao de cupao nulo quando a taxa de juro segue o modelo de Vasi-
cek: recordando que B(t,T') designar o preco de uma obrigagao de valor

unitario, com maturidade T no instante ¢ < T', entao:

B(t,T) = A(t,T)e " ®PET) (2.5)
com
1— —a(T—t)
P,T)=—°" (2.6)
[0
A(t,T) = ex (B—O—Q(B(t T—t)—U—QBQ(t T) (2.7)
b - e p 2a2 ) 4a b .

(vide Mamon (2004))

e Modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)
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Nesse caso a correspondente equacao diferencial estocéstica é:

dr(t) = a(B —r(t))dt + o/r(t)dW (1) (2.8)

em que os fatores a(8 —r(t)), § e o tém a mesma interpretagdo que no
modelo anterior. Ao contrario do modelo de Vasicek, neste caso o pro-
cesso apenas toma valores nao negativos. Tal como o modelo anterior,
também é um modelo de reversao a média, com:

Elr(t)|r(s)] = r(s)e =) + (1 — e T=H 2223 (2.9)

Varle(t)|r(s)] = r(s) (e = e720(T=0) 4 (2.10)
Bo?
%(1 _efa(Tft))2 (2'11)

Adicionalmente, a taxa de juro condicionada num instante anterior,

%, onde Y é uma
. . .~ . ~ "4 .
v.a. com distribuigdo Qui-quadrado nao central, com :25 graus de li-

berdade, e parametro de nao-centralidade 2cr(s)e~*(*=%) onde

r(t)|r(s), tem igual distribuigdo & varidvel aleatéria

2
a o2,
)

¢= (1 — e—a(t—s)

2.2 Produtos com risco

Em contraponto com os produtos sem risco, existem os produtos com risco, no
qual o retorno do investimento nao é assegurado. No ambito deste trabalho,
estaremos especialmente interessados em acoes e em derivados financeiros.
Um derivado (derivative ou contingent claim, em inglés) é um produto fi-
nanceiro cujo valor depende do valor de outros produtos (designado(s) por
ativo(s) subjacente(s)). Nesta categoria de derivados, destacam-se os contra-
tos forward, os futuros e as opgoes, assim como combinagoes destes produtos.

Os contratos de forward e de futuros sao produtos com uma estrutura
muito simples, que envolvem um comprador e um vendedor, no qual existe
um acordo sobre a venda futura de um produto por um preco acordado.
Os contratos podem envolver agoes, moeda estrangeira ou obrigagoes, mas
também podem envolver outro tipo de produtos (agricolas, como ragoes e
carne, ou outros, como petréleo, eletricidade, etc). Nestes contratos, T re-
presenta a maturidade e K o valor acordado de preco. No instante ¢ < T,
Vi, r(S(t),T — t) representa o valor deste contrato quando o valor do ativo
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subjacente no instante presente é S(t) e o tempo para a maturidade do con-
trato é 7 =T —t. A diferenca entre um contrato forward e futuro reside na
forma como sdo transacionados: os contratos futuros sao transacionados em
mercados existentes para este fim, enquanto que os contratos forward podem
ser transacionados em ambiente arbitrario.

Como referido anteriormente, estes contratos comportam risco no sentido
que o seu retorno nao é deterministico, como o exemplo 2.1 ilustra.

Exemplo 2.1. Um investidor compra um contrato de futuros, no qual se
compromete a comprar 1 milhao de délares daqui a 90 dias, pagando a taza
de cdmbio de 1 EUR para 1,13 $. O investidor tem lucro se e sé se na
maturidade do contrato a taxa de cambio do ddlar for inferior a acordada no
contrato. Mas seja qual for a taxa de cambio na maturidade, o investidor é
obrigado a cumprir o contrato de compra.

Um contrato de futuro ou de forward nao tem preco inicial, isto é, no
instante em que o contrato é redigido nao ha lugar a pagamento de qualquer
quantia. Na maturidade o contrato tem de ser honrado, havendo lucro sempre
para uma e s para uma das partes.

Em ambos os casos, os contratos de forward e de futuros obrigam ambas as
partes a cumprir o contrato. Pelo contrério, as opgoes dao o direito ao com-
prador da opcao de exercer ou nao, dependendo do preco do ativo subjacente
na altura.

Definicao 2.2. Uma op¢do de compra europeia € um contrato que dd ao
comprador da op¢ao (detentor da op¢ao) o direito de comprar na maturidade
T o ativo subjacente pelo preco K (preco de exercicio). Caso ndo exer¢a a
op¢ado, o contrato expira, sem mais nenhuma consequéncia.

Caso a opgdo seja de venda, entdo o detentor da opcao tem o direito
de vender na maturidade o ativo subjacente pelo preco de K. Nesse caso a
op¢ao diz-se ser uma opg¢ao europeia de venda. Caso estas opgoes possam ser
exercidas até a maturidade, entdo designam-se como opgoes americanas.

Existem outros tipos de opgoes (exéticas, asidticas, etc) mas as opgdes eu-
ropeias e americanas (de compra e de venda) sdo as mais comercializadas. Por
esse motivo este tipo de opgoes sao frequentemente designadas na literatura
e no meio financeiro por opgoes plain vanilla.

O retorno de uma opcao de compra europeia é dado por:

max{S(T) — K,0} (2.12)
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onde S(T) designa o preco do ativo subjacente na maturidade do contrato e
K o preco de exercicio. Para uma opg¢ao de venda europeia o retorno é dado
por:

max{K — S(T),0} (2.13)

As fungoes definidas por 2.12 e 2.13 denominam-se fungdes contrato. Qualquer
opcao tem associada uma func¢do contrato, que assim a define. Por exemplo
se X = Ig(ry<k, entdo X é na verdade uma opgao cujo retorno (unitério)
apenas ocorre caso o preco do ativo subjacente na maturidade tiver um prego
inferior a K.

Em muitas situagoes os investidores investem em véarios produtos financei-
ros. Uma carteira ou portfdlio é uma combinagoes de dois ou mais produtos
financeiros, e o seu valor resulta da soma dos valores de cada produto que o
compoe. Cada elemento do portfélio é designado por posicdo. Um investidor
tem uma posi¢do longa quando compra um produto, e tem uma posi¢do curta
quando vende. Consequentemente, um investidor tem uma posicao longa
numa opc¢ao de compra se comprar uma opgao de compra; tem uma posi¢ao
curta se vender um contrato de futuros.

H4 certas combinagoes de opgoes de compra e de venda que tém uma de-
signacgao particular. Por exemplo, um bull call spread resulta da compra de
uma opcao de compra e da venda de uma opgao de venda com a mesma matu-
ridade, com o mesmo ativo subjacente, mas com preco de exercicio superior.
Este tipo de estratégia é usada quando o investidor pensa que provavelmente
o valor do ativo subjacente vai subir moderadamente nos préximos tempos.
O retorno desta estratégia esta representado na Figura 2.3.

Ao invés, quando o investidor espera uma diminui¢ao do preco de um ativo
subjacente, investe num bear call spread, que resulta da compra de uma opgao
de compra e outra de venda sobre o mesmo ativo subjacente, com a mesma
maturidade, sendo o preco de exercicio da opgao de compra superior ao da
venda; ver Figura 2.4.

Quando as duas opgoes tém o mesmo ativo subjacente, a mesma maturi-
dade e mesmo prego de exercicio, entao diz-se que um investidor que detém
uma de cada tem um straddle call spread. Neste caso o investidor tem um
retorno positivo independentemente da variagao do prego do ativo subjacente.
O retorno é tao mais significativo quanto maior for a variagao (quer para va-
lores superiores quer para valores inferiores) do prego do ativo subjacente. O
retorno desta estratégia tem a forma apresentada na Figura 2.5.
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Figura 2.3: Retorno de um bull call spread.
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Figura 2.4: Retorno de uma bear call spread
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Vérias outras combinacoes de opcoes podem ser consideradas, dando ori-

gem a diferentes estruturas de retorno, e que refletem frequentemente as ex-

pectativas dos investidores. Para mais exemplos de estratégias, recomenda-se

a consulta de Hull (2003).

Frequentemente estas estratégias tém por objectivo proteger o investidor
face a potenciais perdas. Ao investir numa opg¢ao de compra, por exemplo, um

investidor limita as suas perdas (no maximo perde o valor do contrato, o prego
inicial que paga ao comprar a op¢ao), sendo os seus ganhos hipoteticamente
ilimitados. Mas se em vez de comprar apenas uma opc¢ao de compra, investir
também numa opgao de venda, de acordo com a estratégia de straddle , entao
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Figura 2.5: Retorno de uma straddle.

podera ter retorno positivo do investimento quer o prego do ativo subjacente
suba quer desga. Caso o prego do ativo subjacente suba, o retorno é inferior
ao que obteria caso tivesse investido apenas numa opc¢ao de compra. Este
exemplo ilustra que as estratégias de protegao ao risco sao eficientes, no sen-
tido que limitam as perdas, mas tém, em contraponto, a faculdade de reduzir
(ou até limitar) os ganhos.

Para finalizar esta secgdo, terminamos com o conceito de short selling.
Trata-se de uma estratégia financeira em que o investidor negocia agoes que
nao detém. Para o efeito, pede emprestadas agoes a um corretor, passando
imediatamente a dispor destas acoes como se fossem suas; por exemplo, pode
vende-las ao preco atual de mercado. No fim do contrato terd de cobrir a sua
posicao curta, comprando o mesmo numero de agées no mercado, de forma
a devolver ao corretor. Caso durante a vigéncia do contrato os detentores
das acoes tenham direito a dividendos, o investidor tera de pagar o valor
correspondente ao dividendo ao corretor.

Short selling é usualmente usado quando o investidor acredita que o preco
das agoes vai descer. Trata-se de uma estratégia arriscada, usual em épocas
de especulagao mas legal. Por exemplo, apds a crise financeira de 2008, os
EUA suspenderam, temporariamente, a atividade de short-selling, impondo
véarias restricbes, numa tentativa de controlar os danos da crise financeira.
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2.3 Preco de derivados financeiros

Ao contrério dos contratos de futuros ou de forward, o preco de uma opgao
nao é nulo (note-se que o retorno de uma opgdo é uma funcao ndo simétrica).
Este preco é geralmente fungao de varios elementos, dos quais se destaca:

e A wolatilidade (ou incerteza) do ativo subjacente, que impacta desde o
inicio do contrato até a maturidade do mesmo.

e A taxa de juro, assim como o seu comportamento (deterministica, es-
tocastica, sazonal, etc).

e Existéncia (ou nao) de dividendos, custos de manutengao ou outro tipo
de custos inerentes & agao e passiveis de serem imputados até a maturi-
dade do contrato.

e Comissoes e custos de transacao.

Para além destes fatores, é também de esperar que o preco da opcao dependa
do valor de exercicio K (por exemplo, quando maior for K, mais cara deve ser
uma opc¢ao de venda europeia; ao invés, quanto menor for K, maior deverd
ser o prego de uma opgao de compra europeia), da maturidade do contrato T
(sendo de esperar que quanto maior for T, mais caro serd uma opgao ameri-
cana; no caso de uma opgao europeia, esta relacao ja nao é tao clara).

Mas como se determina o preco de uma opgao? Este assunto tem inspirado
indmeros trabalhos, sendo o resultado de intimeros trabalhos cientificos. A
famosa férmula de Black-Scholes, que fez valer a Robert C. Merton e My-
ron Scholes o prémio Nobel da economia em 1997, é um dos exemplos mais
famosos.

Esta férmula foi inicialmente apresentada no final da década de 60 por
Fischer Black e Myron Scholes. Estes dois investigadores, apds terem ten-
tado, sem éxito, aplicar a férmula nos mercados, resolveram concentrar os
seus esforgos no meio académico. A férmula seria publicada em 1973 num
artigo intitulado ”The Pricing of Options and Corporate Liabilities”. Parale-
lamente Robert Merton publicou um trabalho, (Merton, 1973) sobre a andlise
matematica do modelo que Black e Scholes propuseram. Por altura do Prémio
Nobel, Black j& tinha falecido (em 1995). Ainda que inelegivel para o prémio
devido a sua morte, Black foi mencionado como contribuidor pela academia
sueca.
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Na seccao anterior apresentamos alguns conceitos béasicos sobre produtos
financeiros, sem nunca nos debrucarmos sobre o custo destes produtos. Nesta
seccao iremos apresentar alguns resultados preliminares e relagoes entre pregos
de opcoes, acoes e obrigagoes. Posteriormente, no Capitulo 4, apresentaremos
uma férmula para o prego de uma opgao, baseada precisamente no trabalho
de Black, Merton e Scholes.

Ao descrevermos uma opgao europeia de compra, por exemplo, vemos que
o seu retorno para o comprador da opg¢ao é sempre positivo, uma vez que a
opgao sb é exercida caso o prego do ativo subjacente seja superior ao prego de
exercicio. A questdo 6bvia é determinar o retorno para o vendedor da opgao.
Claramente que uma opc¢ao, assim como qualquer derivado, tem de ter um
precgo. Caso contrario o vendedor do derivado teria seguramente ou lucro nulo
(no caso da opgao néo ser exercida) ou prejuizo.

E efetivamente € isto que acontece: os derivados financeiros tém um preco.
No momento da compra da opgao, o comprador paga o devido prego ao ven-
dedor da opgao. No momento do exercicio, caso a opcao seja exercida, o
comprador tem retorno do investimento. Caso nao seja exercida, o compra-
dor nao tem retorno e por isso este investimento acarretou um prejuizo para
o comprador da opg¢ao e um lucro para o vendedor da mesma.

Mas qual é o preco correto de uma opgao? Esta questao é bastante com-
plexa em geral, havendo porém alguns resultados conhecidos para certo tipo
de opcoes. Mas antes de abordarmos como este preco é calculado, comegamos
por definir um conceito fundamental em financas: oportunidade de arbitra-
gem. Uma oportunidade de arbitragem surge quando é possivel fazer um
investimento com risco nulo. Do ponto de vista matemadtico, se V(t) designar
o valor de um investimento no instante ¢t e se V(0) designar o investimento
inicial, entao existe uma oportunidade de investimento se

P(V(t) > 0[V(0) = 0) =1

isto é, sem necessidade de investimento inicial (pois V(0) = 0), o retorno no
investimento é nao negativo com probabilidade um. Desta forma significa que
caso haja uma oportunidade de arbitragem, o investidor nunca perde dinheiro.

As oportunidades de arbitragem traduzem estados da economia nao acei-
taveis, e que nao sao admitidos em mercados regulados. Doravante consideram-
se as seguintes condicoes de mercado.

Hipdtese 1. O mercado financeiro € perfeito, i.e, ndo hd oportunidades de
arbitragem, os custos de transacao sao nulos, nao hd restricoes no numero
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de vendas ou compras, e short-selling € sempre possivel. A taza de juro de
empréstimos € igual a taxa de juro de depdsitos e € possivel vender ou comprar
um numero fraciondrio de agoes.

Com estas hipoteses, é possivel determinar relacoes de alguns derivados
financeiros. Como se verd, neste caso as ferramentas matematicas sdo muito
bésicas, mas em contraponto nao se consegue determinar precos de derivados
financeiros muito relevantes na economia mundial.

Os primeiros resultados estao relacionados com o retorno de qualquer pro-
duto financeiro e sua relagdo com o investimento inicial. A titulo ilustrativo,
esboca-se a sua prova, baseada em simples argumentos de nao arbitragem.

e Se dois portfélios, A e B, tiverem o mesmo valor num dado instante
T, entdo tém o mesmo valor para qualquer t < T (principio da nao-
domindncia).

Demonstragdo. Seja V4 (t) e Vi(t) o valor do portfélio A e B, respecti-
vamente, no instante ¢t. Sem perda de generalidade, suponhamos que
Va(t) < Vp(t). Entdo um investidor compra uma unidade de A e
vende uma unidade de B (recorrendo para tal ao short selling). Dessa
transagao resulta Vp(f) — Va(t), que o investidor coloca no banco, a
uma taxa de juro r. No instante T', o investidor tem o valor do portfélio
A, tem (Vp(t) — Va(t))e" ™Y > 0* no banco e precisa de devolver o
portfélio B ao short-seller (e pelo qual terd de pagar Vp(T')). Entdo o
seu lucro é:

Va(T) — Vg(T) + (Va(t) — Va(t)) e" T > 0

pelo que existe uma oportunidade de arbitragem.

Se se assumir, pelo contrério, que V4(t) > Vpg(t), entdo argumento
semelhante leva a conclusao de que existe uma oportunidade de arbi-
tragem. Consequentemente, como se assume auséncia de arbitragem,
Va(t) =Vp(t),Vt < T. O

Este resultado pode ser assim utilizado para definir o preco de um pro-
duto a custa de outro, caso se saiba que na maturidade dos contratos o
retorno ¢ igual.

4Sem perda de generalidade, assumimos nesta prova que existe capitalizacdo continua
dos juros.
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e Seja Vr(t) o valor de um contrato forward (para o qual a maturidade
é T e K é o valor do exercicio) no instante ¢, dado que atualmente o
preco do ativo subjacente é S;. Entao se o ativo nao pagar dividendos
nem custos ao longo da vigéncia do contrato, o valor do contrato é:

Ve(t) = S(t) — Ke "1

Demonstrag¢ao. Consideremos os seguintes portfélios:

Portfélio A: constituido por uma posigao longa de um contrato forward
(com maturidade em T e prego de exercicio K), e uma posi¢ao longa de
uma obrigagao de cupao zero, com valor K e maturidade T'.

Portfélio B: uma posicao longa de uma acao.

Ambos os portfdlios tém na maturidade o valor igual ao da agao, S(T).
Logo tém de ter o mesmo valor para qualquer instante, e igual a S(¢),
ie.,

Va(t) = Va(t) & Ve(t)+ Ke " T~ = (1)
O

e O prego de opgoes de compra (venda) americanas e europeias é de-
crescente (crescente) no prego de exercicio K. A demonstragdo segue
a linha de raciocinio das anteriores, usando um argumento de arbitra-
gem ao comparar os precos de duas opgoes com a mesma maturidade, o
mesmo ativo subjacente mas diferente preco de exercicio.

e O prego de opgoes de compra e venda (europeias e americanas) é convexo

no precgo de exercicio K.

Doravante utilizamos a seguinte notagao: os precos de opgoes de compra
americanas e europeias no instante t, com prego de exercicio K, maturidade
T e com ativo subjacente S, denotam-se, respectivamente, por:

Ct,St),T,K) ec(t,S(t),T,K).
De forma anéloga, para opgoes de venda:
P(t,S(t), T,K) e p(t,S(t),T,K).

O resultado que se segue é conhecido na literatura por put-call parity, e es-
tabelece uma relagao entre os pregos de opcoes de compra e venda europeias.
A sua demonstracao baseia-se no principio da ndo dominancia, anteriormente
descrito.
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Proposicao 2. As sequintes relagoes, designadas por put-call parity, sdo
vdlidas:

e Se o atiwo subjacente ndo pagar dividendos, os pregos das op¢oes de
compra e venda estdo relacionados da sequinte forma:

p(t,S(t),T,K)+S(t) =c(t,S(),T,K) + Ke "It (2.14)

e Caso haja lugar a pagamento de dividendos {D;,i = 1,...,n} nos ins-
tantes t < t1 < ty...<t, entdo a relagdo € da sequinte forma:

p(tSE), T, K)+8(t) =Y Die”" T = ¢(1,5(t), T, K) + Ke "0
=1
(2.15)

Demonstracao. Mostramos a prova de 2.14, uma vez que a de 2.15 é seme-
lhante. Para tal usamos o principio da nao-dominancia, atrds enunciado.
Consideremos entao dois portfélios, constituidos pelos seguintes componen-
tes:

e Portfélio A: uma opcao de compra europeia e Ke™ ™" dinheiro.

e Portfélio B: uma opgao de venda europeia e uma acao (do ativo subja-
cente).

Calculos triviais mostram que na maturidade o valor de cada um dos portfélios
é igual:

max(S(T), K)
Entao, pelo principio da nao-dominancia, o seu valor em qualquer instante ¢
terd de ser igual, de onde resulta 2.14.

O

Claramente que ha certos limites superiores e inferiores para os pregos
das opgoes. De seguida apresentam-se estes limites. As demonstragoes nao
sao apresentadas, mas todas se baseiam em argumentos de nao arbitragem
semelhantes aos atras apresentados.

e Se o ativo subjacente nao pagar dividendos antes da maturidade, entao:

S(t) — Ke " T < ¢(t,8(t), T, K) < C(t,S(t), T, K)
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e Uma opcao de compra americana com um ativo subjacente que nao
pague dividendos até a maturidade nunca deve ser exercida antes da
maturidade.

e Para opcoes de compra europeias:

prtrn o .50 T Ky) —clt. S0).T.K) _
Ky — K4

e Opcgoes de compra e venda americanas tém pregos crescentes com a
maturidade.

Estes resultados, cujas demonstragoes assentam num principio simples e
intuitivo (o principio de auséncia de arbitragem), ndo fornecem o preco de uma
opg¢ao, mas sim estabelecem relacoes e desigualdades a que este preco deve
obedecer. Por exemplo, decorre da put-call parity que apenas é necessario
estabelecer o preco de uma opgao de compra, por exemplo, dada a relagao
obrigatéria entre este e o preco de uma opgao de venda. Mas a questao
fundamental continua por resolver:

Como determinar o preco de uma op¢ao num mercado perfeito?
Esta questao serd o tema central dos proximos dois capitulos. No Capitulo

3 veremos um modelo em tempo discreto e no Capitulo 4 abordaremos um
modelo em tempo continuo, o famoso modelo de Black-Scholes.



Capitulo 3

Modelo Binomial

3.1 Introducao

No capitulo anterior vimos alguns conceitos e terminologia da giria financeira.
A base dos produtos financeiros com risco sdo as agoes, pelo que o estudo do
comportamento do preco das agoes é fundamental, uma vez que ira certa-
mente influenciar o retorno do investimento. Como influencia o retorno do
investimento, é também de esperar que tenha impacto no prego dos derivados
financeiros, tais como as opgoes de compra ou venda que vimos no capitulo
anterior.

Neste capitulo vamos explorar um modelo muito basico: o modelo bino-
mial, o qual serve de motivagao para o modelo mais conhecido da literatura (o
modelo de Black-Scholes). O modelo binomial é um modelo com tempo dis-
creto. Para evidenciar as diferengas em relacao a modelos em tempo continuo,
usaremos a notagao S; para indicar o valor de um processo estocastico no ins-
tante ¢, com t € N, em vez de S(t) (que reservamos para modelos em tempo
continuo).

Na préxima seccao introduzimos alguma notacao, a qual serd também
utilizada posteriormente, quando abordarmos o modelo em tempo continuo.

Na maior parte do capitulo consideram-se apenas varidveis aleatorias e
processos estocasticos uni-dimensionais. No contexto destes capitulos e do
ponto de vista matematico, o caso multi-dimensional tem um tratamento
semelhante mas com notacao mais complexa.

37
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3.2 Notacao e hipoteses

Seja (2, F, P) um espaco de probabilidades, e T € N. Considera-se ainda
{Fe,t €40,1,...,T}}, uma filtragem que descreve a informagao disponivel.

Uma filtragem é uma familia nao-decrescente de o-édlgebras (i.e., Fr = F
(onde T denota a maturidade dos contratos), com F; C F;y1), definidas em
F, onde usualmente Fy é a o-algebra trivial. Informalmente, F; descreve
a informacdo disponivel até ao instante ¢. Desta forma podemos considerar
que no instante zero nao hé informagao disponivel (pelo que nesse instante
apenas os conjuntos triviais ) e Q sao mensurdveis, i.e., Fo = {0,Q}), e que a
informacgao vai aumentando até ao instante 7.

Assume-se que o mercado financeiro é composto por um ativo sem risco
(tipicamente dinheiro no banco ou obrigagoes), e um ndmero finito de ativos
com risco. Os ativos com risco deste mercado constituem os titulos que sao
transaciondveis no mesmo.

O ativo sem risco é definido pelo seu processo de prego
SO ={sp,te{0,1,...,T}}

com S = 1 (sem perda de generalidade, assume-se que o valor nominal inicial
é unitério) e SY sendo uma varidvel aleatéria F;_j-mensuravel. Esta tltima
hipotese significa que o prego do ativo no instante ¢ é conhecido logo no
instante ¢t — 1, pelo que o investimento nao comporta risco, uma vez que se
sabe qual o retorno no instante prévio. Um processo com estas caracteristicas
diz-se ser um processo previsivel. Pode acontecer que SY seja Fy mensurdvel,
o que significa que o valor do ativo sem risco é deterministico; tal é o caso de
aplicacoes em depdsitos com taxas de juro definidas logo no inicio do contrato,
pelo que o retorno do investimento é conhecido no instante em que o contrato
(depdsito) é celebrado.

Definicao 3.1. Dado um espaco de probabilidades equipado com uma filtra-
gem, (0, F, (Fi)ten, P), um processo estocdstico (Xi)ien € previsivel se Xiqq
for mensurdvel com respeito a o-dlgebra F;, para todo ot € N.

A dinadmica do ativo sem risco depende apenas da taxa de juro. Se ;¢4
representar a taxa de juro entre os instantes t e t + 1 entao:

St0+1 =1 +7r441)S), t=0,1...,T—1.
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Note-se que se se admitir que, embora estejamos com um modelo em tempo
discreto, os juros sao capitalizados em tempo continuo, entao a relacao ante-
rior toma a seguinte forma:

Spoy =€t Sy t=0,1...,T—1.

Para que S seja um processo previsivel, entdo 7,411 tem de ser F; mensuravel

) i+ )
para qualquer t =0,1...,7T — 1., i.e., o processo das taxas de juro é também
um processo previsivel.

Pelo contrario, a evolugao dos ativos com risco comporta aleatoriedade.

Definicao 3.2. Um processo estocdstico (Xi)ien definido num espago de
probabilidades equipado com uma filtragem, (Q, F, (Ft)ien, P), € um processo
adaptado se e s6 se Xy € mensurdvel com respeito a o-dlgebra F;, para todo
ot.

Seja
St={sj,t={0,1...,T}}

o processo do preco do i-ésimo ativo com risco. Ao contrario de SY, S% nao é
previsivel, i.e., dada a informacao até ao instante ¢t — 1, quantificada em F;_1,
S; ndo é conhecido. Ao invés, S? é um processo adaptado. Por simplicidade,
frequentemente diremos apenas que um dado processo estocéstico é previsivel
ou adaptado sem referir em relagao a que espago de probabilidades e filtra-
gem. Salvo indicagao contraria, caso deveremos interpretar como a filtragem
natural.

Definicao 3.3. Dado um processo estocdstico em tempo discreto, (Xi)ien,
com Xy : Q = S, com (S,%) sendo um espago mensurdvel e (Q, F,P) um
espago de probabilidades, a filtragem natural de F em rela¢ao ao processo
estocdstico é definida como (F{X)ien, onde

FX=o{X;'(A)]j<t,Aex},

i.e., para cada t € N, F;X é a menor o-dlgebra em Q que contém todas as pré-
imagens de subconjuntos de S que sao Y-mensurdveis, para todos os instantes
até t.

Um dos conceitos frequentemente referidos em problemas financeiros, ja
informalmente mencionado no capitulo anterior, é o de portfdlio (ou carteira).
No presente contexto, um portfélio é um processo estocdstico

(n,0) ={(n:,6:),t=0,1..., T}
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adaptado & filtragem {F;,t =0,1...,T — 1}, e que toma valores em R x R,
onde d designa o ntmero de tipos distintos de ativos com risco. Neste caso,
7 denota o nimero de ativos sem risco (por exemplo, se 172 = 1000, entao
significa que o portfélio no instante ¢ = 2 detém 1000 EUR em obrigacoes
ou, de forma equivalente, 1000 EUR em depésitost). Por seu turno, se 0y =
(03,03,03) = (1;0,3;0,4) entdo significa que no mesmo instante o portfélio
detém 1 acao de um certa empresa, 0,3 de outra empresa e 0,4 de uma terceira
empresa.

Note-se que nao ha restrigoes nos valores que o portfélio pode assumir.
Em particular:

e 7; < 0 significa que o dono do portfélio tem um empréstimo no instante
t no valor de ny;

e 0! < 0 significa que o dono do portfélio tem uma posi¢ao curta do ativo
1 no instante ¢.

Além disso quer o nimero de posi¢oes em ativos sem risco quer com risco
pode ser fraciondrio (o que significa que se pode deter um numero fracionario
de agoes). Por exemplo, se no instante 1, o portfélio for constituido por
(m,01) = (-10;0,5;2,5; —0, 3), significa que neste instante hd um empréstimo
de 10 unidades, que detém 0.5 agoes da primeira empresa, 2.5 agoes da segunda
empresa, e que tem emprestada (por short-selling, por exemplo) 0,3 agoes da
terceira empresa. Ao fechar o portfélio (i.e, quando os contratos terminarem,
na maturidade), o detentor deste portfdlio terd de pagar o empréstimo (sendo
o valor atualizado face & taxa de juros) e devolver 0,3 agdes da terceira empresa
ao short-seller; caso esta empresa tenha pago dividendos neste periodo, terd
ainda de devolver o valor dos dividendos devidamente capitalizado (tendo em
conta a taxa de juro, o valor dos dividendos e quando foram atribuidos tais
dividendos).

Para cada instante ¢, define-se a seguinte variavel:

d
VI =SP4 3038 (3.1)

i=1

que designa o valor do portfélio (n, ) no instante t.

1Sem perda de generalidade, assume-se que o valor nominal de uma obrigacio ou o valor
de um depdsito é unitario.
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Defini¢ao 3.4. Um portfdlio (n,0) diz-se ser auto-financiado se
d
0 0 i Qi i
VIO VI =y (S) = SP0) + Y 0i(S] — Sia) (3.2)
i=1

i.e., nao existe nem inje¢ao nem retirada de dinheiro (uma vez que o valor do
portfélio so se altera devido as alteragdes dos valores dos ativos que constituem
0 mesmo).

Consequentemente, num portfélio auto-financiado nao ha nem injecao de
dinheiro nem utilizagdo do lucro resultante nalgum instante. A compra de
novos ativos tem de ser totalmente financiada pela venda de ativos disponiveis
no portfélio.

O problema fundamental na area da matemadtica financeira é a deter-
minagao do preco de derivados financeiros. Ao longo deste trabalho usar-se-4
as designacgoes derivados e opgoes indistintamente.

Definicao 3.5. Um derivado financeiro é um processo estocdstico X da forma
X = g(S), em que S designa o processo estocdstico do preco do(s) ativo(s)
subjacente(s) e g é a fungdo contrato.

A interpretacdo de um derivado financeiro é a seguinte: é um contrato
que estabelece que o seu comprador recebe um valor, fun¢ao do(s) ativo(s)
subjacente(s) no seu término. Estes contratos podem depender apenas do
valor do(s) ativo(s) no instante T (i.e., X = ¢g(Sr)), onde St é o valor do
ativo no instante T', ou podem depender do valor do(s) ativo(s) em instantes
anteriores (por exemplo, X = g(S,t € {1,2,...,T}).

Por exemplo, se g(s) = max[s — K,0], entdo X = ¢(Sr) representa o
contrato relativo a uma opgao de compra europeia. Por outro lado, se:

T
1
X :max[ﬁZSi - K, 0]

i=1

entao X representa um derivado para o qual na maturidade o retorno depende
de todos os valores registados para o ativo subjacente. Nao se trata de uma
opgao europeia, embora a funcdo contrato tenha algumas semelhancas.

Para um derivado financeiro X, seja I1(¢; X) o preco no instante t. Em
consequéncia do principio da nao arbitragem, temos a seguinte relagao trivial:

(T; X) = X
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onde T designa a maturidade do derivado, i.e., o prego de um contrato na sua
maturidade é exatamente igual ao seu retorno. A questao é entdo determinar
II(t; X),t < T — 1, i.e., determinar o preco do contrato X para qualquer
instante anterior a maturidade.

Uma das estratégias possiveis para determinar o prego de uma opgao é
encontrar um portfélio (uma combinagdo de um ativo sem risco com agoes)
cujo retorno na maturidade seja igual ao retorno da opgao, com probabilidade
um. Se tal acontecer entao, pelo principio da nao dominancia, o prego deste
derivado é exatamente igual ao preco do portfélio. Mas nesse caso a questao
relevante é: Serd que € possivel construir portfolios que retornem exatamente
o mesmo valor que o derivado X ?

De forma a responder a esta questao, considera-se a seguinte definicao:

Definicao 3.6. Um derivado financeiro X € replicavel se existir um portfolio
(n,0) tal que:
Vj(ﬂ"]ﬁ) =X

com probabilidade 1. Se todos os derivados financeiros forem replicdveis, entao
o mercado diz-se ser completo.

Consequentemente, se um derivado for replicavel, tal significa que do ponto
de vista estritamente financeiro nao existe nenhuma diferenca entre comprar
o derivado ou investir no portfélio. Na verdade:

Proposicao 3. Se um derivado financeiro X for replicdvel pelo portfolio
(n,0), entao:

(s X) = "7, t€(0.7]
Qualquer outro valor levard a oportunidades de arbitragem.
A demonstragao é trivial, invocando apenas o principio da nao dominancia

apresentado no Capitulo 2.

3.3 Modelo binomial uni-dimensional

Nesta seccao apresentamos o modelo binomial mais simples, que envolve ape-
nas o prego do ativo sem risco (que pode ser uma obrigacdo ou empréstimo ou
depésito bancério) e um ativo com risco (uma ou uma fracdo de agao). Mais
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tarde veremos como este modelo pode ser estendido a um portfélio mais com-
plexo, com vérios tipos de agoes, por exemplo. Além disso admitimos apenas
opgoes cuja funcao contrato depende apenas do valor do ativo subjacente na
maturidade, i.e.,

X =g(Sr)

Este tipo de contratos é usualmente designado por contrato simples.

O ativo sem risco, S® = {SY,t = 0,1,...,T} tem uma evolugao deter-
ministica, com:
Sy=1, SV=1+r

onde r representa a taxa de juro, que neste contexto se assume deterministica
e constante. Além disso, considera-se que a capitalizagao do juro decorre ao
mesmo ritmo que a unidade temporal considerada. Tal significa, por exemplo,
se T designar o nimero de meses do contrato, r é a taxa de juro mensal.

Pelo contrario, o preco da agdo, S' = {S},t =0,1,...,T}, varia aleatori-
amente ao longo do tempo, e o modelo que se considera é o seguinte:

1 1 1
So =8, Spy1=5Ztn

onde {Z;,t =1,...,T} é um conjunto de v.a. independentes e identicamente
distribuidas, com P(Z; = z) = pliz—u} + (1 — p)l{z—a}, onde u,d € R.
Consequentemente, o valor deste portfélio nos instante t =0 e t = 1 é dado
por:

V"D =g+ 0os, VP =q0(1+ 1) + s 2y

Proposicao 4. O modelo binomial nao tem portfolios de arbitragem se e so
se:

d<l4r<u. (3.3)

A equacgao 3.3 tem a seguinte leitura econémica: o retorno do investimento
num produto com risco ndo pode dominar (caso contrario nao haveria interesse
em investir em aplicagoes sem risco) nem ser dominado pelo retorno de uma
obrigagao (caso contrario ndo haveria interesse em investir em agoes).

Demonstracdo. Comecemos por provar que auséncia de arbitragem implica
3.3. Sem perda de generalidade, assumimos que 7' = 1. Suponhamos, por
contradi¢do, que 3.3 ndo se verifica, e que, por exemplo, 6y(1 + r) > Opu.
Entéao 0(1 + d) > 6pd, pelo que o seguinte portfélio leva a uma situacdo de
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arbitragem: (no,60) = (6o, —1) (de forma a que o valor inicial do investimento
seja nulo), i.e., short-sell uma agéo, vendé-la e investir o dinheiro resultante no
banco. Entao embora o valor do investimento seja zero, o valor deste portfélio
no instante 7' =1 é:

Vl(n’e) = 90(1 + ’l“) — 0021 > 90(1 + 7") —6pd >0
com probabilidade 1, o que mostra uma oportunidade de arbitragem.

No sentido contrério, suponhamos que 3.3 é satisfeita. Seja ainda (7, 6)
um portfélio, composto inicialmente por 8y acoes e 179 = —6ps em ativo sem
risco, a que corresponde o valor inicial 1y 4+ fps = 0. No instante 7' =1 o
valor deste portfolio é:

V0 — gy x JU T T A=
d—(l—l—’l“), Z1=d

pelo que caso 6y > 0, o portfélio sé seria um portfélio de arbitragem se
u—(14+7r)>0ed—(1+7) >0, 0 que contraria a hipdtese. Se 6y < 0, o
portfélio sé seria um portfélio de arbitragem se u—(1+r) < 0ed—(1+r) < 0,
0 que contraria a hipdtese. O

Em face do resultado anterior, decorre que o sistema de equagOes a um
passo:

(14 7)no + suby = g(su) (3.4)
(14 7)no + sdfy = g(sd)

tem uma e uma sé solucao, a qual é dada por:

1 ug(d) — dg(u)

n0:1+r u—d (36)
0o = éw (3.7)

pelo que o mercado é completo, i.e., qualquer derivado financeiro X pode
ser replicado por um portfélio consistindo num investimento inicial de ny =
ﬁiug(diiig(“) obrigacoes e 0y = %757(“3:3([1)

consideragoes anteriores que o prego deste derivado, I1(0; X), é igual a:
1 ug(d) —dg(u) = (1g(u)—g(d)
VU»G — _
0 1+r u—d + s u—d y

- 7 (g + S )

acgoes. Além disso, decorre de
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Este argumento pode ser repetido para um instante arbitrario t < T'. Note-se
que para um tempo arbitrario ¢, a construcao do processo estocastico do preco
do ativo subjacente com risco leva a que:

Sy =su¥dY, Y=0.1,...,t

onde Y denota o niimero de subidas que ocorreram até ao instante t. E em face
das hipéteses sobre a evolugao do preco do ativo, vem que Y tem distribuicao
binomial, de pardmetros ¢ e u, o que motiva o nome deste modelo (modelo
binomial).

Célculos semelhantes aos do caso t = 1 levam ao seguinte resultado para
construcdo do portfélio de réplica para um instante arbitrdrio ¢ < T (a de-
monstracao desta proposicao segue as linhas do caso t = 1, podendo ser
encontrada em Bjork (2009)).

Proposicao 5. O portfdlio de réplica (n,0) = {(n,60:),t = 0,1,...,T} do
derivado financeiro X € dado por:

1 wV(k) —dVi(k +1)

ne(k) = T+r — (3.8)
=g 69

onde n:(k) (0:(k)) designa o nimero de ativos sem (com) risco no instante t
quando ocorreram k subidas do preco do ativo subjacente até esse instante, e
Vi(k) designa o valor do portfdlio no instante t, tendo ocorrido k subidas. Os
valores de Vi (k) podem ser calculados recursivamente da sequinte forma:

Vik) = 7 (@Vira (b + 1) + (1 = qu)Vira (K)) (3.10)
Vi (k) = g(su*d" ) (3.11)
qu:71;:i;d; delfquziu;(i;r)- (3.12)

Em particular o preco do derivado X no instante 0 € dado por:

H(O;X)<1+r> Ztﬂitﬂ Fg(sutd"")

No exemplo 3.1 ilustra-se a aplicacao destes cédlculos.
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Exemplo 3.1. Considere-se uma opg¢ao de compra europeia, com preco de
ezercicio de 100 EUR , com maturidade de 4 meses. O preco atual do ativo
subjacente € de 100 EUR, a taza de juro é de 0% e o ativo pode subir 6,04%

ou descer 5,69%. Considera-se um modelo binomial, com intervalo temporal
de um més.

Neste caso o preco do ativo subjacente toma os sequintes valores possiveis:

Este tipo de estrutura designa-se usualmente por drvore recombinante. Se
o numero de intervalos temporais considerado for W, entdo na maturidade o
numero de resultados possiveis para o pre¢o do ativo subjacente ¢ W 4 1.

Usando as formulas anteriores, o prego deste derivado em cada um dos
nos da drvore € o sequinte:
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De onde se conclui que no momento presente, quando o preco da acdo €
de 100 EUR, o wvalor desta op¢ao daqui a 4 meses € de 6,13 EUR.

Obviamente que o nimero de perfodos que se consideram (que no caso
anterior foi 4), assim como o tipo de capitalizagdo da taxa de juros, tem
impacto no valor que se atribuiu a opcao. Por exemplo, se em vez de se
considerar 4 instantes de avaliagdo (um por cada més) se considerasse 24
periodos, o valor desta mesma opgao seria aproximadamente 6,24 EUR.

3.3.1 Medida de risco neutro

Uma das consequéncias da equacao 3.3 é que o fator (1 + r) pode ser visto
como combinagao linear convexa de u e de d, i.e.,

1+r=qu+(1-q)d
com ¢ > 0, pelo que se define uma fungao de probabilidade:
QZ=u)=q, QZ=d)=1-gqy

com ¢, dado por 3.12.
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Calculando o valor esperado de S; (o valor do ativo com risco no instante
1) em relac@o a esta medida de probabilidade, temos que:

1
EQ[S)] = itr (gsu+ (1 —q)sd) =s
pelo que obtemos a seguinte relagao:

_ 1
T 147

s ECQ[S,].

Esta féormula mostra que o prego atual da acao pode ser visto como o valor
esperado descontado do preco da acdo amanha. A medida de probabilidade
Q designa-se por medida de martingala.

Usando esta nova medida de martingala, podemos calcular o prego de um
derivado financeiro, usando uma férmula alternativa mas equivalente a que
resulta da aplicacao da Proposicao 5:

Proposicao 6. O preco de um derivado financeiro X com fung¢ao contrato g
no instante inicial 0 € dado por:

1
1+7r

m0:) = ( )TEQ [9(S(T)]

onde @ designa a medida de martingala anteriormente definida. Em particu-
lar,

1 T T
T1(0; X) = ( ) > (T)ah(1 = qu)" Fg(subd™F)

147 P

3.3.2 Opcoes americanas

O modelo binomial atrds apresentado refere-se a opgoes europeias, isto é,
opgoes em que o detentor do contrato decide sobre o exercicio da mesma no
instante da maturidade. Mas serd que se pode adaptar alguns dos resultados
quando a opcao é americana, podendo ser exercida em qualquer instante até
a maturidade?

Proposicao 7. Para uma op¢ao americana de compra cujo ativo subjacente
nao paga dividendos nunca € optimo exercer antes da maturidade.

Demonstragao. Para demonstrar este resultado, vamos provar que o prego de
uma opcao europeia de compra é igual ao prego de uma opgao americana de
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compra quando nao héa lugar a distribuicao de dividendos, o que prova que
nao deve ser exercida antes da maturidade. Para isso vamos admitir, por
contradicao, que o preco da op¢ao americana é superior ao prego da corres-
pondente europeia, i.e., vamos admitir que

¢(0,5(0), T, K) < C(0,5(0), T, K)

que, por simplicidade de notacao, vamos designar simplesmente por ¢ e C.
Entao considere-se a seguinte estratégia, assumindo que o exercicio da opgao
americana ocorre antes da maturidade.

e Vender a opgdo americana e comprar a europeia. Investir C' — ¢ no
banco, a uma taxa de juro r;

e Quando o comprador da opcao americana decidir exercer num instante
t < T, short-sell uma agao (do ativo subjacente), que serd dada ao
comprador da op¢ao, recebendo em troca K. Colocar este valor recebido
no banco.

e No instante T" decidir sobre a opgao de compra europeia:

— se S(T) > K, exercer a opcao, retornar a agdo ao short-seller.
Nesse caso o lucro é:

(C—c)e" + KTt —1)>0

— Se S(T) < K, a opgao nao é exercida. Nesse caso terd de comprar
uma acao, por um valor inferior a K, de forma a devolver ao short-
seller. O lucro é entéo:

(C—c)e T+ KeTP—S(T)> (C—c)eT + KTt =1)>0

Em ambos os casos ha hipdtese de arbitragem pelo que nao é possivel
considerar exercicio antecipado.

O

Outra forma de enunciar o resultado da Proposicao 7 encontra-se na préxima
proposicao.

Proposigao 8. O prego de uma op¢ao americana de compra em que ndo hd
pagamento de dividendos € igual ao correspondente opc¢ao europeia.
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No caso de haver lugar a pagamento de dividendos, o argumento anterior
pode falhar porque o valor do dividendo pode ser tal que seja étimo que o
exercicio ocorra antes da maturidade.

No caso de opgoes de compra, pode ser 6timo exercer antes da maturidade,
mesmo no caso de nao haver direito a pagamento de dividendos.

Exemplo 3.2. Considere-se um modelo binomial para uma opg¢ao de venda
americana com prego de exercicio 100 EUR, para uma maturidade de T' = 3
meses, cujo ativo subjacente atualmente vale 100 EUR. O prego do ativo pode
subir por um fator de 25% ou pode descer, por um fator de 20%. A taza de
Jjuro mensal € 0,01.

Para esta opcdo, a sequinte estratégia € otima: nao exercer ao fim do
primeiro més; exercer no sequndo meés caso se registe uma descida do preco
da agao (e nesse caso o retorno serd de 36 EUR). O preco deste derivado é
15,91 EUR.

E possivel estender estes resultados ao caso de que a opgao seja escrita
como dependente de varios ativos. A abordagem e os resultados sdo seme-
lhantes aos aqui apresentados para o caso unidimensional. Sugere-se a leitura
de Bjork (2009).

3.4 Abordagem probabilistica

Antes de apresentar a abordagem probabilistica dos precos dos derivados fi-
nanceiros, apresenta-se um pequeno resumo dos conceitos mais relevantes so-
bre martingalas em tempo discreto.

3.4.1 Valor esperado condicionado

O conceito de valor esperado condicionado é central em Teoria da Probabili-
dade. Na determinagao do prego de um derivado financeiro desempenha um
papel fundamental. Nesta seccao apresentamos os conceitos e propriedades
mais relevantes, indicando algumas referéncias bibliograficas onde o assunto
é explicado com mais detalhe.

Seja Z uma varidvel aleatdria definida num espaco de probabilidades (2, F, P),
F-mensuravel, i.e.,

{we: Z(w)<z}eF, VzeR
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De forma similar, define-se a o-algebra gerada pela varidavel Z, que se denota
por FZ, como sendo a menor o-algebra para a qual todos os acontecimentos
{we Q: Z(w) < 2} sao FZ-mensurdveis. Por esta razdo, a o-algebra gerada
pela v.a. Z contém toda a informacao sobre Z.

Uma v.a. Z, F-mensuravel, é integrdvel se E[|Z]] < 0o, o que equivale a
exigir que E[ZT] < 0o e que E[Z7] < oo (onde a™ e a™ representam a parte
positiva e negativa de a, respetivamente). Desta forma:

E[Z] = E[Z*] - E[Z7]

estd bem definido e toma valores em R. Doravante assumiremos que as v.a.
referidas no texto sao mensuraveis e integraveis, exceto mengao em contrario.

Definicao 3.7. Dada uma v.a. Z integrdvel e mensurdvel com respeito a
sigma-dlgebra F, e G C F, o valor esperado condicionado de Z dado G, que
se denota por’ Y = E[Z|G] € tal que:

o FY C F (i.e., o valor esperado condicionado de uma v.a. ndo contém
mais informagdo que a contida na o-dlgebra F);
e Y ¢ G-mensurdvel;

e Y satisfaz a sequinte relacdo:

E[ZlA] = ]E[YlA], VAeg

A questao que naturalmente se levanta é a existéncia e unicidade de valor
esperado condicionado. A proposigdo que se segue assegura que a resposta a
ambas as questoes é afirmativa.

Proposicao 9. Nas condicoes da defini¢do anterior, a v.a. Y € unica, no
sentido que caso exista uma v.a. W nas mesmas condicdes, entao

Pwe:Y(w) =W(w)) =1

A demonstragao deste resultado assenta em resultados classicos de Teoria
da Probabilidade, mas relevamos a sua prova para referéncia apropriada, por
exemplo, Mikosch (1998).

O valor esperado condicionado de uma v.a. Z pode ser interpretado como
uma versao grosseira da prépria v.a., no sentido que ambas coincidem nalguns
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conjuntos A (conjuntos esses que tém de ser elementos da o-dlgebra), mas nao
em todos.

Mas esta definicao nao é construtiva, e nalguns casos calcular o valor es-
perado condicionado é complexo e nao se reveste de interesse. Obviamente
que caso G = FX, entdo:

EX|FY] =X

Na verdade, para efeitos do cédlculo estocédstico relevante na determinacao
de precos de derivados, as propriedades do valor esperado condicionado sao
mais relevantes que o seu calculo. De seguida enumeram-se estas proprieda-
des, omitindo a sua demonstragao. Para um tratamento mais aprofundado
de valores esperados condicionados, referem-se os seguintes textos: Williams
(1991), Rao (2005), Bogachev (2007), por exemplo.

Proposicao 10. Seja (2, F, P) um espaco de probabilidades, e G C F uma
o-dlgebra. Assumindo que todas as varidveis aleatdrias de sequida sdo in-
tegraveis e F-mensurdveis, e que as igualdades e desigualdades sao interpre-
tadas no sentido de quase-certamente com respeito a medida de probabilidades
P, entao:

o Aditividade: E[X +Y|G] = E[X|G] + E[Y|G]

e Monotonia: se X <Y entio E[X|G] < E[Y]|F]

o Se a é G-mensurdvel, entao ElaX|G] = aE[X|G]. Em particular, se X
for G-mensurdvel, entao E[X|G] = X.

e Independéncia: se G for independente de FX, entio E[X|G] = E[X]?.
e Valor esperado iterado (Tower property): Se H C G entdo

E[E[X|G]|H] = E[X[#]

o Desigualdade de Jensen: se f: R — R for uma fungao convexa, entdo

fE[X]|G]) < E[f(X)[F].

2Duas o-dlgebras F e G sdo independentes se para qualquer F € F e G € G, P(FNG) =
P(F)P(QG), i.e., dados dois elementos quaisquer de cada uma das o-dlgebras a probabilidade
da intersegao é igual ao produto das probabilidades individuais.
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3.4.2 Martingalas em tempo discreto

Um dos conceitos fundamentais em matematica financeira, e que esta intima-
mente ligado & auséncia de arbitragem, é a definicdo de martingala.

Doravante considera-se um espaco de probabilidades (€2, F, P) e uma fil-
tragem {F;,t < T}, com F; C F. Além disso, exceto em mencao contréria,
assume-se que todos os processos estocasticos mencionados no texto estao
adaptados & filtragem em questao.

Definicao 3.8. Um processo M = {M;,t =0,1...,T} é uma (F, P)-martin-
gala (respectivamente (F, P) sub martingala (F, P) super martingala) se M
for P-integravel para qualquer t < T, e se:

E[M;|Fia] = (<, 2) My, VE<T. (3.13)

Em termos formais, a propriedade de martingala diz sempre respeito a
uma filtragem, mas frequentemente quando se classifica um processo como
sendo martingala, omite-se em relacao a que filtragem se considera.

Uma martingala é pois um processo estocdstico com valor esperado condi-
cionado constante. Os seguintes casos sao exemplos de martingalas.

e Seja Y uma varidvel aleatdria integravel no espago de probabilidades
equipado com uma filtragem (2, F, P, {F;}). Considere-se agora a se-
guinte construcao do processo estocastico X:

X; =E[Y|FR],t>0

Entao X = {X;,t > 0} é uma martingala em relagdo a filtragem { F;, ¢ >

0}.

e Se X for um processo com incrementos independentes num espago de
probabilidades equipado com uma filtragem, (Q, F, P, {F;}), com valor
esperado constante, entao X é uma martingala.

Em resultado da desigualdade de Jensen para valores esperados condicionados,
o seguinte resultado ocorre:

Proposicao 11. Seja X uma martingala e f uma fun¢do convexa (concava)
tal que f(Xy) € integrdvel para todo o t. Entdo o processo {f(X:),t > 0} €
uma submartingala (supermartingala,).
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Se X for uma submartingala e se f for uma fun¢ao convexa, nao decres-
cente, com f(X;) integrdvel para todo o t, o processo {f(X:),t > 0} € uma
submartingala.

Num intervalo finito [0, T] qualquer martingala é da seguinte forma:
X: = E[X7|F]

No caso do intervalo ser infinito, o resultado nao é necessariamente verdadeiro.

3.4.3 Determinacao do preco via martingalas

No modelo binomial o prego de um derivado financeiro foi obtido recorrendo a
um portfélio de réplica. Ou seja, no caso do modelo ser completo (que é o caso
do modelo binomial), qualquer derivado financeiro pode ser replicado por um
portfélio de ativo sem risco e de ativos com risco, no sentido que o processo
de ganhos e/ou perdas obtido no investimento no portfélio é exatamente igual
ao obtido caso se invista no derivado financeiro. Um simples argumento de
arbitragem implica entao que o preco de ambos tera de ser o mesmo.

A condigao:
d<l4+r<u

equivale a auséncia de arbitragem. Para além disso, decorre trivialmente que

1+r—d u—(1+47r)

@= u—d = u-—d

)

define uma distribuigao de probabilidades. O seguinte resultado, muito sim-
ples de provar, na verdade revela-se essencial no tratamento de derivados
financeiros com uma abordagem probabilistica, permitindo usar resultados
referentes a martingalas.

Proposicao 12. O processo {(:Lfi’%)t’t < T} é uma martingala em relagdo @
distribuicdo de probabilidades Q).

Demonstracao. Claramente que {ufi;)t,t < T} é adaptado & o-dlgebra ge-
rada por {Z;,t < T} (onde Z;, tal como definido anteriormente, toma os
valores u ou d, com probabilidades ¢, € ¢4 = 1 — qu, sob a medida @, res-

¢
} < Sy (1“?) < o0, uma vez que S; < Spu!

petivamente), com E H(liitr)t
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com probabilidade 1. Por isso resta apenas verificar a propriedade do valor
esperado condicionado.

EQ [St“ ]-"] —E? [ B _ iyt |]:t:|

(14r)tt1 " (I+r)t1l+r
S Zis1 Sy Zisa
- (1+r)tEQ {1+r|ft} - (1+r)t]EQ [1+r]
5 u 1+r—d d u—(1+r)
(1 4r)t <1+r (u—d) +1—|—7‘ u—d )
(1)t

onde E? designa o valor esperado em relacao a distribuicao de probabilidades

Q. O

A distribuicdo de probabilidades ) é designada por medida de martingala
ou medida de risco neutro. E nas condigoes enunciadas, esta medida existe e
é unica.

Logo a seguinte relagao é valida:

St St+1
TE {(H:)mm} : (3.14)

Esta relagdo tem uma interpretagao muito clara: assumindo a medida de
probabilidade @, o valor esperado descontado do preco do ativo do préximo
instante é igual ao valor descontado do prego atual.

Mas a propriedade de martingala estende-se também ao préprio derivado
financeiro, X, como a seguir se refere.

Proposigao 13. Seja N o ndmero de passos de um modelo binomial. Entdo

?ﬁfﬁ?,n < N} é uma

o valor descontado de um derivado financeiro X, {

martingala, para o qual:

O X) o {H(n+l;X)| ]

(147 (14 r)ntl
pelo que, em particular, o preco do derivado X no instante n € dado por:
1
M(n; X) = —————E9[g(Sn)|S 3.15
(0 X) = [ Ela(Sn) 50 (3.15)

onde g designa a fun¢do contrato e Sy € o valor do ativo subjacente na ma-
turidade.
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Corolario 1. Tendo em conta a dinamica assumida para o processo do preco
do ativo subjacente, que, sob a medida de probabilidade Q = (qu,qa), € tal que
P(Sp41 = Spu) = qu € P(Sp+1 = Spd) = qa, o preco de um derivado X no
instante inicial, quando o valor do ativo subjacente € Sy, € igual a:

N
0:X) = o S0 () a1 — )y (S d™™) . @1o)
k=0

Exemplo 3.3. Considere-se o exemplo anterior mas agora supondo que se
trata de uma op¢dao de compra europeia.

Para esta situacgao, a distribuicao de probabilidades de martingala € igual
a Q= (FRE=02 =0,4667; 1 — 0,4667), pelo que
1 \?
(0; X) = E©
©03) = (157) B<la(s)
_95,31225 x 0,46673 + 25 x 3 x 0,4667% x (1 — 0,4667)
N 1.013

= 17,859



Capitulo 4

Modelo de Black-Scholes

4.1 Introducao

Neste capitulo abordamos o modelo de Black-Scholes. E um modelo ma-
temdtico de mercados de derivados financeiros, no qual a férmula de Black-
Scholes é utilizada para determinar o preco correspondente. Esta férmula
permite derivar os precos das opgoes de compra e venda cuja funcao contrato
seja da forma:

X =g(5(T)) (4.1)

onde, a semelhanga do assumido nos capitulos anteriores, X designa o re-
torno da opcdo, g é a funcdo contrato e S(T") o valor do ativo subjacente
na maturidade, T. Contratos da forma 4.1 sao denominados por contratos
simples.

Ao contrario da notacao usada no capitulo anterior, usaremos
{S(t),t < T}
onde t designa o instante temporal, aqui assumido continuo. O processo
estocastico relativo ao prego do ativo subjacente decorre em tempo continuo.

A férmula de Black-Scholes foi a primeira férmula matematica ampla-
mente adotada para determinagao do prego de opgoes. Antes desta férmula,
a transacao de opgoes nao usava métodos matemédticos consistentes para ava-
liar as opcoes. Porém a andlise empirica mostrou que as estimativas de prego
produzidas por essa férmula estao proximas dos pregos observados.

o7
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Na sua formulagao inicial, Fischer Black e Myron Scholes (os economistas
que originalmente formularam o modelo) apresentaram uma equagao diferen-
cial parcial conhecida como a equacédo de Black-Scholes Black e Scholes (1973).
A derivacao desta equagao segue principios intrinsecamente associados & nogao
de arbitragem e de portfdlios de réplica. Mais tarde Robert Merton publicou
um artigo que mostra uma abordagem do mesmo resultado mas baseada em
célculo estocéstico. Tanto Myron Scholes quanto Robert Merton dividiram o
Prémio Nobel de 1997 em Economia. Uma vez que Fisher Black ja tinha fale-
cido na altura, e nao sendo possivel atribuir prémios Nobel a titulo péstumo,
a academia sueca mencionou Fisher Black para a contribuicao do resultado.

Como veremos em mais detalhe nas proximas secgoes, este modelo deter-
mina o prego de uma opcao (europeia) calculando o retorno do investimento,
subtraindo o valor do investimento, e assumindo que o preco do ativo subja-
cente segue uma distribui¢ao log-normal.

Este resultado ajudou a legitimar o comércio de opgoes, fazendo com que
parecesse menos como jogo e mais como ciéncia. Hoje, a férmula Black-Scholes
é ainda amplamente usada. Uma vez que as condi¢es de admissibilidade da
férmula sao hoje em dia raramente satisfeitas, tem havido nas tltimas décadas
muito trabalho de investigagao, quer a nivel empirico quer a nivel analitico, de
forma a estender este tipo de andlise a condi¢bes do mercado mais realistas.

Uma grande parte das ferramentas para entender a derivagao da férmula é
o calculo estocastico. Para se entender na sua plenitude o resultado, é essencial
saber as propriedades do movimento Browniano, o que sao equacgoes diferenci-
ais estocdsticas e difusoes, a definicao e propriedades do integral em relacao ao
movimento Browniano (como o integral de Itd), a férmula de Feynman-Kacs,
e o teorema de Radon-Nikodym, por exemplo. Mas tal nao é esse o objectivo
deste capitulo e nem o do presente livro, pelo que se optard por uma versao
mais aligeirada da férmula de Black-Scholes. Caso o leitor pretenda enten-
der melhor a formulacao estocéastica do resultado, recomenda-se a leitura, por
exemplo, de Bjork (2009).

4.2 Notacao e hipoteses

No modelo de Black-Scholes ha um conjunto de hipéteses necessarias para
a sua aplicabilidade, sendo que algumas sao menos realistas que outras. De
seguida apresentam-se estas hipéteses, com uma discussao parcial sobre a sua
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validade em mercados financeiros e até que ponto podem ser relaxadas de
forma a que a férmula de Black-Scholes ainda seja valida.

e O preco do ativo subjacente seque uma distribuicdo log-normal: na sua
esséncia mais simples, o modelo de Black-Scholes assume que o mercado
consiste em dois produtos financeiros: um produto sem risco (obrigagao
ou investimento em banco, por exemplo) e um produto com risco, que
representa o ativo subjacente (a¢bes de uma empresa, por exemplo).

O prego do ativo sem risco, B = {B(t),t > 0}, tem a seguinte dindmica:
dB(t) = r(t)dB(t) (4.2)

onde {r(t),t > 0} é um processo deterministico, fun¢ao conhecida do
tempo. No caso de ser constante, o modelo tem uma analise mais sim-
ples, sendo esse precisamente o caso aqui apresentado:

r(t)=r, Vt. (4.3)

Nesse caso r é designada por taza de juro sem risco (risk-free interest
rate). No Capitulo 2 j& aborddmos o processo das taxas de juro, menci-
onando alguns modelos para o caso estocastico.

Embora doravante se assuma o caso mais simples 4.3, é possivel estender
o modelo ao caso em que {r(t),¢ > 0} é um processo previsivel. Recorda-
mos a sua definicao no Capitulo 3 para processos em tempo discreto. A
caracterizagao de processos estocdsticos previsiveis em tempo continuo
é mais complexa. Informalmente um processo previsivel é um processo
estocastico cujo valor é conhecido num momento anterior. Os proces-
sos previsiveis formam a menor classe que é fechada para limites de
sucessoes e contém todos os processos adaptados continuos a esquerda.

Regressando as condigoes aqui assumidas no modelo de Black-Scholes,
assume-se ainda que a taxa de juro relativa a empréstimos é igual a taxa
de juro relativa a depdsitos.

A solucao da equagao 4.2 é:
B(t) = B(0)eJo r()ds

O prego do ativo com risco, S = {S(¢),t > 0}, é solugdo da seguinte
equagao diferencial estocastica:

dS(t) = pS(t)dt + o S(t)dW (t)
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na qual W = {W(t),t > 0} é o movimento Browniano padrao, e p
e o sao constantes. Esta equacao é sobejamente conhecida, e simples
aplicagdo das regras fundamentais do célculo estocdstico (em particular
da férmula de It6, Shiryaev (1999)) resultam na seguinte solugao da
equagao:

S(t) = S(O)e(u—0.502)t+aW(t) (4.4)
pelo que S(t) tem distribui¢ao log-normal, com pardmetros:
E[S(t)] = S(0)et;  Var[S(t)] = S%(0)et (e”% - 1) (4.5)

Na equagao 4.4, o parametro o é designado por wvolatilidade. Quanto
maior o, maior serd a variabilidade do prego do ativo subjacente. No
caso de o nao ser constante mas sim ser uma fungao deterministica do
tempo, i.e., no caso de S ser solucao da equacao diferencial estocastica:

dS(t) = pS(t)dt + o(t)S(t)dW (¢)

é ainda possivel aplicar o modelo de Black-Scholes.Se o depender também
do prego do ativo (i.e., o(t,S(t))) é ainda possivel algum tratamento
analitico mas nao é possivel determinar uma solucao explicita, pelo que
sera necessario recorrer a métodos numéricos para encontrar o preco de
uma opg¢ao europeia. No contexto deste livro, assumimos que o preco
do ativo subjacente segue a lei 4.4.

O parametro p da equacdo 4.4 designa-se por tendéncia (drift), e im-
pacta quer no valor esperado quer na variancia de S(¢). Porém, como se
verd mais tarde, nao tem qualquer influéncia no valor do prego de uma
opgao.

Dividendos: Nao ha atribuicao de dividendos relativos ao ativo subja-
cente. Caso esta hipétese nao seja verificada, é possivel ainda desenvol-
ver uma formula para o caso em que existe atribui¢ao de dividendos ou
de forma continua ou de forma programada, em instantes especificos.
Porém apenas é possivel encontrar uma férmula fechada no caso dos di-
videndos serem uma proporcao conhecida do preco do ativo subjacente.

Cobertura continua de risco: na avaliacao de um portfélio, uma das
medidas avaliadas é a sensibilidade do valor do portfélio ao preco do
ativo subjacente. Se V"(,s) designar o valor portfélio no instante ¢
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quando o preco do ativo subjacente ¢é s, entao define-se a seguinte
quantidade:

ovh

ds

usualmente designada por Delta. O Delta é pois uma medida da ex-

A:

posigao ao risco do portfélio (que pode ser constituido por agoes e deri-
vados) as alteragoes dos pregos das agoes. Se A = 0, entdo o portfdlio é
classificado como Delta neutro.

Esta medida é uma das medidas usualmente designadas por Gregos; no
contexto presente, apenas nos focaremos no Delta, mas a titulo infor-
mativo referimos também que existem outras, como Vega, Theta, Rho e
Gamma (vide Hull e White (1990)).

Quando ao portfélio é adicionada uma opgao, é possivel encontrar a
proporgao ideal de nimero de opcoes que leva a um Delta nulo. As-
sim, suponhamos que ao portfélio, de valor V" (¢, s), sdo adicionadas
opgodes do mesmo tipo, com ativo subjacente igual ao inicialmente con-
siderado no portfélio, com valor TI(¢; s). Entao o valor ajustado deste
novo portfélio, V (¢, s), é igual a:

V(t,s) = V(t,s) + 21l(t; s)

pelo que para que o Delta seja nulo, teremos que adicionar ao portfélio
o seguinte ntiimero de opcoes:

vt
T=—-25. (4.6)
95

A esta estratégia dé-se o nome de cobertura de risco (Delta hedging).

Na derivagao da férmula de Black-Scholes que se apresenta neste capitulo
(e que assenta no conceito de portflios de réplica) é assumido que é
possivel efetuar cobertura de risco em tempo continuo. Isto é, assume-
se que seja possivel controlar o portfélio, comprando ou vendendo ativos
e ou opgoes, de forma a que o valor Delta seja nulo, pelo que em cada
instante o nimero de opgoes detidas, dado o valor do ativo subjacente,
é dado por 4.6. De facto tal nao é possivel, pois as transagoes inerentes
a compra e venda de opgoes e de agdes decorrem em tempo discreto,
e sendo o modelo de Black-Scholes em tempo continuo, esta hipdtese
significa que a cobertura de risco deve ser feita em tempo continuo.
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e Custos de transacdo: o modelo aqui apresentado assume que nao ha

custos de transagao, i.e., a compra e venda de produtos é isentada de
qualquer comissao de venda. Esta hipétese nao é realista, e o seu im-
pacto é especialmente importante quando se admite que ha venda e
compra de ativos e opgoes ao longo do tempo para balancear o risco
(como explicado no ponto anterior, sobre a cobertura de risco).

Arbitragem: assume-se que arbitragem nao é possivel. Porém, embora
legalmente tal nao seja previsto, ha situagoes que escapam na malha
e que prefiguram hipéteses de arbitragem. Investidores atentos podem
comprar um ativo num mercado, e aproveitando-se de taxas de cambio
ou mesmo de deficiente informacao entre os mercados, vender quase
imediatamente noutro mercado, por um preco superior.

Investor

[™avs
mw

Market A

Figura 4.1: Embora se assuma que arbitragem néo é possivel, investidores com

acesso a tecnologia podem ter hipdteses de arbitragem ao negociarem em mercados

distintos, com pequenas fracoes de tempo entre transagdes

Se os mercados estivessem todos perfeitamente sincronizados, no sentido
que todos os bens transacionados teriam exatamente o mesmo preco, nao
haveria possibilidade de arbitragem. Este conceito equivale ao conceito
de mercados perfeitamente eficientes.

e Mercados liquidos, i.e., é possivel comprar ou vender um nimero ar-

bitrario de agoes (incluindo fragdes).

Apresentadas e brevemente discutidas as hipdteses subjacentes ao modelo de
Black-Scholes, apresentamos na secgao seguinte a derivagao do prego de uma
opgao europeia.
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4.3 Derivacao do preco sob auséncia de arbi-
tragem

Seguindo a notagao e hipoteses anteriormente introduzidas, consideremos um
mercado com dois ativos (um sem risco e outro com risco):

dB(t) = rB(t)dt
dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dW (t)
e um derivado financeiro para o qual a fungao contrato é da forma:
X =g(5(T))
para o qual o prego é I = {II(¢; X),t < T}, onde T é a maturidade do
contrato. Para facilitar a notacdo, usamos apenas II(¢). Adicionalmente, o

preco deve ser uma funcao nao sé do tempo t, mas também do prego do ativo
subjacente, S(t), pelo que II deve ser da forma:

1(t) = F (¢, 5(t))

onde F' é uma fungdo a determinar. Decorre da férmula de It6 (Shiryaev,
1999) que:

dIL(t) = dF(t, S(t)) = pr ()IL(E)dt + o (£)II(£)dW (£)

onde
Fy+ uSFs + l0252]*—'55
pn(t) = — = (4.7)
oSF
on(t) = " (4.8)

Nesta formula, F; e Fg representam as derivadas parciais de F' em relagao a
t e a S, respetivamente, e Fgg a segunda derivada parcial de F' em relagao
S, assumindo que estas derivadas existem!. Para aliviar a notacdo, omite-se
ainda os argumentos das funcoes. Por exemplo

0SFs  oS(t)Fs(t, S(t)

F  F(,8(1)

lEmbora S seja uma v.a., no cdlculo das derivadas parciais Fg e Fgg utilizamos as
regras usuais de derivagao.
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Suponhamos agora que temos um portfélio h formado por um ativo subjacente
€ uma opgao, com

h={(us(t),un(t)),t <T}
onde ug(t) e ur(t)) designam a proporcao relativa de acgoes e opgdes no ins-
tante t, respectivamente, com

ug(t) +un(t) = 1, Vt. (4.9)

Admitindo que o portfélio h é auto-financiado, entéo o seu valor, V", em face
de 3.2, obedece a seguinte dinamica:

- as(0) | di)
') = V(0 (us(0) g + un) i )

= V(t) [us(t) (ndt + cdW (t)) + ur(t) (pm + ondW (t)))]
= V"(t) lus(t)p + un (t)pr] dt+
+ VR(t) [us(t)o + un(t)on] dW (t) (4.10)

Note-se que os dois fatores que estao entre parentesis retos sao lineares quer
em ug quer em ury.

Assumindo que este portfélio ndao tem risco, entao teremos que o fator
relativo a dW (t) é nulo:

ug(t)o + un(t)on =0 (4.11)
pelo que o valor do portfélio é:
dVh(t) = V(t) [usp + unpn) dt

Adicionalmente, de forma a que nao haja arbitragem, a taxa de retorno do
portfélio tem de ser igual & taxa de juro, pelo que:

ugsp + urnpn =7 (4.12)

Resolvendo as equagoes 4.9 e 4.11, obtém-se os seguintes valores para a pro-
porcao de agoes e opgoes no portfélio em cada instante ¢:

_on®) S(t)Fs(t,S(t))

ws(t) = on(t) —o  S(E)Fs(t,S(t) — F(t,S(t)) (4.13)
-0 —F(t,S(t))

) = e =y~ SWFS (. S() - FLS®) (4.14)
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Usando as equagoes 4.7, 4.13 e 4.14 em 4.12, obtemos a seguinte equagao
diferencial:

Fy(t, S(t))+rS(t)Fs(t, S(t))+ (4.15)
+ %UQSQ(t)FSS(t, S(t)) —rF(t,S(t) =0, t<T.
Em resultado da condigao terminal
I(T) = g(S(T))

e por ter de ser valida para qualquer valor de t e de S(t), temos o seguinte
resultado.

Proposicao 14. Nas condigdes atrds enunciadas, o preco de um derivado X
com fungao contrato g(S(T')) € solugao da sequinte equagdo diferencial parcial
com valor terminal:

Fy(t,s) + rsFs(t,s) + %0252F55(t, s)—rF(t,s)=0 (4.16)
F(T,s) = g(s) (4.17)

A equacao 4.16, com a condigao terminal 4.17, é a famosa equagao de
Black-Scholes.

Note-se que em face desta equagdo, que nao depende de p (o parametro da
tendéncia do prego do ativo subjacente), se conclui que o prego de uma opgao é
indiferente a tendéncia p. Resultado semelhante ocorre no modelo binomial,
uma vez que a probabilidade atribuida & subida de preco nao intervém no
preco da opgao.

Re-escrevendo a equagao 4.16:
1
Fy(t,s)+ 502$2F53(t, s) =rF(t,s) —rsFs(t,s) (4.18)
podemos interpretar a férmula da seguinte formas:

e O lado esquerdo da férmula representa a alteragao no prego da opgao
devido a dois fatores: ao tempo e a convexidade (segunda derivada) do
valor do preco em relagao ao valor do ativo subjacente;

e O lado direito representa o retorno de uma posicao longa na opgao e
uma posicao curta de Fs(t, s) agoes.
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A unicidade de solugdo da equacdo 4.16 decorre da nao-arbitragem: qual-
quer opg¢ao tem de ter um preco Unico, caso contrario existe possibilidade de
arbitragem. Mas para garantir a unicidade da solugao, é necessario impor
um numero suficiente de condicGes fronteira. A equagao 4.16 é uma equagao
parabdlica, regressiva. Dai a necessidade de impor uma condigao fronteira ter-
minal, que surge naturalmente por argumentos de ndo-arbitragem: F(T,s) =
g(s). Mas porque se trata de uma equacdo de segunda ordem em s e de
primeira ordem em t, é necessario impor mais restrigoes.

Mas estas condigoes dependem intrinsecamente da opcao que se estd a
analisar. Por exemplo, se for uma opgao de compra, para a qual:

g(S(T)) = max(S(T) — K, 0) (4.19)
entao a primeira restrigao é natural:
F(t,0) =0,Vt

i.e., o preco de uma opgao para a qual o ativo subjacente vale zero tem de ser
nulo (como S segue um movimento geométrico Browniano, se o preco alguma
vez atingir o valor zero, entdo ficara para sempre igual a zero, pelo que a
opgao nunca serd exercida para K > 0).

Por outro lado, quando s — oo, a opcao deve ser exercida seguramente,
pelo que o valor desta opgao devera ser da mesma ordem que o retorno da

mesma, i.e.,
F(t,s) ~s— Ke T s 00

Pelo contrario, se a opgao for de venda, para a qual
g(S(T)) = max(K — S(T),0) (4.20)

entao se o valor do ativo subjacente for nulo, a opgao serd necessariamente
exercida, pelo que neste caso:

F(t,0) = Ke "T7Y

Pelo contrario, se o preco do ativo for muito elevado, entao a op¢ao nao sera
exercida, pelo que
F(t,s) =0, s—o00

E possivel encontrar a solugao da equacao de Black-Scholes para alguns casos
particulares da funcao contrato. E o caso das opgoes europeias de compra ou
venda, para as quais as fungoes contrato sao dadas por 4.19 e 4.20, respetiva-
mente.
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Proposicao 15. O preco de uma opcao de compra europeia com prego de
exercicio K e maturidade T, no instante t quando o preco do ativo subjacente
€ s € dado por:

F(t,s) = s® (di(t,s)) — e TTDKD (dy(t, 5)) (4.21)

onde @ designa a funcao de distribuicao de uma normal reduzida, e:

dy(t,s) = U\/% {m (%) + <1" + ;&) (T - t)} (4.22)
do(t,s) = di(t,s) —oVT —t (4.23)

No caso de ser uma opcao de venda, o preco € dado por

F(t,s) = Ke " T=0® (—dy(t, s)) — s® (—d,(t, s)) (4.24)

Omite-se a prova desta proposicao, uma vez que pode ser facilmente en-
contrada na literatura, como por exemplo em Bjork (2009). Trata-se de um
exercicio simples mas tedioso: usar as propriedades da distribuicao normal e
calcular as derivadas de F' dado por 4.21 ou por 4.24 para provar que efetiva-
mente a equagao 4.16 é satisfeita.

No caso da opg¢ao nao ser uma op¢ao de compra ou de venda, como deter-
minar o seu prego? Nesse caso terfamos de encontrar suficientes condigoes de
fronteira, & semelhanca do que foi feito nas opgoes de compra e de venda, de
forma a encontrar a solugao tnica da equagao diferencial.

O resultado que a seguir se apresenta é essencial para determinar uma
férmula geral para a solugao de 4.16 para qualquer opgao para a qual o con-
trato seja da forma g(S(T)).

Lema 4.1. Dadas func¢ées (deterministicas) u(t,z), o(t,z) e g(x), a solugdo
do problema:

oF oF 1, OF? _
E(t, x) + u(t,x)a—x(tx) + 29 (t,x)w(t, x) = (4.25)
F(T,2) = g(x)
admite a seguinte representacdo:
F(t,z) = Elg(X(T))|X () = z] (4.26)

onde X satisfaz a sequinte equagdo diferencial estocdstica:

dX(s) = p(s, X (s))ds+ o(s, X(s))dW (s) (4.27)
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com X (t) =z, e tal que fOtE[XQ(s)]ds < oo, Vt > 0.

Nas mesmas condigoes, a solucdo do problema:

oF oF 1 5 OF? -
F(T,x) = g(x)
admite a segquinte representacdo:
F(t,2) = e " E[g(X (T))|X(t) = 2. (4.20)

Este lema é usualmente conhecido na literatura por representacao es-
tocdstica de Feynman-Kac e tem ampla utilizacao no ambito de aplicagoes
financeiras, como é o caso da determinagao do preco de uma opcao.

Demonstracdo. A demonstracao assenta essencialmente na férmula de [t6: se
X for solucdo da equacao diferencial estocédstica 4.27, e F' : RT x RT — R
uma funcio de classe C! x C2, entdo

dF(t, X (1)) = [Fi(t, X (1)) + u(t, X (1)) Fx (t, X (1))

n %Jz(t, X (8))Fxx (t, X (£)]dt + o t, X (£)) Fx (£, X (£))dW (t)

onde Fy, F'x e Fxx designam as derivadas parciais (& semelhanga do definido
em 4.13). Usando o facto de que F' é solugao da equagdo diferencial parcial
4.25, vem que:

AF(t, X (1)) = o(t, X (t)) Fx (t, X (£))dW (%)

Integrando e aplicando o valor esperado (condicionado em X(t) = z) na
relagao anterior. vem:

E[F(T, X(T))|X(t) = 2] — F(t,z) =0

pois o valor esperado do integral de Itd é nulo (primeira isometria de Itd),
pelo que, usando a condigao fronteira, vem que

F(t,z) = Elg(X(T))|X (1) = «]

A demonstracao de 4.28 segue o mesmo tipo de argumento. O

Usando este resultado, temos a seguinte férmula para o prego de um deri-
vado com fungao contrato g:
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Proposicao 16. O preco de um derivado cujo valor na maturidade € g(S(T))
no instante t, quando o valor do ativo subjacente é S(t) = s, F(t,s) € igual
a:

F(t,s) = e "TDER[g(S(T))|S(t) = 3]

onde, sob a distribui¢ao de probabilidades @, S € solugcao da sequinte equagao
diferencial estocdstica:

dS(t) = rS(t)dt + oS(t)dW ()

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada, por exemplo, em Mi-
kosch (1998). Na sua demonstracao sao utilizados resultados sobre mudanga
de distribuigbes de probabilidade (a designada derivada de Radon-Nikodym)
e o teorema de Girsanov (que justifica a substituicao do parametro de difusao
u por r, a taxa de juro).

Esta férmula tem uma interpretacao muito clara, do ponto de vista econé-
mico: o preco de uma opc¢ao no momento atual ¢ é igual ao valor esperado do
retorno na maturidade, descontado ao momento presente. Este valor esperado
é tomado néo em relagao & medida de probabilidade P (sob a qual o pre¢o do
ativo subjacente é um movimento geométrico Browniano com parametro de
difus@o p) mas sim em relacgéo & medida de probabilidade @, sob a qual o prego
do ativo subjacente é um movimento geométrico Browniano com parametro
de difusao r. E sob esta medida de probabilidade o prego descontado do ativo
subjacente é uma martingala, como ja vimos anteriormente.

Exemplo 4.1. O pre¢o de uma acao transacionada na bolsa de valores de
Lisboa segue um movimento geométrico Browniano, com volatilidade 0.2. O
preco atual desta acdo € 40 €. Uma empresa de investimentos estd a vender
uma op¢ao, pelo preco 10 €, a qual dd um retorno de 100 € ao fim de um ano
se o prego da agdo ao fim de um ano for superior a (1+x)40. Assumindo que
a tazxa anual de juro é 0,02, qual é o valor de x para o qual nao hd hipdtese
de arbitragem?

Para responder a esta questao, usamos o modelo de Black-Scholes, para o
qual o preco deste derivado € igual a:

7(0) = e=%02100 x Q (4060’2W<1> > (1+ x)40)

=98,0199Q (W (1) > (1 + 2)/0,2)
=10
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onde 7(0) designa o pre¢o do derivado no momento atual, e Q a medida de
probabilidades, sob a qual o preco da agao seque um movimento geométrico
Browniano de tendéncia 0,02 (o valor anual da taza de juro). Logo ndo eziste
hipdtese de arbitragem de o valor de x for igual a:

1
98,0199 (1 — @ 0+2I>> —0,10



Capitulo 5

Volatilidade

5.1 Introducao

Nas tultimas décadas tem-se observado alteracées muito significativas na area
das financas, quer na academia, quer na industria. Existem vérias razoes
para esta mudancga, mas a mais importante é seguramente a disponibilidade
de dados de acesso rapido e a maior capacidade de processamento. E facil hoje
em dia aceder a dados, mesmo os de alta frequéncia (na ordem dos segundos),
sejam eles de agoes, moedas, taxas de juro, ou de outros mercados, como o
das opgoes, energia ou ambiente. A existéncia dessa informacao permite que
os modelos tedricos possam ser testados mas também a construgao de novos
modelos que melhor se adequam a realidade.

Um dos conceitos importantes em financas é o de volatilidade. Em lingua-
gem comum, volatil é algo incerto ou inconstante e a volatilidade um termo
que se usa para descrever flutuagoes observadas em algum fenémeno ao longo
do tempo. Em economia a volatilidade estd associada a variabilidade de uma
componente aleatdria de uma série temporal. A volatilidade é, inerentemente,
uma componente latente e estocéstica, que evolui ao longo do tempo e consti-
tui um parametro fundamental para os investidores que procuram investir em
ativos de risco. A avaliacao deste parametro é necessaria para a execugao da
maioria das teorias econdmicas ou financeiras que norteiam os investimentos.
A volatilidade é também importante para avaliar o desempenho dos mercados
financeiros, uma vez que, em mercados muito volateis o valor dos ativos pode

71
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Figura 5.1: Ilustragdo da realizacdo de diferentes caminhos de movimentos
geométricos Brownianos, para diferentes valores de volatilidade

alterar-se drasticamente num curto espaco de tempo induzindo uma maior
incerteza sobre os rendimentos.

Vimos anteriormente que o parametro de volatilidade, denotado por o, é
uma medida da incerteza em relagao a evolucao do preco do ativo, pelo que
desempenha um papel fundamental na avaliacdo dos investimentos de risco.

Na Figura 5.1 apresenta-se a simulagao de varios movimentos geométricos
Brownianos com igual valor inicial, parametro de difusao mas diferente vola-
tilidade.

Os mercados sao especialmente atrativos para investidores quando a vola-
tilidade é elevada. Para analisar o efeito da volatilidade, é importante consi-
derar a maturidade, ou seja:

e Investimentos a curto prazo (i.e., maturidade préxima): o impacto da
volatilidade depende da posicao do investidor. Por exemplo, se se inves-
tir numa combinacao de opgoes do tipo straddle (uma combinagao de
uma opgao de compra e de uma opc¢ao de venda com o mesmo prego de
exercicio), entdo haverd lucro no caso do prego do ativo subjacente se al-
terar (quer para valores superiores quer para valores inferiores), pelo que
neste caso uma volatilidade elevada potencia ganhos, enquanto que uma
volatilidade baixa leva a perdas do investimento. Se, pelo contrario, ven-
dermos uma straddle entao volatilidades elevadas sao sinénimo de perda
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When you have options, volatility is your
friend

The jumpier prices are, the more valuable is a right to buy or sell

Satoshi Kambayashi

Figura 5.2: Noticia do Economist, do dia 11 de Maio de 2019

de valor.

e Investimentos a longo prazo (i.e., longas maturidades): neste caso a vo-
latilidade é geralmente necessaria para que haja algum retorno positivo
do investimento. Uma volatilidade baixa significa que nao ha alteragao
significativa do prego do ativo, pelo que nao hé oportunidades relevantes
de retornos interessantes.

Assim, embora volatilidade elevada potencie a probabilidade de perdas, também
potencia a probabilidade de ganhos. E quando se tem uma posigao longa numa
opgao de compra (i.e., quando se é o comprador), as perdas sao limitadas, mas
os ganhos sao ilimitados, o que torna o produto especialmente interessante,
Figura 5.2.

Sendo a volatilidade um parametro tao relevante, é natural que se questi-
one como se procede a sua estimacao.

Admitindo que a volatilidade é constante, podemos utilizar os estimadores
usuais do desvio padrdo. Por exemplo, tal como sugerido por Hull (2003),
dado uma sequéncia de observagoes relativas ao preco de uma agdo, {S;,t €
{1,2...,n}}, podemos calcular a série do logaritmo dos retornos, {us,t €
{1,2...,n}}, com:

— St
ry = log <Stl> . (5.1)
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Nesse caso um estimativa do desvio padrao, &, pode ser, por exemplo:

= | —— -2

n—1

com 7 =230 7
Com este tipo de férmulas simples, podemos hipoteticamente estimar a
volatilidade em qualquer escala temporal. Por exemplo, se 7 for o intervalo
de tempo considerado, em anos, entao:
o
NG
é a estimativa da volatilidade anual. Se os dados relativos ao prego do ativo

forem mensais, entao 7 = %

Mas esta forma de estimar volatilidades baseia-se no pressuposto que a
volatilidade mantém-se constante em pelo menos algum periodo de tempo.
Observando dados relativos a precos de agoes, apercebemo-nos que os dados,
em geral, nao sao compativeis com esta hipdtese.

Na Figura 5.3 apresentamos os pregos diarios das obrigacoes emitidas pelo
estado Alemao, para uma maturidade de 10 anos. A amostra representa o
logaritmo dos pregos didrios consecutivos (tal como definido em (5.1), relativo
a precos de 3 de janeiro de 2000 até 30 dezembro de 2011 (painel da esquerda).
No painel da direita representa-se a raiz quadrada destes mesmos valores.

Uma simples obervacao deste grafico indicia desde logo que a volatilidade
comecou a aumentar durante o periodo correspondente & ultima crise finan-
ceira de 2008/2009. A partir de 2010 a volatilidade aumentou ainda mais,
evidenciando a crise da divida publica da zona Euro.

Este exemplo é um de muitos que se podem encontrar quer na literatura
sobre volatilidade em mercados financeiros, quer em noticias de jornais gene-
ralistas ou da especialidade.

Apesar da importéancia da volatilidade, esta ndo é facil de medir, e existem
muitas abordagens para fazer isso. Intimeros trabalhos, quer académicos,
quer na industria se tém dedicado a avaliagao da volatilidade uma vez que
enquadrar qual o melhor modelo que se pode utilizar para descrever a evolugao
da volatilidade é uma tarefa bastante complexa.

De seguida apresentamos uma breve incursao a estimacao da volatilidade.
Incia-se pela volatilidade implicita, de seguida apresentam-se alguns estima-
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Figura 5.3: Logaritmo dos pregos didrios consecutivos relativo a pregos de 3 de
janeiro de 2000 até 30 dezembro de 2011 (painel da esquerda)

dores de volatilidade baseados em valores histdricos e, por fim, uma breve
descrigao de dois modelos de séries temporais que permitem modelar a vola-
tilidade condicionada.

5.2 Volatilidade implicita

Na derivacao da volatilidade implicita, a formula de Black-Scholes é olhada
ao inverso. Em vez de se obter o preco do derivado com base nos parametros
relativos a taxa de juro, volatilidade, maturidade e preco atual da acao, a
férmula é invertida, de forma a responder & questao:

Que volatilidade deve ser usada de forma a obter o preco de mercado da
op¢ao?

Este valor é usualmente designado por volatilidade implicita. Por outras pa-
lavras, a volatilidade implicita é o valor da volatilidade do preco do ativo
subjacente que o comprador usa para obter o preco, usando a férmula de
Black-Scholes.

Recordando a férmula de Black-Scholes para uma opgao de compra usual,
por exemplo, facilmente que se levanta a questao de como resolver, do ponto
de vista analitico, a determinacao da volatilidade implicita. A inversao da
férmula é analiticamente impossivel (recordemos que envolve a funcao de dis-
tribui¢do de uma normal, por si 86 nao calculdvel analiticamente), pelo que é
necessario recorrer a métodos numéricos. Para tal, é necessario argumentar
para um dado preco de uma opg¢ao, uma maturidade, um prego de exercicio,
taxa de juro e prego do ativo subjacente, que existe um valor inico para a vo-
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latilidade implicita. De facto tal é verdade quando hé auséncia de arbitragem.
Em particular tal implica que as desigualdades apresentadas no Capitulo 2
sdo satisfeitas.

Exemplo 5.1. O preco de uma op¢ao de compra europeia € uma fungao
crescente da volatilidade. De facto, sendo o preco de tal contrato dado por

(o;t,8;) = 8,®(di(0)) — Ke " T=D®(dy)0))

(onde usamos uma notagdo diferente da apresentada aquando da fédrmula de
Black-Scholes, para evidenciar a dependéncia na volatilidade o) tem-se que

HUEL5) — 0010 2B — KT p(a ) P27
= (516 0)) — Ke T g(dy (o)) X5

+ Ke " T 06 (do(0))VT —

onde ¢ designa a funcao densidade de probabilidade de uma normal padrao.
Cdlculos simples levam a que a sequinte relacdo seja vdlida:

Sip(di(0)) = Ke """V (dsy(o)) = 0

donde resulta que

Z—E = Ke " T 0(d)VT =t >0 (5.2)

Usando propriedades da fun¢ao de distribui¢do, resulta ainda que:

lim II(o;t,S;) = max(0,S; — Ke " T=Y  lim TI(0;t,S;) = S;

o—0t o—0t

o que estd de acordo com o principio de ndo arbitragem.

O Exemplo 5.1 mostra que existe uma relagao bijectiva entre o prego de
uma opgao e a volatilidade correspondente.

A prazis mostra que os investidores estdo frequentemente mais preocu-
pados com a volatilidade do que com o préprio preco, porque sabem que
o ultimo é uma consequéncia do primeiro. Portanto, é essencial descobrir
que nivel implicito de volatilidade tem sido usado para determinar o prego
de opcoes, a fim de determinar qual a estratégia de negociacdo que deve ser
adotada.
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Mas esta relagao bijectiva apenas pode ser resolvida numericamente, em
ambos os sentidos. Um dos métodos usados para determinar a volatilidade
implicita é o método de Newton-Raphson (Wilmott, 2013), recorrendo a
féormula:

B c(0i) — em
Titl =i T

onde

e 0;: valor da volatilidade no passo i
e ¢(0;): preco da opgao calculado com a volatilidade igual a o;

e ¢,,: preco da opcao no mercado

Oc
do

uma opgao europeia, é dada pela Equagaob.2.

é a derivada do preco em relacao & volatilidade (que, no caso de ser

Este método é muito rapido e, se as estimativas iniciais forem boas, conduz
a valores com grande precisao. No entanto a sua precisao pode ser afetada
pela precisao do célculo das fungoes de distribuicao da normal envolvidas na
férmula de Black-Scholes e, com maior impacto, no valor de % (usualmente
designado por Vega). No caso de ser uma opgao europeia de compra, como a
ilustrada no Exemplo 5.1, uma vez que se consegue uma expressao analitica
para esta derivada, ver Equagao 5.2, o seu cdlculo numérico nao apresenta
dificuldade assinalavel. Mas no geral pode ser bem mais complicado, pelo que
a vantagem do método de Newton-Raphson pode ser comprometida. Outros
métodos numéricos tém sido propostos na literatura, entre eles o método da
bissecao, este serd o usado mais & frente, numa pequena aplicagdo, onde se
ilustra o célculo da volatilidade implicita.

Seja qual for o método numérico utilizado, ao inverter a férmula do preco
de uma opcao de forma a obter a volatilidade correspondente, a volatilidade
implicita varia consoante o valor de exercicio e a maturidade, para o mesmo
ativo subjacente. Consequentemente, a volatilidade implicita ndo € constante.
De acordo com o modelo de Black-Scholes, tal nao deveria acontecer. A
volatilidade é uma propriedade do ativo, e por isso duas opgoes arbitrarias
com o mesmo ativo subjacente deveriam ter o mesmo valor da volatilidade.
Mas os dados dos mercado mostram precisamente o contrario.

Na Figura 5.4 ilustra-se tal propriedade. Os dados sao relativos a opgoes
com maturidade de 1 meés, no dia 3 de abril de 1996, transacionadas no mer-
cado alemao. Os dados provém de Campa et al. (1997). Em ordenada encon-
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Figura 5.4: Ilustragdo da evolugdo da volatilidade face a diferentes valores de S£0

tramos o valor da volatilidade e em abcissa o valor de S% O gréfico exibe uma

forma parabdlica, que faz lembrar um sorriso. Por esse motivo é frequente-
mente denominado de volatility smile. Este exemplo mostra que a volatilidade
é menor para opgoes cujo valor de exercicio seja préximo do prego do ativo
subjacente na altura do contrato. Pelo contrario, a volatilidade aumenta com

precos de exercicio elevados ou baixos.

A relagao entre o preco de exercicio e o preco do ativo subjacente é rele-

vante e permite distinguir dois tipos de situagoes:

e Uma opcao Out The Money (OTM) pode ser uma opgao de compra

cujo preco de exercicio (strike) encontra-se acima do valor da cotagao
do ativo-objeto, ou uma opgao de venda cujo prego de exercicio (strike)
encontra-se abaixo do valor da cotagao do ativo-objeto. Este tipo de
opgoes nao apresentam valor intrinseco. Muito provavelmente, o titu-
lar de uma opg¢ao OTM nao ird exercer o seu direito de compra ou de
venda do ativo, pois tal condi¢ao de negociagao é muito pior do que
a compra ou venda deste ativo no mercado. Por esta razao, o valor
para aquisi¢ao de uma opgao OTM é muito baixo. Este tipo de produto
de investimento é especialmente interessante no caso de especulagoes.
Porém, pode acontecer que devido a grandes volatilidades do mercado,
a opgao venha a ser exercida, traduzindo-se entao num retorno do inves-
timento bastante assinaldvel. Como a Figura 5.4 ilustra, a opgdes OTM
correspondem valores elevados de volatilidade.
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Figura 5.5: Comportamento da volatilidade em op¢oes OTM com valor de exercicio
baixo

e Em contraponto, uma opcao At The Money (ATM) o valor do exercicio
é igual ao do valor do ativo subjacente.

Este tipo de comportamento, que leva ao wvolatility smile, nao se aplica
a todas as opgoes. Por exemplo, no caso da volatilidade sé ser elevada para
opgoes OTM com valor de exercicio baixo, teremos um comportamento do tipo
que se apresenta na Figura 5.5. Os analistas econémicos interpretam este tipo
de comportamento como sendo a consequéncia do mercado, em geral, descer
mais rapidamente que a sua subida.

No ambiente computacional R (R Core Team, 2019) nao ¢ dificil escrever
uma fungao que permita calcular a volatilidade implicita. O cédigo é apre-
sentado na Figura 5.6. Os parametros S, K e r sao os ja denotados prego da
opgao, o preco de exercicio da opgao e a taxa de juro, respectivamente, que
sao usados na férmula Black-Scholes. Adicionalmente, usamos a designacao
sig para representar a volatilidade, TT o tempo de vencimento (maturidade),
vmercado o pre¢o da opgao no mercado e tipo, o tipo de opgao, ou seja se é
de compra C, do inglés Call, ou se é de venda P, do inglés Put.

O cbdigo R da Figura 5.7 ilustra uma aplicacao das fungoes apresentadas
na Figura 5.6. Na Figura 5.8 apresenta-se a mesma aplicacao mas agora recor-
rendo ao pacote derivmkts (McDonald, 2019). A volatilidade implicita obtida,
usando qualquer um desses c6digos é o conjunto de valores {0,4954;0,4791;
0,7316;0,7122}.
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Funcoes para o calculo da volatilidade implicita

imp.vol.fun <-function(S, K, TT, r, vmercado, tipo,
t01=0.00001, maxit=1000){

# valores iniciais

sig <- 0.1

sig.up <- 1

sig.down <- 0.001

count <- 0

err <- BS.fun(S, K, TT, r, sig, tipo) - vmercado
## Critério de paragem

while(abs(err) > tol && count<maxit){

if (err < 0){

sig.down <- sig

sig <- (sig.up + sig)/2

Yelsed{

sig.up <- sig

sig <- (sig.down + sig)/2

}

err <- BS.fun(S, K, TT, r, sig, tipo) - vmercado
count <- count + 1

}

if (count==maxit){ return(NA)} else{return(sig)}
}

### A funcdo BS.fun calcula os pregos recorrendo
# a férmula de Black-Scholes. C = Call; P = Put
BS.fun <-

function(S, K, TT, r, sig, tipo="C"){

dl <- (log(S/K) + (r + sig~2/2)*TT) / (sig*sqrt(TT))
d2 <- d1 - sig*sqrt(TT)

if (tipo=="C"){

valor <- S*pnorm(dl) - Kxexp(-r*TT)*pnorm(d2)

}

if (tipo=="P"){

valor <- K*exp(-r*TT)*pnorm(-d2) - S*pnorm(-dil)
}

return(valor)

}

Figura 5.6: Cdédigo R para o cédlculo da volatilidade implicita usando o método da
bisseccao
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Exemplo de cédlculo da volatilidade implicita

S <- 5290.36

TT <- 20/365

r <- 0.03294
K<-c(5350,5500,3700,3800)
vmercado<-c(221.6,154.2,4.9,6.4)
tipo<-c("C","C","P","P")
vol.imp<-NULL

for (i in 1:4)

{

vol.imp[i]<-imp.vol.fun(S, K[i]l, TT, r, vmercado[i], tipo[il)
¥

vol.imp

Figura 5.7: Cdédigo R que exemplifica a aplicagdo da funcao do R, imp.vol.fun,
definida pelo cédigo apresentado na Figura 5.6
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Exemplo de calculo da volatilidade implicita usando o pacote derivmkts

library(derivmkts)

S <- 5290.36

TT <- 20/365

r <- 0.03294
K<-c(5350,5500,3700,3800)
vmercado<-c(221.6,154.2,4.9,6.4)
tipo<-c("C","C","P","P")
vol.imp.call<-NULL
vol.imp.put<-NULL

for (i in 1:2)

{
vol.imp.call[i]<-bscallimpvol(s=S, k=K[i], r=r, tt=TT, d=0,
price=vmercado[i]))

}

for (i in 3:4)

{
vol.imp.put[i]<-bsputimpvol(s=S, k=K[i], r=r, tt=TT, d4=0,
price=vmercado[i]))

}

vol.imp.call

vol.imp.put

J

Figura 5.8: Cdédigo R de aplicagao das fungdes bscallimpvol e bsputimpvol do pacote
derivmkts
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5.3 Volatilidade histérica

Como referido anteriormente, na préatica, quando se pretendem implementar
varias estratégias financeiras sao necesséarias estimativas da volatilidade e que
um estimador simples nao é mais do que o desvio-padrao da amostra de retor-
nos durante um certo periodo de tempo. Um dos problemas associado a este
estimador é saber qual o melhor periodo a considerar para o seu calculo, pois
se for muito longo poderd nao ser muito relevante para a estimativa de hoje,
por outro lado se o periodo for muito curto poderd nao conter a informacao
necessaria. No entanto, a curto prazo as estimativas da volatilidade histérica
poderao ser relevantes para a previsao dos seus valores futuros.

Abertura Comercial

Abertura Fecho
tempo

Figura 5.9: Tlustracdo da evolucdo do prego de ativos num dia de mercado finan-

ceiro

Viérios estimadores baseados nos valores passados tém sido propostos. A
seguir apresentam-se varios desses estimadores, iniciando-se por introduzir
alguma notacgao relevante para a sua descrigao.

Considere-se que:

o, como até aqui, corresponde & volatilidade de um ativo financeiro, e é o
parametro que se pretende estimar;
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C} é o valor de fecho do preco desse ativo no periodo t;

O; é o valor de abertura do preco desse ativo no periodo t;

H; é o maior valor do prego desse ativo no periodo t;

L; é o menor valor do prego desse ativo no periodo t;

n é o numero de periodos usados para o calculo da estimativa da volatilidade;

N é o nuiimero de periodos por ano.

No grafico da Figura 5.9 ilustra-se esta informacao usando os valores de
precos do indice NASDAQ Composite! para um periodo de um dia.

Close-to-Close

A medida de volatilidade mais simples é a volatilidade padrao (desvio padrao)
que usa um preco perto do fecho do mercado.

n—2z_1
C;
onde r; = lo
=tog ()
_ 7“1+7"2+...+7’n,1
e r= .
n—1

Volatilidade Alta-Baixa: Parkinson

A expressdo do estimador de Parkinson (Parkinson, 1980) para estimar a
volatilidade histérica é baseada no maior e menor prego do dia.

N & H\?
op = ,| ————— log— | .
or 4n><10g22(0g Li>

i=1

1Este indice é constituido por agdes e titulos listados na bolsa de valores da NASDAQ.
Juntamente com o Dow Jones Average e o S&P 500, é um dos trés indices com maior relevo
nas bolsas de valores dos EUA.
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Como este estimador s6 usa os precos mais alto e o mais baixo, é menos
sensivel as diferengas das horas de negociacao. Por exemplo, o fecho nos
mercados da Unido Europeia e dos Estados Unidos tém uma diferenca de
aproximadamente metade de um dia de negociagao. Isto significa que poder-
se-4 ter retornos muito diferentes. Mas ao usar o valor mais alto e mais
baixo significa que a negociagao durante todo o dia é examinada, e os dias
sobrepoem-se. No entanto, este estimador nao lida com saltos, ou seja, em
média, subestima a volatilidade, pois nao tem em conta valores altos e baixos
quando a negociagdo nao ocorre (por exemplo, nos fins de semana, entre o
fechar e abrir dos mercados). Embora nao lide com tendéncia (do inglés
drift), ndo é um facto muito relevante pois o valor da mesma é geralmente
pequeno. O estimador de Parkinson é até 5,2 vezes mais eficiente do que o
estimador Close-to-Close. Embora outros estimadores sejam mais eficientes,
alguns estudos baseados em dados simulados, mostraram que este estimador
é uma das melhores medidas em aplicacoes reais.

Garman e Klass

O estimador de Garman e Klass (Garman e Klass, 1980) assume um movi-
mento Browniano com valor de tendéncia nulo e sem saltos de abertura (ou
seja, o valor de abertura é igual ao valor de fecho no periodo anterior). Este
estimador é 7,4 vezes mais eficiente que o estimador Close-to-Close mas tal
como o estimador Parkinson também subestima a volatilidade.

R B N n . Hz 2 01 2
ook = nZ[Q(logLZ) (210g21)(log0i> .

OHLC Volatilidade: Rogers e Satchell

O estimador de Roger e Satchell (Rogers e Satchell, 1991) assume um movi-
mento Browniano com tendéncia nao nula mas assume, como no estimador de
Garman e Klass, que ndo hé saltos de abertura. A eficiéncia deste estimador
¢é similar a do estimador Garman-Klass, porém beneficia-se de poder ter um
valor de tendéncia nao nulo. Mais uma vez ao nao lidar com os saltos de
abertura faz com que também subestime a volatilidade.
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5 1 x 1 +1 Li x 1 Li
Ors = ,| — og — X log — + log — x lo
RS n gC gO gC’ gO

i=1

OHLC Volatilidade: Garman e Klass - Yang e Zhang

O estimador proposto por Yang e Zhang (2000) é uma modificagdo do esti-
mador de Garman e Klass que permite a existéncia de saltos na abertura. A
sua eficiéncia é 8 vezes superior a do estimador Close-to-Close.

OGKYZ = Zi{( c?fl)Q %(IOgL)2(2x10g21)(10ggi)2}

=1

OHLC Volatility: Yang e Zhang

Por 1ltimo, apresentamos o estimador de volatilidade histérica proposto também
por Yang e Zhang (2000). Estes autores mostram que este estimador é cen-
trado (assumindo continuidade nos valores dos precos), é independente da
tendéncia, de saltos de abertura e tem uma variancia minima dentro dos es-
timadores com propriedades semelhantes. Pode ser interpretado como uma
média pesada do estimador de Rogers e Satchell.

6%, =62+ ke 4+ (1 — k)%,

onde
N & O; 2 1 @ 0;
~2 i ~ ~ %
= 1 — Mo ) o— — 1
52 TH;(ogC“ o) o e I
N & Ci 2 1, G
52 — =t _ N.o= — —t
O-c_n_llz_;(logol H’C) ’ com Mc_n§10g027
N n
&%S:;Z(loggzxloggfi’—&—logé—;}xlogéz)
i=1
e

a—1

k:*
n+1 -
a+n71
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O valor de « é, em geral, considerado igual a 1,34, como proposto por Yang
e Zhang (2000).

Como se pode verificar, alguns destes estimadores histéricos da volatilidade
incorporam ponderagao, ao atribuirem maior peso aos pregos de ativos mais
recentes e menor peso aos mais antigos. Para além dos precos de fecho do
mercado sao também utilizados os precos de abertura, valores méximos e
minimos por forma a refletir o mercado no periodo em analise.

No Exemplo 5.2 ilustra-se a estimagao da volatilidade histérica para o
indice FTSE 100 utilizando os varios estimadores descritos. Para isso recorre-
se ao ambiente computacional R e ao pacote TTR (Ulrich, 2018). De referir
que o indice FTSE 100 é uma média ponderada do valor dos precos das agoes
das 100 maiores empresas de acoes negociadas na Bolsa de Londres.

A Figura 5.10 ilustra a evolugdo da cotagoes deste indice nos seus pregos
didrios de abertura, de fecho, o maior e o menor no periodo compreendido
entre 2 janeiro de 2019 e 30 agosto de 2019. Na Figura 5.11 mostra-se a
evolugao durante esse periodo dos log-retornos.

Pregos indice FTSE 100
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Figura 5.10: Evolugdo dos pregos didrios do indice FTSE 100 no periodo de 2
janeiro de 2019 a 30 agosto de 2019. De cima para baixo: preco didrio de abertura,
maior valor didrio, menor valor didrio e prego didrio de fecho
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FTSE 100: Log-retorno (prego fecho) 2019-01-02 / 2019-08-30
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Figura 5.11: Evolucdo dos retornos do indice FTSE 100 no periodo de 2 janeiro
de 2019 a 30 agosto de 2019

Tabela 5.1: Estimativas da volatilidade histérica para o indice FTSE 100 a 30 de
agosto de 2019 baseadas nos varios estimadores apresentados

CC P GK RS GK.YZ YZ
0,1622 0,1458 0,1325 10,1258 0,1324 0,1336

Exemplo 5.2. Consideram-se os pregos didrios de abertura, fecho, maior
e menor do indice FTSE 100 no periodo de 2 janeiro de 2019 a 30 agosto
de 2019. Usando o pacote do R, quantmod (Ryan e Ulrich, 2019) é muito
fdcil obter estes dados diretamente de https://finance.yahoo.com, o site
Yahoo Finangas. Estimaremos a volatilidade historia para este indice no final
de agosto de 2019, considerando 22 observagoes anteriores. O numero de
periodos por ano, N, serd de 252 para obtermos uma estimativa anual. Na
prdtica, se 0s precos sao didrios usa-se N = 252, se os dados usados forem
semanais entdo N = 52, e se forem mensais N = 12. O cdédigo R € o
apresentado na Figura 5.12.

A 30 de agosto de 2019 os valores estimados da volatilidades histérica para
cada um dos estimadores sao os apresentados na Tabela 5.1.

No periodo em anélise é interessante observar a evolucao das estimativas
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Estimacao da volatilidade histérica

library(quantmod)

FTSE100<-getSymbols (" "FTSE", from = "2019-01-02",
+ to = "2019-08-30")

library(TTR)

vol.C<-volatility(FTSE100, n = 22, N=252,

calc = "close")

vol.GK <- volatility(FTSE100, n = 22,N=252,
calc="garman.klass")

vol.P <- volatility(FTSE100, n = 22, N=252,
calc="parkinson")

vol.R <- volatility(FTSE100, n = 22, N=252,
calc="rogers.satchell")

vol.GK.YZ <- volatility(FTSE100, n = 22, N=252,
calc="gk.yz")

vol.YZ <- volatility(FTSE100, n = 22, N=252,
calc="yang.zhang")

\. J

Figura 5.12: Cddigo R recorrendo a fungao volatility do pacote TTR para estimacgao
da volatilidade histérica relativa ao indice FTSE100, usando cada um dos seis esti-
madores apresentados
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da volatilidade histérica segundo os vérios estimadores numa janela de 22
dias. A Figura 5.13 mostra esta evolugdo, e como podemos observar as esti-
mativas Close-to-Close sao as que apresentam, em geral, maiores valores de
volatilidade, seguidas das estimativas obtidas pela estimador de Parkinson.
As restantes estimativas parecem seguir o mesmo padrao de valores.

FTSE.Vol Hist 2019-01-02 / 2019-08-30

Jan 02 2019 Feb 01 2019 Mar 01 2019 Apr 012019 May 01 2019 Jun 03 2019 Jul 01 2019 Aug 01 2019 Aug 30 2019

Figura 5.13: Evolugdo das estimativas da volatilidade histérica anual, para o indice
FTSE 100 no periodo compreendido entre 2 janeiro de 2019 a 30 agosto de 2019.
Considerou-se para o cédlculo de cada estimativa os valores dos precos de 22 dias
anteriores. Cada linha representa as varias estimativas relativamente a cada um dos
seis estimadores apresentados

5.4 Volatilidade condicionada

No mundo das finangas, o modelo de avaliagdo de opgoes de Black-Scholes é,
sem duvida, um dos mais populares. Todavia, neste modelo a varidvel que
representa o retorno financeiro assume uma distribui¢ao normal com desvio
padrao (volatilidade) constante ao longo do tempo. E, em geral, esta su-
posicao é inadequada pois nao reflete o dinamismo do mercado atual, onde
claramente a variabilidade nao é constante, nomeadamente, em periodos de



5.4. VOLATILIDADE CONDICIONADA 91

inquietagao financeira em que a volatilidade dos retornos é maior comparada
com periodos serenos. Nestas tultimas décadas varios modelos tém sido pro-
postos para melhor refletir a realidade do mercado, entre eles os modelos da
familia ARCH, ou seja de heteroscedasticidade condicionada autorregressiva,
acrénimo de Auto-Regressive Conditional Heterocedasticity, introduzidos por
Engle (1982). Esta classe de modelos para séries temporais permite incorporar
a evolucdo temporal da varidncia condicionada (volatilidade).

5.4.1 Modelo ARCH

A seguir serao apresentados alguns destes modelos, iniciando-se pela definigao
de um modelo ARCH(p).

Definicao 5.1. Uma série temporal {Xr,t € T} diz-se ser do tipo ARCH(p)
se

— 2
Xt = O't Wt,

onde {Wrp,t € T} é um ruido branco Gaussiano (ou seja uma sequéncia de
varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas N(0,1)) e o?
é uma funcgdo (positiva) de Xi—1,Xt—2,... da forma:

p
2 2
oy = Qo+ E Ozithﬂ
=1

comag>0ea; >20parai=1,2,....p—1ea, >0.

Na forma geral de um modelo ARCH(p) nao é necessdrio que o ruido
branco {Wr,t € T'} seja gaussiano, mas por simplicidade admite-se aqui esta
suposicao. Outras distribuigoes que tém sido consideradas na andlise de da-
dos financeiros sao a distribui¢ao t-Student com baixo ntimero de graus de
liberdade, a distribuigao de erro generalizada, GED, (Generalized Error Dis-
tribution) ou alguma outra distribuigao de probabilidade que melhor descreva
as caudas pesadas tipicas em séries financeiras. Quando se especifica a distri-
buigao para W; esta ird permitir definir a distribui¢ao condicional F/(X¢|I;_1),
em que I; 1 = (X;_1,X;_o,...) representa o conjunto de informacio? até o
instante t — 1, o qual contem X;_1 assim como todas as realizagoes anteriores
do processo X;_1.

2Na linguagem probabilistica podemos interpretar o I;_1 como a filtragem natural no
instante t — 1, F¢—1.
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O modelo mais simples desta familia, o ARCH(1), no qual a varidncia
condicionada o? depende apenas do momento imediatamente anterior, vai-
nos permitir explorar um pouco as propriedades deste modelo. Neste caso o
modelo toma a seguinte forma:

X, =/o?W; e ol =ag+auX}P . (5.3)

O valor médio nao condicionado de X; é zero, pois

E[Xi]

E [E [X¢[T;—1]]
E [E [UtWt‘Itfl]]
E [0, E [Wi|L,_1]] = E oy x 0] = 0.

Note-se que como o? = ag + a3 X2 ; depende apenas da informagao no
tempo t — 1 pode ser tratado como uma constante quando se condiciona nesse
tempo. Para além disso W; é nao correlacionado com X; 1. Tem-se ainda
que:

E [Xtthl] =E []E [XtXt71|It71]]
E [ X1 E[Xy|I,—1]]
E

[Xt—l X 0] = O,

logo a covariancia entre X; e X; 1 é
Cov (X¢, Xi—1) =E[Xy Xy 1] —E[XE[X;1] = 0.

De forma similar se mostra que Cov (X;, X;—) = 0,Vk > 1. Uma vez que a
covariancia é zero nao se pode prever X; com base na sua histéria I;_1. Nos
mercados financeiros, este facto é uma evidéncia que se designa por hipdtese
do mercado eficiente. Segundo esta hipdtese os mercados financeiros sao “efi-
cientes em relagao a informagao”, assim os pregos negociados para os ativos
refletem toda a informagao histérica disponivel (Jesen, 1978; Malkiel, 1992).

No entanto X? pode ser previsto. Para vermos isto calcule-se a variancia
condicionada de X;.

Var(X|l;—1) =E [X7|I,_1]
=E [of W} |1;-1]
=0} E [W2|I—1] =E[oy x 1] = 07.
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Logo o7 representa a variancia condicionada, a qual por defini¢do é fungao da
histéria do processo,

0',52 = o + OélXthl,
e deste modo pode ser prevista usando X? ;. Como se tem
E [XP|1i—1] = ap + 1 X7y,

é possivel entao estimar o e a1 usando o método de minimos quadrados para
modelar X? em funcido de X7 ;. Deste modo, X? pode ser visto como um
modelo AR(1) onde o seu ruido nao é i.i.d.

Vejamos agora qual a varidncia nao condicionada de X;.

Var(X,) =E [X?] - E2[X] = E [X?]
=E [E [X7?|];—1]]
=E [ag + a1 X2 ]
=0+ a1 E [Xt271]

o
:E[Xf]zl_al (se 0 < ay <1).

Tendo em conta as propriedades vistas para o modelo ARCH(1) e, se a1 < 1,
entao este é um processo estaciondrio. Para além disso, é facil de verificar que
a variancia condicionada inclui a varidncia nao condicionada. Se denotarmos
por 02 = Var (X;), pode mostrar-se que

of =0’ +ay (XP,—0%), (5.4)
pois
o? = @0 ,
1-— [e5]

o que implica que ag = 02 (1 — 1), se substituirmos em o? = ag + a1 X7
obtemos o resultado apresentado em (5.4).

Nos modelos ARCH constatamos que a variancia nao condicionada é fixa,
enquanto que a variancia condicionada depende do histérico variando no
tempo. Outra propriedade destes modelos é que a distribuigdo nao condi-
cionada (marginal) de X; ndo é normal mesmo que a distribui¢do de W; o
seja, sendo assim apropriados para modelar os retornos pois estes tendem a
apresentar distribuicoes com caudas pesadas com valor de curtose superior
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a trés. Continuando com a exemplificacdo para um modelo ARCH(1) com
ruido branco gaussiano verificamos que a curtose é dada por

(Var(X,)?  ~\1-3af

que serd igual a 3 se a; = 0.

Uma outra caracteristica importante dos modelos ARCH é a de conseguir
capturar a tendéncia de grupos de volatilidade, ou seja, grandes (pequenas)
mudangas de valores de ativos podem ser seguidas por outras grandes (peque-
nas) mudancas desses valores, mas com sinal imprevisivel.

As propriedades deste modelo sdo uma vantagem, uma vez que permitem
refletir o que se passa nos mercados financeiros, em particular quando se
pretende modelar séries temporais de retornos.

Para ilustrarmos o comportamento deste modelo vamos fazer uma si-
mulagao usando o R.

Exemplo 5.3. Considere-se um modelo ARCH(1) para modelar os retornos,
Xy, de um certo ativo financeiro:

Xt = UtWt, com Wt ~iid N(O, 1),
eo? =5+0,4X7 ,

Simularemos, usando codigos diferentes, este modelo. Geram-se 1200 va-
lores de um ruido branco gaussiano e fitamos o valor de X1 em zero. Usamos
uma fase burn-in de 200 simulacdes para que os resultados da simulacdo nao
fiquem dependentes da condi¢ao inicial X1 = 0.

Na Figura 5.14 apresenta-se um codigo simples da linguagem R. Na Figura
5.15 é apresentado o cédigo recorrendo ao pacote rugarch, Ghalanos (2019).
O resultado, em ambos as situacoes, é o apresentado na Figura 5.16.

Um outro facto ja referido sobre os processos ARCH é que a sua distri-
bui¢ao marginal nao é normal e que tem caudas pesadas. O grafico Q-Q
normal comparando a distribuicao dos retornos gerados segundo o processo
ARCH(1) do Exemplo 5.3 com a distribui¢ao normal encontra-se no painel
inferior da Figura 5.18. Observa-se a nao linearidade dos pontos, o que sugere
que as observagoes nao sdo normalmente distribuidos. Assim, embora tenha-
mos uma sequéncia nao correlacionada, ver Figura 5.17, é possivel que existam
formas significativas de dependéncia entre os sucessivos termos da série. A
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Simulacao de um modelo ARCH(1)

n.sim<-1200

alfa0 <-5

alfal <-0.4

x<-NULL

x[1]1<-0

w<-rnorm(nsim)
sigma2<-NULL

for(t in 2:n.sim){
sigma2[t]<-alfaO+alfal*x[t-1]"2
x[t]<-w[t]*sqrt(sigma2[t])
¥

\.

Figura 5.14: Cédigo R com comandos bésicos para simulagdo de um modelo

ARCH(1)

Simulagao de um modelo ARCH(1)

library (rugarch)

ex.archl <-ugarchspec(variance.model =

+ list(garchOrder = c(1, 0)),

mean.model = list(armaOrder = c(0,0)),

fixed.pars = list(mu = O, omega = 5,

alphal = 0.4))

ex.archl.sim <- ugarchpath(ex.archl, n.sim = 1200)

Figura 5.15: Cdédigo R usando o pacote rugarch para simulagdo de um modelo
ARCH(1)

existéncia de dependéncia é confirmada pela fungao de auto-correlacao par-
cial do quadrado dos valores da série temporal, que é reproduzido no painel
inferior da Figura 5.17. Como se pode ver, a sua forma nao se parece com a
da fungao de autocorrelagao de um ruido branco.

Como j4 referido, a estimativa da fungao de autocorrelagao associado aos
valores gerados é apresentada na Figura 5.17 (no painel em cima) e verifica-se
que a série aparenta nao apresentar autocorrelagao. No painel inferior da Fi-
gura 5.17 mostra-se a estimativa da funcao de autocorrelacao parcial, PACF,
do quadrado dos valores simulados segundo o processo ARCH(1). Podemos
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Caminho simulado da série de retorno

Série

0 200 400 600 800 1000

Tempo/Horinzonte

Caminho simulado da série de volatilidade

Sigma

0 200 400 600 800 1000

Tempo/Horinzonte

Figura 5.16: Resultado da simula¢@o do modelo ARCH(1) de acordo com o Exem-
plo 5.3. Apresentam-se os caminhos associado & série de retornos (em cima) e & série
de volatilidade (em baixo)

ver um pico no primeiro desfasamento da PACF, o que parece sugerir a pre-
senga do efeito ARCH(1).

O modelo ARCH ¢ de facto um modelo simples mas muitas vezes requer
muitos parametros para descrever adequadamente o processo de volatilidade
de um retorno de ativos financeiros. E comum, em varias aplicagoes de dados
financeiros, que o valor de p tenha de ser bastante elevado por forma a capturar
todas as correlagoes do quadrado dos retornos. Para ultrapassar esta questao
foram propostos outros modelos, e um dos mais populares é o modelo que
falaremos de seguida, o modelo GARCH.

5.4.2 Modelo GARCH

O modelo GARCH (Generalized Auto-Regressive Conditional Heteroscedasti-
city) é uma extensdo do modelo ARCH que foi desenvolvida por Bollerslev
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Figura 5.17: Em cima: Estimativa da func¢do de autocorrelacido da série simulada

para os retornos segundo um processo ARCH(1). Em baixo: Estimativa da fungéo

de autocorrelacao parcial para os quadrados dos retornos da série simulada segundo

um processo ARCH(1)

(1986, 1987). Este modelo introduz na equacdo ARCH os valores anteriores da
variancia e permite descrever a volatilidade de forma mais parcimoniosa, ou

seja, com menor nimero de parametros quando comparado com a modelacao
por um modelo ARCH. De facto, o modelo GARCH é um dos modelos mais
comuns quando se pretende modelar séries temporais de dados financeiros,

tendo inspirado mais de uma dezena de modelos mais sofisticados.
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Histograma

Normal Q-Q Plot

‘Sample Quanties

Figura 5.18: Em cima: Histograma da série simulada para os retornos segundo
um processo ARCH(1). Em baixo: Grafico QQnormal da série simulada para os
retornos segundo um processo ARCH(1)
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Definicao 5.2. Uma série temporal {Xr,t € T} diz-se ser do tipo GARCH (p,q)

Se
Xt = \/O’%Wt,

onde {Wr,t € T} é um ruido branco Gaussiano onde a equagdo da evolugdo
de o? é dada por

p q
of =ao+ Y XP + > Biot
i=1 j=1
comag >0, a; > 0parai =1,2,....p—1ea, >0, 3; >0 para j =
1,2,...,q—1¢eB;>0.

Nos modelos GARCH para que haja uma solucao tnica e estacionaria
(Bougerol e Picard, 1992; Straumann, 2005) as restrigoes impostas sobre os
parametros sao dadas por

k
Z (o + 8;) < 1, com k = max(p,q).
i=1
Observar que essa defini¢do generaliza a nogado dos modelos ARCH(p), que
podem ser recuperados pela configuracao ¢ = 0.

A ideia principal é que o?, a variancia condicionada de X; dada a in-
formacao disponivel até ao tempo t — 1, tenha uma estrutura auto-regressiva
e positivamente correlacionada com o seu préprio passado e com os valores
recentes dos quadrados dos retornos. Isto captura a ideia da volatilidade
(variancia condicionada) como sendo persistente, i.e valores elevados (baixos)
de X? tém maior propensio para serem seguidos de elevados (baixos) valores.

Como no caso de modelos ARCH, a suposi¢ao de ruido branco gaussiano
pode ser relaxada podendo ser usadas as distribuigoes t-Student, GED ou
outra de caudas pesadas.

De seguida apresentam-se algumas das propriedades bésicas dos modelos
GARCH. Como acontecia no modelo ARCH o valor esperado nao condicio-
nado de X; é zero. E a variancia nao condicionada de X; é dada por

BN = g -
1=>00 (a; + Bj)

De seguida vamos verificar algumas das vantagens do uso dos modelos
GARCH exemplificando com o modelo GARCH(1, 1),

of =g+ a1 X7+ 5107, 0<ai,pi<1,(a1+p1) <Ll
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que é frequentemente usado no ajuste de séries temporais financeiras.

Podemos observar que, para um valor elevado de X2 ; ou o2 ; conduz

a um valor elevado de o2 o que levard a que X? = o?W2 também serd ele-
vado. Como visto atrds, este comportamento também é verificado nos modelos
ARCH e é consistente com a existéncia de grupos de volatilidade, que como
se sabe é um comportamento caracteristico das séries temporais financeiras.
Outra propriedade partilhada com os modelos ARCH é a da sua distribuicao
nao condicionada de X; nao ser normal mesmo que a distribuigao de W; o
seja. Alids, prova-se que a sua distribuicao tem caudas mais pesadas que as da
distribui¢ao normal (Tsay, 2010). Por exemplo, se W; seguir uma distribuigao
normal a curtose de um processo GARCH(1,1) é

E [X}] _ 3[1— (a1 + 61)?
(Var(X,))? 1— (a1 +pB1)? =207

> 3,

quando (a1 + B81)? + 202 < 1.

Uma outra propriedade interessante do modelo GARCH é que X? admite
uma representagdo ARMA (max(p, q),q). Esta caracteristica é bastante ttil
pois permite identificar a ordem (p, ¢) do modelo GARCH usando os critérios
habituais para os modelos ARMA.

A estimacdo dos pardmetros quer dos modelos ARCH ou GARCH é, ge-
ralmente, efetuada pelo método da méxima verosimilhanga. A fungao de
verosimilhanca dependendo naturalmente da distribuicao suposta para W;.

Exemplo 5.4. Considere-se um modelo GARCH(1,1) para modelar os retor-
nos, Xg, de um certo ativo financeiro:

Xy = oWy, com Wy ~iiqg N(0,1),

eo?=5+0,3X2,+0,107 ;.

Geram-se 1200 valores de um Tuido branco gaussiano e fizamos o valor de
X1 em zero. Como no exemplo anterior, usamos wma fase burn-in de 200

simulagoes para que os resultados da simulacdo nao fiquem dependentes da
condigao inicial X1 = 0.

O resultado da simulagao, cujo c6digo R se apresenta na Figura 5.19, é o

apresentado na Figura 5.20.

As estimativas das fungoes de autocorrelacao associados aos valores gera-
dos e aos seus quadrados sao as apresentadas na Figura 5.21.
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Simulacao de um modelo GARCH(1,1)

library(rugarch)

ex.garchli<-ugarchspec(variance.model=1list (garchOrder=c(1,1)),
+ mean.model = list(armaOrder=c(0,0)),

+ fixed.pars=list(mu = 0, omega=5, alphal=0.3,betal = 0.1))
ex.garchll.sim<-ugarchpath(ex.garchll, n.sim=1200)

\. J

Figura 5.19: Cdbdigo R usando o pacote rugarch para simular o modelo
GARCH(1,1) definido no Exemplo 5.4
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Figura 5.20: Resultado da simulaco do modelo GARCH(1,1) de acordo com o
Exemplo 5.4. Apresentam-se os caminhos associado & série de retornos (em cima) e
a série de volatilidade (em baixo)

Observe-se que o processo GARCH(1,1) gerado tem a mesma varidncia
(ndo condicionada) que o processo ARCH(1) apresentado na Figura 5.16.
No entanto, a variancia condicionada do processo GARCH parecer ser mais
volatil; comparar a Figura 5.16 com a Figura 5.20. Além disso, o pro-
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Figura 5.21: Em cima: Estimativa da funcdo de autocorrelagdo da série simulada
para os retornos segundo um processo GARCH(1,1). Em baixo: Estimativa da
fungdo de autocorrelagao da série simulada para os quadrados dos retornos segundo
um processo GARCH(1,1)

cesso GARCH parece apresentar grupos de volatilidade mais persistentes. Os
graficos apresentados na Figura 5.22 mostram que a distribuigao marginal de
X, é leptocurtica. As estimativas das fungoes de autocorrelacao indicam al-
guma autocorrelagao significativa no quadrado de X; mas nao em X;, Figura
5.21.
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Figura 5.22: Em cima: Histograma da série simulada para os retornos segundo
um processo GARCH(1,1). Em baixo: Grafico QQnormal da série simulada para os
retornos segundo um processo GARCH(1,1)
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Os modelos ARCH e GARCH foram estendidos em muitas diregoes distin-
tas, e a quantidade de modelos disponiveis é enorme. Devido a complexidade
dos aspetos técnicos dessas generalizacoes, nao se discute aqui as vérias formas
de GARCH que tém vindo a ser propostas para acomodar as caracteristicas
perdidas pelo modelos padrao ARCH e GARCH. Apresentamos de seguida
uma lista breve de algumas das variagoes mais populares.

- LGARCH Leverage GARCH

- PGARCH Power GARCH

- EGARCH Ezponential GARCH
- TGARCH Threshold GARCH

- CGARCH Component GARCH

- GARCH-M GARCH in the Mean

- FIGARCH Fractionally Integrated GARCH

Para uma leitura mais aprofundada sobre estes modelos consultar, por
exemplo, Gouriéroux (1997), Fan e Yao (2003), Straumann (2005), Andersen
et al. (2014) e Ruppert (2015).

5.4.3 Aplicacgao

No que se segue vamos analisar uma aplicagao dos modelos ARCH e GARCH
a um conjunto de dados reais de retornos dos ativos S&P 500 abreviagdo de
Standard & Poor’s 500 e também conhecido por S&P. Este indice trata-se
de um indice composto por quinhentos ativos cotados nas bolsas de NYSE
ou NASDAQ), qualificados devido ao seu tamanho de mercado, sua liquidez
e sua representagao de grupo industrial. Os dados usados neste exemplo
foram retirados da péagina https://finance.yahoo.com e correspondem a
cotagao diaria deste indice entre o dia 3 de janeiro de 2000 e o dia 23 de
setembro de 2019. Foi considerado o preco de fecho ajustado® (ajustado para
os dividendos).

E muito fécil a recolha deste tipo de dados usando o pacote pdfetch (Rei-
nhart, 2019) do R, como se pode comprovar pelos comandos apresentados na
Figura 5.23.
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Recolha de dados - S&P 500

library(pdfetch)
dataSP500<-pdfetch_YAHOO(c(""gspc"),
+from = as.Date("2000-01-03"),

+ to=as.Date(as.Date("2019-09-23")))

Figura 5.23: Cédigo R usando o pacote pdfetch que permite recolher dados do
indice S&P 500 diretamente do site da Yahoo! Finangas

S&P 500: Preco de fecho ajustado 2000-01-03 / 2019-09-20
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Figura 5.24: Valores dos pregos de fecho ajustado didrio do indice S&P 500, desde
o dia 3 de janeiro de 2000 a 23 de setembro de 2019

Os retornos didrios, Ry, sao calculados pela primeira diferenga do logaritmo
dos pregos ajustados, Y;, de fecho, ou seja

Rt = log(}/t) - IOg(Y;:fl)a t= 273 )

Na Figura 5.24 apresenta-se a evolugao histérica dos pregos de fecho ajustados
do indice S&P 500. O retorno didrio desse ativo ¢ ilustrado na Figura 5.25.
Pode observar-se um periodo conturbado em 2008. Devemos recordar que em
15 setembro de 2008, marco da crise financeira, um dos tradicionais bancos

3https://help.yahoo.com/kb/SLN28256.html
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de investimento dos Estados Unidos, o Lehman Brothers, foi a faléncia, e
as Bolsas de todo o mundo foram afetadas. A data ficou conhecida como
segunda-feira negra. Em seguida, outros bancos anunciam perdas bilionarias
e 0s meses que se seguiram foram de muita instabilidade no mercado.

S&P 500: Log-retorno 2000-01-03 / 2019-09-20

-0.05
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Figura 5.25: Evolugao histérica dos retornos didrios do indice S&P 500

A Figura 5.26 apresenta o histograma e um sumaério descritivo desses re-
tornos. Vemos que a sua média é proxima de zero e hd um problema de
assimetria e curtose, que indica a presenca de caudas mais pesadas que a
distribui¢cao normal.

Para modelar a heterocedasticidade condicionada vamos iniciar o ajuste
por um modelo GARCH(1,1) com ruido branco normal. Consequentemente a
especificacao do modelo a ajustar sera:

Ri=pu+Xs, Xi=0Wr e of =+ oletQ_l + ﬁlaf_l

com Wy ~y;iq N(0,1).

O c6digo R recorrendo ao pacote rugarch (Ghalanos, 2019) é o apresentado
na Figura 5.27. Neste cédigo apresenta-se a especificacao do modelo, por
defeito esta funcao considera a distribuigdo normal para os Wy, pelo que nao
é necessario especificéd-la na funcao ugarchspec.



5.4. VOLATILIDADE CONDICIONADA 107

Histograma

) Z
Valor
&1 7 Dimensao 4960
Minimo -0.0947
Méximo 0.1096
Média 0.0001
21 7 Mediana 0.0005
Desvio padrao 0.0119
. AL Coef. Assimetria  -0.2254
- - - - . Curtose 8.5536

Figura 5.26 & Tabela 5.2: Histograma dos retornos S&P 500 e tabela com valores
de estatisticas sumarias

Ajuste de modelo GARCH(1,1) com ruido normal - S&P 500

library(PerformanceAnalytics)
SP500.ret<-CalculateReturns(dataSP500$‘ "gspc.adjclose‘,
+ method="log")

SP500.ret <-SP500.ret[-1,]

library(rugarch)
garchll.par<-ugarchspec(variance.model=1list (

+ garchOrder=c(1,1)), mean.model=list(armaOrder=c(0,0)))
garchll.out<-ugarchfit(spec=garchll.par, data=SP500.ret)
garchll.out

Figura 5.27: Cédigo R usando o pacote rugarch para ajustar o modelo GARCH(1,1)
com ruido normal aos retornos S&P 500

O resultado da execucao do cédigo R é o que se apresenta nas Figuras
5.28, 5.29 e 5.30. O resultado obtido pela aplicacao desta funcao é um longo
relatério onde consta a informagao sobre as estimativas dos parametros e testes
estatisticos relevantes para a avaliacao do ajuste do modelo especificado.

Assumindo Wy ~;;4 N(0,1) o modelo ajustado foi o seguinte:
Ry = 0,00056 + 2, 62 =0,1130z2 , + 0,871062 ;.
Para este modelo, o valor de AIC= -6,4822 ¢ BIC= -6,4769. Em relacdo

a andlise dos residuos, observamos que o teste de Ljung Box, que permite
testar o comportamento de ruido branco, tem associados valores-p pequenos,
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Resultado do ajuste de modelo GARCH(1,1) com ruido normal - S&P

500

* GARCH Model Fit *
*——m ————%

Conditional Variance Dynamics

GARCH Model : sGARCH(1,1)
Mean Model : ARFIMA(0,0,0)
Distribution : norm

Optimal Parameters

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
mu 0.000561 0.000112 5.0104 0.000001
omega 0.000002 0.000001 2.7743 0.005533
alphal 0.113004 0.010414 10.8514 0.000000
betal 0.871038 0.010862 80.1932 0.000000

Robust Standard Errors:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
mu 0.000561 0.000093 6.02586 0.000000
omega 0.000002 0.000005 0.42571 0.670319
alphal 0.113004 0.038582 2.92895 0.003401
betal 0.871038 0.051072 17.05508 0.000000

LogLikelihood : 16079.77

Information Criteria

Akaike -6.4822
Bayes -6.4769
Shibata -6.4822

Hannan-Quinn -6.4803

Figura 5.28: Resultado do ajuste do modelo GARCH(1,1) com ruido normal aos
retornos S&P 500
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havendo evidéncia para a rejeicao da hipdtese nula (que é a de nao existir au-
tocorrelagao nos residuos). Daqui, podemos concluir que os residuos mostram
evidéncia de um comportamento distinto ao do ruido branco.

Olhando para a parte dos resultados relativos aos residuos quadrados es-
tandardizados e para os valores dos testes LM* para os efeitos ARCH, vemos
que os valores-p sao superiores aos niveis de significancia usuais, pelo que nao
hé evidéncia da correlacao da série dos quadrados dos residuos.

Relativamente ao teste de bondade de ajustamento (Palm, 1996), que com-
para a distribuicao empirica dos residuos padronizados com os tedricos da
densidade escolhida, vemos que os valores-p sao inferiores aos niveis de sig-
nificAncia usais, ou seja hd evidéncia para que a suposi¢ao de distribuicao
normal seja rejeitada.

Uma vez que a série dos retornos do preco de fecho ajustado do indice
S&P 500 parece apresentar autocorrelagao e ruido ndo normal, a andlise des-
tes dados prossegue tentando ajustar um modelo, por exemplo, autorregres-
sivo para captar a dependéncia na média e assim remover qualquer tipo de
autocorrelacao e conjuntamente alterar a distribuicao para uma com caudas
pesadas.

Na Figura 5.31 apresenta-se o codigo R onde se especifica um modelo
AR(2) + GARCH(1,1) e uma reparametrizagao da distribuigdo Johnson SU
(Rigby e Stasinopoulos, 2005) para o ajuste deste conjunto de dados. Podemos
ver o resultado deste ajuste nos graficos da Figura 5.32. No painel superior
apresentam-se os retornos com os limites dos intervalos de confianga e no
painel inferior a evolucao dos valores estimados da volatilidade condicionada.

4Teste Lagrange Multiplier (LM) para autocorrelagio, Engle (1982).
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Resultado do ajuste de modelo GARCH(1,1) com ruido normal - S&P

500

Weighted Ljung-Box Test on Standardized Residuals

statistic p-value
Lag[1] 9.133 0.002511
Lag [2* (p+q) +(p+q)-1] [2] 10.042 0.001864
Lag[4x*(p+q)+(p+q)-1] [5] 11.899 0.002960
d.o.f=0
HO : No serial correlation

Weighted Ljung-Box Test on Standardized Squared Residuals

statistic p-value

Lag[1] 1.096 0.2951
Lag[2* (p+q)+(p+q)-1] [5] 4.250 0.2245
Lag[4x*(p+q)+(p+q)-1][9] 5.603 0.3464
d.o.f=2

Weighted ARCH LM Tests

Statistic Shape Scale P-Value
ARCH Lag[3] 0.002015 0.500 2.000 0.9642
ARCH Lag([5] 1.562475 1.440 1.667 0.5760
ARCH Lag[7] 2.147461 2.315 1.543 0.6861

Nyblom stability test
Joint Statistic: 34.9535
Individual Statistics:

mu 0.2923

omega 3.2641

alphal 0.5320

betal 0.9889

Asymptotic Critical Values (10% 5% 1%)
Joint Statistic: 1.07 1.24 1.6
Individual Statistic: 0.35 0.47 0.75

Figura 5.29: Resultado do ajuste do modelo GARCH(1,1) com ruido normal aos
retornos S&P 500
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Resultado do ajuste de modelo GARCH(1,1) com ruido normal - S&P

500

Sign Bias Test

t-value prob sig
Sign Bias 2.9070 3.665e-03 *xx
Negative Sign Bias 0.9263 3.543e-01
Positive Sign Bias 2.6373 8.384e-03 *xx*
Joint Effect 32.6038 3.904e-07 ***

Adjusted Pearson Goodness-of-Fit Test:

group statistic p-value(g-1)

1 20 178.0 7.573e-28
2 30 192.7 4.322e-26
3 40 217.5 1.223e-26
4 50 250.3 8.370e-29

Elapsed time : 0.2204602

.

Figura 5.30: Resultado do ajuste do modelo GARCH(1,1) com ruido normal aos
retornos S&P 500

Ajuste do modelo AR(2)+GARCH(1,1) - S&P 500

garchll. jsu.spec=ugarchspec(variance.model=
+1list(garchOrder=c(1,1)), mean.model=1list(armalrder=c(2,0)),
+distribution.model = "jsu")
garchll.jsu.fit=ugarchfit(spec=garchll. jsu.spec,
+data=SP500.ret)

Figura 5.31: Cddigo R para o ajuste do modelo AR(2)+ GARCH(1,1) e distri-
buigdo Johnson SU aos dados dos retornos S&P 500. Foi usado o pacote rugarch
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Series with 2 Conditional SD Superimposed
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Figura 5.32: Retornos didrios S&P 500 e a volatilidade estimada pelo modelo
AR(2)+GARCH(1,1) e distribui¢do Johnson SU



Capitulo 6

Redes Neuronais e o
Perceptrao

6.1 Introducao as redes neuronais

Uma rede neuronal artificial (RNA) é um método prético para aprender
fungbes reais, discretas e vetoriais a partir de dados. A inspiracido deste
método vem das estruturas neuronais dos seres humanos, que aprendem com
a experiéncia. Tal como o cérebro é composto de unidades basicas, denomi-
nadas neurdnios, uma RNA é composta de varias unidades de processamento,
baseados num modelo simples do neurénio. Em particular, estas unidades
de processamento recebem um conjunto de valores reais como entrada e pro-
duzem um valor real como saida. E importante salientar que o modelo de
funcionamento da RNA é bem mais simples que o cérebro.

Estas unidades de processamento podem ser conectadas de tal forma que
uma saida de uma unidade pode ser a entrada de outra unidade, formando
assim uma rede com vérias unidades simples de processamento. As RNAs sao
a base para uma &drea da inteligéncia artificial chamada Deep Learning. Esta
area tem ganho uma grande popularidade devido as dreas de aplicagao, tais
como a classificacao de milhoes de imagens (e.g., Google Images), reconheci-
mento de voz (e.g., A Siri da Apple), recomendagcao de videos para milhoes de
utilizadores (e.g., YouTube), e jogos em que se aprende a ganhar de campedes
mundiais (e.g., AlphaGo da DeepMind).

113
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6.2 O neurédnio biolégico e a unidade de pro-
cessamento de uma rede neuronal

De uma forma simplificada, um neurénio biolégico recebe impulsos elétricos
vindos de outros neurdénios através dos dendritos (ver Figura 6.1). Estes im-
pulsos podem estimular o corpo do neurénio, tanto em termos da sua inten-
sidade ou da sua natureza (i.e., inibitéria ou excitatéria). Se estes estimulos
conjuntamente ultrapassarem um certo limiar, o neurénio dispara um sinal
elétrico pelo axdnio e outros neurdnios recebem este impulso elétrico através
das sinapses.

Dendritos

Sentido do impulso nervoso

Figura 6.1: O neurdnio bioldgico

A analogia entre o neurdnio bioldgico e uma unidade de processamento de
uma rede neuronal é a seguinte. Na Figura 6.2, as entradas =1, zo, ..., T, sao
valores que sao recebidos de outras unidade de processamento, imitando os
impulsos elétricos recebidos de outros neurdnios. Estas entradas sao multi-
plicadas por pesos wi,ws, ..., Wy, tentando imitar os estimulos que ocorrem

n

dentro do corpo do neurénio. Por dltimo, a soma ponderada »_ w;z; que
i=0

passa por uma funcao de ativagdo é um modelo simples do disparo elétrico

que ocorre no neuronio.

6.3 Perceptrao

O Perceptrao foi um dos primeiros modelos de aprendizagem a partir do qual
as redes neuronais surgiram. Esta rede neuronal foi concebida por Rosenblatt
(1958) para resolver o problema de classificacdo bindria (e.g., se aparece gato
ou um cao numa imagem). Além disso, Rosenblatt utilizou o Perceptrao numa
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o = 1
1
w1 Wo
Io %
— Ativagao
Wn, Z(;wﬂi O(xl,wz,...,wn)

Figura 6.2: A unidade de processamento de uma rede neuronal

maquina capaz de reconhecer imagens, chamada de Mark I perceptron.

O modelo do Perceptrao utiliza a estrutura da Figura 6.2. E importante
salientar que esta rede neuronal nao possui unidades que se ligam a outras
unidades de processamento. Em particular, o Perceptrao tem as seguintes
caracteristicas:

e As entradas x1,zs,...,x, da unidade de processamento sdo valores re-
als que representam alguma caracterfstica ou atributos dos dados (e.g.,
informagao sobre cada pixel da imagem);

e Cada entrada z; é multiplicada por um peso w; que representa o quanto
esta entrada deve influenciar a unidade de processamento;

e A unidade de processamento possui um viés que é o resultado da mul-
tiplicagao de uma constante xg = 1 pelo peso wo;

e Todas as expressoes w;x; sao somadas e o resultado é uma soma ponde-

n
rada igual & ) w;x;. Se consideramos que xg,x1, T2, ..., T, ¢ um vetor
i=0
T e 08 pesos wp, Wy, Wa, ..., W, € um vetor w, entdao a soma ponderada
T

pode ser calculada através da seguinte multiplicagao de vetores w* x;

e Uma fungdo de ativagdo determina qual a classe (e.g., gato ou céo) da
entrada x1, o, ..., x,. Em particular, a funcao ativagao do perceptrao é
uma fungdo degrau (ver Figura 6.3), onde:

1,se wla >0
O(x1, 20, ..;xy) =14 6.1
(1,2 ) 07sewa§0 (6.1)
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-10 -5 5 10

Figura 6.3: A funcio de ativagdo do Perceptrao: funcdo degrau

Note que para aprender a funcgao de classificacio do perceptrao (i.e., a
fungdo O(z1,x2,...,x,)) é preciso um conjunto de exemplos (e.g., imagens
de gatos e cdes), onde cada exemplo d possui uma entrada x¢,z¢,...,2¢ e
sua respectiva classe y¢ € {0,1}. Consequentemente, é preciso encontrar
0S pesos Wy, W1, Wa, ..., w, da funcdo O(x1,xa,...,x,) que permita classificar
corretamente todos os exemplos. A secao seguinte apresenta o algoritmo para
determinar os pesos da funcao de classificacao através de um conjunto de

exemplos.

6.4 O algoritmo de aprendizagem

O algoritmo de aprendizagem do Perceptrao proposto por Rosenblatt foi ins-
pirado no trabalho de Hebb (1949), onde Hebb sugere que a conexao entre
neurédnios biolégicos cresce quando um neurdnio dispara um sinal para outro
neurénio. Em particular, o algoritmo de aprendizagem do Perceptrao recebe
um exemplo por vez e faz uma predigao da classe deste exemplo. Ao comparar
com a classe pretendida, o algoritmo altera os pesos do Perceptrao quando ha
um erro entre a classe prevista e a pretendida. Consequentemente, o algoritmo
de aprendizagem do Perceptrao atualiza os pesos para cada exemplo com a
Equagao 6.2 até que todos os exemplos sejam corretamente classificados.

w; = w; +n(y* — §4)af (6.2)

onde:

e w; é um peso de uma entrada;
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e 2¢ é uma entrada do exemplo d do conjunto de exemplos;

%

y? é a classe correta (ou pretendida) do exemplo d;

e §? é a classe prevista com a funcio O(z{, 24, ...,2%) do exemplo d;

1 é a taxa de aprendizagem que determina o quanto os pesos devem ser
alterados em cada passo do algoritmo de aprendizagem.

Na préxima segao, implementa-se o algoritmo de aprendizagem do Per-
ceptrao em Python.

6.5 Um exemplo do Perceptrao

Esta secao apresenta um exemplo simples para mostrar como Perceptrao
aprende uma funcgdo de classificacdo. A fungdo que se pretende aprender
funciona com uma porta légica AND.

A Tabela 6.1 apresenta os quatro exemplos de treino para o Perceptrao com
duas entradas, nomeadamente z¢ e 4. O objetivo é implementar o algoritmo
de aprendizagem do Perceptrao e assim encontrar os valores dos pesos que
permita classificar corretamente todos os exemplos.

Tabela 6.1: Exemplos de treino para o Perceptrao

d d
2

Exemplos ¢ =z Y
de treino
d=1 0 0 0
d=2 0 1 0
d=3 1 0 0
d=14 1 1 1

A Figura 6.4 apresenta o cddigo em Python para criar varidveis de confi-
guracao do Perceptrao. Em particular, este Perceptrao tem duas entradas e
trés pesos (i.e., um peso para cada entrada e um para o viés). Além disso,
define-se a taxa de aprendizagem e um numero méaximo de iteragoes para o
algoritmo de treino.

Na Figura 6.5 cria-se uma funcao que calcula a saida do Perceptrao tal
como se vé na Figura 6.2. Note que primeiro se calcula a soma ponderada
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Exemplo do Perceptrao

import numpy as np

# incializar variaveis de configuracao do Perceptrao
num_entradas = 2

pesos = np.zeros(num_entradas + 1)

tx_aprendizagem = 0.01

iteracoes_max = 1000

Figura 6.4: Cédigo em Python para Configurar o Perceptrao

wlz e depois este resultado passa pela funcio de ativagao (i.e., a funcao

degrau).

Exemplo do Perceptrao

# calcular a saida do Perceptrao
def calcular_saida(exemplo):
somatorio = np.dot(exemplo, np.transpose(pesos[1:]1))\
+ pesos[0]
if somatorio > 0:
return 1
else:
return O

\. J

Figura 6.5: Coddigo em Python para criar uma funcdo que calcula a saida do
Perceptrao

A Figura 6.6 apresenta o c6digo que implementa o algoritmo de aprendi-
zagem do Perceptrao da Se¢ao 6.4. A fungdo recebe um conjunto de exemplos
e suas respectivas saidas pretendidas (i.e., as classes de cada exemplo). Para
cada exemplo, compara-se primeiro a saida do Perceptrao com a saida preten-
dida e depois altera-se os pesos do Perceptrao quando hé um erro, conforme
a Equagao 6.2. O cédigo termina quando todos os exemplos sao corretamente
classificados ou um nidmero méaximo de iteragoes é atingido.

Na Figura 6.7 cria-se os exemplos da Tabela 6.1 e chama-se a funcao treinar
da Figura 6.6. Em seguida, dois testes sao feitos na Figura 6.8 para ver se o
Perceptrao é capaz de classificar corretamente dois casos, através da fungao
calcularSaida.
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Exemplo do Perceptrao

# treinar o Perceptrao
def treinar(exemplos_treino, saidas_pretendidas):
i=0
erro = 0
while True:
for exemplo, saida_pretendida in \
zip(exemplos_treino, saidas_pretendidas):
saida = calcular_saida(exemplo)
erro += (saida_pretendida - saida)**2
pesos[1:] += tx_aprendizagem * \
(saida_pretendida - saida) * exemplo
pesos[0] += tx_aprendizagem * \
(saida_pretendida - saida)
i+=1
if i >= iteracoes_max:
print("Treino parou por ter atingido o \
numero maximo de iteracoes")
erro = 0
break
if erro ==
print ("Numero de iteracoes para treinar o \

perceptrao = ", i)
print("Pesos = ", pesos)
break

erro = 0

Figura 6.6: Cédigo em Python para criar uma fungdo que treina o Perceptrao

Na Figura 6.9 apresenta-se o resultado do treino do Perceptrao, que teve
que iterar 24 vezes pelo conjunto de treino para encontrar os pesos que clas-
sificam corretamente todos os exemplos. Por fim, os dois casos de teste de-
monstram que o Perceptrao é capaz de acertar as respectivas classificacoes
dos exemplos.

Por dltimo, a Figura 6.10 mostra um grafico com os quatros exemplos de
treino e uma reta que representa a fronteira de decisao do Perceptrao. A
equagao da reta desta fronteira é wg + wiz1 + wexe = 0, onde os pesos sao
calculados com o método treinar da Figura 6.6 . Nesta fronteira, todo ponto
abaixo da reta deve ser classificado com y? = 0 e todo ponto acima da reta
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Exemplo do Perceptrao

#exemplos de treino
exemplos_treino = np.array([[0,0],[0,1],[1,0],[1,111)
saidas_pretendidas = np.array([[0], [0], [0],[1]1]1)

treinar (exemplos_treino , saidas_pretendidas)

Figura 6.7: Cédigo em Python para criar os exemplos de treino e chamar a fungéo
de treino do Perceptrao

Exemplo do Perceptrao

# Testar o Perceptrao treinado com exemplos
exemplo_testel = mnp.array([1, 1])

print ("Exemplo 1 de teste: ", exemplo_testel)
print("Saida = ", calcular_saida(exemplo_testel) )

exemplo_teste2 = np.array([0, 1])
print ("Exemplo 2 de teste: ", exemplo_teste2)
print("Saida = ", calcular_saida(exemplo_teste2) )

Figura 6.8: Cédigo em Python para testar o Perceptrao

Exemplo do Perceptrao

Numero de iteracoes para treinar o perceptrao = 24
Pesos = [-0.02 0.02 0.01]

Exemplo 1 de teste: [1 1]

Saida = 1
Exemplo 2 de teste: [0 1]
Saida = 0

Figura 6.9: O resultado do treino e teste do Perceptrao

deve ser classificado com y® = 1. Note que no caso de haver mais entradas
no Perceptrio, a fronteira de decisdo torna-se um hiperplano (i.e., w’z = 0)
e é por isso que o Perceptrao é apenas capaz de classificar problemas que sao
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linearmente separaveis.
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Figura 6.10: A fronteira de decisdo do Perceptrao
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Capitulo 7

Perceptrao Multicamadas

7.1 Introducao

Este capitulo tem como objetivo apresentar o Perceptrao multicamadas. Esta
é uma das redes neuronais mais utilizadas para aprender fungoes complexas,
que sao capazes de resolver problemas com um alto grau de nao linearidade.
Além disso, estas redes neuronais e o seu método de aprendizagem sdo a base
para a area chamada Deep Learning.

Na primeira segao é feito uma introdugao a arquitetura do Perceptrao
multicamadas. Nas duas segOes seguintes, o algoritmo de aprendizagem do
Perceptrao multicamadas é apresentado junto com um exemplo em Python.
Por 1ltimo, apresenta-se um resumo sobre a area Deep Learning.

7.2 Perceptrao multicamadas

O Perceptrao multicamadas, ou rede neuronal feedforward, é uma rede com
véarios Perceptroes que estdo densamente ligadas. A unica diferenca entra a
unidade de processamento do Perceptrao e do Perceptrao multicamadas é a
escolha da func¢ao de ativagao. Enquanto que no Perceptrao utiliza-se a fungao
degrau, no Perceptrao multicamadas pode-se utilizar diferentes fungoes que
introduzem uma componente nao-linear nesta rede neuronal.

A Figura 7.1 apresenta a arquitetura do Perceptrao multicamadas com as

123
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Unidade de
Processamento
Y
N~
> |—————
% N
Camada de
Camadas Saida
Escondidas
Camada de
Entrada

Figura 7.1: A arquitetura do Perceptrao multicamadas

seguintes caracteristicas:

e A camada de entrada ¢é a primeira camada da rede, onde cada unidade
recebe uma entrada. A saida de cada unidade é entao ligada a todas as
unidades da camada seguinte.

e As camadas escondidas tém uma ou mais camadas que estao totalmente
ligadas, ou seja, a saida de uma unidade de processamento estd sempre
ligada a todas as unidades da camada seguinte. Note no exemplo da
Figura 7.1 que ha duas camadas nas camadas escondidas.

e A camada de saida é a ltima camada e pode conter varias unidades
de processamento. No entanto, cada unidade de processamento nesta
camada tem apenas uma saida, que é uma saida da rede neuronal.

Esta rede neuronal é capaz de aprender fungoes bem mais complexas que
o Perceptrao. Por exemplo, devido as varias camadas, a rede é capaz de
aprender fungoes nao lineares, como por exemplo, classificar problemas que
nao sao linearmente separaveis.



7.3. O ALGORITMO DE APRENDIZAGEM 125
7.3 O algoritmo de aprendizagem

O algoritmo de aprendizagem do Perceptrao multicamadas utiliza um método
chamado Backpropagation (Rumelhart et al., 1986) para aprender os pesos
da rede. O Backpropagation utiliza o método do gradiente descendente, com
o objetivo de minimizar o erro entre a saida da rede e a saida pretendida.
Esta secao apresenta o algoritmo de aprendizagem do Perceptrao multicama-
das', onde Backpropagation utiliza uma funcao de erro igual & soma dos erros
quadraticos e uma funcao de ativagao igual a funcgao logistica. No entanto, ou-
tras fungoes de erro e de ativacao podem ser utilizadas também com o mesmo
método.

7.3.1 Unidade de processamento com a fungao logistica

O Perceptrao multicamadas também utiliza a mesma unidade de processa-
mento da Figura 6.2. No entanto, para tornar esta rede neuronal capaz de
aprender fungoes nao lineares com o método do gradiente descendente, é pre-
ciso escolher uma fungao de ativagdo diferente da fungao degrau (ver Figura
7.2a). Uma alternativa é a funcao logistica (ver Figura 7.2b) que parece com
a funcao degrau mas é diferenciavel em todos os pontos do seu dominio.

-10 -5 5 10 -10 -5 5 10

(a) Funcao degrau (b) Fungao logistica

Figura 7.2: Funcoes de ativagao

Tal como o Perceptrao, a unidade de processamento calcula primeiro a
n

soma ponderada Y w;x; e depois utiliza este resultado como entrada da
i=0

fungao logistica. A fungdo logistica é definida na Equacédo 7.1 e sua derivada

1 Esta secdo utiliza uma notacdo muito parecida com a notacéo do livro Machine Learning
do Mitchell (1997)
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é apresentada na Equagao 7.2 . Estas equagoes serao utilizadas no método do
gradiente descendente.

o) = 1 (7.1)
) — o)1~ o(0) (7.2

Ha& outras fungoes de ativacao sendo utilizadas atualmente nas redes neu-
ronais com bastante sucesso, tais como a fungao ReLU. No entanto, por
questoes didéaticas, esta segao apresenta apenas a derivagao do método do
gradiente descendente com a fungao logistica.

7.3.2 O método Backpropagation

O método Backpropagation aprende os pesos do Perceptrao multicamadas
através do método do gradiente descendente. O objetivo é encontrar os pesos
que conseguem minimizar o erro entre a saida da rede e a saida pretendida
de todos os exemplos de um conjunto de treino.

Na pratica, utiliza-se uma versao do método do gradiente descendente
chamada gradiente descendente estocédstico (Mitchell, 1997) . Enquanto que
o gradiente descendente original apenas atualiza os pesos depois de calcular
o erro com todos os exemplos, o gradiente descendente estocéstico faz esta
atualizagao de forma incremental, onde os pesos sao atualizados apds o calculo
do erro de cada exemplo. Desta forma, o gradiente descendente estocastico
costuma ser mais eficiente em termos computacionais e tende a convergir mais
rapido para um minimo local.

Em particular, o método do gradiente descendente estocastico tenta re-
solver o problema de otimizacao utilizando o seguinte procedimento. Para
cada exemplo, este método atualiza o vetor de pesos w, de cada unidade de
processamento u na dire¢ao da maior descida ao longo da curva de erro. Esta
direcdo é calculada com negativo do gradiente? em relacdo ao vetor de pesos,
onde o gradiente é definido pela Equacao 7.3.

20 gradiente indica a direcdo que produz o maior incremento do erro. Como é preciso a
direcdo com o maior decremento do erro, utiliza-se o negativo do gradiente
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oF OFE oF
E(w,) = , s s .
VE(w.) {Qw%o s 8wu7n} (7.3)
A atualizag@o dos pesos ¢ feita com as Equagoes 7.4 e 7.5.
Wy, = Wy + Awy, (7.4)
Aw, = —nVE(w,) (7.5)

Note na Equagao 7.5 que o negativo do gradiente é multiplicado por uma
constante positiva 1 que se chama a taxa de aprendizagem e determina o
tamanho do passo na atualizacdo dos pesos. As Equagbes 7.6 e 7.7 mostram
como ¢ feito a atualizacao de cada peso w,; da unidade u.

Wey,5 = Wy, + Awu,i (76)
OF

Awy,i 7.7

W, nawul (7.7)

O restante desta segao apresenta a derivagao do método do gradiente des-
cendente estocastico. Para isso, utiliza-se algumas varidveis que estao na

Tabela 7.1.

O primeiro passo para implementar o método do gradiente descendente
estocastico é o cédlculo do gradiente. Em particular, é preciso calcular cada
componente do gradiente:

0Fy
wa

onde Ej é o erro entre a saida da rede e a saida pretendida do exemplo d,
para todas as saidas da rede. A Equacgao 7.8 apresenta a definicao do erro Fy.
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T, i a entrada ¢ da unidade u

Way 0 peso associado a entrada ¢ da unidade u

s0May, a soma ponderada Y w, ;% ; da unidade u

K3

Oy a saida da unidade u

tu a saida pretendida da unidade u

o a fungao logistica

satdas as unidades de processamento na camada de saida

seguinte(u) | as unidades de processamento na camada seguinte
a unidade u, i.e., as unidades que estao ligadas a saida
da unidade u

Tabela 7.1: Varidveis utilizadas na derivacao do método do gradiente descendente
estocéstico

Ed = Z (tk — Ok)2 (78)

k€saidas

DN | =

Note que o peso w, ; apenas influencia a rede através da soma ponderada
SOMay = Y Wy Ty, logo é possivel utilizar a regra da cadeia para calcular o

1
componente do gradiente:

OEq  O0Eg 0Osomay,
Owy ~ dsomay, Owy

(7.9)

A dltima derivada parcial da Equacdo 7.9 pode ser calculada da seguinte

maneira:
dsomay, 0

Logo a Equacao 7.9 pode ser simplificada:

0Eg  0Fy
Owy, i "~ dsomay

Tui (7.11)

)
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OFE4
dsoma.,

o gradiente do erro. No entanto esta derivada parcial nao é igual para todas
as unidades de processamento da rede. Consequentemente, considera-se dois
casos, um onde a unidade pertence a camada de saida e outra onde a unidade
faz parte das camadas escondidas.

Em resumo, apenas falta calcular a derivada parcial para calcular

Primeiro caso: Calculando o gradiente para uma unidade da ca-
mada de saida

Da mesma forma que w, ; apenas influencia a rede através da soma pon-
derada soma,,, soma, apenas influencia a rede através da saida da unidade

0,. Logo pode-se utilizar a regra da cadeia para calcular a derivada parcial
OEq4
dsoma.y, *

8Ed - 8Ed 6ou
dsoma, o, Osomay

(7.12)

A primeira derivada parcial da Equagao 7.12 pode ser calculada substi-
tuindo E4 pela Equagao 7.8:

0Fq _ i% S (tk—ox)? (7.13)

ke€saidas

Pode-se simplificar a Equacio 7.13 porque todas as derivadas de (t; — o )?
sao iguais a zero, exceto quando k = u.

OEy 01 5
— Z(ty — 04)% = —(t, — o, 7.14
St = o5t =0 = —(ta =) (714)
A segunda derivada parcial da Equacao 7.12 (i.e., as‘zzgau) é a derivada da

funcao logistica porque o,, é igual & o(soma,,). Logo utilizando a Equagao 7.2,
que ¢ a derivada da funcao logistica, pode-se encontrar esta derivada parcial
da seguinte maneira:

doy, 0

dsoma,  0somay,

o(somay,,) = o(somay)(1 — o(somay,)) (7.15)

doy,

m = Ou(]. - Ou) (716)
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OFE4
dsoman,

Agora é possivel calcular a derivada parcial da Equagao 7.12 com

as Equacoes 7.14 e 7.16:

6Ed _ 8Ed aOu
dsoma, 0o, Osomay,

= —(ty — 04)0u(1 — 0y4) (7.17)

Consequentemente, a Equagao 7.7, que atualiza os pesos, pode ser subs-
tituida da seguinte forma para as unidades da camada de saida:

OF OE; 0Osoma,

_ - _ .1
n@ww n@somau Owy, i (7.18)

A’wu’i =

Com o resultado da Equacao 7.11, é possivel simplificar a Equagao 7.18:

oE 0E,

Awui = M wn,
u,i

n@somaux ’ ( )

E com o resultado da Equagao 7.17, a Equacao 7.19 pode ser simplificada
para gerar o seguinte resultado:

0FEy

Awys =t
dsomay,

Ly,i = n(tu - Ou)ou(l - Ou)xu,i (720)

Logo, para cada exemplo do conjunto de treino, a Equagao 7.20 é utilizada
para atualizar os pesos de uma unidade da camada de saida para que se possa
diminuir o erro Ey4. O valor (t, — 0,)04(1 — 0y,) é conhecido como termo do

erro da unidade u. Além disso, este termo de erro é representado pela varidvel
OE4
Dsoma.,

0, € 0 seu valor € igual a — . Logo é possivel reescrever a Equacao 7.20

desta maneira:

OFy

Awy; =n— ———
e dsomay,

Loy,i = 776uxu,z (721)

Ou = (ty — 04)0ou (1 — 04) (7.22)
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Segundo caso: Calculando o gradiente para uma unidade de uma
camada escondida

Neste segundo caso, o objetivo é calcular a derivada parcial 5 OBq
SOMa,,

uma unidade de uma camada escondida e consequentemente a Equagao que
atualiza os pesos. Através da Figura 7.1, note que uma unidade de uma ca-
mada escondida apenas influencia as unidades da camada seguinte; em outras

para

palavras, a saida de uma unidade de uma camada escondida liga-se apenas
as entradas das unidades da camada seguinte. Este grupo de unidades é cha-
mado de seguinte(u). Além disso, o valor de soma, da unidade u apenas
influencia a rede, e consequentemente o erro E,, através das entradas das
unidades da camada seguinte. Logo é possivel calcular a derivada parcial da
seguinte maneira:

OF 0FE,; 0Jsoma dsoma
_Ymd § _YPd  USUTGk § —5k7k (7.23)
dsomay, - dsomay, 0soma,, - dsomay,

keseguinte(u) keseguinte(u)

A derivada parcial 33)% é substituida por —d, onde Jy, é o termo de erro

E k

de uma unidade k da camada seguinte. Além disso, soma, apenas influencia
a rede através da saida da unidade o,. Logo pode-se utilizar a regra da cadeia

para calcular a derivada parcial gs"m“’“ :
SOMQyq,
0E, dsomay, dsomay, 0o,
— = E —p=—— = g - ————
dsomay, - dsomay, - do, 0Osoma,,
keseguinte(u) keseguinte(u)

(7.24)

Lembre-se que somay, é igual & > wg ;xy.;, onde os valores zj; vem das

K]
saldas das unidades da mesma camada da unidade u. Logo, ao calcular

dsomay
D0,y
xy,; for igual a saida o,. Consequentemente é possivel simplificar a Equacao

7.24:

a derivada de todos os termos wy, ;xj, ; sdo iguais a zero, exceto quando

0E, 0oy
— = =Wy = 7.25
dsomay, Z khu dsomay, ( )
keseguinte(u)
Por 1dltimo a derivada parcial 852%(1 é a derivada da funcao logistica, logo

é possivel simplificar a Equagao 7.25:
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OFy
— = — w(l— 2
Dsoma. Z Ok Wi 1,00, ( 0y) (7.26)
keseguinte(u)
Reorganizando os termos e usando d,, no lugar de — 83)%& :
Su=ou(l=04) > Spwpa (7.27)

keseguinte(u)

Note que os exemplos de treino apenas possuem a saida pretendida da rede
(i.e., as safdas pretendidas da camada de saida) e ndo uma saida pretendida
para uma unidade da camada escondida. Consequentemente, nao é possivel
calcular o termo de erro tal como foi feito na unidade da camada de saida.
No entanto, o termo de erro de uma unidade escondida pode ser calculado
através de uma soma ponderada entre os termos de erros das unidades da
camada seguinte J;, e os pesos wy,, entre as unidades u e k. O peso wy,,, pode
ser interpretado como grau que o erro da unidade u é responsavel pelo erro
na saida k. Isto é uma interpretacao intuitiva da Equacao 7.27.

Tal como no caso da camada de saida, os pesos de uma camada escondida
sao atualizados com a Equagao 7.28.

0E,

Awy; =n— ———
’ dsomay,

O Algoritmo 1 mostra como se implementa o Backpropagation para uma
rede com duas camadas, assumindo que as fungoes de ativagao sao fungoes
logisticas. Normalmente, uma rede com uma camada de entrada, J camadas
escondidas e uma camada de saida é dita ter J+ 1 camadas, porque a unidade
de entrada nao é considerada. Por isso que a rede no Algoritmo 1 tema duas
camadas.

No Algoritmo 1, cada exemplo é utilizado para que se possa calcular todas
as saidas das unidades de processamento. Note que isto s6 é possivel se este
cdleulo for feito uma camada por vez, indo da esquerda para direita (i.e., da
camada de entrada para a saida). Consequentemente, esta etapa chama-se
a propagacao para frente ou forward propagation. Depois é feito o calculo
dos erros. Nesta etapa, também sé é possivel fazer o cdlculo se for feito
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uma camada por vez, indo da direita para esquerda (i.e., da camada de saida
para a entrada). Por isso, esta etapa chama-se propagacéo para tras ou back
propagation. Note que as linhas 7 e 9 do Algoritmo 1 vem das Equagdes 7.22
e 7.27 respectivamente. Depois destas etapas é possivel atualizar os pesos da
rede.

Apesar do Algoritmo 1 ser especifico para uma rede de duas camadas, é
facil apresentar uma extensao que pode ser generalizada para redes de qual-
quer numero de camadas. A tunica alteracao a ser feita esta relacionada com
as linhas que calculam o § nas linhas 8 e 9, onde é feito o cédlculo do erro
da camada escondida. Em um caso geral, uma unidade r de uma camada m
deve ter o seu 4, calculado com a Equagao 7.29, onde é necessdrio ja se ter
calculado os valores de § das unidades da camada m + 1. Logo a linha 9 deve
ser substituida pela Equacao 7.29. Além disso, as linhas 8 e 9 (atualizada
com a Equagao 7.29 ) devem ser repetidas para todas as camadas da rede, no
sentido da ultima camada escondida até a primeira.

6 = 0,(1—0,) > We 0 (7.29)

s€ camada m+1

7.4 Um exemplo do Perceptrao multicamadas

Esta segao apresenta um exemplo simples de como Perceptrao multicamadas
aprende uma fungao capaz de gerar os mesmos resultados de uma porta légica
XOR. A Tabela 7.2 apresenta os quatro exemplos de treino com duas entradas
r¢ e x3 e uma saida y?. A porta légica XOR retorna 1 (ou verdade) apenas

quando z¢ e x4 possuem valores diferentes.

Tabela 7.2: Exemplos de treino para o Perceptrao multicamadas

Exemplos z¢ 2 3¢
de treino
d=1 0 0 0
d=2 0 1 1
d=3 1 0 1
d=4 1 1 0
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Algoritmo 1 O algoritmo Backpropagation para duas camadas

Entrada: D: conjunto de treino. Cada exemplo d € D possui um par
< x,t >, onde x é um vetor com as entradas da rede e t é um
vetor com os valores pretendidos
7: taxa de aprendizagem (e.g., n = 0.01)

Nent: 0 numero de entradas da rede (ou nimero de unidades na
camada de entrada)

ns: o numero de saidas da rede (ou nimero de unidades na ca-
mada de saida)

Nese: 0 numero de unidades na camada escondida

inicio
1 criar uma rede com n.pn¢ unidades na camada de entrada, n.s. unidades
na camada escondida e ns unidades na camada de saida;
2 inicialize os valores dos pesos com valores aleatérios pequenos (por
exemplo, entre -0.05 e 0.05);
repita
4 para cada < z,t >€ D faga

// propagar a entrada pela rede para frente

// (da camada de entrada para a saida)

5 Com a entrada z, calcule as saidas o, de cada unidade da rede;
// propagar os erros pela rede para tras

// (da camada de saida para a entrada)

para cada unidade k da camada de saida faga

‘ 619 < Ok(l — Ok)(tk — Ok)

fim

para cada unidade h da camada escondida faga

‘ on <= Oh(l - Oh) Zk€saida.9 wk,h(sk

fim
10 para cada peso wj,; faca
11 ‘ Wi ¢ Wi+ 775]'1‘3'71'
fim
fim

até a condicdo de paragem ser verdadeira;

fim
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Figura 7.3: O problema de classificagdo de uma porta légica XOR

Para este problema, o objetivo da rede neuronal é aprender a classificar
as entradas de acordo com a Tabela 6.1, muito parecido com o problema da
Secgao 6.5. Entao por que nao se utiliza o Perceptrao para este problema? A
resposta é simples; este problema de classificagao nao é linearmente separavel,
tal como se pode ver na Figura 7.3. Note que nao é possivel tracar uma reta
que seja capaz de separar as duas classes, tal como foi feito na Figura 6.10.

Entrada 1

m w2’2

Figura 7.4: A arquitetura da rede para o problema de classificagdo de uma porta
légica XOR

Consequentemente, para resolver este problema, é preciso utilizar uma rede
com duas camadas, tal como se pode ver na Figura 7.4. Em particular, héd
duas unidades na camada de entrada, duas unidades na camada escondida e
uma unidade na camada de saida.

A Figura 7.5 apresenta o cédigo para criar varidveis que guardam os exem-
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Exemplo do Perceptrao multicamadas

import numpy as np

# funcoes uteis para o Backpropagation
def flogistica (x):
return 1/(1 + np.exp(-x))

def derivada_flogistica(x):
return x * (1 - x)

#exemplos de treino

entradas = np.array([[0,0],[0,1],[1,0],[1,1]1])

saidas_pretendidas = np.array([[0], [1],[1],[0]]1)

entradas_com_vies = np.concatenate( \
(np.ones((entradas.shape[0],1)), \
entradas), axis=1)

Figura 7.5: Cddigo em Python para criar varidveis com os exemplos de treino e
fungdes 1teis para o Backpropagation

plos da Tabela 7.2, além de criar a funcao logistica e sua derivada para o
Backpropagation. Ja a Figura 7.6 mostra como configurar a rede com duas
unidades de entrada, duas unidades na camada escondida e uma unidade na
camada de saida. Note que os pesos de todas as unidades comegam com
valores aleatorios e a taxa de aprendizagem ¢ 0,1.

No cédigo da Figura 7.7, o Backpropagation é implementado em Python.
Em cada iteragao, o cédigo faz a propagacao da entrada para frente, para
que se possa calcular a saida de todas as unidades de processamento. Note
que por questoes de eficiéncia, a propagacao para frente é feita com todos os
exemplos ao mesmo tempo, utilizando célculo matricial®. Nas restantes linhas
de cédigo, os termos de erro (i.e. ¢) sao calculados e atualizam-se os pesos
com céalculo matricial.

O cédigo da Figura 7.8 imprime os valores finais dos pesos da rede e a
saida da rede para cada exemplo da Tabela 7.2. Na Figura 7.9, apresenta-se
as saidas da rede neuronal para os exemplos [0,0], [0,1], [1,0] e [1,1], que s@o
[0.01316838], [0.98875665], [0.98874267] e [0.01157947] respectivamente. Note

30 cédigo em Python utiliza uma biblioteca para vetorizacdo chamada NumPy para
estes cédlculos matriciais.
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Exemplo do Perceptrao multicamadas

#configuracao da rede
num_uentrada = 2
num_uescondida = 2
num_usaida = 1

#pesos unidade 1

pesosl = np.random.uniform(size=(num_uentrada+1,1))
#pesos unidade 2

pesos2 = np.random.uniform(size=(num_uentrada+1,1))
#pesos unidade 3

pesos3 = np.random.uniform(size=(num_uescondida+1,1))

iteracoes = 100000

tx_aprendizagem = 0.1

Figura 7.6: Cdédigo em Python para configurar o Perceptrdo multicamadas

que os resultados nao sao exatamente iguais aos resultados pretendidos, mas
estao muito proximos. Isto ocorre por causa da funcao logistica e na pratica
aplica-se um arredondamento para que se obtenha os resultados pretendidos.
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Exemplo do Perceptrao multicamadas

#Backpropagation
for _ in range(iteracoes):
#Propagacao para frente
ativacao_ul = np.dot(entradas_com_vies,pesosl)
saida_ul = flogistica(ativacao_ul)
ativacao_u2 = np.dot(entradas_com_vies,pesos2)
saida_u2 = flogistica(ativacao_u2)
entradas_u3 = np.concatenate((saida_ul,saida_u2),axis=1)
entradas_u3_com_vies = np.concatenate( \
(np.ones((entradas_u3.shape[0],1)), \
entradas_u3) ,axis=1)
ativacao_u3 = np.dot(entradas_uS_com_vies,pesosS)
saida_u3 = flogistica(ativacao_u3)

#Propagacao do erro para tras

termo_erro_u3 = derivada_flogistica(saida_u3) * \
(saidas_pretendidas - saida_u3)

termo_erro_u2 = derivada_flogistica(saida_u2) * \
(pesos3[2] * termo_erro_u3)

termo_erro_ul = derivada_flogistica(saida_ul) * \
(pesos3[1] #* termo_erro_u3)

#Atualizacao dos pesos
delta_pesos3 = tx_aprendizagem * \

np.dot (termo_erro_u3.T,entradas_u3_com_vies)
pesos3 += delta_pesos3.T
delta_pesos2 = tx_aprendizagem * \

np.dot (termo_erro_u2.T,entradas_com_vies)
pesos2 += delta_pesos2.T
delta_pesosl = tx_aprendizagem * \

np.dot (termo_erro_ul.T,entradas_com_vies)
pesosl += delta_pesosl.T

Figura 7.7: Cédigo em Python para treinar o Perceptrao multicamadas
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Exemplo do Perceptrao multicamadas

print("Pesos finais da Unidade 1: ",end=’’)

print (*pesos1)
print("Pesos finais da Unidade 2: ",end=’’)
print (*pesos2)
print("Pesos finais da Unidade 3: ",end=’’)
print (*pesos3)

print("\nSaida depois de 100,000 iteracoes: ", end=’’)
print (*saida_u3)

\.

Figura 7.8: O cédigo em Python para imprimir o resultado do Backpropagation

Exemplo do Perceptrao multicamadas

Pesos finais da Unidade 1:

[-7.36430869] [4.79787826] [4.80242532]
Pesos finais da Unidade 2:

[-3.02615447] [6.72370628] [6.74273792]
Pesos finais da Unidade 3:

[-4.78601251] [-11.02146821] [10.29661965]

Saida da rede neuronal depois de 100,000 iteracoes:
[0.01316838] [0.98875665] [0.98874267] [0.01157947]

Figura 7.9: Resultado do Backpropagation
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7.5 Deep Learning

Aprendizagem (machine learning em inglés) é uma édrea da inteligéncia arti-
ficial que cria sistemas que sao capazes de adquirir conhecimento a partir de
dados. Por exemplo, a técnica naive Bayes (Mitchell, 1997) é um classificador
capaz de aprender como separar e-mails legitimos de e-mails spam.

No entanto, muitas técnicas de aprendizagem dependem de uma boa repre-
sentacao dos dados. Consequentemente, durante muitas décadas, as técnicas
de aprendizagem tinham dificuldade de aprender a partir de dados nao tra-
tados (i.e., sem nenhum pré-processamento). Em muitos casos, as técnicas
de aprendizagem sé obtinham uma boa performance se houvesse um bom
conhecimento do dominio e se fosse feita uma boa engenharia para selecio-
nar entradas e transformar os dados. Assim, este trabalho de engenharia era
capaz de gerar uma representagao razoavel para a técnica de aprendizagem.

Os métodos Deep Learning (LeCun et al., 2015) sdo redes neuronais que sao
capazes de aprender esta representacao de forma automatica. Desta forma,
podem aprender diretamente de dados nao tratados. Por exemplo, a convolu-
tional neural network é um tipo de rede neuronal feedforward que é capaz de
aprender varios niveis de representacoes através de camadas convolutional e
camadas de um Perceptrao multicamadas. Cada camada pode ser responsavel
por amplificar aspectos importantes da entrada e suprimir os aspectos irrele-
vantes como se fossem filtros. Tal como no Perceptrao multicamadas, estas
camadas tem pesos que sao aprendidos com o método Backpropagation.

Também ha outras redes neuronais que fazem parte dos métodos Deep
Learning. Por exemplo, o Perceptrao multicamadas com um nimero grande
de camadas e unidades de processamento também é chamado atualmente de
deep feedforward networks por muitos trabalhos cientificos (e.g., LeCun et al.
(2015)). Também hd um grupo de redes neuronais chamado recurrent neu-
ral networks que tem sido utilizado com dados sequenciais (e.g., linguagem
natural, preco de agbes) com bastante sucesso.

Os métodos Deep Learning também ganharam grande popularidade nos
dltimos anos por serem capazes de melhorar a performance de muitos sis-
temas na area da inteligéncia artificial, inclusive conseguindo obter melhores
resultados que os humanos. Por exemplo, Ciresan et al. (2012) desenvolveram
em 2012 uma deep neural network capaz reconhecer placas de transito com
uma taxa de reconhecimento de 99,46%. Esta rede neuronal foi capaz de ter
uma taxa de reconhecimento melhor que um humano numa competigao. Em
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2015, o sistema AlphaGo (Silver et al., 2016) da Deep Mind usou uma deep
neural network com um método de busca em arvores e foi capaz de vencer

um jogador profissional do jogo Go.
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Capitulo 8

Funcoes de Ativacao e Erro

8.1 Introducao

Esta capitulo apresenta as fungoes de ativagao e fungoes de erro mais utilizadas
nas redes neuronais. Como hé varias opgoes de funcoes de ativacao e funcoes
de erro, este capitulo discute as vantagens e desvantagens de cada opgao.

8.2 Funcoes de ativagao

A funcao de ativagdo de uma unidade de processamento é inspirada no fun-
cionamento de um neurénio biolégico. Lembre-se que um neurénio biolégico
recebe impulsos elétricos vindos de outros neurénios (ver Figura 8.1) e se estes
estimulos conjuntamente ultrapassarem um certo limiar, o neurénio dispara
um sinal elétrico para outros neurénios. Em particular, a funcdo de ativagao
modela o disparo elétrico quando os sinais recebidos estao acima de um limiar.

Inspirado nesta analogia, Rosenblatt utilizou a funcao degrau (ver Figura
8.2) para o Perceptrao porque é um funcdo que imita um disparo, ou seja
uma saida igual a 1, quando a soma ponderada estd acima de um limiar,

n
ou Y. wiz; > 0. Quando a soma ponderada estd abaixo do limiar, ou seja
i=0

n
> wix; < 0, o disparo nao ocorre, ou uma saida igual & 0. No entanto, a

=0
funcao degrau nao pode ser utilizada com o método do gradiente descendente

143
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Dendritos

Axonio

Sentido do impulso nervoso

I():].

e

Ativagao

;wiz, O($1,$2,...,xn)
Tn

Figura 8.1: O neurdnio biolégico e uma unidade de processamento de uma rede
neuronal

do Backpropagation porque a funcao nao é diferenciavel no ponto z igual a
0 e a derivada nos outros pontos é igual 0. Consequentemente, o método do
gradiente descendente nao conseguiria atualizar os pesos da rede.

-10 -5 L 5 10

Figura 8.2: A fungao de ativagdo do Perceptrao: funcao degrau

A funcao logistica é uma opg¢ao interessante para substituir a fungao degrau
por vérios motivos. Primeiro, o formato (ver Figura 8.3) é parecido com a
funcao degrau, entao continua a ter um comportamento semelhante ao disparo
de um neurénio. Segundo, a fungao é diferenciavel em todos os pontos do seu
dominio. Terceiro, quando a soma ponderada é maior que 2 ou menor que -2,
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os valores da fungao estao muito proximos de 1 ou 0, respectivamente. Isso
gera previsoes mais precisas.

0.8

0.6

S

"t
5 10

----- Derivada

Figura 8.3: Funcéo de ativagdo: fungao logistica e derivada

No entanto, a func¢ao logistica também apresenta alguns problemas. Pri-
meiro, para redes com muitas unidades de processamento e muitas camadas,
o célculo das saidas e o processo de aprendizagem sao ineficientes em termos
computacionais porque a fungdo exp() das linguagens de programagio nao
é eficiente. Segundo, esta funcao de ativacao funciona bem para problemas
de classificacdio mas nao diretamente para problemas de regressao’. Terceiro,
esta funcao de ativacao pode sofrer de um problema chamado Vanishing Gra-
dient Problem quando hd um numero grande de camadas. FEste problema
ocorre por causa da derivada da funcao logistica que é muito préxima de zero
para valores maiores do que 4 ou menores do que -4 (ver Figura 8.3). Como
o Backpropagation utiliza estas derivadas e regra da cadeia para calcular os
gradientes do erro para cada camada, a multiplicacdo de muitos ntimeros
pequenos gera uma atualizacao muito pequena dos pesos. Esta atualizagao
muito pequena dos pesos é mais agravante nas primeiras camadas porque sao
as ultimas a serem atualizadas com o Backpropagation. Consequentemente, a
rede pode ter problemas para aprender.

Outra fungao de ativacao utilizada nas redes neuronais é a tangente hi-
perbdlica (ver Figura 8.4), que é definida da seguinte maneira:

1Para as técnicas de aprendizagem, um problema de regressio é quando um modelo tem
que aprender uma func¢do que tem como saida um valor numérico (sem limites). O problema
de classificagdo é quando um modelo tem que aprender uma fungdo que tem como saida
uma classe ou um rétulo.
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----- Derivada

Figura 8.4: Funcao de ativagdo: tangente hiperbdlica e derivada

2

Comparando com a fungao logistica, a tangente hiperbdlica tem um for-
mato parecido mas agora os valores variam entre -1 e 1. Uma vantagem em
relagao a funcao logistica é que esta funcao tem um gradiente mais forte por
causa das derivadas maiores, tal como se pode ver na Figura 8.4. Isto torna
o0 Backpropagation mais eficiente no processo de aprendizagem. As outras
vantagens e desvantagens da tangente hiperbdlica sao muito parecidas com a
funcao logistica, incluindo o Vanishing Gradient Problem.

RelLU ----- Derivada

Figura 8.5: Fungao de ativagao: ReLU e derivada

A fungéo Rectified Linear Unit (ReLU) é uma fungao de ativagdo que se
tornou muito popular com o Deep Learning. A Figura 8.5 apresenta a funcao
ReLU que é definida pela seguinte equacao:
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ReLU(z) = {0 ifo <0 (8.2)

z ifz>0

Uma vantagem da fungdo ReLU é que ela é muito eficiente em termos
computacionais, entao as redes com muitas camadas sao mais rapidas para
treinar e para serem utilizadas. Note que a derivada da fungao é igual a 0
para valores de z < 0, igual a 1 para valores de x > 0, e inexistente para
x = 0. Para resolver este problema da derivada no ponto z = 0, utiliza-se
um valor arbitrdrio para a derivada neste ponto, com por exemplo igual a 1.
Desta forma é possivel calcular o gradiente e utilizar o Backpropagation, com
a vantagem de ser bem mais eficiente do que a funcao logistica e a tangente
hiperbdlica. Além disso, esta fungéo de ativagao nao tem o Vanishing Gradient
Problem, o que torna esta fungao muito 1til para redes com muitas camadas.

Outra vantagem desta funcao ativagao é que a rede tende a ter uma
ativacao esparsa, onde as unidades de processamento que tem a soma ponde-
rada com valores negativos nao sao ativadas (i.e., a saida é igual a 0). Isto quer
dizer que dependendo da entrada (i.e., problema) apenas algumas unidades de
processamento sao ativadas por vez, tornando as unidades mais especializada
ao problema que a rede tem que resolver. Esta propriedade normalmente cria
modelos com um melhor poder de predicao e menos overfitting?. Além disso,
uma rede com ativacao mais esparsa consome menos recursos computacionais.

No entanto, a funcao ReLU pode ter problemas com o Backpropagation.
Este problema é tipicamente chamado de Dying ReLU problem. Note que
0s pesos de uma unidade de processamento nao sao atualizados quando a
soma ponderada tem valores negativos. Isto ocorre porque a derivada da
fungao ReL U é 0 para valores negativos. Se houver muitas unidades com esta
situagao, a rede pode ter dificuldades para aprender. Mesmo assim, a fungao
ReL U tem sido muito utilizada nas camadas escondidas com resultados muito
bons, principalmente para redes com muitas camadas e muitas unidades de
processamento.

Para tentar resolver este problema do Dying ReL U problem, algumas vari-
antes da funcao ReLU foram criadas. Uma destas variantes chama-se Leaky
ReLU (ver Figura 8.6) com a seguinte defini¢do:

2 Qverfitting ocorre tipicamente quando um modelo de predicio ajusta-se muito bem ao
conjunto de treino mas se mostra pouco eficiente para prever novos resultados.
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Leaky ReLU ----- Derivada

Figura 8.6: Funcao de ativagao: Leaky ReL U e derivada

0,01z ifz <0

8.3
T ifz>0 (8.3)

LeakyReLU (x) = {

Note que o Leaky ReL U agora tem uma derivada igual a 0,01 quando x < 0.
Logo, os pesos de uma unidade de processamento agora sao atualizados com
um valor pequeno quando a soma ponderada tem valores negativos.

’% 1 2 3

PReLU ----- Derivada

Figura 8.7: Funcao de ativagdo: PReLU e derivada (a = 0,1)

Caso esta fungao ainda nao seja suficiente para resolver o problema, ha
uma outra variante da fungdo ReLU chamada PReLU (ver Figura 8.7) com
a seguinte definigao:

ar ifz <O
PReLU(x) = (8.4)
z ifz>0
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onde a é um parametro para se escolher a inclinagao da reta quando = < 0.
Este parametro a pode ser aprendido com o Backpropagation, junto com os
pesos, para que se encontre o valor mais apropriado.

Linear ----- Derivada

Figura 8.8: Funcao de ativacdo: Funcéo linear e derivada

Para a camada de saida, a funcéo linear é tipicamente utilizada para pro-
blemas de regressido porque a saida desta fungdo é sem limites (i.e., valores
entre —oo e +00), tal como se pode ver na Figura 8.8. Um ponto impor-
tante sobre esta funcao de ativacao é que ela nao pode ser utilizada em toda
rede neuronal, porque uma combinacao linear de fungoes lineares é uma outra
funcdo linear. Isto tornaria a rede num modelo de regressao linear, enquanto
que as funcoes logistica, tangente hiperbdlica, ReLU e variantes sao nao li-
neares e permitem aprender fungoes bem mais complexas. Outro motivo que
tornaria impossivel de utilizar a fungao linear em toda a rede é que a deri-
vada desta fungao é uma constante, logo nao hé relagao com a entrada e fica
impossivel de utilizar o Backpropagation.

Outra funcao de ativacao utilizada na camada de saida chama-se Softmaz.
Esta funcao tem a seguinte definigao para calcular a saida ¢ da rede neuronal:

eYi

Softmax(y;) = ———— (8.5)

Nsaidas
eYi
7=0

onde y; é a soma ponderada de uma unidade de processamento ¢ da camada
de saida. Note que o denominador da equagao tem a finalidade de normalizar
a saida, logo a soma das saidas é igual a 1. Outra propriedade interessante é
que as unidades de saida com y; mais altos ficam com valores de Softmaz(y;)
mais altos por causa da exponencial na equacao. Esta funcdo de ativacao é
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utilizada, por exemplo, quando a rede quer aprender uma fungao que tem
como saida um distribuicao de probabilidade.

8.3 Funcoes de erro

Para treinar uma rede neuronal, um dos primeiro passos deste processo é a
definigao de um problema de otimizacao. O objetivo deste problema de oti-
mizagao é minimizar o erro entre a saida da rede e a saida pretendida, tal
como foi apresentado na Secgdo 7.3.2. Apds esta definigdo do problema de oti-
mizagao, é possivel utilizar métodos como o gradiente descendente estocéstico
para aprender os pesos da rede que minimizam a fungao de erro.

A funcao que minimiza o erro entre a saida da rede e a saida pretendida
é chamada de funcao de erro. Dependendo do problema que a rede tem que
aprender (i.e., um problema de regressao ou classificagao), hé fungdes de erros
mais adequadas para cada opcao. Esta secao apresenta algumas das funcoes
de erro mais relevantes para as redes neuronais.

8.3.1 Regressao

Um problema de regressao consiste em prever um valor real. Por exemplo, a
previsao do prego de uma agao no futuro pode ser considerada um problema
de regressao. O objetivo desta secao é apresentar algumas das fungoes de erros
mais utilizadas no Perceptrao multicamadas para problemas de regressao e o
seu respectivo cédigo em Python.

Funcgoes de erro

from sklearn.datasets import make_regression
from sklearn.preprocessing import StandardScaler
from keras.models import Sequential

from keras.layers import Dense

from keras.optimizers import SGD

from matplotlib import pyplot

Figura 8.9: O cédigo em Python para importar as bibliotecas
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O cédigo nesta secdo utiliza uma biblioteca chamada Keras® para imple-
mentar o Perceptrdo multicamadas, a biblioteca scikit-learn* para gerar e
tratar os dados, e a biblioteca Matplotlib> para criar os graficos. Consequen-
temente, o cédigo na Figura 8.9 importa todas estas bibliotecas.

Funcoes de erro

# gerar dados para regressao

X, y = make_regression(n_samples=1000, n_features=1, \
noise=10, random_state=1)

pyplot.title(’Pontos para regressao’)

pyplot.plot(X,y,’ro’)

pyplot.show()

Figura 8.10: O c6digo em Python para gerar dados para regressao

A Figura 8.11 apresenta um conjunto de dados que foi gerado com o c6digo
da Figura 8.10. Note que o cddigo utiliza a fungao make_regression da bibli-
oteca scikit-learn para gerar 1000 exemplos aleatorios.

Pontos para regressao
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Figura 8.11: Pontos para regressao

Para facilitar o processo de aprendizagem do Perceptrao multicamadas,
utiliza-se uma fungado da biblioteca scikit-learn para padronizar os dados. O
cédigo da Figura 8.12 é utilizado para padronizar os dados e a Figura 8.13
apresenta o resultado. Note que a fungao StandardScaler() transforma os
dados para que a média seja préxima de 0 e o desvio padrao seja préximo de
1.

Shttps:/ /keras.io/

4https://scikit-learn.org/
Shttps://matplotlib.org
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Fungoes de erro

# padronizar os dados
X = StandardScaler().fit_transform(X)
y = StandardScaler() .fit_transform(y.reshape(len(y),1))[:,0]

pyplot.title(’Pontos padronizados para regressao’)
pyplot.plot(X,y,’ro’)
pyplot.show()

Figura 8.12: O cédigo em Python para padronizar os dados

Pontos padronizados para regressao
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Figura 8.13: Pontos padronizados para regressao

Funcoes de erro

# dividir dados para treino e teste

n_dados_treino = 800

treino_X,teste_X = X[:n_dados_treino,:],X[n_dados_treino:,:]
treino_y,teste_y = y[:n_dados_treino],y[n_dados_treino:]

Figura 8.14: O cédigo em Python para dividir os dados

Ap6s o processo de padronizagdo, o cddigo da Figura 8.14 divide os dados
em duas partes, nomeadamente o conjunto de treino e o conjunto de teste.
Note que 800 pontos sao separados para treinar o Perceptrao multicamadas e
200 pontos para testar a rede neuronal.

Em seguida, utiliza-se a biblioteca Keras para definir o modelo do Per-
ceptrao multicamadas. O cddigo da Figura 8.15 cria uma rede neuronal com
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Funcoes de erro

# definir modelo do Perceptrao multicamadas

model = Sequential()

model.add(Dense(5, input_dim=1, activation=’relu’, \
kernel_initializer=’he_uniform’))

model.add(Dense(1, activation=’linear’))

opt = SGD(1r=0.01, momentum=0.9)

model.compile(loss=’mean_squared_error’, optimizer=opt)

Figura 8.15: O cddigo em Python para definir o modelo do Perceptrao multica-
madas utilizando o erro quadrético médio

a seguinte especificagao:

e uma camada de entrada com 1 unidade de processamento;

e uma camada escondida com 5 unidades de processamento que utilizam
a fungao de ativacao ReL U,

e uma camada de saida com 1 unidade de processamento que utiliza a
funcgao de ativagao linear.

O codigo da Figura 8.15 também define que o método do gradiente des-
cendente estocéstico (i.e., a fungdo SGD do Keras) deve ser utilizado para
treinar a rede neuronal. Além disso, a ultima linha define a funcéo de erro
(i.e., loss="mean_squared_error’) utilizada no método do gradiente descen-
dente estocastico. Neste caso, a funcao de erro chama-se erro quadratico
médio e é definido pela seguinte equagao:

n

MSE= 3 (i~ i) (3.6)

i=1

onde y; ¢ a saida da rede neuronal e y; é a saida pretendida do dado 1.

A primeira linha do cédigo na Figura 8.16 utiliza a fungdo do Keras para
treinar a rede durante 100 iteragoes. Em outras palavras, esta fungao encontra
0s pesos que minimizam a fungao de erro. O restante do cédigo calcula o erro
quadratico médio para o conjunto de treino e o conjunto de teste. Para os
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Fungoes de erro

# treinar o modelo

historia = model.fit(treino_X, treino_y, \
validation_data=(teste_X, teste_y), \
epochs=100, verbose=0)

# avaliar o model

treino_mse = model.evaluate(treino_X, treino_y, verbose=0)
teste_mse = model.evaluate(teste_X, teste_y, verbose=0)
print (’Treino: %.3f, Teste: %.3f’ % (treino_mse, teste_mse))

# criar grafico do erro

pyplot.title(’Erro / Erro quadratico medio’)
pyplot.plot(historia.history[’loss’], label=’treino’)
pyplot.plot(historia.history[’val_loss’], label=’teste’)
pyplot.legend()

pyplot.show()

Figura 8.16: O cddigo em Python para treinar e avaliar o Perceptrao multicamadas

dados apresentados na Figura 8.13, o erro para o conjunto de treino é 0,072 e
o erro para o conjunto de teste é 0,071. Além disso, as ultimas linhas criam o
grafico da Figura 8.17 com o célculo do erro para cada iteragao durante a fase
de treino da rede. Note que a rede consegue diminuir o erro com o conjunto
de treino e teste conforme o nimero de iteracoes aumenta até convergir para
um valor préximo de 0,07.

O erro quadratico médio costuma ser a primeira opcao quando se escolhe
uma funcao de erro para problemas de regressao. No entanto, esta fungao de
erro tem a propriedade de penalizar a rede neuronal quando os erros entre
(yi — ¥:) sao grandes por causa do quadrado na Equagao 8.6. Uma alternativa
para estes casos ¢ a funcao de erro chamada erro logaritmico quadratico médio
com a seguinte definicao:

n

MSLE = -3 (log(y:)  log(5))? (8.7)

=1

onde y; ¢ a saida da rede neuronal e y; é a saida pretendida do dado 1.
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Erro / Erro quadratico medio

040
= freino

035 teste

030

025

020

015

010

e e

005

0 0 a0 & 8 100
Figura 8.17: Erro para cada iteracao de treino da rede neuronal utilizando o erro
quadratico médio

Note que (log(y;) —log(¥;)) é igual & log% e este resultado pode ser inter-
pretado como um medida do racio entre a saida da rede e a saida pretendida.

A tnica alteracao ao cédigo Python que se precisa fazer é na definicao
do modelo, tal como se pode ver no cédigo da Figura 8.18. Em particular, a
ultima linha deve ser alterada para que a definicao da fungao de erro seja o erro
logaritmico quadratico médio (i.e., loss="mean_squared_logarithmic_error’).

Funcoes de erro

# definir modelo do Perceptrao multicamadas

model = Sequential()

model.add(Dense(5, input_dim=1, activation=’relu’, \

kernel_initializer=’he_uniform’))

model.add(Dense(1, activation=’linear’))

opt = SGD(1r=0.01, momentum=0.9)

model.compile(loss=’mean_squared_logarithmic_error’, \
optimizer=opt, metrics=[’mse’])

\.

Figura 8.18: O cédigo em Python para criar o modelo do Perceptrao multicamadas
utilizando o erro logaritmico quadratico médio

A Figura 8.19 apresenta o cdlculo do erro para cada iteracdo durante a
fase de treino da rede. O resultado final dos erros é ligeiramente inferior
quando comparado com a Figura 8.17. Isto pode sugerir que o erro logaritmico
quadratico médio é mais adequado para os dados da Figura 8.13.
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Erro [ Erro logaritmico quadratico medio
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Figura 8.19: Erro para cada iteracao de treino da rede neuronal utilizando o erro
logaritmico quadratico médio

Outra funcao de erro que se pode utilizar é o erro médio absoluto com a
seguinte definigao:

I R
MAE = n Z lyi — Uil (8.8)
i=1

onde y; é a saida da rede neuronal e g; é a saida pretendida do dado i.

Tal como no caso do erro logaritmico quadréatico médio, a tinica alteragao
que se precisa fazer ao cddigo Python é na ultima linha da definicdo do modelo.
Note no cédigo da Figura 8.20 que a ultima linha agora tem a definicao da
funcao de erro igual a loss="mean_absolute_error’.

Na Figura 8.21, pode-se ver os erros de treino e teste para cada iteracao
da fase de treino da rede. Este gréfico dos erros é superior quando se compara
com a Figura 8.17 e a Figura 8.19. Consequentemente, isto pode sugerir que
o erro quadratico médio ou o erro logaritmico quadratico médio sao mais
adequados para os dados da Figura 8.13.

8.3.2 Classificagao

Nesta segao, apresenta-se as fungoes de erro utilizadas para problemas de clas-
sificagdo binaria. Como existem apenas duas opgoes de saida na classificacao
binaria, a rede neuronal deve ter uma saida que indica uma das classes ou
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Funcoes de erro

# definir modelo do Perceptrao multicamadas

model = Sequential()

model.add(Dense(5, input_dim=1, activation=’relu’, \

kernel_initializer=’he_uniform’))

model.add(Dense(1, activation=’linear’))

opt = SGD(1r=0.01, momentum=0.9)

model.compile(loss=’mean_absolute_error’, \
optimizer=opt, metrics=[’mse’])

\. J

Figura 8.20: O cddigo em Python para criar o modelo do Perceptrao multicamadas
utilizando o erro médio absoluto
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Figura 8.21: Erro para cada iteracao de treino da rede neuronal utilizando o erro
médio absoluto

rotulos. Muitas vezes a primeira classe é associada ao valor 0 e a segunda
classe ao valor 1.

Tal como na segao de fungoes de erro para problemas de regressao, utiliza-
se um conjunto de dados que sdo gerados com a biblioteca scikit-learn (ver
cédigo para importar bibliotecas na Figura 8.22). O cédigo da Figura 8.23
gera os dados para um problema de classificagdo binaria e a Figura 8.24 mostra
um gréafico com estes dados.

Note que os dados da Figura 8.24 possuem um vetor de entrada (i.e.,
varidvel X no cédigo da Figura 8.23) com duas dimensoes e uma saida com
o valor do rétulo (i.e., varidavel y no cédigo da Figura 8.23). Na Figura 8.24,
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Fungoes de erro

# importar bibliotecas para gerar dados para classificacao
# e gerar graficos

from sklearn.datasets import make_circles

from keras.models import Sequential

from keras.layers import Dense

from keras.optimizers import SGD

from numpy import where

from matplotlib import pyplot

Figura 8.22: O cédigo em Python para importar as bibliotecas

Funcoes de erro

# gerar dados para problema de classificacao
X, y = make_circles(n_samples=1000,noise=0.1,random_state=1)

# gerar grafico dos dados

rotulo_0_ix = where(y == 0)

pyplot.scatter(X[rotulo_0_ix, O],X[rotulo_O_ix, 1],label=0)
rotulo_1_ix = where(y == 1)

pyplot.scatter(X[rotulo_1_ix, 0],X[rotulo_1_ix, 1],label=1)
pyplot.title(’Pontos para classificacao’)

pyplot.legend()

pyplot.show()

\. J

Figura 8.23: O c6digo em Python para gerar dados para um problema de classi-
ficagao

os circulos representam os pontos com rétulo 0 e as cruzes representam os
pontos com rétulo 1.

Como o vetor de entrada possui coordenadas com valores aproximada-
mente entre -1 e 1, nao ha necessidade de padronizar os dados. O cédigo da
Figura 8.25 separa os dados em dois conjuntos, um de treino e outro de teste.
Os primeiros 800 pontos sao utilizados para treinar o Perceptrao multicama-
das e os restantes 200 pontos para testar a rede neuronal.

O c6digo da Figura 8.26 define um Perceptrao multicamadas com 3 cama-
das, nomeadamente uma camada de entrada com duas unidades, uma camada
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Pontos para classificacao
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Figura 8.24: Gréfico com os pontos para um problema de classificagdo binaria

Funcoes de erro

# dividir dados para treino e teste
n_dados_treino = 800
treino_X,teste_X = X[:n_dados_treino,:], X[n_dados_treino:,:]

treino_y,teste_y = y[:n_dados_treino], y[n_dados_treino:]

Figura 8.25: O cédigo em Python que separa os dados em conjunto de treino e
teste

escondida com 20 unidades que utilizam uma fungao de ativagdo ReL U, e uma
camada de saida com uma unidade que tem uma funcao de ativacao logistica.

Funcoes de erro

# definir modelo do Perceptrao multicamadas

model = Sequential()

model.add(Dense (20, input_dim=2, activation=’relu’,\

kernel_initializer=’he_uniform’))

model.add(Dense(1, activation=’sigmoid’))

opt = SGD(1r=0.01, momentum=0.9)

model.compile(loss=’binary_crossentropy’, optimizer=opt, \
metrics=[’accuracy’])

Figura 8.26: O cédigo em Python para definir o modelo do Perceptrao multica-
madas

Além disso, o cédigo da Figura 8.26 define a fungdo de erro na tultima
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linha. Em particular, a funcao de erro utilizada por esta rede neuronal é a
entropia cruzada. Esta funcao de erro costuma ser a primeira opcao quando se
tem um problema de classificacao bindria. A entropia cruzada tem a seguinte
definigao:

CE - f% > i log(y:) + (1= i) log(1 — 1) (8.9)

onde y; é a saida da rede neuronal e y; é a saida pretendida do dado 1.

A variavel y; na Equacdo 8.9 toma valores no intervalo (0,1). Consequen-
temente, a funcao logistica é um boa opgao para utilizar como fungao de
ativacido na camada de saida. Além disso, como g; assume os valores 0 ou 1,
note que a expressao g; log(y;) + (1 — ¢;) log(1 — y;) aproxima-se de 0 quando
Y; € ¥; sao muito préximos.

Funcgoes de erro

# treinar o modelo

historia = model.fit(treino_X, treino_y, \
validation_data=(teste_X, teste_y), \
epochs=200, verbose=0)

# avaliar o model

_,accuracy_treino = model.evaluate(treino_X, treino_y, \
verbose=0)

_,accuracy_teste = model.evaluate(teste_X, teste_y, \
verbose=0)

print (’Treino: %.3f’, accuracy_treino)

print(’Teste: %.3f’, accuracy_teste)

Figura 8.27: O cddigo em Python para treinar e avaliar o modelo do Perceptrao
multicamadas

Tal como a rede para resolver problemas de regressao, o cédigo da Fi-
gura 8.27 utiliza a funcao model.fit do Keras para treinar a rede durante 200
iteragoes. Esta fungao é responsavel por encontrar os pesos que minimizam a
entropia cruzada. As linhas seguintes do cédigo calculam a percentagem de
exemplos corretamente classificados (também conhecida como accuracy em
inglés) para o conjunto de treino e o conjunto de teste. Para os dados apre-
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sentados na Figura 8.24, a accuracy para o conjunto de treino é 84,1% e a
accuracy para o conjunto de teste é 84,5%.

Fungoes de erro

# gerar o grafico da funcao de erro durante o treino
pyplot.title(’Erro / Entropia Cruzada’)
pyplot.plot(historia.history[’loss’], label=’treino’)
pyplot.plot(historia.history[’val_loss’], label=’teste’)
pyplot.legend()

pyplot.show()

# gerar o grafico da accuracy durante o treino
pyplot.title(’Accuracy’)
pyplot.plot(historia.history[’acc’], label=’treino’)
pyplot.plot(historia.history[’val_acc’], label=’teste’)
pyplot.legend ()

pyplot.show()

Figura 8.28: O cdédigo em Python para gerar os gréaficos do erro e accuracy do
modelo com entropia cruzada
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Figura 8.29: Graficos do erro e accuracy da rede com a entropia cruzada

O cédigo da Figura 8.28 cria os gréficos da Figura 8.29 com o calculo do
erro e da accuracy para cada iteracdo durante a fase de treino da rede. Ao
observar a Figura 8.29a, pode-se notar que a rede consegue diminuir o erro
em cada iteragao, tanto para o conjunto de treino quanto para o conjunto
de teste, até convergir para um valor préoximo de 0,37. Na Figura 8.29b, a
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accuracy aumenta em cada iteragao até convergir para um valor préximo de
84%.

A fungao Hinge é uma outra opgao para funcao de erro para problemas
de classificagao binaria. Esta fungao é muito utilizada em um classificador
chamado de Support Vector Machine ou SVM. Em particular, a fungao de
erro Hinge tem a seguinte definicao:

n
H=> maz(0,1— giy:) (8.10)
i=1

onde y; é a saida da rede neuronal e g; é a saida pretendida do dado 1.

Para a funcao de erro Hinge, a saida pretendida da rede precisa ser 1 ou -1.
Consequentemente, a funcao de ativagao tangente hiperbdlica é provavelmente
a opcao mais adequada para se utilizar na camada de saida com esta fungao
de erro. Com uma saida pretendida igual a 1 ou -1, note que a Equacao 8.10
é igual a 0 quando y; e y; sao ambos iguais.

Fungoes de erro

# alterar y de {0,1} para {-1,1}
y[where(y == 0)] = -1

# dividir dados para treino e teste
n_dados_treino = 800

treino_X,teste_X = X[:n_dados_treino,:], X[n_dados_treino:,:]
treino_y,teste_y = y[:n_dados_treino], y[n_dados_treino:]

Figura 8.30: O c6digo em Python para alterar os rétulos dos dados

Para testar a fungao de erro Hinge no Perceptrao multicamadas, é preciso
alterar os rotulos dos dados criados com a fungao make_circles no cédigo da
Figura 8.23. O cédigo da Figura 8.30 altera os exemplos com rétulos iguais
a 0 para que eles tenham rétulos iguais a -1. Depois, divide-se os dados em
conjunto de treino e teste.

O cédigo da Figura 8.31 é praticamente igual ao cédigo da Figura 8.26
em termos da defini¢do do Perceptrao multicamadas. As unicas diferengas
sao que o codigo da Figura 8.31 cria uma rede com um camada de saida que
utiliza a funcao de ativacao tangente hiperbdlica e a funcao de erro é a Hinge.



8.3. FUNCOES DE ERRO 163

Funcoes de erro

# definir modelo do Perceptrao multicamadas

model = Sequential()

model.add(Dense (20, input_dim=2, activation=’relu’,\

kernel_initializer=’he_uniform’))

model.add(Dense(1, activation=’tanh’))

opt = SGD(1r=0.01, momentum=0.9)

model.compile(loss=’hinge’, optimizer=opt, \
metrics=[’accuracy’])

. J

Figura 8.31: O cddigo em Python para definir o modelo do Perceptrao multica-
madas com a funcgdo de erro Hinge

Ao utilizar um cdédigo semelhante ao cédigo da Figura 8.28, obtém-se os
graficos da Figura 8.32 com o calculo do erro e da accuracy para cada iteracao
durante a fase de treino da rede. A Figura 8.32a mostra que a rede consegue
diminuir o erro em cada iteragao até convergir para um valor préximo de 0,38
para o conjunto de teste. No entanto, a Figura 8.32b apresenta a accuracy
da rede em cada iteragao até convergir para um valor préximo de 79%, o que
é ligeiramente inferior aos resultados da Figura 8.29b. Isto pode sugerir que
a funcao de erro entropia cruzada e a funcao de ativagao logistica sao mais
adequados para este conjunto de dados.
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Figura 8.32: Gréficos do erro e accuracy da rede com a fungao Hinge

Para os problemas de classificagao bindria, ainda ha outras opgoes para
serem utilizadas no Perceptrao multicamadas e que estao disponiveis no Keras.
Por exemplo, a fungao de erro Squared Hinge é uma variante da Hinge, onde
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n
a equacao é igual & SH = > (max(0,1 — 4;%;))%2. Note que a expressio
i=1
maz (0,1 — g;y;) estd sendo elevada ao quadrado. Normalmente, o problema
de classificacao fica mais facil de resolver numericamente pois esta fungao de

erro tem uma superficie mais regular.

Para problemas de classificagdo com multiplos rétulos ou classes, deve-se
definir um modelo do Perceptrao multicamadas ligeiramente diferente. Nor-
malmente, a rede tem uma unidade de processamento na camada de saida
para cada rétulo. Por exemplo, se os dados para o problema de classificagao
possuem 3 rétulos entdo a rede vai ter 3 saidas (ou trés unidades na camada
de saida). Além disso, para um dado exemplo, as saidas devem representar
a previsdo das probabilidades para cada rétulo. Desta forma, a funcao de
ativagao Softmazr é a mais utilizada para estes problemas.

Em relagao as fungoes de erro para problemas de classificagao com multiplas
classes, héd vérias opgoes também. A funcdo mais utilizada é a entropia cru-
zada categorica e também estd disponivel no Keras.



Capitulo 9

Redes Neuronais e Dados
Financeiros

9.1 Introducao

Este capitulo tem a finalidade de mostrar como as redes neuronais podem ser
utilizadas para prever caracteristicas importantes do mercado de agoes. Estas
previsoes sao utilizadas muitas vezes por investidores para auxiliar o processo
de decisao de compra ou venda de agoes.

A primeira segao estd focada em apresentar alguns exemplos de trabalhos
cientificos que utilizaram as redes neuronais para prever caracteristicas do
mercado de agoes. Na segunda segao, um exemplo préatico é desenvolvido
para que o leitor possa ver como é possivel construir uma rede neuronal para
prever a tendéncia do prego de uma agao.

9.2 Trabalhos cientificos

H& muitos trabalhos cientificos que utilizaram dados financeiros para prever
propriedades do mercado de agoes. Em particular, esta secao tem o objetivo
de apresentar alguns artigos que utilizaram redes neuronais para os seguintes
problemas do mercado financeiro:

165
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e Previsao do prego de uma agao - Cada acao no mercado tem um prego
que varia ao longo do tempo. Este prego sobe ou desce dependendo
do nimero de agbes que sdo compradas e vendidas no mercado. Os
autores deste trabalhos utilizam modelos para prever tanto o preco de
uma acao no futuro como o movimento da agao (i.e., se a acao sobe,
desce ou mantem-se constante no futuro).

e Previsdo de indices financeiros - Um indice financeiro (e.g., NASDAQ
Composite, Dow Jones Industrial Average e S&P 500) é uma medida
de uma parte do mercado de agoes. Para calcular um indice, primeiro é
feito uma selecao de agoes que fazem parte deste indice e depois calcula-
se normalmente uma soma ponderada que leva em consideragao o preco
das agoes selecionadas. Consequentemente, um indice pode subir ou des-
cer conforme a mudanga dos precos das agoes selecionadas. Investidores
gostam de utilizar estes indices como uma ferramenta para descrever
uma parte do mercado de agoes e permitir uma comparagao com inves-
timentos especificos. Muitos dos trabalhos cientificos nesta drea tentam
prever o valor do indice no futuro, o movimento do indice (i.e., se o indice
vai subir, descer ou manter-se constante no futuro), e a volatilidade do
indice no mercado futuro.

Preo da ago da Apple (AAPL)
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Figura 9.1: Gréfico do preco da agado da Apple (AAPL) por hora

Outro fator importante que pode influenciar o modelo de uma rede neu-
ronal é a frequéncia dos indices financeiros e precos de agoes. Esta frequéncia
pode ser didria, por hora, por minuto, por segundo ou ainda por milissegundo.
Por exemplo, a Figura 9.1 mostra os valores do preco da agdo da Apple pro-
venientes de dados com uma frequéncia por hora.
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9.2.1 Previsao de precgos de acoes

A previsao de prego de acoes pode ser muito 1itil para um investidor decidir
a sua estratégia de negociagdo no mercado financeiro. A Figura 9.2 mostra
um grafico com os precos diarios da agdo da Microsoft de 13-03-1986 a 10-11-
2017, apenas para que se possa ver um exemplo de como estes precos variam
ao longo do tempo.
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Figura 9.2: Gréfico do prego didrio da agdo da Microsoft (MSFT) de 13-03-1986
a 10-11-2017

Note na Figura 9.2 que os pregos da agao nos primeiros anos parecem variar
pouco. No entanto, isto nao é verdade como podemos ver na Figura 9.3 onde
o grafico apresenta a variacdo dos precos de 13-03-1986 a 31-01-1996. Como
os precos da agao subiram muito ao longo do tempo, os primeiros valores do
prego podem parecer que variaram pouco. Este efeito ocorre principalmente
para empresas que sao cotadas numa bolsa durante duas ou mais décadas.
Consequentemente, os trabalhos cientificos precisam levar em consideragao
esta caracteristica dos precos nos modelos de previsao ou utilizar dados que
nao tenham uma janela de tempo tao grande.

H4 véarias trabalhos cientificos que tentam prever o preco da agao ou a
sua tendéncia no futuro. Por exemplo, Ticknor (2013) utiliza um Perceptrao
multicamadas para prever o movimento dos precos das agdes da Microsoft e
Goldman Sachs. Esta rede neuronal foi treinada com pregos didrios entre 4-01-
2010 & 31-12-2012. A configuracdo da rede tem 3 camadas, onde cada camada
escondida tem 5 unidades de processamento. Em uma segunda experiéncia, o
autor também utilizou um Perceptrao multicamadas para prever o prego da
acdo no proximo dia com dados da IBM e Apple entre 10-02-2003 a 21-01-
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Prego da agdo da Microsoft (MSFT)

Preco de Fechamento

Figura 9.3: Gréfico do prego didrio da agado da Microsoft (MSFT) de 13-03-1986
a 31-01-1996

2005. A configuracao da rede neste caso utiliza 20 unidades em cada camada
escondida. Os resultados mostram que estas redes neuronais sao eficientes
para prever o movimento e prego de uma agao no futuro.

O trabalho de Arévalo et al. (2016) utiliza um Perceptrao multicamadas
para prever o preco por minuto das acoes da Apple para ser utilizado em
estratégias de negociacao de alta frequéncia. A janela de tempo dos dados
é de 2-9-2008 a 7-11-2008. Como os autores testaram varios conjuntos de
entradas, a configuragao desta rede possui 6 camadas, onde cada camada
escondida tem um nimero de unidades que varia com o ntimero de entradas.
Os resultados mostram que esta rede consegue obter uma accuracy entre 63%
e 66% para a dire¢cao do movimento da agao.

9.2.2 Previsao de indices de mercado

Para exemplificar a variagao de um indice financeiro, a Figura 9.4 apresenta
um grafico com os valores didrios de fecho do indice financeiro S&P 500.
Este indice americano foi criado em 1950 e seleciona as 500 maiores empresas
cotadas no mercado financeiro do Estados Unidos da América. Atualmente
é considerado um dos indices financeiros mais representativos do mercado
americano.

Nos préximos paragrafos desta segao, apresenta-se alguns trabalhos ci-
entificos para prever indices financeiros. Por exemplo, Moghaddam et al.
(2016) utiliza um Perceptrao multicamadas para prever o indice financeiro da
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Figura 9.4: Grafico do indice do S&P 500

NASDAQ. As entradas desta rede s@o os ultimos n valores do indice finan-
ceiro e o dia da semana. Os autores testaram varias configuragoes da rede; em
outras palavras, testaram configuracoes de redes com diferentes nimeros de
camadas escondidas e diferentes niimeros de unidades de processamento nes-
tas camadas. Alem disso, a precisao das previsoes destas varias configuracoes
foram analisadas para um n = 4 e um n = 9. No entanto, os autores concluem
que nao ha grande diferenca nos resultados para valores diferentes de n.

O trabalho de Qiu e Song (2016) utiliza um Perceptrao multicamadas para
prever a direcao didria do movimento de um indice financeiro do mercado
de agbes Japonés (i.e., Nikkei 225). Os autores testaram dois conjuntos de
entradas com diferentes indicadores do mercado. Além disso, a rede neuronal
tem uma camada escondida com 10 unidades de processamento. Os resultados
mostram que o segundo conjunto de entradas atinge uma accuracy de 81,27%
para prever a direcao do movimento do Nikkei 225 no préximo dia.

Por ltimo, Hamid e Igbal (2004) utilizam um Perceptrao multicamadas
para prever a volatilidade dos pregos futuros do indice financeiro S&P 500.
Esta rede neuronal tem uma camada de entrada com 13 unidades, duas ca-
madas escondidas com 26 unidades por camada e uma camada de saida com
uma unidade. Os resultados da previsao da volatilidade sdo comparados com
uma volatilidade implicita que é extraida do modelo Barone-Adesi e Whaley
(1987) para opgoes americanas. Os resultados mostram que esta rede neuro-
nal pode ser utilizada com uma boa ferramenta para prever a volatilidade dos
precos futuros.
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9.3 Exemplo pratico

Esta secao tem o objetivo de apresentar um exemplo pratico em Python de
como utilizar um Perceptrao multicamadas para prever a direcao do movi-
mento de um prego de uma acao. Os dados utilizados sdo os precos diarios
da acdo da Apple entre 07-09-1984 e 07-07-2004. A Figura 9.5 apresenta um
grafico com os precos da acdo da Apple para a janela de tempo escolhida.
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Figura 9.5: Grafico do prego didrio da agdo da Apple (AAPL) de 07-09-1984 &
07-07-2004

O cédigo da Figura 9.6 é utilizado para importar as seguintes bibliotecas:
(i) o Keras!, para que se possa implementar o Perceptrao multicamadas neste
exemplo; (ii) o Pandas?, que é utilizado para importar dados diretamente para
uma estrutura de dados e possui ferramentas para fazer analise destes dados;
(iii) o scikit-learn®, que possui funcdes para tratar os dados; (iv) o Matplotlib*,
que é utilizado para criar os graficos; (v) o TA-Lib®, que possui varias funcoes
para obter indicadores financeiros.

No cédigo da Figura 9.7, a primeira linha utiliza a biblioteca Pandas para
ler os dados de um ficheiro e criar uma estrutura de dados. Este ficheiro
foi obtido de um repositério chamado Kaggle® e possui os precos didrios da
acdo da Apple. Na linha seguinte, imprime-se as primeiras 5 linhas dos dados
importados e a Tabela 9.1 mostra este resultado. Note que o ficheiro possui

Lhttps:/ /keras.io/
2https://pandas.pydata.org
3https://scikit-learn.org/
4https://matplotlib.org
Shttp://ta-lib.org
Shttps://www.kaggle.com
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Perceptrao multicamadas com dados financeiros

from keras.models import Sequential

from keras.layers import Dense

from keras.optimizers import SGD

import pandas as pd

import numpy as np

import talib

import os

import matplotlib.pyplot as plt

from sklearn.preprocessing import StandardScaler

Figura 9.6: O cédigo em Python para importar as bibliotecas

4 informagoes importantes para cada data: (i) o prego da acdo na abertura
do mercado (i.e., coluna Open), (ii) o prego maximo que a agdo atingiu neste
dia (i.e., coluna High), (iii) o prego minimo que a ac¢do atingiu neste dia (i.e.,
coluna Low), e (iv) (i) o preco da agdo no momento que o mercado fecha (i.e.,
coluna Close).

Tabela 9.1: As primeiras 5 linhas do pregos didrios da agdo da Apple no ficheiro

Date Open High Low Close
1984-09-07 | 0.42388 | 0.42902 | 0.41874 | 0.42388
1984-09-10 | 0.42388 | 0.42516 | 0.41366 | 0.42134
1984-09-11 | 0.42516 | 0.43668 | 0.42516 | 0.42902
1984-09-12 | 0.42902 | 0.43157 | 0.41618 | 0.41618
1984-09-13 | 0.43927 | 0.44052 | 0.43927 | 0.43927

B W RO

Na pentltima linha do cédigo 9.7, seleciona-se as primeiras 5000 linhas,
que correspondem aos pregos entre 07-09-1984 e 07-07-2004. Além disso, na
tltima linha do cédigo elimina-se qualquer linha da estrutura de dados que
nao possua algum prego.

O cédigo da Figura 9.8 adiciona colunas na estrutura de dados que serao
utilizadas posteriormente como entradas para o Perceptrao multicamadas.
Em particular, as entradas para esta rede neuronal sao as seguintes:

o Mazx-Min: a diferenca entre o preco maximo e minimo de cada data;
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Perceptrao multicamadas com dados financeiros

# ler dados de um ficheiro com os precos

# da acao da Apple (AAPL)

dados = pd.read_csv( \
os.path.join(’Data/Stocks’,’aapl.us.txt’), \
delimiter=’,’,\

usecols=[’Date’, ’Open’,’High’,’Low’,’Close’])

# imprime as primeiras cinco linhas
print (dados.head(5))

# seleciona apenas uma parte do conjunto original
dados = dados.loc[:5000]

#elimina linhas que nao possuem algum valor
dados = dados.dropna()

Figura 9.7: O cédigo em Python para ler dados de um ficheiro com o Pandas

Perceptrao multicamadas com dados financeiros

# Cria as entradas para a rede neuronal
dados[’Max-Min’] = dados[’High’] - dados[’Low’]
dados[’F-A’] = dados[’Close’] - dados[’Open’]
dados[’Media Movel 3 dias’] = dados[’Close’].shift(1).\
rolling(window = 3).mean()
dados[’Media Movel 10 dias’] = dados[’Close’].shift(1).\
rolling(window = 10) .mean()
dados[’Media Movel 30 dias’] = dados[’Close’].shift(1).\
rolling(window = 30) .mean()
dados[’Desvio Padrao’]= dados[’Close’].rolling(5).std()
dados[’RSI’] = talib.RSI(dados[’Close’].values, \
timeperiod = 9)
dados[’Williams %R’] = talib.WILLR(dados[’High’].values, \
dados[’Low’] .values, dados[’Close’].values, 7)

Figura 9.8: O cédigo em Python para criar as entradas para a rede neuronal

e [-A: a diferenca entre o preco de fecho e abertura de cada data;
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o Media Movel 3 dias: a média dos ultimos 3 pregos de fecho em relacgao
a data de cada linha;

o Media Mowvel 10 dias: a média dos ultimos 10 precos de fecho em relacao
a data de cada linha;

o Media Movel 30 dias: a média dos 1ltimos 30 pregos de fecho em relagao
a data de cada linha;

e Desvio Padrao: o desvio padrao dos ultimos 5 precos de fecho em relacao
a data de cada linha;

e RSI: um indicador financeiro chamado Relative Strength Index” que
calcula a racio entre o movimento para cima do preco e o valor absoluto
do movimento do prego;

e Williams %R: um indicador financeiro chamado Williams Percent Range®
que compara o preco de fecho com os precos méximos e minimos dos
dltimos n dias. Como este indicador é possivel saber se o preco de uma
acao estd no estado overbought (i.e., o prego estd préximo dos méximos)
ou oversold (i.e., prego estd proximo dos minimos);

O cédigo da Figura 9.9 cria mais uma coluna na estrutura de dados com
a saida pretendida da rede neuronal. Esta saida pretendida tem apenas dois
valores. O valor da saida pretendida é ‘1’ quando o prego de fecho do dia d é
maior do que o preco de fecho do dia d—n (i.e., 0o movimento do prego subiu),
onde n o nimero de dias antes da data d. Em todos os outros casos, valor é
‘0’ e isso representa um movimento constante ou para baixo do prego. Desta
forma, esta rede vai resolver um problema de classificagao bindria. No caso
particular do codigo da Figura 9.9, compara-se o preco de fecho de cada linha
com o preco de fecho do dia anterior (i.e., o n = 1) para se determinar se o
preco subiu.

A Figura 9.10 apresenta alguns exemplos de linhas na estrutura de dados
depois de adicionar as colunas com as entradas e a saida pretendida da rede
neuronal.

Nas duas primeiras linhas do cédigo da Figura 9.11, cria-se duas estruturas
de dados a partir da estrutura de dados original da Figura 9.10. A estrutura de

7A férmula para calcular o RSI estd disponivel em https://www.fmlabs.com/reference/
8A férmula para calcular o Williams %R também estd disponivel em
https://www.fmlabs.com/reference/
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# cria a saida pretendida da rede neuronal

# com o nome Preco_Subiu

day_diff = 1

preco_subiu = np.where( \
dados[’Close’] .shift(-1*day_diff).values - \
dados[’Close’] .values > 0, 1, 0)

a = np.empty((day_diff,))

al:] = np.nan

preco_subiu = np.append(a,preco_subiu)

for i in range(day_diff):

preco_subiu = np.delete(preco_subiu,-1,axis = 0)
dados [’Preco_Subiu’] = preco_subiu

#elimina linhas que nao possuem algum valor
dados = dados.dropna()

Figura 9.9: O cédigo em Python para criar a saida pretendida da rede neuronal

dados X possui as entradas da rede, ou seja as colunas Max-Min, F-A, Media
Movel 8 dias, Media Mowvel 10 dias, Media Movel 30 dias, Desvio Padrao, RST
e Williams %R. J4 a estrutura de dados y tem a tltima coluna da Figura 9.10,
ou seja a coluna Preco_Subiu. Apés a criacao destas estruturas de dados, os
dados sao divididos em conjuntos de treino e teste. Por tltimo, os dados com
as entradas da rede sdo padronizados para facilitar o processo de aprendizagem
do Perceptrao multicamadas.

As primeiras linhas do cédigo da Figura 9.12 utilizam a biblioteca Keras
para definir o modelo do Perceptrao multicamadas com a seguinte especi-
ficacdo:

e uma camada de entrada com 8 unidades de processamento;

e duas camadas escondidas com 128 unidades de processamento que uti-
lizam a fungao de ativagdo ReL U,

e uma camada de saida com 1 unidade de processamento que utiliza a
funcao de ativacao logistica.

Na tltima linha do cédigo da Figura 9.12, a rede neuronal é treinada
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Date Open High Low Close M;"; Foa  Meda ::’i":; m'“_‘:::':s' Mm'nzgz:s' ;’::z RSI mnm;:: Preco_Subiu
4991 2000 21130 21657 21066 21576 00591 0.0446 2.096367 202270 1855473  D.0G1609 7B.742146 -3.551074 10
4902 2000 21564 21576 21117 21247 00459 -0.0317 2113367 204408 1871297  D.031824 70.781305 -19.505233 00
4908 200 21130 21576 21130 21576 00446 0.0445 2131767 206319 1.884187  D.03BS67 73765190 -7.431183 10
4904 2000 51708 21885 20830 20810 01256 -0.0898 2.146633 208213 1897843 0032364 58197871 -81576952 00
4005 2000 20855 21130 20119 20810 01011 0.0255 2121100 2.09737 1909153  0.038376 56.197871 -60.884171 0o
4906 o0 20810 21104 20425 2083 00679 00026 2.108533 210890 1920760  D.034508 5B.573441 -50.422750 1.0
a7 200 20542 20798 20425 20682 00373 00140 2.081867 210762 1933353  0.035904 55.264863 -68.138087 0o
g0 C00- 19492 19965 19044 19901 00921 0.0408 2.077600 210428 1944533 D.039966 41.795360 -69.845179 00
499 290 19914 20119 19722 19810 0.0387 -0.0104 2.047300 2.08263 1954393 D.050856 40.501415 -73.047150 0.0
5000 9% 19722 20079 19286 19465 00793 -0.0257 2.013100 2.08378 1963393  D.059157 35777254 -85.186488 00

Figura 9.10: Exemplos de linhas na estrutura de dados que contem as entradas e
saida da rede neuronal

Perceptrao multicamadas com da

# Cria-se duas estruturas de dados para armazenar
# as entradas e saidas da rede neuronal

X = dados.iloc[:, 5:-1]

y = dados.iloc[:, -1]

# divide os dados em conjunto de treino e teste
divisao_dados = int(len(dados)*0.8)
X[:divisao_dados], X[divisao_dados:]

X_treino, X_teste

y_treino, y_teste y[:divisao_dados], y[divisao_dados:]
# Padronizar dados para a rede neuronal

sc = StandardScaler()

X_treino = sc.fit_transform(X_treino)

X_teste = sc.transform(X_teste)

Figura 9.11: O cddigo em Python para criar estruturas de dados com os conjuntos
de treino e teste

durante 200 iteragoes. O codigo da Figura 9.13 avalia a accuracy desta rede
neuronal com o conjunto de treino e teste. Para o conjunto de teste, obteve-se
uma accuracy de classificagao de 84,7%.

Por tltimo, este mesmo cddigo foi testado para alguns valores de n (ou



176 CAPITULO 9. REDES NEURONAIS E DADOS FINANCEIROS

Perceptrao multicamadas com dados financeiros

# define modelo do Perceptrao multicamadas

modelo = Sequential()

modelo.add(Dense(128, input_dim = X.shape[1], \
activation = ’relu’, kernel_initializer = ’he_uniform’))

modelo.add(Dense (128, activation = ’relu’, \
kernel_initializer = ’he_uniform’))

modelo.add(Dense(1l, activation = ’sigmoid’, \
kernel_initializer = ’he_uniform’))

opt = SGD(1r=0.01, momentum=0.9)

modelo.compile(loss=’binary_crossentropy’, optimizer=opt, \

metrics = [’accuracy’])

# treinar o modelo

historia = modelo.fit(X_treino, y_treino, \
validation_data=(X_teste, y_teste),\
batch_size = 10, epochs=200)

Figura 9.12: O cddigo em Python para criar o modelo do Perceptrao multicamadas

e treinar a rede neuronal

Perceptrao multicamadas com dados financeiros

# avaliar o modelo

_, accuracy_treino = modelo.evaluate(X_treino, y_treino, \
verbose=0)

_, accuracy_teste = modelo.evaluate(X_teste, y_teste, \
verbose=0)

print(*Teste: %.3f’, accuracy_treino)

print(°Teste: %.3f’, accuracy_teste)

Figura 9.13: O cédigo em Python para avaliar o Perceptrao multicamadas

Tabela 9.2: A accuracy para o problema de identificar o movimento da agao.

n=1|n=3|n=7|n=30
84,7% | 82,2% | 88,2% 81,4%
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day_dif f no cédigo da Figura 9.9), onde n é o ntimero de dias antes da data
d na estrutura de dados. Lembre-se que d e n sao utilizados para calcular a
saida pretendida; ou seja, a saida pretendida é igual a ‘1’ quando o prego de
fecho do dia d é maior do que o preco de fecho do dia d — n. Os resultados
da Tabela 9.2 mostram que os valores da accuracy sao todos acima de 80%,
sendo que um n = 7 obteve a maior accuracy de 88,2%.
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