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Prefacio a sequnda edicao

Finalmente apresentamos uma segunda edicao desta monografia,
associada a um mini-curso ministrado no VII Congresso Anual
da Sociedade Portuguesa de FEstatistica, e esgotada h& mais
de oito anos. A monografia tem servido essencialmente como
texto de apoio a unidades curriculares de estudos graduados
e pos-graduados na area de Gestao e Controlo FEstatistico da
Qualidade.

Esta segunda edigao é pois uma edigao revista e aumentada, com
uma autora adicional, doutorada na area de Controlo Estatistico
da Qualidade. Fizemos ajustamentos ao longo de todo o texto, no
sentido de clarificar algumas questoes e corrigir gralhas (possivel-
mente cometendo outras, o que é sempre inevitdvel). Procedemos
ainda a um investimento adicional no Capitulo 5, em particular
na abordagem as cartas de controlo CUSUM, de cumulative sum,
as politicas amostrais, e a uma descricao actualizada dos desen-
volvimentos mais recentes (Secgao 5.6). Incluimos ainda um novo
capitulo, o Capitulo 10, com exercicios que cobrem uma grande
parte da teoria exposta, os quais permitem aos estudantes aplicar
os conhecimentos adquiridos sobre os diferentes temas abordados.

Finalizamos com um agradecimento ao actual Presidente da
Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE), Professor Carlos
Braumann, e a toda a Direccao da SPE, pela iniciativa de proceder
ao lancamento destas novas edicoes e pelo encorajamento mani-
festado em prol desta segunda edi¢do da monografia em Controlo
Estatistico da Qualidade.

M. Ivette Gomes
Fernanda Figueiredo
M. Isabel Barao
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Prefacio

Neste texto procedemos a uma compilagao do material leccionado
na cadeira de Controlo da Qualidade da licenciatura em Probabili-
dades e Estatistica. Trata-se de um manual de trabalho, ainda em
fase embrionéria, em que se procurou encontrar um compromisso
entre o rigor tedrico e uma abordagem intuitiva as Probabilidades
e Estatistica, disseminando técnicas simples, mas poderosas, que
tém sido largamente utilizadas nas mais variadas industrias e nos
mais diversos paises, de modo a melhorar a qualidade dos produ-
tos e servicos e a reduzir custos. O uso eficiente destas técnicas
depende obviamente de elas serem bem conhecidas pelos opera-
dores de producao e inspecgao, pelos engenheiros, e pelo pessoal
médio e superior da drea da Gestdo.

Este livro é essencialmente sobre alguma da metodologia es-
tatistica usual em Qualidade, e a énfase principal foi colocada
no uso, e por vezes mau uso, da metodologia de cartas de
controlo, metodologia bésica da area de Controlo Estatistico de
Processos (o chamado SPC, de Statistical Process Control). O
Capitulo 1 é um capitulo introdutério, sobre as metodologias
estatisticas usuais em Controlo da Qualidade, em linha de
producdo e fora de linha de producao, e os Capitulos 2 e 3 sao
essencialmente capitulos béasicos de temas elementares da drea de
Probabilidade e FEstatistica, importantes para varias das técnicas
usuais em Qualidade. No Capitulo 5 abordaremos com algum
detalhe a metodologia de Cartas de Controlo, referindo as cartas
classicas de médias e amplitudes, e as menos classicas cartas de
méximo/minimo, CUSUM e EWMA. Com grande utilidade em
toda a metodologia de cartas de controlo, e mais geralmente em
SPC e Fiabilidade, estudaremos no Capitulo 4 alguns rudimentos
de FEstatisticas Ordinais e dedicar-nos-emos no Capitulo 6 aos
Testes de Aleatoriedade, muito usuais na area da Qualidade, como
complemento a regra universal de fora de controlo (caracteristica
de qualidade fora dos chamados [limites de tolerancia que lhe
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estao associados). A Inspec¢do de Aceitagdo é uma componente
necessaria em qualquer processo de manufactura, podendo e
devendo ser aplicada a matéria prima, antes de entrada em linha
de produgao, e serd abordada no Capitulo 7. A amostragem
de aceitagdo é no entanto também utilizada posteriormente a
linha de produgao, por exemplo pelo comprador dos produtos
manufacturados. No Capitulo 8 referiremos alguns rudimentos da
Teoria da Fiabilidade, outro dos temas da FEstatistica importante
em Controlo Estatistico da Qualidade fora da linha de produgéao,
com desenvolvimento de Testes de Vida em modelo Exponencial.
Finalmente, no Capitulo 9, referiremos de forma muito ligeira a
abordagem de Taguchi a Qualidade, e procuraremos fazer uma
descrigao nao apaixonada dos elementos principais da muito em
voga Gestdao da Qualidade Total, designada por TQM, de Total
Quality Management, analisando alguns dos seus campos de
aplicacao e algumas das suas limitacoes.

M. Ivette Gomes
M. Isabel Barao
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Capitulo 1

O que é o Controlo da
Qualidade?

1.1 Objectivos Fundamentais

O objectivo essencial do Controlo Estatistico da Qualidade é atin-
gir uma garantia de Qualidade em Organizacoes de producao e de
servico, através da utilizagao de técnicas estatisticas convenientes.
O termo Qualidade é aqui equivalente a adequabilidade para uso,
ou seja, os produtos devem satisfazer os requisitos daqueles que os
vao utilizar.

Como aspectos gerais da Qualidade podemos distinguir:

1. Qualidade do projecto — existem frequentemente diferentes
qualidades de projectos de um mesmo produto (por exem-
plo, a qualidade do projecto associada a producao de um
automovel Renault, de gama baixa, é completamente dife-
rente da qualidade do projecto associada a producao de um
automével Renault, de gama alta).

2. Qualidade de conformidade — medida da forma como o pro-
duto se porta, relativamente a especificacoes e tolerancias
requeridas pelo projecto.
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E com este tltimo tipo de Qualidade que nos iremos preocupar.

Como definir Qualidade? Qualidade de um bem ou servico é a
sua adequabilidade para ser utilizado. Tal inclui aspectos de pla-
neamento do produto e de conformidade com esse planeamento
(ideal).

Caracteristicas de qualidade s@o caracteristicas que, conjunta-
mente, descrevem a adequabilidade para uso de determinado pro-
duto. Essas caracteristicas, que em linguagem probabilistica nao
sao mais do que varidveis aleatérias (v.a.’s), podem ser:

e fisicas, como o comprimento, o peso, a voltagem:;
e sensoriais, como o sabor, a aparéncia, a cor;

e temporalmente orientadas.

O Controlo da Qualidade tem sido uma actividade, essencialmente
de engenheiros e gestores (na qual podem e devem também entrar
os estatisticos), em que se observam caracteristicas de qualidade
de um produto, em que se comparam essas observagoes com es-
pecificacoes eventualmente pré-determinadas, designadas por nor-
mas de qualidade, e em que se tomam acgoes apropriadas, quando
existe uma diferenca significativa entre o desempenho real e o de-
sempenho standard (padrao) esperado.

A Qualidade é, cada vez mais, o factor basico de decisao do con-
sumidor em relacdo a produtos e servigos, e a Qualidade é o
factor chave que conduz ao sucesso de uma Organizacao. E neste
momento claro que a instalagdo de um Controlo Estatistico da
Produgao resulta numa reducao dos custos de manufactura, num
aumento da produtividade, sendo insignificantes os custos de con-
trolo. Veja-se Ryan! (2000), Montgomery? (2004), Costa et al.3

! Ryan, T.P. (2000). Statistical Methods for Quality Improvement. Wiley-
Interscience.

2 Montgomery, D.C. (2004). Introduction to Statistical Quality Control, 5th
edition. John Wiley and Sons.

3 Costa, A.F., EX. Epprecht, & L.C. Carpinetti (2008). Controle Es-
tatistico de Qualidade, 2% edigdo. Editora Atlas.
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(2008) e Montgomery* (2008).

1.2 Técnicas Estatisticas Usuais em Quali-
dade

Sao extraordinariamente diversificadas as técnicas estatisticas de
Controlo da Qualidade. Neste livro daremos realce as seguintes
areas:

1. Controlo Estatistico de Processos — técnica on-line de con-
trolo do processo de produgao ou de servigo;

2. Amostragem de Aceita¢do — técnica off-line utilizada antes
da entrada e apds a saida da linha de produgao;

3. Fiabilidade — técnica off-line utilizada posteriormente a
saida da linha de produgao.

Convém entanto referir que, adicionalmente a estas dreas, existem
outras, também uteis na analise de problemas de qualidade e no
melhoramento dos processos. Vejamos alguns exemplos:

Numa linha de produgao, temos por um lado as varidveis de en-
trada (umas eventualmente controldveis, como a pressao e a tempe-
ratura, outras incontroldveis, como a qualidade do material bruto),
temos o processo de manufactura e finalmente temos o produto
acabado, com caracteristicas de qualidade que podem ser medi-
das, com maior ou menor facilidade. Uma vez identificada a lista
das varidveis de entrada (input) que afectam a variavel de saida
(output) é necessario modelar a relagao entre as varidveis de input
e as caracteristicas de qualidade do output. De entre as técnicas
estatisticas uteis na construcao de tais modelos convém mencionar
a Andlise de Regressao e a Andlise de Séries Temporais.

Ezxperiéncias Planeadas (Planeamentos de Taguchi), i.e., ex-
periéncias estatisticas em que se variam sistematicamente os facto-
res de input controlaveis, estudando o efeito que esses factores tém

4 Montgomery, D.C. (2008). Statistical Quality Control: a Modern Intro-
duction, 6th edition. John Wiley and Sons.
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nos parametros de output, sao extraordinariamente tteis na des-
coberta das varidveis chave, mais influentes nas caracteristicas de
qualidade com interesse. O Planeamento de Experiéncias permite
obter uma redugao de varidncia nas caracteristicas de qualidade,
e permite determinar os niveis das variaveis controlaveis que opti-
mizam o funcionamento do processo de producao. O Planeamento
de FExperiéncias é um dos campos importantes da drea de Controlo
da Qualidade off-line (exterior a linha de producao).

Vejamos qual a evolugao tipica na utilizacado de técnicas
estatisticas em Controlo da Qualidade:

e No nivel mais baixo de maturidade, a gestao estd, frequen-
temente, desconhecedora dos problemas da Qualidade, e nao
¢é natural a existéncia de qualquer Controlo da Qualidade
planeado. Existirao quanto muito aplicagoes modestas de
métodos de Amostragem de Aceitagdo.

e Conforme vai aumentando a maturidade, surge a necessidade
de intensificar o uso da inspeccao de amostragem. Passa-se
em seguida ao Controlo Estatistico do Processo, com a uti-
lizacao sistematica de Cartas de Controlo, ja previamente
delineadas por outros.

e Quando o processo estabiliza, e a maturidade aumenta, é
entao usual desenvolver Planeamentos de Fxperiéncias, que
permitam melhorar e optimizar os processos de controlo e
producao.

O objectivo fundamental do Controlo FEstatistico da Qualidade é
sempre o de reducdo sistemdtica da varidncia das caracteristicas
de qualidade importantes.

1.3 Breve Introducao Histérica

A Revolucdo Industrial, com a separacao nitida entre produtor e
consumidor, introduziu a necessidade de os produtores desenvol-
verem métodos de monitorizacao e controlo da qualidade dos seus
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produtos. De inicio, o objectivo era o de controlo da qualidade
dos produtos através de uma inspeccao que permitisse identificar
produtos defeituosos, prevenindo a sua venda aos consumidores.

No inicio do século, esta abordagem de inspecgao a qualidade foi
alargada com a utilizagdo do Controlo Estatistico de Processos
(SPC, de Statistical Process Control), muitas vezes também deno-
minado SQC, de Statistical Quality Control.

O SPC foi inicialmente desenvolvido por Shewhart, em 1924,
nos Bell Laboratories, e trata-se de um conjunto de técnicas
estatisticas de monitorizacao de um processo de produgao, cujo
objectivo é determinar se esse processo se encontra estavel ao longo
do tempo e capaz de produzir produtos de qualidade. A atencgao é
pois desviada do produto para o processo que é usado para manu-
factura desse produto. Shewhart desenvolveu em 1924 o conceito
de carta de controlo estatistico, e no fim dos anos 20, Dodge e Ro-
mig, também dos Bell Laboratories, desenvolveram a Amostragem
de Aceitagdo, como alternativa a inspeccao a 100% (veja-se Dodge
& Romig®, 1959).

De entre os nomes pioneiros em SPC distinguiremos, para além
dos ja citados, W. Edwards Deming, Joseph M. Juran, Philip B.
Crosby e Kaoru Ishikawa (vejam-se outras referéncias interessantes
nos livros de Crosby®, 1979, de Deming’, 1992, e de Juran &
Gryna®, 1993). Mas o valor do Controlo Estatistico da Qualidade
nao era de inicio muito reconhecido na Industria.

Foi a Segunda Grande Guerra que assistiu ao uso e a aceitagao
generalizada dos conceitos de Controlo Estatistico da Qualidade
nas industrias de manufactura. O SPC foi amplamente utilizado

® Dodge, H.F. & H.G. Romig (1959). Sampling Inspection Tables, Single
and Double Sampling, 2nd edition. John Wiley and Sons.

5 Crosby, P.B. (1979). Quality is Free. MacGraw-Hill.

" Deming, W.E. (1992). Out of the Crisis. MIT Center for Advanced En-
gineering Study.

8 Juran, JM. & F.M. Gryna (1993). Quality Planning and Analysis.
MacGraw-Hill.
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na industria dos EUA durante a IT Grande Guerra, e é considerado
por muitos observadores como tendo sido primordial para a derrota
do Japao. Foi formada, em 1946, a American Society for Quality
Control, que deu grande impulso a generalizacao e aperfeicoamento
dos métodos de Controlo Estatistico da Qualidade.

No periodo que seguiu a II Grande Guerra, os produtores dos
EUA tiveram grande procura dos seus produtos, e como conse-
guiam vender tudo o que produziam comegaram a dar essencial-
mente importancia a quantidade de producao e nao a qualidade do
produto. Muitas das licoes no ambito da qualidade do tempo de
guerra foram esquecidas pelos produtores, e os consumidores nao
se importavam com isso, uma vez que existia pleno emprego, os
salarios eram compensadores, sendo pois possivel substituir tudo
aquilo que se partisse. Os EUA desenvolveram-se numa sociedade
de desperdicio ou de consumismo — comprava-se um produto,
que muito rapidamente deixava de satisfazer, deitava-se fora, e
comprava-se outro.

O Japao do pés-guerra foi confrontado com uma situacao intei-
ramente diferente. Com comida e alojamento escassos e com as
suas fabricas em ruina, o Japao avaliou e corrigiu as causas do
seu fracasso. A qualidade dos produtos era uma das areas em que
os americanos tinham definitivamente ultrapassado os japoneses,
e foi essa uma das primeiras situagoes que eles tentaram corrigir.
Muito rapidamente se tornaram mestres na inspecgao e no SQC,
tendo prosseguido com a invencao de técnicas préprias de melho-
ria da qualidade, e tendo atingido por volta de 1970 o comando
da Qualidade.

Mais recentemente, a atencao dos esforgos na qualidade, que se
centrava inicialmente em bens — produtos manufacturados ou
consumidos — tem-se expandido de modo a incluir servicos —
o desempenho do trabalho desenvolvido em beneficio de outros.
Esta expansao tem dado grande énfase aos factores humanos e ao
seu impacto na qualidade dos produtos. Os desenvolvimentos em
termos da Qualidade estao actualmente vocacionados para a mo-



1.3. BREVE INTRODUCAO HISTORICA 7

tivagao dos trabalhadores. No Japao existem os chamados circulos
de Controlo da Qualidade, constituidos por aproximadamente 10
trabalhadores e supervisores em cada Departamento, cujo objec-
tivo é o de desenvolver estudos estatisticos que melhorem néao s6 a
qualidade, mas também a produtividade, os custos e a seguranca,
de entre outros aspectos importantes num ambiente de producao.
A participacao nesses circulos é voluntaria, sendo de 50% o niimero
de trabalhadores japoneses envolvidos. A organizacao do circulo
comega com um programa de treino, em que sao dados alguns
rudimentos de Andlise e Coleccao de Dados, passa-se depois ao
estudo de projectos bem sucedidos efectuados por outros circulos,
dedicando-se finalmente a formulacao e execucao de um projecto
real para a Empresa, usando eventualmente servigos externos de
consultadoria em FEstatistica, se tal for necessario. Tudo isto tem
tido uma influéncia extraordindria na qualidade dos produtos ma-
nufacturados. Na realidade, o uso de métodos de Controlo FEs-
tatistico da Qualidade tem sido frequentemente apontado como
elemento chave na expansao da Industria e Economia japonesas.

Em resumo, a manufactura moderna estd perante desafios consi-
deraveis:

e Os clientes tém vindo a aumentar os seus requisitos de quali-
dade, sendo natural que esta tendéncia se acentue no futuro,
essencialmente devido as grandes pressoes competitivas.

e A necessidade de novas técnicas analiticas e estatisticas em
Controlo da Qualidade estd a aumentar rapidamente, com
as novas tecnologias.

O grande desafio da Qualidade a Industria é o de melhorar a quali-
dade dos produtos e servicos, modernizar as praticas de Controlo
da Qualidade e simultaneamente conseguir redugoes substanciais
no custo da qualidade. Tratam-se de desafios dificeis. Contudo, os
métodos modernos de Controlo FEstatistico da Qualidade, alguns
dos quais serao discutidos a seguir, fornecerao seguramente uma
base para a Industria responder favoravelmente a estes desafios.
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O Controlo FEstatistico da Qualidade é neste momento mais do
que um conjunto de instrumentos estatisticos, sendo toda uma
maneira de pensar global dos diferentes trabalhadores de uma Em-
presa, com o objectivo de produzir os produtos correctamente a
primeira e reduzir sistematicamente a varidncia das caracteristicas
de qualidade com interesse para o processo de producao. Sé a titulo
ilustrativo repare-se no elogio feito pela NASHUA, ao Controlo
Estatistico da Qualidade, nas suas caixas de diskettes.

S h Professional
@ M @ Magnetic Media

The Nashua Quality Story but unreliable as well. The meets or exceeds system

) way to obtain consistent requirements. The result is
Caltty is aword that's quality is to make every that our product is the same
rather easily tossed around product right sz e 2t today, tomorrow, and there-
today. Every manufacturer flare. after. Youcan trust our
of diskettes is quick to What makes that possible? diskettes to store and pre-
promise you the highest Nashua's dedication to sté— serve your most important
quality available. tistical control, as an integral m.format:(_)n. A_ncl we back
But, at Nashua, quality has part of the maﬁufacturing that_prormse with the most
amuch tougher definition. It process, makes that possi- strmghtforwarclguaramee.
not only means high perfor- ble. Litérallv hundreds of Everv Na;hua pllsl;ette car-
mance and rgliabilitv; it also charts like the one shown ries alimited leeume ouar-
MPANS QORYSIENCY . here, control the enemy of antee. Should any diskette
Nashua can promise you any rlnanufacturing process perform unsatisfactorily
quality with unequaled con- - variation. while yvou ownit, simply
sistency because we rmanu- These charts visually insure return it to the place of pur-
facture our diskettes using a
totally unique philosophy.
It's called the "Statistical
Control of Quality”. Andit's 40 [rm-mmsmrrsmresrmesmses oo
the same concept that revo- 20 A AN ~\ . /"\\ A
lutionized the Japanese A
economy, replacing a 20 / \‘/ \/ \/ \'/ \/ N
shoddy image witha b o]
reputation for product 10
excellence. 62 34567 809 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Simply put, the idea is this:
Youcan't inspect quality that each steo of the manu- chase, and we'll replace it
into a product. Inspection facturing process is under free.
can only separate good statistical control. Finally,
from bad after the fact. every single diskette is cer-

That's not only expensive, tified to make sure it
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1.4 Processos e Qualidade

Como dissemos anteriormente os métodos e a filosofia moderna de
garantia da qualidade focam-se nao (primariamente) nos produ-
tos, mas no processo usado para produzir esses produtos. A nogao
bésica é a de que se os processos funcionarem de modo eficiente,
entao os produtos resultantes serao automaticamente bons. Por
outro lado, se s6 dedicarmos a nossa aten¢ao a inspeccionar ou a
retrabalhar os produtos defeituosos, é pouco provavel que alguma
vez cheguemos ao amago das causas que provocam os problemas de
qualidade, nao sendo pois possivel fazer as mudancas necessarias
para melhorar essa qualidade. Um produto é o resultado de um
processo de produ¢do — ou simplesmente processo, que nao é mais
do que uma coleccao légica de acgoes ou operacoes que produz
resultados, o chamado output do processo. Um processo tem de
ser alimentado com os ingredientes necessarios — o tnput do pro-
cesso. Num processo de manufactura, o input inclui as partes ou
componentes, e o output inclui o produto acabado ou qualquer des-
perdicio associado. Um segundo aspecto importante da moderna
filosofia da qualidade é a sua orientacdo para o consumidor. Fi-
nalmente, um terceiro aspecto importante é a necessidade de uma
melhoria continua.

Em qualquer processo de producao temos essencialmente quatro
fases, ou quatro sub-processos:

1. Andlise — aprendizagem daquilo que os clientes querem, ex-
primindo esses desejos como um conjunto de requisitos do
cliente.

2. Planeamento — estabelecimento de quais os requisitos do pro-
duto, que deverao ir ao encontro dos requisitos exigidos pelo
cliente.

3. Construgao — producao efectiva do produto.

Teste — fase em que se vé se o produto satisfaz os requisitos
com que foi delineado.

Cada um destes quatro sub-processos deve ser conduzido de forma
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apropriada, de modo a conseguirmos um produto que satisfaz os
requisitos dos clientes.

O Controlo Estatistico da Qualidade é importante especialmente
no quarto passo do processo de producao, onde vamos obter a con-
firmagao de que o produto satisfaz efectivamente os requisitos com
que foi projectado. Se tal acontecer, consideramo-lo um produto de
qualidade.

1.4.1 A Gestao e a Qualidade

O objectivo deste livro é essencialmente o de realcar os instrumen-
tos estatisticos que podem ser usados para melhorar a qualidade.
Mas esses instrumentos sao unicamente uma parte do esforco total
necessario para conseguir atingir a Qualidade. Como a gestao tem
um controlo final de todos os recursos de uma Empresa, a gestao
tem também uma responsabilidade ultima na qualidade de todos
os produtos. Para tornar conhecidos os seus pontos de vista sobre
a qualidade, a gestao deve estabelecer uma politica, em que escla-
rece qual o compromisso da Empresa relativamente a qualidade,
e estabelece as linhas gerais de suporte a essa politica, gerindo
de forma apropriada o trabalho, os trabalhadores, os processos de
trabalho e o ambiente de trabalho. Nao nos iremos aqui dedicar a
este tépico, e referimos, por exemplo, o livro de Burril & Ledolter?
(1999) para o leitor mais interessado no assunto.

1.4.2 1ISO 9000 e Qualidade

Durante muitos anos, as mais variadas Organizacoes lutaram pela
Qualidade, uma vez que estavam convencidas que tal era uma boa
pratica de negdcio — aumentava a procura dos seus produtos, e
reduzia os custos de produgao. Mas outras Organizagoes existiam
que nao estavam completamente convencidas da descida dos cus-
tos, e consequentemente as suas iniciativas em prol da qualidade

® Burril, C.W. & J. Ledolter (1999). Achieving Quality through Continual
Improvement. John Wiley and Sons.
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eram modestas. Contudo, hoje em dia, muitas destas Organizacoes
mais relutantes sdo empurradas para a Qualidade devido a uma, ini-
ciativa da Sociedade Internacional de Standardiza¢do, usualmente
conhecida por ISO (International Organization for Standardiza-
tion).

A TISO foi fundada em 1946 com o intuito de estabelecer uma série
de normas internacionais para produtos e processos de producao.
Sao actualmente membros da ISO mais de 90 paises, de entre
os quais Portugal. Em 1987 a ISO publicou a série ISO 9000 de
normas genéricas para a gestao da qualidade e a garantia da quali-
dade. Estas normas aplicam-se a Empresas de todos os tamanhos
e a todos os sectores industriais — bens, servicos e informagao.
Desde 1987 tém surgido varias extensoes das normas ISO 9000
iniciais, tendo surgido em 1996 a ISO 14000 com normas de siste-
mas de gestao ambiental.

As normas ISO 9000 fornecem um guia para os produtores que
querem implementar sistemas de qualidade eficientes. Podem
também ser usadas pelos consumidores, para avaliar o sistema
de qualidade dos produtores. Foi ainda estabelecido um sistema
de registo para evitar a necessidade de cada consumidor ter de
controlar cada produtor. Existe um grupo de registadores, acredi-
tado pela ISO, que fazem a auditoria dos sistemas de qualidade
dos produtores, e certificam esses produtores, garantindo assim
que eles estdo em conformidade com as normas de qualidade da
ISO. Um consumidor pode pois exigir esse registo antes de fazer
a encomenda a determinado produtor. O registo assegura o con-
sumidor da existéncia de um sistema de qualidade, aumentando a
probabilidade de esse produtor fornecer produtos de qualidade. No
passado os produtores eram motivados para o estabelecimento de
sistemas de qualidade através do aumento da satisfacao dos con-
sumidores. Hoje em dia muitos dos produtores sao motivados pela
acreditacao ISO 9000 — se nao tiverem essa acreditagao podem
perder potenciais clientes. Alguns comentarios sobre a vantagem
de usar este tipo de normas como uma mais valia para as Empre-
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sas podem ser encontrados em Curkovic & Pagell'® (1999) e Miles
et al.! (1999), por exemplo.

1.4.3 Ciclo de Garantia da Qualidade

Como atingir a Qualidade? Existem essencialmente duas estra-
tégias basicas para atingir Qualidade:

1. Prevencao — uma das estratégias serd prevenir os problemas
de mé qualidade através de uma boa compreensao dos requi-
sitos dos consumidores, planeando, construindo e documen-
tando processos de producao capazes de produzirem os pro-
dutos requeridos, e usando operadores desses processos de
producao bem-treinados e altamente motivados, que consis-
tentemente produzirdo um trabalho de qualidade. Algumas
Empresas fazem bom trabalho em todas estas tarefas, e isso
ajuda-as a evitar problemas de qualidade. Contudo, muitas
vezes as Empresas nao conseguem atingir este ideal, e preci-
sam de utilizar uma segunda estratégia também igualmente
importante, a de uma melhoria continuada do processo.

2. Melhoramento — os esforcos de melhoria da qualidade tém
como objectivo fazer com que o processo de producao pro-
duza produtos defeituosos com probabilidade cada vez mais
pequena. Exemplo de esforcos tipicos de melhoramento: do-
cumentar um processo numa tentativa de o tornar mais con-
sistente; treinar os operadores de modo a melhorarem o seu
trabalho; coleccionar e analisar a informacao defeituosa, de
modo a determinar as causas desses defeitos; fazer alteracoes
ao processo de modo a remover as causas (ue provocam pro-
dutos defeituosos; redesenhar o produto de modo a torna-lo
menos dependente de erros.

19 Curkovic, S. & M. Pagell (1999). A critical examination of the ability
of ISO 9000 certification to lead to a competitive advantage. J. of Quality
Management 4, 51-67.

' Miles, M., L.S. Munilla & T. McClurg (1999). The impact of ISO 14000
environmental management standards on small and medium sized enterprises.
J. of Quality Management 4, 111-122.
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Vejamos em seguida o chamado Ciclo de Garantia da Qualidade
(processo-orientado), inspirado em Vardeman & Jobe!? (1999).

Passos

Instrumentos

1. Proceda a uma anélise logica
de como um Processo funciona
(ou deveria funcionar) e quais sdo
as potenciais fontes de proble-
mas, fontes de variagdo, e neces-
sidade de recolha de dados.

e Fluxogramas [1.5.1]

e Diagramas de causa-e-efeito, em
espinha-de peixe ou de Ishikawa
[1.5.2]

2. Especifique medidas apropria-
das (e orientadas para o consumi-
dor) de desempenho do processo
e desenvolva os sistemas de me-
dida correspondentes (este tépico
nao serd abordado neste livro).

e Conceitos bésicos da area de
medigdo/metrologia

e Estudos de reproducibilidade

3. Coleccione e sumarize os da-
dos.

ePrincipios de amostragem [Cap. 7]

e Métodos graficos simples [Cap. 2]

4. Avalie esses dados e actue no
sentido de atingir a estabilidade
do processo.

e Modelagdo de Dados [Cap. 3]

e Estatisticas relevantes [Cap. 4]
e Cartas de Controlo [Cap. 5]

e Testes de aleatoriedade [Cap. 6]

5. Caracterize a actuagao do pro-
cesso e dos produtos.

o Gréficos e tabelas estatisticas
para caracterizacdo do processo
[Cap. 2]

e Medidas de capacidade e ac-

tuacdo do processo, e estimacao
dessas medidas [5.9]

6. Trabalhe para melhorar todos
0OS processos que nao sao satis-
fatérios.

e Fiabilidade [Cap. 8]
e Planeamento de experiéncias
[Cap. 9]

2 Vardeman, S. & J.M. Jobe (1999). Statistical Quality Assurance Methods
for Engineers. John Wiley and Sons.
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1.5 Alguns dos Instrumentos de Controlo
da Qualidade

Nesta secgao iremos referir dois dos instrumentos mais simples de
garantia da qualidade, os quais s@o suficientemente acessiveis de
forma a poderem ser abordados logo num capitulo introdutério, e
suficientemente potentes de modo a merecerem ampla divulgagao.
Veremos dois dos chamados instrumentos japoneses de Controlo
da Qualidade. Estes dois instrumentos sao essencialmente usados
para a andlise e identificacdo logica do processo.

Em termos da estrutura de um processo a simples comparacao da
questdo — O que €7 — com a questao — O que deveria ser? —é
suficiente para identificar onde estao as oportunidades efectivas de
melhoria. E mesmo que nao seja 6bvia a forma de como melhorar o
processo, um exercicio de identificacao do processo é de grande va-
lor na localizacao de potenciais fontes de problemas, possivelmente
de fontes importantes de variagao do processo, e da necessidade
de coleccao de dados.

1.5.1 Fluxogramas ou Organigramas

Um dos instrumentos importantes para identificacdo do processo
ou para deteccao de problemas é o fluzograma ou organigrama, que
nos mostra os passos cronolégicos de determinada operacao.

Usualmente utilizam-se apenas trés formas distintas para as caixas
do fluxograma: pentagonal ou circular (input/output), losangolar
(decisoes) e rectangular (tudo o resto), mas as caixas do fluxo-
grama podem frequentemente ser expandidas, de modo a fornece-
rem informacao mais detalhada, caso tal detalhe seja necessario.
Em Kolarik!? (1995), paginas 205 a 213, é sugerido o uso de sete
formas diferentes para as caixas dos fluxogramas de processos in-
dustriais, para operacoes, transporte, atrasos, armazenagem, ins-
peccdo na fonte, cartas de SPC e inspec¢do de amostragem.

13 Kolarik, W.J. (1995). Creating Quality: Concepts, Systems, Strategies
and Tools. McGraw-Hill.
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Um outro conselho frequentemente sugerido de modo a enaltecer
o valor analitico de um fluxograma é o de proceder a uma boa uti-
lizagao de ambas as dimensoes espaciais do fluxograma. Devem ser
colocadas de cima para baixo as actividades ordenadas no tempo,
o que deixa a possibilidade de usar a orientacao esquerda-direita
para indicar qualquer outra varidvel importante. Muito frequente-
mente, o fluxograma é fragmentado em vérias zonas verticais, que
indicam localizagoes diferentes para actividades diversas.

Apresenta-se em seguida o fluxograma associado a uma venda a
dinheiro, adaptado de J.A. Swift'* (1995).

O cliente traz
uma compra para
registo

Vendedor
presente?

Toque campainha

Existe
corrente?

Registadora

Introduza o c6digo
funciona?

de vendedor

— Peca ajuda

Introduza prego
Faga a venda e Faca o troco e Embale a
receba dinheiro dé o recibo mercadoria

1 Swift, J.A. (1995). Introduction to Modern Statistical Quality Control and
Management. St. Lucie Press.
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Este fluxograma revela-nos de imediato um problema importante,
as perdas graves (com eventual abandono de clientes) ocasionadas
por uma caixa registadora nao-operacional.

1.5.2 Diagramas de Causa-e-efeito

Um segundo instrumento simples e muito popular na detec¢do de
causas possiveis de problemas é o diagrama de Ishikawa'® (muito
frequentemente conhecido por diagrama em espinha-de-peize ou
por diagrama de causa-e-efeito.

Admitamos que se pretende um determinado objectivo, ou (reci-
procamente) que se tem em mente um certo problema de qualidade
e que se deseja esquematizar todos os possiveis factores que levam
a esse objectivo ou a esse problema. E entéo 1til organizar o nosso
pensamento relativamente a esses factores, colocando-os numa es-
trutura em arvore, em que a medida que caminhamos ao longo
da arvore, mais e mais especificos se vao tornando os factores em

jogo.

Para se construir um diagrama de causa-e-efeito devem primeiro
encontrar-se as possiveis causas de um efeito, classificando-as num
determinando numero de categorias (de 4 a 8), e cada catego-
ria em sub-categorias, caso tal seja apropriado. Trace-se entao
uma seta horizontal apontando para uma caixa colocada na ex-
tremidade direita, etiquetada com o nome do efeito em estudo.
A partir de cada categoria, escrita acima ou abaixo da seta hori-
zontal, trace-se uma seta apontando para essa seta horizontal, de
modo que fiquemos com algo semelhante a uma espinha-de-peixe.
Tracem-se ainda setas horizontais dirigidas para as diferentes espi-
nhas, representando as sub-categorias associadas a cada uma das
categorias. Este processo pode ser repetido indefinidamente, sendo
usualmente suficiente dois a trés niveis de classificagdo. Na figura
seguinte apresentamos um diagrama de causa-e-efeito genérico.

15 Tshikawa, K. (1982). Guide to Quality Control, 2nd edition. Asia Produc-
tivity Organization.
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Meétodo de trabalho Trabalhadores

| Caracteristica

/V /V de qualidade

| Equipamento | | Medigoes |

O diagrama seguinte estd associado a analise de qualidade de um
software, e foi retirado do livro de Ledolter & Burrill'® (1999).

"Work
Bdse de
Blblmlecws bench® o o >
“Work Base de Teste
bench" Técnicas dados
Tscmca< esIruluradaa Tecmcds

PLAN'EAMENT

Input do
cliente

QUALIDADE

REQUISITOS SOFTWARE

INSTALACAO

/ Testes—, ’ Script
Protétipo Testes ’
Criticas @ Criticas Casos e dados
Documentagio gg:]‘i?ﬂ];’ede Controlo de Teste
Tevia

Qualidade material

16 Ledolter, J. & C.W. Burrill (1999). Statistical Quality Control — Strate-
gies and Tools for Continual Improvement. John Wiley and Sons.
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Capitulo 2

Analise Descritiva e
Exploratéoria de Dados

Na area de Controlo da Qualidade, uma caracteristica de quali-
dade, jé atras definida, é em linguagem probabilistica uma varidvel
aleatéria (v.a.) X, com distribuigao eventualmente desconhecida.

A caracteristica de qualidade X pode pois ser identificada através
da sua fungao de distribuicao (f.d.), F(x) =P(X < z), x € R, ou
através da sua funcao densidade de probabilidade (f.d.p.), f(x) =
dF(x)/dz, no caso absolutamente continuo, e da sua fun¢do massa
de probabilidade (fm.p.), f(z) = P(X = z), no caso discreto ou
qualitativo.

Antes de passarmos ao estudo exploratério de uma amostra
observada, (z1,z2,...,x,), dessa caracteristica de qualidade, re-
feriremos alguns conceitos fundamentais relacionados com a v.a.
X, bem como as notagoes que iremos utilizar.

o Valor médio de X:

+f0<> tf(t)dt (v.a. continua)
pi=EX)=y " (2.1)
;SL’ P(X = z) (v.a. discreta).

19
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Quantil de ordem p de X, v.a. com f.d. F, 0 <p < 1:

Xp:=FYp), Fy):=inf{z: F(z) >y} (2.2)

Mediana de X:
X1/2 = F7'(1/2), (2.3)
um caso particular de x,, em (2.2), para p = 1/2.

Moda de X:
o 1= argsup{f(z)}. (2.4)

Momento de ordem k:
= E(XF), k=1,

com ,ull = p definido em (2.1).
Momento centrado de ordem k:

= E((X —pp)*), k>1, (2.5)

sendo p; = 0.

Variancia de X:
o =E((X - E(X))?) = pa, (2.6)

com fio definido em (2.5).
Desvio padrao de X:

o= \/E((X ~ E(X))?) = Viz. (2.7)
Coeficiente de variagao de X:
v = (o/un) x 100%,

com (4 e o definidos em (2.1) e (2.7), respectivamente.
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o (Coeficiente de assimetria:

Bui=pa/py”* 0w By = w3/, (2.8)

com pg, k = 2,3, definido em (2.5).

e (Coeficiente de achatamento ou kurtosis:

By = pa/u3 —3 ou By:= pus/p3. (2.9)

O wvalor médio, em (2.1), e a mediana populacional, em (2.3), sdo
as medidas de localizacdo mais frequentemente utilizadas, que nos
indicam a zona central de variagao da caracteristica de qualidade
em estudo. A waridncia, em (2.6), e o desvio padrao, em (2.7),
dao-nos indicacao sobre a dispersdo dessa caracteristica relativa-
mente a um valor central. Em contrapartida, os coeficientes de
assimetria e de achatamento dao-nos indicacao sobre a forma do
modelo F. O coeficiente de assimetria 31, em (2.8), é nulo se o
modelo for simétrico. O coeficiente de achatamento, B2, em (2.9),
¢ nulo em modelo Normal, o modelo classico em Estatistica, e
sem duvida de grande importancia em SPC, quando em ambito
de producado. Um estudo do modelo Normal, juntamente com ou-
tros modelos continuos e discretos usuais em aplicacbes a Qua-
lidade, ficard adiado para o Capitulo 3. Modelos unimodais com
B1 > 0 tém assimetria positiva ou a direita (1o < Xi2 < M),
enquanto modelos com (1 < 0 tém assimetria negativa ou a es-
querda (p < X172 < Ho), sendo fi, a moda, em (2.4). Os modelos
com achatamento B > 0 tém caudas mais longas do que o modelo
Normal e modelos com (2 < 0 s@o modelos de caudas leves.

2.1 Dados Qualitativos

Em Controlo Estatistico da Qualidade é frequente a recolha de
dados qualitativos, isto é, dados de natureza nao-numérica, clas-
sificados em diversas modalidades ou categorias. Como organizar
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e resumir esses dados de modo a tornd-los compreensiveis e com
significado? Neste capitulo iremos brevemente referir alguns dos
métodos usuais em Qualidade na descricao de dados qualitativos
— tratam-se de graficos, cartas e tabelas que de forma répida per-
mitem resumir a informacao contida nos dados. A ilustracao serd
feita com base na amostra de dados resultantes da classificacao
das causas de avarias em determinada linha de producao. Admi-
tamos que as referidas causas de avaria — as chamadas classes ou
categorias — sao seis:

1. falta de experiéncia na monitorizagao;
falta de experiéncia na gestao;

experiéncias nao-equilibradas;

2
3
4. incompeténcia;
5. outras causas (tais como negligéncia e fraude);
6

razoes desconhecidas.

2.1.1 Tabelas de Frequéncias

Os dados qualitativos recolhidos no exemplo atras referido sao
de natureza nao-numérica, mas podem ser resumidos numerica-
mente, quer calculando o nimero de observagoes em cada uma das
classes (ou categorias), a chamada frequéncia absoluta da classe,
ou a proporcao de observagoes em cada uma das classes, a cha-
mada frequéncia relativa da classe. Essas frequéncias absolutas e
relativas das classes sao entao dispostas em tabelas, as chamadas
tabelas de frequéncia.

A varidvel de interesse neste caso é a causa subjacente a uma ava-
ria. Trata-se de uma varidvel qualitativa, e os seus valores podem
ser classificados em uma de seis classes. As medi¢oes individuais
para cada uma das 1463 falhas estao resumidas na tabela seguinte,
onde se pode ver as frequéncias absoluta e relativa de cada classe.
Note-se que a soma das frequéncias absolutas é igual ao nimero
total de avarias, sendo unitaria a soma das frequéncias relativas.



2.1. DADOS QUALITATIVOS 23

Categoria Frequéncia absoluta Frequéncia relativa

(causa subjacente) (ntmero de avarias)  (proporgdo de avarias)
Falta de experiéncia em linha 111 0.076
Falta de experiéncia da gestao 236 0.161
Experiéncias nao-equilibradas 314 0.215
Incompeténcia 698 0.477
Outras causas 21 0.014
Razao desconhecida 83 0.057
Totais 1463 1.000

Note-se ainda que a causa mais frequente de avaria é a incom-
peténcia — quase metade das avarias (47.7%) foram devidas a
esta causa.

As tabelas de frequéncias, tal como a apresentada, resumem nu-
mericamente os valores de uma varidvel qualitativa.

2.1.2 Graficos de Barras

Embora as frequéncias (relativas) das classes descrevam de forma
adequada todo o tipo de dados qualitativos, a representagao grafica
desses dados é de leitura e assimilagao bem mais facil. Um dos
métodos graficos mais usuais para a descrigdo de dados qualitati-
vos é o grdfico de barras. Na figura seguinte mostramos um grafico
de barras, associado aos dados da tabela anterior.

Frequéncia

Razédo desconhecida
Outras causas :l [
] O Frequéncia

Incompeténcia |

ias nao-

Falta de exper. gestdo

Falta de exper. em linha

200 400 600 800

Um gréafico de barras é constituido por um rectangulo, ou barra,
para cada uma das possiveis causas de avaria, e a altura (ou com-
primento) de cada uma dessas barras é proporcional a frequéncia
de avarias da classe correspondente.
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Em Controlo da Qualidade usam-se graficos de barras quer verti-
cais, quer horizontais.

Passos associados a construcdo de um grdfico de barras:

1. Sumarize os dados numa tabela de frequéncias. Essa tabela
deve conter a frequéncia e a frequéncia relativa para cada
classe (ou categoria) da varidvel qualitativa.

2. Trace, em papel grafico, um eixo horizontal e outro ver-
tical. No eixo vertical representem-se, por exemplo, as
frequéncias ou frequéncias relativas. As classes (ou catego-
rias) da varidvel qualitativa deverao entao ser marcadas no
eixo horizontal.

3. Trace barras para cada classe (ou categoria). A altura da
barra deve ser proporcional a frequéncia da classe ou a
frequéncia relativa da classe.

Note-se que os graficos de barras, tais como o representado na
figura anterior, podem ter um significado mais completo se re-
ordernarmos descendentemente as barras do grafico, tal como fa-
remos na secgao seguinte.

2.1.3 Diagramas de Pareto

No exemplo apresentado na seccao anterior a ordenacao das cate-
gorias é obviamente arbitraria, mas em aplicagoes no ambito da
Qualidade faz sentido ordenar as causas por ordem decrescente de
frequéncias de ocorréncia, comegando com a causa mais comuin, €
terminando na menos comum. A tabela de frequéncias neste caso
particular é dada por:

Causa subjacente Frequéncia  Frequéncia relativa  Proporgao

cumulativa
Incompeténcia 698 0.477 0.477
Experiéncias nao-equilibradas 314 0.215 0.692
Falta de experiéncia da gestao 236 0.161 0.853
Falta de experiéncia em linha 111 0.076 0.929
Razao desconhecida 83 0.057 0.986
Outras causas 21 0.014 1.000

Totais 1463 1.000
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Um diagrama de Pareto é um grafico de barras, usualmente ver-
ticais, em que as barras sao colocadas da esquerda para a direita
por ordem decrescente de altura. Os grdficos de Pareto sao ins-
trumentos graficos muito populares em Controlo da Qualidade.
Nestes graficos as alturas das barras representam muito frequen-
temente as frequéncias dos problemas existentes num processo de
producao (como por exemplo, nimero de defeituosos, de acidentes,
de falhas, de avarias, ...). Uma vez que as barras sao colocadas
em ordem descendente de altura, é entdo ficil identificar as reas
com problemas mais severos.

A figura seguinte é um diagrama de Pareto para os dados da ta-
bela anterior. Para além das barras ordenadas descendentemente,
a figura mostra também um grafico da propor¢do cumulativa de
falhas (designada por linha cum). Este tipo de diagramas é um
outro dos instrumentos japoneses de qualidade.

e | 100

./

./ 80

60

40

20
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| [ |- ]
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C ] ==
Categories (variable: AVARIAS)
T value —— Cumul. Percent

O objectivo essencial de um diagrama de Pareto é pois o de estabe-
lecer prioridades entre as diferentes causas de problemas possiveis.

2.2 Dados Quantitativos

Uma andlise preliminar de dados quantitativos em Controlo da
Qualidade é também essencialmente grafica. Iremos brevemente
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ver alguns métodos de andlise grafica preliminar de dados, numa
perspectiva de identificacao da populacao subjacente.

As amostras em Controlo da Qualidade sao frequentemente univa-
riadas. Face a uma amostra xi,x2,...,2,, quantitativa, deve
comegar-se pelo cédlculo de caracteristicas amostrais importan-
tes, que nos vao eventualmente ajudar na escolha da amplitude
das classes do histograma, a estudar na Seccao 2.2.5, imagem es-
tatistica da f.d.p. da populagao subjacente a amostra, e também
um instrumento de garantia da qualidade.

Iremos aqui essencialmente trabalhar, a titulo meramente exem-
plificativo, com um conjunto de diametros exteriores de segmentos
de determinado tipo de automovel, agrupados em 25 amostras de
dimensao 5, e apresentados na tabela seguinte.

N? da amostra | diaml diam2 diam3 diam4  diamb
1 74.030 74.002 74.019 73.992 74.008
2 73.995 73.992 74.001 74.011 74.004
3 73.988  74.024 74.021 74.005 74.002
4 74.002 73.996 73.993 74.015 74.009
5 73.992  74.007 74.015 73.989 74.014
6 74.009 73.994 73.997 73.985 73.993
7 73.995 74.006 73.994 74.000 74.005
8 73.985  74.003 73.993 74.015 73.988
9 74.008 73.995 74.009 74.005 74.004
10 73.998 74.000 73.990 74.007 73.995
11 73.994 73.998 73.994 73.995 73.990
12 74.004 74.000 74.007 74.000 73.996

13 73.983 74.002 73.998 73.997 74.012
14 74.006 73.967 73.994 74.000 73.984
15 74.012 74.014 73.998 73.999 74.007
16 74.000 73.984 74.005 73.998 73.996
17 73.994 74.012 73.986 74.005 74.007
18 74.006 74.010 74.018 74.003 74.000
19 73.984 74.002 74.003 74.005 73.997
20 74.000 74.010 74.013 74.020 74.003
21 73.988  74.001 74.009 74.005 73.996
22 74.004 73.999 73.990 74.006 74.009
23 74.010 73.989 73.990 74.009 74.014
24 74.015 74.008 73.993 74.000 74.010
25 73.982 73.984 73.995 74.017 74.013
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2.2.1 Estatisticas Descritivas

E obviamente verdade que, na descricao de um conjunto de dados
quantitativos, um grdfico vale por mil palavras, mas muito fre-
quentemente os graficos nao conseguem descrever completamente
os dados, tornando-se necessario condensar numericamente a in-
formacao contida na nossa amostra.

Ao fazer uma andlise preliminar de dados, univariados ou mul-
tivariados é usual comecar por uma andlise descritiva desses da-
dos, com o cédlculo de algumas caracteristicas amostrais (ou es-
tatisticas descritivas) importantes. Iremos aqui essencialmente dis-
tinguir trés tipos de caracteristicas amostrais:

1. medidas de localizacdo central, que permitem localizar o cen-
tro de um conjunto de dados;

2. medidas de dispersao ou escala, que descrevem a variabili-
dade desses dados;

3. medidas de forma, que sugerem a forma do modelo subja-
cente aos dados.

Antes de proceder a qualquer cdlculo de caracteristicas amostrais
é usual proceder a ordenacao das observacoes, uma vez que ela tem
de ser feita mais cedo ou mais tarde. Passa-se entdo da amostra
(z1,22,...,Ty) para a amostra ordenada,

(xlzn <xopm <--- < xn:’fl)7 (210)

onde, para 1 < i < n, xz;, denota a i-ésima estatistica ordinal
ascendente associada a amostra original, cujo estudo sera breve-
mente abordado no Capitulo 4, podendo-se em seguida calcular
os momentos empiricos de ordem k (usualmente até a ordem 4),
nao-centrais e centrais, ou seja

1o 1o
7=1 J=1
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’ 1 ,
Z(LU]‘ - ml)k = E Z(xj:n - ml)k, (212)
respectivamente.

Medidas de localizacgao

As medidas de tendéncia central mais usuais sao a média amostral
, 7. . . ! .
(ou média), coincidente com my, definido em (2.11),

P
T=m) = Hzxj, (2.13)
j=1

e a mediana amostral, um valor tal que metade das observacoes
da amostra estao acima dele e a outra metade abaixo. Em termos
das observagoes ordenadas, em (2.10), temos pois para mediana
empirica ou amostral,

— T(n+1)/2:n se n ¢éimpar 514
ok {(xn/Z:n+$(n/2+1):n) /2 se n par. ( )

O~

Uma terceira medida de tendéncia central é a moda — observagao
que ocorre com maior frequéncia na nossa amostra. Se nao ti-
vermos acesso a todas as observagOes, mas simplesmente a in-
formagao condensada dada pelas frequéncias de classes disjun-
tas, podemos falar da classe modal, a classe a que esta associada
a maior frequéncia. Para localizar a moda dentro desta classe
recorre-se usualmente & formula de King,

f**
f* f**
onde [ denota o limite inferior da classe modal, A a amplitude da
classe modal, f* e f** as frequéncias corrigidas da classe anterior
e da classe posterior & modal (i.e. as frequéncias divididas pela
amplitude das respectivas classes), respectivamente.

x h,

me =

Ao tomarmos a decisao sobre qual a medida de tendéncia central
a adoptar devemos ter em conta o seguinte:
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a média amostral é pouco robusta relativamente a existéncia
de valores discrepantes na amostra, usualmente valores
muito pequenos ou muito elevados, podendo-se tornar uma
medida de tendéncia central enganadora em alguns casos;

em contrapartida, a mediana é usualmente considerada uma
medida de localizagao central resistente, porque, contraria-
mente a média amostral, é resistente a influéncia de obser-
vagoes extremas. Para conjuntos de dados extraordinaria-
mente assimétricos, a mediana serd um melhor representante
do centro da distribuicao subjacente aos dados.

Medidas de dispersao ou escala

As trés medidas de dispersao mais usuais sao a amplitude,

T'n = Tn:n — Tlin,

a variancia empirica,

n—1

1 n
=52 = Z(xj —7)?
j=1

com T definida em (2.13), e o desvio padrdao empirico,

V/s2. (2.15)

V)
I
»
3
I
—_
¢
3]
<
|
&l
no
Il

No caso de pretendermos comparar a dispersao de duas distri-
buigoes com medidas de localizacdo muito afastadas ou associadas
a varidveis medidas em unidades diferentes, temos de recorrer a
uma medida de dispersao relativa, sendo a mais usada, o coefici-
ente de variacdo,

CV = (s/T) x 100%,

com T e s definidos em (2.13) e (2.15), respectivamente.



30 CAPITULO 2. DESCRICAO DE DADOS

O desvio padrao e a média vao-nos dar uma indicacao 1util sobre a
regiao onde deverao estar os dados, muito usual para estabelecer
diferentes limites de controlo e vigilancia (ou aviso) em Controlo
Estatistico de Processos, do tipo Txks, tal como veremos na sec¢ao
seguinte, e mais adiante no Capitulo 5, inteiramente dedicado ao
SPC.

Medidas de forma

As medidas de forma mais usuais sdo o coeficiente de assimetria
empirico,

bii=mg/my®  ou  bi=mi/mi,  (216)

e o coeficiente de achatamento empirico,
by :=my/m3 — 3 ou by := my/m3, (2.17)

com mg, m3 e my definidos em (2.12). Como os nomes indicam,
os coeficientes, em (2.16) e (2.17), fornecem informacao sobre a
possivel assimetria do modelo subjacente aos dados e sobre o peso
balanceado das duas pontas (direita e esquerda) desse modelo,
respectivamente.

Qualquer uma das caracteristicas amostrais referidas é de calculo
elementar, podendo uma implementacao pessoal ser substituida
pela utilizacao de qualquer package estatistico.

Vejamos ainda algumas estatisticas descritivas adicionais. Em mui-
tas situacdes necessitamos descrever a posicao relativa de uma
observacao particular num conjunto de dados quantitativos. As
medidas descritivas que localizam a posi¢ao relativa de uma
observacao, em relacao as outras observacoes de um conjunto
de dados, chamamos medidas de posicdo relativa. As medidas de
posical relativa mais usuais sao:

e Percentil 100 x p% ou quantil empirico de ordem p, Qp,
0 < p <1 — um numero tal que 100 x p% das observacoes
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estao abaixo do quantil @, e 100 x (1 —p)% das observagoes
estao acima desse quantil. Usualmente, tem-se, com r inteiro

el<ex<l,
Q, — Trem, se 1+(n—1p=:r
b (1 =€) Ty + €xpi1m se 1+ (n—Dp=:r-+e.

De entre os quantis importantes temos os quartis inferior,
médio e superior, associados a p =1/4, p=1/2 e p = 3/4,
respectivamente. O quartil médio é geralmente designado por
mediana, e foi definido em (2.14).

e Score-z de uma observacao x é o valor
z:=2z(x) = (zr —7)/s,

e mede pois o numero de desvios padroes que esse valor x
estd acima (z > 0) ou abaixo (z < 0) da média amostral.

As principais caracteristicas amostrais dos dados em diam1 (pri-
meira medi¢ao em cada amostra) sdo apresentadas no quadro se-
guinte:

Q1% Q5% Q10% Q90% Qo5% Q99%
73.9822 739832 73.9844 74.0112 74.0144 74.0264

T1in Q25% Qs0% T Q5% Tnin
73.9820 73.9920 74.0000 73.9994 74.0060 74.0300
s 52 by ba

0.0115 0.0001  0.5054  0.2011

2.2.2 Caixas-de-bigodes

Na comparacao de dados é comum a utilizacao exploratéria de
caizas-de-bigodes (para detalhe veja-se Hoaglin et al.', 1992). Se,

! Hoaglin, D.C., F. Mosteller & J.W. Tukey (1992). Andlise Exploratéria de
Dados. Técnicas Robustas — Um Guia (Traducao de Dinis Pestana). Colecgao
Novas Tecnologias, Edigoes Salamandra.
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por exemplo, relativamente ao conjunto de dados em estudo, pre-
tendermos comparar os dados recolhidos, diaml a diamb, pode-
mos usar as referidas caizas-de-bigodes.

7397 7398 7399 7400 7401 7402 7403
|

diam1 diam2 diam3 diama diams

Este grafico permite-nos detectar a posicao relativa das diferentes
amostras, e o tipo de distribuicao dos dados.

2.2.3 Diagramas de Pontos

Os diagramas de pontos, também considerados instrumentos ja-
poneses de garantia da qualidade, utilizam-se essencialmente para
amostras de dados quantitativos de dimensao reduzida. Para a
construcao de um gréafico de pontos comecamos por tragar uma
escala horizontal, que cobre o intervalo de variacao dos dados,
V := [Z1.n, Tn:n]. Os valores numéricos das observagoes sao entao
representados por pontos sobre o valor apropriado da escala ho-
rizontal. Caso haja repeticoes de um mesmo valor, os pontos
serao representados uns em cima dos outros (tantos quantas as
repetigdes de um mesmo valor).

Para amostras de dimensao reduzida, o grafico de pontos
fornece-nos um método rapido e simples de visualizar a distri-
buicao dos dados ao longo da escala horizontal.

Na tabela seguinte apresentamos dados relacionados com o indice
de satisfagdo de clientes (em 1992, e nos EUA) relativamente aos
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19 automoveis mais cotados. Esse indice foi calculado com base
nas respostas a questionarios preenchidos pelos condutores, um
ano apés terem comprado 0s seus carros.

Automével (Marca) Estrangeiro (E) | Indice de
ou Nacional (N) | satisfagao
Lexus (Toyota) E 179
Infiniti (Nissan) E 167
Saturn (GM) N 160
Honda (2 modelos) E 148
Mercedes Benz (3 modelos) E 145
Toyota (4 modelos) E 144
Cadillac (GM) N 144
Audi (VW)+FIAT E 139
Honda Civic+Rover+Lancia E 138
Jaguar (Ford) E 137

Temos o seguinte grafico de pontos para representar os dados:

. oo
oo oo
eee oo . ) 3
130 140 150 160 170

Indice de satisfagao

180

Uma percentagem elevada do indice de satisfacdo dos clientes
encontra-se entre 137 e 148, com trés valores discrepantes, 160,

167 e 179.
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2.2.4 Diagramas de Caule-e-folhas

Um diagrama de caule-e-folhas, recomendado por Tukey? (1977),
é outro dos graficos populares em Controlo da Qualidade, na des-
cricao de conjuntos de dados quantitativos.

Para construir um diagrama de caule-e-folhas temos primeiro de
quebrar cada uma das medigoes num caule e numa folha. Um ou
mais dos digitos constituirdao o caule, e os restantes digitos cons-
tituirao a folha. Como os caules irdo representar as classes do
grafico é conveniente que o caule seja escolhido de modo a termos
um numero razoavel de classes.

Consideremos os dados associados ao indice de satisfacdo de clien-
tes, apresentados na tabela anterior. A escolha do caule mais ade-
quada parece entao ser a de dois digitos, restando-nos um digito
para a folha. O diagrama de caule-e-folhas associado a estes dados
teria entao o aspecto.

3|7 8 8 8 9 9

1414 4 4 4 4 5 5 5 8 8
15

6|0 7

1719

Significa tal que num gréfico de caule-e-folhas todas os possiveis
caules sao listados numa coluna de forma ascendente, comegando
no mais pequeno, 13 (correspondente a observagao 137) e termi-
nando no maior, 17 (que corresponde & observagao 179). O passo
final consiste em colocar a folha de cada medi¢ao na linha do
grafico correspondente ao caule dessa medicao. Essas folhas serao
opcionalmente ordenadas ascendentemente.

2 Tukey, J. (1977). Ezploratory Data Analysis. Addison-Wesley.



2.2. DADOS QUANTITATIVOS 35

2.2.5 Histogramas

O histograma, grafico de barras verticais, imagem estatistica da
f.d.p. de uma varidvel quantitativa continua, tem como objectivo
mostrar a forma da distribui¢ao subjacente a um conjunto de da-
dos quantitativos. Contrariamente aos grdficos de pontos e dia-
gramas de caule-e-folhas, os histogramas sdo essencialmente ade-
quados para amostras de dimensao elevada. Para a construgao
do histograma é necessario escolher um ntumero adequado k de
classes e a amplitude dos intervalos classe a que irao pertencer os
dados, notando—se que os intervalos considerados devem formar
uma cobertura do intervalo de variagao, V' = [1.n, Tpun).

A representagao que se segue mostra um histograma dos 125 dados
em diaml-diamb, agrupados em 7 classes, juntamente com uma
curva (f.d.p.) normal ajustada a este conjunto de dados.

A

30
|

Frequéncias corrigidas pelas amplitudes das classes
10

— m—

I T T T T T T 1
73.96 73.97 73.98 73.99 74.00 74.01 74.02 74.03

Diametros
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Tipos de histogramas frequentes em Controlo da Qualidade e iden-
tificacdo das mensagens associadas a estes histogramas.

<

il [l on o

99.8 99.9 100.0 100.1 100.2 33 34 35

|_ 1. Comprimentos de traves de madeirafcm) 2. Pesos de rodas dentadas (kg)

e =

=

=
63.0 63.1 400 600
3. Didmetros de embolos 4. Temperaturas de forno (°C?)
vy . "y
-
n ”-’-H”Lwﬂ'\ n
270 2795 280 285 290 295 S 10 15
5. cc's em garrafas de Guiness 6. Produgéo de wn processo qu.inﬂcg
| Ndm-mh'h» |
3 4 56 7 8 9 1.30 1.40 1.50
7. Concentrages de cobre {mgil) L 3. Resistincia de papel (kN)
Associe a cada um dos histogramas, a descricao (de A a J) conveniente:
A. Produgdo mista - 2 fluxos diferindo em média
e variabilidade. F. Variabilidade Normal simétrica.
B. Agrupamento incorrecto / Dados insuficientes. G. Produgao mista - 2 fluxos diferindo em média.
C. Operador / Inspector embriagado. H. Medicdes com distribuicdo assimétrica.

D. Preferéncia digital do inspector. I. Aparelho encravado.

E. Erro de medida / Erro de cépia.
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2.2.6 Cartasde Controlo — Graficos Sequenciais

Estes sao sem duvida os graficos mais frequentes em Controlo da
Qualidade, e estao associados a dados coleccionados sequencial-
mente ao longo do tempo. Tratam-se de graficos bi-dimensionais
em que na escala horizontal se marca o tempo ou a ordem
das amostras, sendo marcada na escala vertical uma quantidade
numérica de interesse (uma medida de qualidade ou qualquer ou-
tra varidvel associada ao processo em estudo). Os pontos marcados
sdo entao usualmente ligados por segmentos de recta. A figura que
se segue ilustra um grafico deste tipo, com os registos de diaml
indexados por uma varidvel ordem.

74.04 1
74.03
74.02

74.01 4

diam1

74 4

73.99 A

73.98

73.97

ordem

Em seguida apresenta-se uma carta de controlo, mais precisa-
mente, uma carta de médias 3-sigma, a estudar no Capitulo 5,
para um processo em que as normas para o valor médio e para o
desvio padrao sao 74 e 0.01, respectivamente, e as amostras re-
colhidas ao longo do tempo tém dimensao n = 5. Os limites de
controlo desta carta estao associados as linhas horizontais que pas-
sam em 73.985 = 74 — 3 x 0.01/v/5 e 74.015 = 74+ 3 x 0.01/V/5, e
a linha central da carta corresponde a linha horizontal que passa
na norma para o valor médio do processo.
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74.020

74.015 74.015

AW AANA,
= S AVAVA S R

73.990 4

médias amostrais

73.985 1

73.985

73.980

0 5 10 15 20 25

ordem das amostras

As cartas de controlo sdo o mais importante dos instrumentos de
garantia da qualidade.

2.2.7 Meétodo Grafico de Seleccao de Modelos — Pa-
pel de Probabilidade

Como método gréafico de selecgao de modelos é usual utilizar em
Controlo da Qualidade a técnica do papel de probabilidade que, com
modificagOes convenientes, pode ser usada para dados continuos ou
discretos, completos ou censurados. A técnica tem sido usada nas
mais variadas formas, desde que Hazen?® (1914) (veja-se também
Hazen?, 1930) sugeriu o principio de linearizacdo da f.d. Normal,
num estudo de cheias, mas a sua principal aplicacao tem sido na
obtencao de uma confirmacdo visual rdpida do ajustamento de de-
terminado modelo probabilistico, sugerido por exemplo pelo his-
tograma, a dados (x1,x2,...,2y), permitindo ainda a estimag¢do
grosseira de parametros.

O papel de probabilidade é frequentemente usado quando os dados,
(x1,x9,...,2,), podem ser considerados observagoes independen-

3 Hazen, A. (1914). Storage to be provided in impounding reservoirs for
municipal water supply. Trans. Amer. Soc. Civil Engrs. 77, 1539-1659.

4 Hazen, A. (1930). Flood Flows. A Study of Frequencies and Magnitudes.
Wiley.



2.2. DADOS QUANTITATIVOS 39

tes de uma v.a. X com f.d. do tipo F' ((z — \)/d), A e 0 parametros
de localizagao e escala, respectivamente.

Admitindo que F~!(-) existe, e escrevendo
pi:F<(xi:n_A)/5>7 1<i<n,

tem-se

Tim = A+0F M(p) = Fl(p)=—""-% 1<i<n,

i.e., existe uma relacdo linear entre z;., e y; = F~1(p;), devendo
p; ser estimativa plausivel de F((azm -/ 6).

Uma escolha possivel para os p; (as chamadas plotting positions ou
posicoes de marcacdo), 1 < i < n, é a dada por Weibull® (1939),

uma vez que em modelo F' absolutamente continuo se tem

E<F(X”L5_A)> :nir

Para outras possiveis escolhas de plotting positions em papel de
probabilidade veja-se, por exemplo, Barnett® (1975).

Se o gréfico resultante mostrar que existe uma relacao linear en-
tre i € y; = F~1(i/(n + 1)) temos uma validacio informal da
forma da distribuigao F(-), postulada. A intersecgdo com o eixo
das abcissas e a inclinacao da recta fornecem-nos entao estimativas
grosseiras de \ e 4.

Para os dados diaml-diamd que temos estado a analisar obtemos
o seguinte grafico em papel de probabilidade Normal,

® Weibull, W. (1939). The phenomenon of rupture in solids. Ing. Vetens-
kaps. Aka. Handl. (Stockholm) 153, 17.

5 Barnett, V. (1975). Probability plotting methods and order statistics.
Applied Statistics 24, 95-108.
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diam1-diam5
74.00 74.01 74.02 74.03

73.99

73.98

73.97

T T T T I
-2 -1 0 1 2

quantis teéricos da Normal(0,1)

que sugere a normalidade dos dados. A estimacao dos parametros
pode entao ser feita através do moédulo de regressao de qualquer
package estatistico.

Mais geralmente, o papel de probabilidade usa-se quando F(z;.,; ),
com x;.n, a i-ésima estatistica ordinal ascendente associada & amos-
tra (x1,x2,...,2,) e 0 vector de parametros desconhecidos, puder
ser transformada numa relacao linear,

g1 (F(xzn,g)) = gQ(Q) + gS(Q)gél(l'i:n)’

onde F(x;.;0), desconhecido, é substituido por uma sua estima-
tiva plausivel, por exemplo p; = i/(n + 1), 1 < i < n, para F(-)
absolutamente continua. Este é, por exemplo, o caso do modelo
Lognormal, a estudar adiante no Capitulo 3, uma vez que uma
v.a. X é Lognormal standard se e s6 se Y = In X for Normal(0,1).
Os gréaficos serao do tipo:
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1 &(p)

inclinagdo : g,(0)

7 ‘ ‘ g,(x,)

Quando o grafico em papel de probabilidade é nitidamente nao
linear, resultando consequentemente a rejeicao do modelo postu-
lado, F'(-), podemos obter informagao adicional a partir do grafico
(para mais detalhes veja-se Bury”, 1975).

Vejamos algumas mensagens rapidas fornecidas por graficos em
papel de probabilidade:

Ag®)

A populagdo subjacente é
uma mistura de duas populagdes
distintas (neste caso, com a mesma

/ forma distribucional)

>

8, &)

Ag®)

Indica a possibilidade de a
amostra ter sido censurada
em ambas as pontas, sem nosso
conhecimento. Pode ainda significar
modelo truncado.

>

g4 (Xilll)

" Bury, K.V. (1975). Statistical Models in Applied Science. Wiley.
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'y gl(pi ) Grifico convexo:

1. A f.d. subjacente € mais assimétrica
para a direita do que a f.d. postulada
(dados lognormais marcados, por ex.
em papel de probabilidades Normal).

ou

2. Nao se especificou no modelo um
p  pardmetro de localizagdo ndo nulo;
situagdes deste tipo ocorrem, por ex.
g4( i:n) quando postulamos um modelo Weibull
com localizagdo zero, quando se deveria ter considerado uma localizagdo
diferente — a marcagao de (x -X ) vs p; poderia eventualmente fornecer
uma relacio "mais" linear. '™

A&®)

Grifico concavo:

A f.d. subjacente € mais assimétrica
para a esquerda do que a f.d. postulada,
ou estamos perante a necessidade de
introduzir um parimetro de localizagdo,
limite inferior do suporte.

>
g, %)

Os modelos discretos de mais frequente utilizagao em Controlo da
Qualidade sao o Binomial e o de Poisson, a estudar no Capitulo
3, por entre outros modelos discretos. O processo grafico mais
simples, que permite a identificacao desses modelos é devido a
Ord® (1967), e é essencialmente apropriado para grandes amostras.

Algoritmo
1. Calcule-se U, = xpy/pz—1, com py = ng/n,
ne = #{xi's = 2,1 <i <nj;
2. Represente-se graficamente (x,U,), para ny_1 > 5;
3. Se estes pontos mostrarem uma relagao linear U, = a + bz,
um dos modelos anteriores pode ser seleccionado, a partir do
seguinte grafico tedrico:

8 Ord, J.K. (1967). Graphical methods for a class of discrete distributions.
J. Royal Statistical Soc. A130, 233-238.
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Log-Serial {(b=-a)
--- Binomial Negativa (b=0)

Poizzon (b=0)

™ Binomial (b=0)

Estimativas graficas de parametros podem ser facilmente obtidas
por ajustamento de rectas aos pontos.

2.3 Algumas Regras para a Descricao de
Dados Quantitativos

Nesta seccao iremos dar duas regras de descricao de um conjunto
de dados quantitativos muito usuais no controlo de processos: uma
das regras é conhecida por regra empirica e a outra por regra de

Chebycheff.

Estas regras usam a média e o desvio padrao amostrais para deter-
minar um intervalo a que deve pertencer uma determinada percen-
tagem de observacoes. Tais intervalos amostrais tomam a forma

T+ ks,

onde k é uma constante positiva (usualmente 1, 2 ou 3).

Regra empirica. Para uma distribuicao de dados unimodal e nao
demasiado enviesada temos a seguinte proporgao de observacoes
associada a cada um dos intervalos de tolerancia mais usuais em
Controlo da Qualidade:

AMOSTRA PROPORCAO
T+s Cerca de 70%
T £ 2s Cerca de 95%
T+ 3s Cerca de 100%
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As percentagens apresentadas podem diferir caso a distribuicao
subjacente seja altamente assimétrica.

Serd que esta regra empirica pode ser aplicada a conjuntos de
dados provenientes de modelos eventualmente assimétricos, ou
mesmo com forma desconhecida? A resposta a esta pergunta é ne-
gativa. No entanto, em tais situacoes, podemos aplicar uma regra
mais conservativa, decorrente do teorema de Chebycheff (veja-se,
por exemplo, Pestana & Velosa?, 2008), que nos garante essenci-
almente o seguinte:

Regra de Chebycheff. Para um conjunto de dados quantitativos
arbitrario, aplique-se a seguinte regra para estimar as proporgoes
de observagoes em intervalos centrados na média:

AMOSTRA PROPORCAO

T+ 2s Pelo menos 75%

T+ 3s Pelo menos 89%

T+ks, k>1 Pelomenos (1—1/k%) x 100%

2.4 Alguns Comentarios sobre Analise
Grafica de Dados

William S. Cleveland (veja-se Cleveland!?, 1993) escreve:

Visualization is critical to data analysis. It provides a front
line of attack, revealing intricate structure in data that can-
not be absorbed in any other way. We discover unimagined
effects, and we challenge imagined ones.

Na realidade os métodos graficos sao uteis em todos os passos da
andlise estatistica de dados, e a iinica limitagao ao desenvolvimento
e uso de graficos reside na criatividade do analista de dados.

9 Pestana, D.D. & S. Velosa (2008). Introducio a Probabilidade e d Es-
tatistica, 3* edi¢ao. Fundacio Calouste Gulbenkian.
10 Cleveland, W.S. (1993). Visualizing Data. Hobart Press.
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Os métodos graficos nao devem evidentemente substituir analises
estatisticas mais sofisticadas, mas devem sempre coexistir pacifi-
camente com essas metodologias. Na realidade nao ha divida que
um grdfico vale mil palavras.

Existem intimeras variacoes das representacoes gréaficas aqui re-
feridas, todas elas com interesse numa area como a de Controlo
da Qualidade, existindo muitas técnicas graficas que nem sequer
mencionamos. Para um leitor mais interessado, recomenda-se para
além dos livros de Tukey (1977) e de Cleveland (1993), j& atrés
referidos, os livros de Chambers et al.'! (1983), de Tufte!? (1983),
de Tufte!3 (1990) e de Cleveland!* (1994).

1 Chambers, J.M., W.S. Cleveland, B. Kleiner & P.A. Tukey (1983).
Graphical Methods for Data Analysis. Wadsworth.

12 Tufte, E.R. (1983). The Visual Display of Quantitative Information.
Graphics Press.

13 Tufte, E.R. (1990). Envisioning Information. Graphics Press.

14 Cleveland, W.S. (1994). The Elements of Graphing Data. Hobart Press.
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Capitulo 3

Modelacao de Dados em
Controlo da Qualidade

Um dos campos da Fstatistica importante em toda a Andlise de
Dados e também importante em Controlo Estatistico da Qualidade
é o da modelacdo de dados estatisticos — campo do raciocinio
estatistico onde procuramos seleccionar modelos de probabilidade
apropriados, a serem usados como estrutura subjacente ao con-
junto de dados observados.

A modelacao de dados é essencial para aplicacao de grande parte
das técnicas estatisticas inferenciais, e em Controlo da Qualidade
é particularmente importante em SPC e em Fiabilidade.

Uma primeira necessidade com que somos entao confrontados é
a de um conhecimento racional e adequado das fungoes de distri-
buicao univariadas mais usualmente utilizadas em ciéncias aplica-
das (Johnson et al.', 1994, Johnson et al.2, 1995, e Johnson et al.?,
2005).

! Johnson, N. L., S. Kotz & N. Balakrishnan (1994). Continuous Univariate
Distributions, Vol. 1, 2nd edition, John Wiley and Sons.

2 Johnson, N. L., S. Kotz & N. Balakrishnan (1995). Continuous Univariate
Distributions, Vol. 2, 2nd edition, John Wiley and Sons.

3 Johnson, N. L., A.W. Kemp & S. Kotz (2005). Univariate Discrete Dis-
tributions, 3rd edition, John Wiley and Sons.

47
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A anélise de dados tem obviamente de entrar em linha de conta
com a forma desses dados. Admitiremos aqui que estamos a tra-
balhar com dados completos e s6 mais adiante introduziremos o
conceito de dados censuradas, muito usuais em Fiabilidade.

3.1 Modelos Continuos Univariados

3.1.1 Modelo Normal

A f.d.p. Normal(u, o) depende de dois parametros desconhecidos,
uE€ReocRT, etem uma forma funcional dada por

1 ,1(@)2
f($;M,U) = 90(33?%(7) = e2t"e/, xzekR (31)
oV 2w

As principais caracteristicas populacionais de um modelo Normal
sao

E(X) = Mediana(X) = Moda(X) = p

Var(X) = o*

01 =0, [2=0.

Y
Y

Considerando =0 e o =1 em (3.1), obtemos a chamada Normal
reduzida ou standard.

Em aplicagoes classicas, a distribuicao Normal é o modelo
estatistico mais utilizado. As principais razoes por que é recomen-
dada sao as seguintes:

e Obtém-se com facilidade estimativas 6ptimas dos parame-
tros — as estimativas de maxima verosimilhanca de u e de
0 sdo i =T e 02 = s%(n — 1)/n, respectivamente, com T a
média amostral definida em (2.13) e s desvio padrao empirico
definido em (2.15).

e Estao-lhe associados varios modelos exactos de amostragem
(qui-quadrado, t-de-Student, F’), o que torna simples toda a
inferéncia estatistica associada.
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No entanto, a maior parte das populagoes sdao nitidamente as-
simétricas, e trabalhamos frequentemente com dados nao ne-
gativos. Consequentemente o modelo Normal deve ser usado
com algum cuidado. Devem-se deizar os dados (ou consideragoes
tedricas) falar por eles préprios.

Situacoes em que é possivel postular um modelo Normal:

1. Aplicagdes do Teorema Limite Central — existem causas
que provocam a caracteristica mensuravel que estamos a
analisar, e essas causas podem ser consideradas indepen-
dentes umas das outras, com segundos momentos finitos,
sao aditivas na formacao da caracteristica de que obtivemos
medicoes, e sao em numero elevado.

2. A parte central de modelos néo-normais é por vezes
razoavelmente bem aproximada por uma distribuicao Nor-
mal. Consequentemente, se as conclusoes da nossa anélise
estatistica dizem respeito a essa parte central, a aproximacao
Normal pode ser adequada.

Modelo Normal Truncado

A f.d.p. associada a este modelo ¢, para (u,0) € (R,R"),
NS o)

fam(@ip,0)= 5 T

onde, com ®(-) a f.d. de uma Normal(0,1),
e A — ponto de truncatura inferior;

ze [A B (3.2)

e B — ponto de truncatura superior;

®((A— p)/o) — grau de truncatura a esquerda;

1 —®((B— p)/o) — grau de truncatura a direita.

Modelo Semi-Normal

A Semi-Normal(u, o) é uma Normal truncada, com f.d.p. em (3.2),
A=pu, B = +0o. Consequentemente, a Semi-Normal coincide
com p + o|Y], onde Y é Normal(0,1).



50 CAPITULO 3. MODELACAO DE DADOS

3.1.2 Modelo Logistico

Trata-se de um modelo também simétrico, tal como o modelo Nor-
mal, com uma f.d.p. associada dada por
z—A

Faad) =2 7T LeR (AR JeRY). (3.3)

z=2\ 2’
a——
As principais caracteristicas populacionais de um modelo
Logistico(\, 0) sao

E(X) = Mediana(X) = Moda(X) = A,
Var(X) = (67)? /3,
/61 =0, 52 =1.2.

O facto de o coeficiente de assimetria (31 ser nulo e o coeficiente de
achatamento (32 ser superior a 0 leva-nos pois a conclusao que o
modelo Logistico é um modelo simétrico, com pontas mais longas
que a Normal.

A funcao de distribuigdo Logistica tem uma expressao analitica
simples, dada por

1
z—X\")

F(x;\,0) = :
14 e 73

reR (MeR, § €R™).

As aplicagoes do modelo Logistico tém-se revelado particularmente
relevantes em Demografia, no ambito de curvas de crescimento, e
em Fconomia, como modelo substituto da Normal, quando ha
necessidade de caudas levemente mais pesadas.

3.1.3 Modelo Lognormal

A f.d.p. Lognormal depende de trés parametros desconhecidos,
0 €eR, ue€ReoeRT, e estd directamente relacionada com a
Normal: X é uma v.a. Lognormal se e sé se existem parametros 6,
 reais e o real positivo tais que Y = (log(X —6)—pu) /o é uma v.a.
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Normal(0,1). A forma funcional de uma f.d.p. Lognormal(u, o, 6)
é pois
1 1 In(z—0)—
flasp,0,0) = e 3 )

D)t
olx —0)V2r & >0
(1,0 €ER, o € RT). (3.4)

Note-se que o parametro 6 é aqui o parametro de localizacao, pois
X — 0 tem distribuicao independente de #; o parametro de es-
cala passou a ser e’, uma vez que (X — 6)/e* tem distribuigao
independente de 6 e de u, sendo ¢ um parametro de forma.

As principais caracteristicas populacionais de um modelo

Lognormal(u, o), a notagdo usada quando 6 = 0, séo

E(X) = et /?,
Var(X) = w(w — 1) e, w= e’

Br=(w+2)Vw—1, By =wh+2uw?+3w?—6>0.

Se representarmos graficamente a densidade Lognormal reduzida
(0 =0, u=0) obtemos representagoes do seguinte tipo:

2.5 7

0.5 1
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Alguns comentarios adicionais:

1. Note-se a assimetria positiva do modelo e a capacidade de o
modelo se aproximar do modelo Normal, quando ¢ — 0.

2. As principais aplicagbes do modelo Lognormal sao a pro-
blemas de distribuicao de particulas em agregados naturais,
tempos de duragao de consultas num médico, em aplicagoes
geologicas vérias, e em estudos de tempos de vida, junta-
mente com a Weibull (de minimos) e a Gama.

3. Caracteristicas como peso, altura e densidade sao muito fre-
quentemente melhor representadas pela Lognormal do que
pela Normal.

4. O modelo Lognormal pode por vezes ser postulado com base
em consideragoes tedricas a priori relacionadas com a ver-
tente multiplicativa do Teorema Limite Central: a caracte-
ristica mensuravel em estudo resulta do efeito multiplicativo
de causas independentes e em grande ntmero.

3.1.4 Modelo Gama

A f.d.p. associada ao modelo Gama(}, d, a) é

($ _ )\)a—l e
f($;)\,5,a):We 5, x>\ (a>0), (3.5)

onde

+o0
INa) = /0 2 e dx (3.6)

é a classica funcdo gama completa. O modelo standard, denotado
Gama(a) e associado a v.a. Y = (X — \)/6, tem f.d.p.

fy (y) = e—y7 y >0,
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e as principais caracteristicas populacionais da varidvel standardi-
zada sao entao

E(Y) = Var(Y) =

2 6
51:ﬁ7 -

Tem-se
1. Moda=a—-1 se a>1.
2. Sea <1, f,(y) = 400, quando y — 0.
3. Sea=1, f,(y) — 1, quando y — 0.

A f.d.p. Gama possui, juntamente com a Lognormal, a habilidade
de se confundir com a Normal, i.e.

onde ®(-) é a f.d. de uma Normal standard. Atentemos na seguinte
ilustracao deste mimetismo, obtida por representacao da f.d.p. de
(X = \N)/d — a) /\/a, para valores de o = 1,4, 9.

Normal(0,1)
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Casos particulares:

e Exponencial(\,d): o =1;
e Erlang(n): A =0, = 1, = n inteiro;

e Qui-Quadrado com v graus de liberdade = y2: A =0, § = 2,
a=v/2.

Aplicagoes: As fungoes de distribuicao Gama tém sido muito
usadas para fazer ajustamentos realisticos a distribuigoes de tipo
exponencial e na representacao de tempos de vida. Além disso, a
soma de exponenciais é uma Gama, e consequentemente, a distri-
buicao Gama aparece, por exemplo, em problemas de contagem de
particulas (tempo de espera para a chegada da n-ésima particula).

Distribuicao Gama Generalizada

Trata-se de um modelo associado a uma varidvel aleatéria Z em
que existe ¢ > 0 tal que X := ((Z—))/§)° é uma v.a. Gama
standard, i.e.

[ (z: N 0,a,¢) = W exp{— (Z_)\>c}, z> A

Casos particulares:
e Weibull(\, d,¢): a = 1;
e Semi-Normal(y,0): a =1/2, ¢ =2, A =p, § = 0v/2;
e Gama(\,d,a): c=1.

3.1.5 Modelo Beta

Trata-se de um modelo de grande maleabilidade, com uma f.d.p.
dependente de dois parametros de forma, p, ¢ > 0, dada por

(x —a)P~ (b — )7 !

B(p,q) (b—a)pte-1’ a<z<b (37

f(xia,b,p,q) =
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onde

1
B(p,q) ::/0 :Up_l(l—:n)q_ldz:

é a fungdo Beta completa. A v.a. standard, denotada Beta(p, q),
ie,Y =(X—a)/(b—a), tem uma f.d.p. dada por

fY(y) = B(p,q) yp_l(l_y)q_la OSZUS 1.

As principais caracteristicas populacionais da varidvel standardi-
zada sao

E(Y) =p/(p+q),

Var(Y) =pg(p+q) 2 (p+q+1)7",

p1=2(q—p) 1+1+i<p+q—2>*1,
P q pg

8, — 3p+a-1) {20+ @)*+pep+q—6)} 5
? pa(p+q+2)(p+q+3) '

Tem-se

1. Se tivermos p > 1 e ¢ > 1, existe uma udnica moda em
z=(p—-1)/(p+q-2).

2. Caso se tenha p < 1 e ¢ < 1, existe uma anti-moda em
z=(p-1)/(p+q-2).

3.Se(p—1)(¢—1) <0, afd.p. é J-shaped.
4. Se p = q, a f.d.p. é simétrica em torno de x = 0.5.
A distribui¢ao Beta(p, q) é das mais frequentemente usadas para

ajustamento de dados, devido a sua grande maleabilidade, como
se pode ver na figura seguinte.
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25 | (p.g)=(9.2)

31 ()= (5.5
254

2 1 tx‘ (p.q) = (1,2) (p.q) =(3,3)
1.5 1 ‘( \ .- y
0.5 | S S

o gp»q) =(2,1) | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

3.1.6 Modelo Gaussiano Inverso

A f.d.p. associada ao modelo Gaussiano Inverso, GI(\, i), é dada
por

‘ A ANz — p)?
flzs A, p) = 27m3exp{— o ,x>0 (A>0,u>0),

(3.8)
sendo a funcao distribuicao dada por

F(m;)\,u):@{ i(z—1>}+e”/ﬂq>{— i(iﬂ)}

para x > 0, onde ® denota a fungao distribuicao da Normal re-
duzida. Trata-se de um modelo adequado para caracterizar dados
positivos com assimetria a direita, como sugere a representacao
grafica da f.d.p. que a seguir se apresenta, para pu = 1 e varios
valores de A.



3.1. MODELOS CONTINUOS UNIVARIADOS o7

As principais caracteristicas populacionais desta variavel sao

13
E(X) = pu, Var(Y) = bR

5 :3(§)1/2, By =15 (%)

Esta distribuicao surgiu no contexto de modelar o instante em que
um processo de Wiener ultrapassa pela primeira vez um determi-
nado valor limite, e também para caracterizar a distribuicao limite
para a dimensao da amostra em certos testes sequenciais de razao
de probabilidades.

Esta distribuicao pode ser usada como modelo alternativo ao mo-
delo Gama devido a sua maleabilidade e simplicidade em termos
de calculo, com a vantagem de os estimadores de méaxima vero-
similhanca dos parametros terem expressoes explicitas, com dis-
tribuicdo conhecida. Por outro lado pode ser usada como modelo
alternativo aos modelos Weibull e Lognormal em problemas de
Fiabilidade, devido as suas propriedades assintoticas, e em parti-
cular, ao comportamento da funcao taxa de falha, a definir mais
adiante, no Capitulo 8. Note-se que o tempo até a falha de um
equipamento, por exemplo, é muitas vezes modelado pela distri-
buicao Exponencial, a qual apresenta uma taxa de falha constante.
No entanto, em algumas aplicagoes interessa considerar uma taxa
de falha mondtona, crescente ou decrescente, pelo que se recorre a
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distribuicao Weibull, mas noutras interessa ter uma taxa de falha
nao mondétona, crescente no inicio e depois decrescente, pelo que
se recorre a distribuicdo Lognormal. No entanto a distribuicao
Lognormal apresenta uma taxa de falha assintética nula, o que
¢ ilégico em muitas situagoes, podendo entao usar-se como alter-
nativa a distribuicao Gaussiana Inversa, que também tem uma
taxa de falha inicialmente crescente e depois decrescente, mas que
apresenta uma taxa de falha assintética nao nula.

3.1.7 Modelos Extremais

Os modelos extremais tém como base um resultado probabilistico
assintético, relativo ao comportamento limite da sucessao de
maximos

M, = max X,
1<i<n

ou da sucessao de minimos,

my = min X,
1<i<n

e andlogo ao Teorema Limite Central para a sucessao de somas

o,
=1

As possiveis distribuicoes limites para M,, linearmente normali-
zado, s&o, para A\, £ € Re d > 0, do tipo

=\

Ge(esn8) =75 1 L em 550, (3.9)

frequentemente designada por fungao de distribuicdo unificada de
Valores Extremos (para méximos).

Na pratica surge-nos usualmente um dos trés casos particulares da
distribuicao de Valores Extremos, associados a particao do espago
de parametros nas regioes £ < 0, £ = 0 e & > 0. Temos assim o0s
modelos:

T—A

Gumbel : A(z;)\,80) = e” ¢ ° [ z€R (£=0), (3.10)
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—a

Fréchet : ®q(z;),0) = e (5) ", 2> X (£>0), (3.11)
Weibul : U (230, 8) = e ("F) 2 <A (£<0).  (3.12)

Note-se que, com Gg¢(-) definida em (3.9), temos A(x;\,0) =
lime o Ge(z; A, 6) = Go(w; A, 9), Po(w5X,0) = Gi/o(z; A +6,6/)
e Wa(z;A,0) = G_yja(z; A +6,0/a).

Como a utilidade pratica de uma distribuicao depende em grande
parte da existéncia de bons métodos para a estimacao dos seus
parametros, e tal estimacao nao é facil para a f.d. de Valores Ex-
tremos, é usual, quando estamos face a uma amostra de maximos,
tentar o ajustamento de uma das trés funcoes de distribuicao atras
indicadas, a f.d. de Gumbel (a mais simples), de Fréchet ou de
Weibull, em (3.10), (3.11) e (3.12), respectivamente.

Note-se que o comportamento assintético de minimos é facilmente
deduzido do comportamento assintético de méaximos. Na reali-
dade, como min{ X1, Xo,..., X} = —max{—X1,—Xo,...,— X, },
as possiveis distribuigoes limites para minimos sao, apds standardi-
za¢ao,

He(z) =1— Ge(—2;0,1),

com Gg¢(x, A, 0) definida em (3.9).

Modelo de Gumbel

As principais caracteristicas populacionais de um modelo de
Gumbel(A, ) s@o
E(X)=A+~6d, v=0.5772... (constante de Euler),
Moda = A, Mediana =X —4§ Inln2,
Var(X) = (76)?/6,
B =13, Br=24.

A f.d. de Gumbel é sem divida a distribuigdo mais frequentemente
ajustada a dados que sejam valores méaximos de outras grandezas
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aleatdrias. A principal razao de tal escolha é devida ao facto de
a inferéncia para tais distribuigoes ser muito mais simples do que
para distribui¢oes @, (-) ou ¥, ().

A f.d. de Gumbel goza, como f.d. limite de maximos, convenien-
temente normalizados, do mesmo papel que a f.d. Normal goza,
como f.d. limite de somas convenientemente normalizadas, e a Log-
normal goza, como f.d. limite de produtos convenientemente nor-
malizados.

Modelo de Fréchet

As principais caracteristicas populacionais de um modelo de
Fréchetl(\, 4, ) sao

E(X)=A+T(1—-1/a)sea>1,
Moda = A+ 6 (14 1/a) %, Mediana = A + § (In2) /%,
Var(X) =62 {T'(1 - 2/a) —T?*(1 - 1/a)} se a > 2.

E o seguinte o aspecto grafico de densidades de Fréchet, sempre
com assimetria positiva ou a direita.

0.8 1
0.6 7
0.4 4

0.2 1
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Modelo Weibull de maximos

As principais caracteristicas populacionais de um modelo de
Weibull(\, 6, ) s@o

E(X) =A—60(1+1/a),
Moda = A — 6 (1 — 1/a)/*, Mediana = A — § (In2)"/*
Var(X) = 62 {T'(1 +2/a) —T*(1+1/a)}.

As densidades de Weibull sdo mais maledveis do que as densidades
de Fréchet e de Gumbel no que respeita a assimetria, tendo assi-
metria negativa ou a esquerda sempre que o < 3.6. Para o = 3.6
o modelo de Weibull é praticamente simétrico, tendo assimetria
positiva para a > 3.6, como se pode ver na figura seguinte.

N
/
\
a=6// \ 2
| \
| \
/ \ 1.6
I \
I \
\
! \ 1.2
I
.08
=3 /] \ .
a 1l a=2 W)
N
L \ 0.4
\
a=1 .- 7 .
----------------- /7 e
X r : . ‘ _ ‘ A )
-3 2.5 2 15 ] o )

Uma visualizacao global destes trés modelos extremais leva-nos a
conclusao seguinte: quando o — +0o0, os modelos de Fréchet e de
Weibull aproximam-se do modelo de Gumbel.

Os modelos extremais sao frequentemente usados quando se pre-
tende fazer inferéncia sobre parametros de acontecimentos raros,
e num contexto de Fiabilidade sao amplamente utilizados para
modelar dados de resisténcia de materiais.
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3.2 Modelos Discretos Univariados

De entre os modelos discretos usuais em aplicagoes (veja-se John-
son et al., 2005, atrds referido), os mais frequentemente utiliza-
dos em Controlo da Qualidade sdo os modelos Binomial, Hiper-
geométrico, Binomial Negativo, de Poisson e as suas versoes trun-
cadas, que iremos brevemente referir.

3.2.1 Modelo Binomial

O modelo Binomial surge-nos num contexto de n provas indepen-
dentes, onde em cada uma das provas pode ocorrer um aconteci-
mento E ou o seu complementar (sucesso ou insucesso), sendo p a
probabilidade constante de ocorréncia de E em cada prova.

Entao, o nimero de vezes que E ocorreu nas n provas segue um
modelo Binomial(n, p), com f.m.p. dada por
P(X = k) = <Z>pk(l )k k=0,1,...,n. (3.13)

Em algumas aplicagbes, mesmo quando as hipéteses de inde-
pendéncia e probabilidade constante p nao forem totalmente satis-
feitas, pode considerar-se um modelo Binomial como aproximagao.

Para este modelo tem-se:
E(X) =np, Var(X)=np(l-p),
1-—2p ~ 1—-6p(1—p)

b= \/np(l—p)’ 2 np(l —p)

Um caso particular deste modelo é o chamado modelo de
Bernoulli(p), associado ao caso n = 1.
3.2.2 Modelo Hipergeométrico

O modelo Hipergeométrico surge-nos num contexto de amostra-
gem, sem reposicao, de n elementos de uma populagao de dimensao
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N, onde existe uma proporg¢ao 100 x p% de elementos com uma
determinada caracteristica, denominada sucesso.

Entao, o nimero de sucessos ocorridos na amostra de dimensao n
retirada da populagao, segue um modelo Hipergeométrico(N, n, p),
com f.m.p. dada por

Para este modelo tem-se:

N —n
N-1’
1-2p N -—-2n N -1

p(1—p) N—2\ N(N—-n)

E(X) =np, Var(X)=mnp(l-p)

S =

Para informacao sobre o coeficiente de achatamento (32, veja-se
Johnson et al. (2005), atras referido.

3.2.3 Modelo Binomial Negativo

Enquanto o modelo Binomial aparece associado a varidavel que
conta o nimero de sucessos em n provas de Bernoulli, o modelo
Binomial Negativo (BN) aparece associado & varidvel que conta
o numero de provas de Bernoulli realizadas até se observarem s
sucessos. Se a probabilidade de ocorrer sucesso em cada prova re-
alizada é constante e igual a p, entao a varidvel nimero de provas
até se observarem s sucessos segue um modelo BN(s,p), e a sua
f.m.p. é dada por

k—1

P(X =k) = (8_1>ps(1—p)ks, k=s,s+1,... 0<p<1).
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As principais caracteristicas populacionais da varidvel sdo:

_ 5 yap(x) = 51 -p)

E(X) =, Var(X)=—7%5",

g = 2P 5 SA-p) ity
s p) s(1—p)

Distribuicao Geométrica ou de Pascal

A distribuicao Geométrica ou de Pascal é um caso particular da
distribuicao Binomial Negativa, obtida para s = 1, sendo muito
usada no estudo do desempenho de uma carta de controlo. A f.m.p.
¢é dada por

P(X =k)=p1l—-pF 1, k=12,..0<p<1). (3.15)

Note-se que esta distribuicao nao tem memédria, i.e., para m e n
inteiros,

P(X >m+n|X >m)=P(X >n).

Para este modelo tem-se:

1—
E(X)=>, Var(X)= ﬁﬂ
2 — 6(1 —p) +p?
b=l 0ot
L—=p L—p
3.2.4 Modelo de Poisson
A f.m.p. do modelo de Poisson(\) é
P(X =k)= e N/, k=0,1,.... (3.16)

Para este modelo tem-se:

E(X) = Var(X) = A,
Bi=1/\, B=1/VA
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O modelo de Poisson(A) aparece como limite do modelo
Binomial(n, p,,), quando n — oo e np, — A. Temos pois a cha-
mada lei de acontecimentos raros — muitas provas de Bernoulli,
com pequena probabilidade de sucesso, e em que o nimero espe-
rado de sucessos se mantém constante.

O modelo de Poisson também aparece relacionado com aconte-
cimentos que ocorrem aleatéria e independentemente no tempo,
sendo um infinitésimo o(dt) a probabilidade de ocorréncia de dois
ou mais acontecimentos em (¢,t+dt) e Adt+o(dt) a probabilidade
de ocorréncia de um acontecimento em (t,t + dt).

Exemplos concretos em que é frequentemente possivel
aplicar o modelo de Poisson:

e chegadas de clientes a um servigo;
e ocorréncia de acidentes num determinado cruzamento;

e numero de erros numa pagina dactilografada e outras cala-
midades semelhantes.

Sao ainda bastante utilizados em aplicacGes os seguintes modelos
truncados, relacionados com o modelo de Poisson:

Distribuicao de Poisson positiva

A f.m.p. associada a este modelo é

P(X = k e X k
g — = 1 2 PP
( ) E'(1 — exp(=M))’ o

Este modelo surge-nos quando temos, por exemplo, um aparelho
de observagao que so se torna activo quando ocorre pelo menos
um acontecimento.
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Distribuicao de Poisson duplamente truncada

Sao entao omitidos os valores 0,1,...,7r1—1lero+1,.... A fm.p.
associada é dada por
)\k
P(X:k‘):mi, k=mr1,...,m9, 19 >171>0.
kST M /4!
J=r1

3.3 Breve Referéncia a Estimacao de
Maxima Verosimilhanca

No que se segue iremos sempre considerar uma amostra completa,
(z1,x2,...,2y), de observacoes independentes provenientes do mo-
delo em estudo.

3.3.1 Modelo Normal ou Gaussiano

Para o modelo Normal(u, o) em (3.1), tem-se

n — 82
:§:%Z _QZEZ(%_@%
=1

n n

3.3.2 Modelo Logistico

Iremos considerar a reparametrizacio (i, %) = (), (67)%/3) para
o modelo definido em (3.3). As estimativas de méxima verosimi-
lhanca de (u,0) sdo entao solucdo do seguinte sistema de duas
equacoes a duas incognitas:

Iy {1 exp () }71 =1/2

EEE (58) o - v

W

que pode ser resolvido por qualquer método numérico, como por
exemplo o método de Newton-Raphson.
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3.3.3 Modelo Lognormal

Se 6 for conhecido, as estimativas de maxima verosimilhanga de
(u, o), associadas ao modelo em (3.4), sao
n
~ ~92 1 —\2 .
L=z e 0°=— E (zi—2)%, com z; =log(z;—0), 1 <i<n.
n

i=1
Se o parametro 0 for desconhecido, para obtermos a estimativa
de méaxima verosimilhanca de 6, torna-se necessario resolver a

equacao,

n

n ~ 2 n
S (m(xj —0)— kzzjl In(zy, — 9)/n> — > In(z; — 0)

=1 j=1
i=1 Xy — é\
" In(z; — é\)

mais uma vez através da utilizacao de métodos numeéricos.

As estimativas de maéaxima verosimilhanca dos outros dois
parametros sao entao fungao de 6, e dadas por

3.3.4 Modelo Gama

As estimativas de méaxima verosimilhanca dos parametros desco-
nhecidos em modelo Gama(A,d, «), em (3.5), sdo solugao do se-
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guinte sistema de duas equagoes a duas incognitas:

Sy In(z, —A) —nlnd — nyp Eln—ln(?’\)) =0

~ -1
" {3 <Z“n(§i_k) - 1) } = Y@ - )T =0,

tendo-se ainda

(3.17)

Z?:l (m; — /)\\) .
no

a:

A funcao ¥(-) em (3.17) é a func¢do digama, derivada logaritmica
da fungao gama completa, I'(x), definida em (3.6). E dada por

P(x) = x> 0. (3.18)
Esta funcao encontra-se convenientemente tabelada, por exemplo

em Abramowitz & Stegun* (1972).

O sistema de equagbes em (3.17) é instavel, a nao ser que se
espere a > 2.5, e frequentemente temos de recorrer ao método
dos momentos, que nos fornece as seguintes estimativas para os
parametros a, 0 e A:

of =4m3/m3; 8 =m3/(2ma); AN =T — 2m3/ma,
com my, k= 2,3, dados em (2.12).

No caso do modelo Exponencial(}, §) = Gama(A, d,1), temos

A= Tin e (5:?:72_15 ;.
i=1

4 Abramowitz, A. & I.A. Stegun (1972). Handbook of Mathematical Func-
tions. Dover.
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3.3.5 Modelo Beta

Admitamos (a,b) = (0,1) na f.d.p. em (3.7). As estimativas de
maxima verosimilhanca de p e ¢ sao entao dadas por:

(P) = (P +q) = Xy In(zi) /n
(@) =0+ ) = i In(1 — ) /n,
com (-) a fungao digama, em (3.18).

3.3.6 Modelo Gaussiano Inverso

Relativamente as estimativas de maéaxima verosimilhanga dos
parametros que aparecem na f.d.p. em (3.8) tem-se:

n

1 & ~
EZ:: ‘ A:Z?:l(l/afi—l/f)'

3.3.7 Modelos Extremais
Modelo de Gumbel

Para obtermos as estimativas de méxima verosimilhanca dos
parametros (\, d) em modelo de Gumbel, com f.d. dada em (3.10),
é necessario resolver numericamente a equagao em 9,

5
sz In— Tiymie
Z’L 1 6_11/6

A estimativa de méxima verosimilhanca de A é entéo

X=-45 ln{ i e_x"/g}/n.

i=1
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Modelo de Fréchet

As estimativas de maxima verosimilhanca de A e de o em mo-
delo com f.d. dada em (3.11) obtém-se por resolucao numérica do
sistema seguinte:

a n ) — ~> T
i (i = )7 —a% =0

% 4+ Lim @A) In@imd) S In(z — X)/n =0.

eV i=

A estimativa de méxima verosimilhanca de ¢ é dada por
~ " NGy 1/a
5:{n/z<xi—)\> } .

i=1

Modelo Weibull de maximos

De forma andloga ao que acontece em modelo de Fréchet, as esti-
mativas de maxima verosimilhanca de A e de a para o modelo com
f.d. dada em (3.12) obtém-se por resolu¢ao numérica do sistema

at S =) - gzl _

?:1 (3\\*11)&

1y zzlzlql—x&)alng;—xi) — Y (A — ) /n =0,
i=1\A—Ti

sendo a estimativa de maxima verosimilhanca de § dada por
~ LIRS ay—1/a
5:{n/z<)\—xi> } .
i=1

3.3.8 Modelo Binomial

A estimativa de méxima verosimilhanca de p, baseada em

(z1,...,oy), proveniente de um modelo Binomial(l,p) =
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Bernoulli(p), com f.m.p. dada em (3.13), é

n
E $]’.
j=1

p=

SERS

3.3.9 Modelo Geométrico

A estimativa de méxima verosimilhanga de p, baseada em

(z1,...,y), proveniente de um modelo BN(1, p) = Geométrica(p),
com f.m.p. dada em (3.15), é
p=1/z.

3.3.10 Modelo de Poisson

A estimativa de maéxima verosimilhanca de A, baseada em
(z1,...,y), proveniente de um modelo de Poisson()), com f.m.p.

dada em (3.16), é
~ 1
A=— .
nzxﬂ

=1
Para mais detalhes sobre estimacao de parametros em modelos

continuos e discretos univariados consultem-se os livros de Johnson
et al. (1994, 1995 e 2005), atras referidos.

3.4 Modelos no Ambito da Anilise Explo-
ratéria de Dados

Dissemos logo no inicio deste capitulo que se devem deizar os da-
dos falar por eles proprios. E essencialmente esta a filosofia
da Andlise Ezploratoria de Dados, devida a John Tukey, que su-
gere a utilizagao nao dos modelos usuais em aplicagoes, e referidos
nas Secgoes 3.1 e 3.2, mas a utilizacao de estimadores de indole
nao-paramétrica da f.d.p. f(z) (ou da f.d. F(z)). De acordo com
esta perspectiva exploratéria é preferivel representar os dados for-
malmente por uma distribuicao empirica, tendo em contas:
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e Desejo de objectividade — o ajustamento de uma funcao
de distribuicao a populacao subjacente a amostra, numa
perspectiva a que frequentemente se chama Andlise Confir-
matdéria de Dados, difere de pessoa para pessoa, enquanto o
uso de uma distribuicao empirica elimina tal arbitrariedade;

e Maior facilidade na concepgao de algoritmos computacionais
para tal analise de dados.

Iremos brevemente referir alguns estimadores nao-paramétricos da
funcao de distribuicao e da fun¢éo densidade de probabilidade.

Face a uma amostra aleatéria (X1, Xo, ..., X,,), o estimador usual
da f.d. F(x), de indole nao-paramétrica, é a chamada fun¢do de
distribuicao empirica,

0 se < Xin
n

1 k/n se Xpy << Xpiim,
Fn(x):*ZI[inx]: k=1,2,...,n—1

—
! 1 se x> Xpn

onde

0 se A nao ocorre
Iy =
1 se A ocorre
¢ a funcao indicatriz do acontecimento A.

Usam-se por vezes alternativas continuas da f.d. empirica, como
por exemplo a f.d. empirica continua e linear por pedacos:

0 se < Xi.p
k—1 ~Xim
FO@) = n1 T oD X 3¢ Xkn ST < Xigam,
" 1<k<n-1
1 se x> Xpon.

Quanto a estimacgao nao-paramétrica de densidades temos os cha-
mados estimadores de nicleo ou estimadores kernel, que sao mis-
turas de n densidades, associadas a m modelos com o mesmo
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nicleo, K(z), mas centrados nas diferentes observacoes da amos-
tra, X;,1 <i < n. Tem-se

" . 1 " l‘*XZ'
fn(w)—nh;’C< . ) reR,

em que K(-) éuma f.d.p,i.e. £>0e [ K =1, sendo h achamada
janela do estimador do nicleo. Detalhes sobre o comportamento
destes estimadores podem ser encontrados em Devroye & Gyorfi®
(1985). Relativamente ao nicleo, e no caso univariado, existem
varios argumentos tedricos para a escolha do chamado nicleo de
Epanechnikov,

3 2
K@)=5 (-4, |ol<1
Em termos muito gerais, basta-nos ter lim, ...h = 0, e
lim,, ..o nh = 00 para se ter consisténcia destes estimadores.

Note-se que h = h,, é em tudo semelhante & amplitude do intervalo
classe no estimador do histograma, que também é um estimador
nao-paramétrico da densidade, com uma expressao formal dada

por
n

1~ fixiean,)

fulz) = " Z Tja T € Ay j,
=1

onde {Ay;,j > 1} -, ¢ uma sucessao de particoes de R, cons-

tituida por intervalos com igual amplitude h. O estimador do his-

tograma ¢ também uma mistura de densidades uniformes, associa-

das a cada um dos intervalos classe da particao escolhida.

® Devroye, L. & L. Gyorfi (1985). Nonparametric Density Estimation. The
L1 View. John Wiley and Sons.
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Capitulo 4

Estatisticas Ordinais em
Controlo da Qualidade

Associada a amostra aleatéria (Y7, Ya, ..., Y,), proveniente de uma
populacao com f.d. F'(+), com localizagao zero e dispersao um, sem
perda de generalidade, consideremos a amostra das estatisticas
ordinais ascendentes (Y1, < Yo, < --+ < Y,.). Ao leitor mais
interessado no estudo elementar da teoria de estatisticas ordinais
recomenda-se Arnold et al.}(1992). Para estudos mais avangados,
pode-se consultar David?(1981), Reiss®(1989) e David & Naga-
raja? (2003).

! Arnold, B., N. Balakhrishna & H.N. Nagaraja (1992). A First Course in
Order Statistics. John Wiley and Sons.

% David, H.A. (1981). Order Statistics, 2nd edition. John Wiley and Sons.

3 Reiss, R.-D. (1989). Approzimate Distributions of Order Statistics.
Springer-Verlag.

4 David, H.A. & H.N. Nagaraja (2003). Order Statistics, 3rd edition. John
Wiley and Sons.
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4.1 Comportamento Individual

Se Y for absolutamente continua, com f.d.p. f(y) = F'(y), Yin,
1<¢<n,tem f.d.p.
1

Bin_irnt W= F)" ' fy), (41

para y € R, onde B(p, q) denota a funcao Beta completa, definida

em (3.7),

I'(p)L'(q)
Lip+q)’

com I'(-) a fungdo Gama completa, definida em (3.5).

1
B(pa) = [ a7 (1= ) o =
0

Na realidade, como é possivel ter Y;., € (y,y + dy|?

e dos n valores Y;,1 < i <mn, (i—1) arbitrarios tém de ser <y
— acontecimento com probabilidade (;",)F*~!(y).

e dos (n—i+1) restantes, um, arbitrariamente, deve pertencer
ao intervalo (y,y + dy] — acontecimento com probabilidade
(n—i+1)(F(y+dy) — F(y)).

e os restantes (n — i) tém de ser > y + dy — acontecimento
com probabilidade (1 — F(y + dy))" .

A independéncia dos acontecimentos anteriores conduz-nos entao

a expressao (4.1).

A f.d. de Y, 1 < i <mn, é para F discreta ou continua, e y € R,
n

Rl =3 ()P0 - P 1sisn ()

k=i

Para melhor compreendermos a férmula (4.2), atentemos na se-
guinte relagao entre a distribuicao de uma estatistica ordinal e o
modelo Binomial. Consideremos as seguintes variaveis de conta-
gem:

Sy =#{i:Y; >y, 1 Sién}:ZI[Ypy]v
i=1
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n
=#{i:Yi<y, 1<i<n}=) ly<y,
=1

onde I4 é mais uma vez a funcao indicatriz do acontecimento A,
i.e.
1 se A ocorre
Iy = L.
0 caso contrario.

A varidvel aleatéria S, é Binomial(n,1 — F(y)) e a variavel
aleatéria Sy ¢ também Binomial(n, F'(y)). Como

Vin <y sse Sy,<n—i+1 sse S;y>i
tem-se

Fin(y) = P(Binomial(n,1 — F(y)) <n—i+1) =
= P(Binomial(n, F(y)) > i). (4.3)

Da segunda igualdade em (4.3) segue (4.2).

Para F discreta,

fzn(y) = P(Y;n = y) = an(y) - En(y - 1)

Casos particulares importantes de estatisticas ordinais sao o
minimo da amostra, Yi.,, € 0 mdzimo da amostra, Y,,.,. A partir
de (4.2) obtém-se

Fin(y)=F,, () =1-(1-F@)", yeR  (44)

Fun(y) =F,  (y)=F"(y), yeR (4.5)

Yn:n
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4.2 Distribuicao Conjunta

O par de varidveis aleatérias (Yi.y,Yjn),1 <i < j <n, tem f.d.p.
conjunta dada por

1

P = Z_l
fijin(y1,y2) = B(i,j—i)B(j,n—j+ 1)F (v1)

x (Fly2)~F () " T (1=F)" 7 fu) f(y2), w1 < o

Generalizacoes para um nimero qualquer de estatisticas ordinais
sao 6bvias:
O énuplo de varidveis aleatérias (Yn,m, Ynoms---s Ynem)s

1<n; <ng <--- <ng <n, terd f.d.p. dada por

fnl,.“,nk'n(yla cee 7yk’) =

— Pyt
'H Fl =T 15T

n —n;—1
J+l1 J )! J=1

sey1 < -+ < Yn, (Yo = —00, Ypy1 = +00),
ng = O, Ng+1 =N + 1. (46)

Para f.d.p. conjunta de (Y7, < Ya, <--- <Y,.,,) tem-se

n
Fromn(@rs - yn) =0 [ F@y), se v <o <,
j=1

caso particular de (4.6) com k =n,en; =j,1<j <n.
4.3 Momentos de Estatisticas Ordinais

A estrutura de segunda ordem das estatisticas ordinais fica com-
pletamente definida se conhecermos o seu vector coluna de valores
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médios,
H= [Miin]lxrw Min 1= E(Yé;n), 1<1<n,
e a sua matriz de covaridncias,
2 = [Oijinlyxn s Tigm = Cov(Yin, Yjm) = 0jim, 1 <i<j<n.

Como obter e ¥ 7 Tudo depende do modelo F. Formalmente,
temos
1 g i—1 ‘

. —_FKY:. )= ——— - =101 _ )" id
pin = E(Vi) = s | P (0=,
onde F~1(-) é a fungdo inversa generalizada, definida em (2.2).

Mais geralmente, para ,ugkg = E(Y})) tem-se

1

1
k) _myk ) = / -l k i1 1 — )i
Hin ( z:n) B(Z, n—i+ 1) 0 ( (U)) u ( u) du.

Para a estrutura bivariada,

1
B(i,j —)B(j,n—j+1)

x// FYw)F L (v)u = (v—u) =1 —v)" 7 dudv,
0<u<wv<1
e

Hijm = E(}/zn}/jn) =

Oi,5:in = COV(Y;:na}/}:n) = Mijn — Himn Hjmn.

Do ponto de vista de calculo é usual recorrer a relacdes de
recorréncia, pois o calculo integral directo provoca frequente-
mente erros de arredondamento. A estrutura em distribuicao das
estatisticas ordinais permite facilmente a obtencao das seguintes
relagoes de recorréncia, que permitem o céalculo efectivo dos mo-
mentos:

nin—1 — (TL - Z)/-%n

Hit1m = i , 1<i<n-—1,
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eparal <i<j<m,

_ Ni-15-1im—1 — (,7 - Z')Mi—l,j:n - (Tl - j + 1)Mi—l,j—1:n
Hi j:n = i—1 .

Convém ainda referir as seguintes relagoes simplificativas:

e Populacgoes simétricas:

Win = —fn—it1m, 1 <1<,
Oijin = On—itln—j+lm, 1<1<j<m.

e Populagoes Normais(0,1):

n n
E Oijin = 5 Oi,5:n = 1.
i—1 j=

Esta propriedade é caracteristica do modelo Normal.

Como relagdes de controlo (global) podemos referir as seguintes:

n n
Z Hizn = T, Z Hiim = n(MZ + 0'2),
i=1 i=1
n

n
SN tigin = (s + 0%) + n(n — e = n(o® + npi?).
i=1 j=1

4.4 Amplitude como Estimador de um
Parametro de Escala

Admitamos agora que (X1, Xs,...,X,) é uma amostra aleatéria
proveniente de uma popula¢ao com f.d. F((x —\)/d), A € R e
d € RT parametros desconhecidos de localizacao e escala, res-
pectivamente. Consideremos as estatisticas ordinais ascendentes
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(Xlzn < X2:n <o < Xnn) € deSignemOS por Y;n = (in - )\)/5
as estatisticas ordinais correspondentes ao modelo F'(x) com loca-
lizagdo A = 0 e dispersao § = 1.

A amplitude R,, := X,.,, — X1., fornece uma medida de dispersao
simples, que é facilmente convertida num estimador centrado de
6. Na realidade

E(Rn) = E(Xn:n) — E(X1:0) = 6(ftnn — 1),

Var(Rn) = 52 (Un,n:n + 01,1:n — 2O'l,n:n) s

com gy = E(Y;n); 1 <1 < n,e Oijn = COV(Y;;n,Y};n),
1 <14 < j < n, independentes de parametros desconhecidos.

Tem-se entao que
Ry,

T, = —7—
Hn:n — Hl:n

é um estimador centrado de §.

Este estimador é altamente eficiente para amostras de dimensao
pequena (n < 12) e para uma grande variedade de modelos, in-
cluindo o modelo Normal. Trata-se além disso de um estimador
que, para pequenas amostras, é mais robusto do que o desvio
padrao empirico, no sentido de ser menos sensivel a mudancas
no modelo subjacente aos dados.

Para podermos utilizar T,, como estimador de ¢, precisamos de
saber calcular, ou ter acesso a tabelas de

d27n = Hnin — Hlin, (47)

que, como ja vimos, sao valores que dependem intrinsecamente do
modelo F', e da estrutura probabilistica das estatisticas ordinais.
Os unicos modelos, de entre os usuais, para os quais é possivel
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obter expressoes explicitas simples para p;., sao:

i

Modelo Uniforme: p;., = e 1< <n.
n
i
1
Modelo E ial: -.257,1<‘<.
odelo Exponencial: ;. S <i1<n

j=1

Por exemplo, para n = 5, dimensao usual em Controlo Estatistico
da Qualidade, tem-se:

Modelo pis | pss | dogs

Exponencial | 0.200 | 2.283 | 2.083
Normal -1.163 | 1.163 | 2.326
Gama(2) 0.702 | 3.808 | 3.106
Gamal(5) 2.722 | 7.803 | 5.081

4.5 Estatisticas Sistematicas

Estatisticas sistemdticas sao estatisticas que sao combinacoes
lineares de estatisticas ordinais. Uma das estatisticas sistemdticas
importantes em Controlo Fstatistico da Qualidade é a amplitude
amostral,

Ry = Xnin — X1

A distribuigdo de amostragem de R,, também vai depender forte-
mente de F(-), sendo formalmente dada por

fr, (r) =n(n—1) /R F@)(F(x+71) = F()" 2 f(a +r)d,

ou equivalentemente por

Fy (r) = n/Rf(x)(F(:n +7r)— F(x))”_ld;v. (4.8)



Capitulo 5

Controlo Estatistico de
Processos (SPC)

5.1 Gestao da Qualidade Total (TQM)

Quando pensamos na qualidade de um produto, pensamos num
conjunto de caracteristicas que esperamos que o produto possua.
Queremos que as lampadas eléctricas tenham uma vida longa, que
as toalhas de papel sejam fortes e absorventes, que um pacote
de margarina de 250 gramas pese pelo menos esses 250 gramas.
Mas produzir produtos de qualidade nao é trabalho simples. As
variagoes existentes na matéria-prima e na mao-de-obra produ-
zem variabilidade na qualidade do produto. E consequentemente
vital que os produtores monitorizem a qualidade do produto que
produzem.

Hoje em dia, nos EUA e no Japao, as Empresas mais importantes
estao a promover o conceito de Gestdo da Qualidade Total (TQM,
de Total Quality Management), cujo ambiente merecerd referéncia
na parte final deste texto. A TQM tem essencialmente trés com-
ponentes fundamentais:

1. Conceitos, que incluem um conjunto de ideias que cercam
o movimento da qualidade total, tal como a satisfacdo do

83
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cliente, todo o trabalho € um processo, fale-se com base em
dados, sendo este 1ltimo conceito o que obviamente tem mais
a ver com o Controlo Estatistico da Qualidade.

2. Sistemas de gestdo tais como a gestao geral, a criacao de
mercado, a criagdo de produto e a oferta de produto de-
vem ser geridos de forma responséavel pelos directores das
Empresas.

3. Instrumentos a que temos acesso para implementar um pro-
grama de TQM, e que incluem os organigramas e os diagra-
mas de causa-e-efeito estudados na Seccao 1.5.1 e na Seccgao
1.5.2 respectivamente, e as cartas de controlo estatistico de
um processo, ja referidas na Secgao 2.2.6, e a serem estuda-
das em detalhe neste capitulo.

Qualquer uma das trés componentes atras referidas é necessaria
para implementar com sucesso uma filosofia de TQM. Iremos aqui
essencialmente referir a componente relacionada com o Controlo
FEstatistico do Processo (SPC, de Statistical Process Control), o
qual permite aos gestores compreender e monitorizar a variabili-
dade do processo através do uso de cartas de controlo. Detalhes
sobre algumas filosofias de gestao a luz deste espirito podem ser
encontrados em Ishikawa! (1985), Lagrosen & Lagrosen? (2006),
McFadden et al.® (2006), Walley et al.* (2006), Williams et al.’

! Ishikawa, S.B. & J.M. Jobe (1985). What is Total Quality Control. The
Japanese Way. Prentice-Hall.

% Lagrosen, S. & Y. Lagrosen (2006). A dive into the depths of quality
management. Furopean Business Review 18, 84-96.

3 McFadden, K.L., G.N. Stock & C.R. Gowen III (2006). Implementation of
patient safety initiatives in US Hospitals. Int. J. of Operations and Production
Management 26, 326-347.

* Walley, P., K. Silvester & S. Mountford (2006). Health-care process im-
provement decisions: a systems perspective. Int. J. of Health Care Quality
Assurance 19, 93-104.

® Williams, R., B. Bertsch, B. Dale, T. Wiele, J. Iwaarden, M. Smith & R.
Visser (2006). Quality and risk management: what are the key issues? Quality
and Risk Management 18, 67-86.
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(2006), Antony et al.® (2007) e Siddiqui & Rahman” (2007), por
exemplo.

5.2 Introducgao as Cartas de Controlo

Em qualquer processo de producao, independentemente de este ter
sido cuidadosamente planeado e mantido, existe sempre uma quan-
tidade inerente de variabilidade. Com o objectivo de diferenciar
entre as inevitaveis causas aleatorias e as causas deterministicas
num processo de producgao, Shewhart inventou, em 1924, a pri-
meira Carta de Controlo. Trata-se de um método grafico que per-
mite facilmente detectar a presenca de causas deterministicas.

Se s6 hé intervencao de causas aleatorias, diz-se que o processo
estd sob controlo estatistico (estado IN), e deixa-se o processo de
producao continuar.

Se estao presentes causas deterministicas, diz-se que o processo
estd fora de controlo estatistico (estado OUT), devendo-se entao
detectar e eliminar tais causas.

E importante referir que as cartas de controlo surgiram inicial-
mente para detectar estas possiveis alteracoes ocorridas num pro-
cesso, mas actualmente sao utilizadas nas mais diversas areas,
como por exemplo, em desporto, justica, ciéncias ambientais, bio-
logia, genética, epidemiologia, medicina, saide, financas e con-
tabilidade, entre outras. Veja-se Johnson® (1984), Hahn & Ho-

5 Antony, J., F. Jiju, M. Kumar & B.R. Cho (2007). Six sigma in service
Organizations. Benefits, challenges and difficulties, common myths, empirical
observations and success factors. Int. J. of Quality and Reliability Manage-
ment 24, 294-311.

" Siddiqui, J. & Z. Rahman (2007). TQM principles’ application on infor-
mation systems for empirical goals. The TQM Magazine 19, 76-87.

8 Johnson, D.G. (1984). Trial by computer — a case study of the use of sim-
ple statistical techniques in the detection of a fraud. J. Operational Research
Society 35, 811-820.
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erl? (1998), Woodall & Montgomery!? (1999), Stoumbos et al.!!
(2000), Woodall'? (2000), Piplani & Hubele!? (2001), MacCarthy
& Wasusrit* (2002), Nair'® (2004), Dull & Tegarden'6 (2007) e
Utley & May'7 (2009).

A aplicagao de cartas de controlo na drea dos servigcos em geral,
e em particular na area da saude, tem aumentado substancial-
mente. A sua utilizacdo nos mais diversificados sectores de servico
hospitalar tem contribuido para melhorar nao apenas o processo
de gestao em termos econdmicos e administrativos da instituicao,
mas também para o melhor bem estar dos utentes, melhor acompa-
nhamento do quadro clinico dos doentes e prevencao de situacoes
adversas como infecgoes nos servigos de cuidados intensivos, por
exemplo, e até mesmo epidemias. Para consulta de alguns estudos
realizados com cartas de controlo na area dos servigos de saude,

® Hahn, G.J. & R. Hoerl (1998). Key challenges for statisticians in business
and industry. Technometrics 40, 195-213.

19 Woodall, W.H. & D.C. Montgomery (1999). Research issues and ideas in
statistical process control. J. Quality Technology 31, 376-386.

' Stoumbos, Z.G., M.Jr. Reynolds, T.P. Ryan & W.H. Woodall (2000).
The state of statistical process control as we proceed into the 21st century. J.
Amer. Statist. Assoc. 95, 992-998.

12 Woodall, W.H. (2000). Controversies and contradictions in statistical pro-
cess control. J. Quality Technology 32, 341-378.

'3 Piplani, R. & N.F. Hubele (2001). Enhancement and evaluation of pattern
recognition in control charts. Int. J. of Quality and Reliability Management 18,
237-253.

14 MacCarthy, B.L. & T. Wasusri (2002). A review of non-standard ap-
plications of statistical process control (SPC) charts. Int. J. of Quality and
Reliability Management 19, 295-320.

15 Nair, V. (2004). A report on the future of Statistics: comment. Statistical
Science 19, 412-413.

6 Dull, R.B. & D.P. Tegarden (2004). Using control charts to monitor finan-
cial reporting of public companies. Int. J. of Accounting Information Systems
5, 109-127.

7 Utley, J.S. & J.G. May (2009). Monitoring service quality with residuals
control charts. Managing Service Quality 19, 162-178.
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ver por exemplo, Morton et al.'® (2001), Benneyan et al.'9 (2003),
Coory et al.2? (2007), Grigg & Walls?! (2007), Winkel & Zhang??
(2007) e Woodall?® (2008).

Mais ainda, as cartas de controlo além de serem uteis para de-
tectarem mudancas indesejaveis num processo, podem também ser
usadas para identificar melhorias. Dai a sua importancia a nivel
do melhoramento continuo de processos (veja-se Deming, 1992,
Carlyle et al.?*, 2000 e Ryan, 2000).

Em linhas gerais é a seguinte a metodologia bésica de uma Carta
de Controlo:

1. Efectue-se a amostragem de um processo de produgdo ao
longo do tempo e represente-se graficamente uma medida
associada ao processo, como uma média, uma percentagem
ou um valor maximo, por exemplo.

2. Face a(s) estatistica(s) escolhida(s), determine-se entdo, com
base em metodologia estatistica adequada, e eventualmente

18 Morton, A.P., M. Whitby, M. McLaws, A. Dobson, S. McElwain, D.
Looke, J. Stackelroth & A. Sartor (2001). The application of statistical process
control charts to the detection and monitoring of hospital-acquired infections.
J. Quality Clinical Practice 21, 112-117.

19 Benneyan, J.C., R.C. Lloyd & P.E. Plsek (2003). Statistical process con-
trol as a tool for research and healthcare improvement. Quality and Safety in
Health Care 12, 458-464.

20 Coory, M., S. Duckett & K. Sketcher-Baker (2007). Using control charts
to monitor quality of hospital care with administrative data. Int. J. for Quality
in Health Care 20, 31-39.

2L Grigg, N. & L. Walls (2006). The role of control charts in promoting
organisational learning. New perspectives from a food industry study. The
TQM Magazine 19, 37-49.

22 Winkel, P. & N.F. Zhang (2007). Statistical Development of Quality in
Medicine. John Wiley and Sons.

23 Woodall, W.H. (2008). The use of control charts in health-care and public-
health surveillance. J. Quality Technology 38, 89-104.

21 Carlyle, W.M., D.C. Montgomery, & G.C. Runger (2000). Optimization
problems and methods in quality control and improvement. J. Quality Tech-
nology 32, 1-31.
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com base em dados previamente recolhidos, uma Linha Cen-
tral (LC), e duas outras linhas, chamadas Limite de Controlo
Superior (LCS) e Limite de Controlo Inferior (LCI).

3. Os dados recolhidos deverdo inicialmente ser analisados es-
tatisticamente e a Andlise Preliminar de Dados em Controlo
da Qualidade é, como j4 referimos no Capitulo 2, essencial-
mente grafica — Histogramas e Papel de Probabilidade.

Apresenta-se a seguir um exemplo tipico de uma Carta de Con-
trolo:

LCS = Limite de Controlo Superior

Amostral

A NAN
W V \\/ v LC¥= Linha Central\

Caracteristica de Qualidade

LCI = Limite de Controlo Inferior

Numero de amostra ou Tempo

Enquanto as medicoes cairem dentro dos limites de controlo, nao
se toma, em principio, nenhuma acc¢ao, ou melhor, continua-se a
producao. Quando as medicbes excedem os limites de controlo,
procura-se detectar qual a causa deterministica que provocou essa
situacao, e qual a melhor forma de a remover. Mesmo que os pontos
caiam todos dentro dos limites de controlo, se eles se comporta-
rem de uma forma nao aleatéria, existe uma indicagao de que o
processo estd fora de controlo, i.e., esta no estado OUT. Devem
pois ser utilizados testes de aleatoriedade que permitam identifi-
car configuragbes nao aleatérias. Se a razao do aparecimento de
tal configuragao puder ser encontrada e eliminada, isso contribuira
para um melhoramento no processo de produgao. Os testes de
aleatoriedade aplicados aos pontos da carta de controlo tém pois
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importancia fundamental em Controlo da Qualidade, e serao bre-
vemente estudados no Capitulo 6.

Existe como se vé uma relagao intima entre as Cartas de Controlo e
os Testes de Hipdteses. Essencialmente, a Carta de Controlo testa
as hipoteses Hy versus Hy, que se seguem:

Hjp: O processo esta sob controlo estatistico (IN)
Hj: O processo esta fora de controlo estatistico (OUT).

Temos mais uma vez em jogo a probabilidade « do erro de tipo I,
i.e. decidir pelo estado OUT quando o estado é IN, denominada
risco-a. € a probabilidade G do erro de tipo I, i.e. decidir pelo es-
tado IN quando o estado é OUT, denominada risco-3. A Carta de
Controlo pode assim ser considerada como um Teste de Hipdteses
perpétuo.

Tlustraremos em seguida algumas destas ideias, dando o exemplo
mais simples de uma Carta de Controlo:

Na manufactura de segmentos de motor de deter-
minada marca de automodveis, uma caracteristica de
qualidade com interesse, é o diametro exterior des-
ses segmentos. A andlise prévia dos dados permite-nos
garantir que o processo deve ser controlado com um
didmetro externo médio de 74 mm, e sabe-se que o
desvio do anel deve ser de 0.01 mm.

Modo possivel de proceder: cada meia hora colecciona-
se uma amostra de 5 segmentos, e calcula-se a
média dos didametros externos desses segmentos (),
marcando-se esse valor numa carta de controlo de
médias. A linha central (média do processo) é de
LC=74 mm e os limites de controlo poderao ser de-
terminados, com base, por exemplo, na normalidade
dos dados, o que conduz a uma distribuicao

Normal (pz = 74mm, o7 = 0.0045 = 0.01/V/5),

para X, sob a validade de Hj. E entdo de esperar que,
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em estado IN, 100(1 — )% de didmetros médios amos-
trados caiam entre 74 + 0.0045¢,/2 € 74 — 0.0045¢, 2,
onde &,/ ¢ o quantil de probabilidade a/2 de uma
Normal(0,1). Se escolhermos o = 0.002 (valor usual na
literatura inglesa), vird &,/ = —3.09, e consequente-
mente, ter-se-ao os limites de controlo

LCSp.002 = 74.0139, LC1Iy.002 = 73.9861.

Na literatura americana, e em situagoes de normali-
dade subjacente, é usual considerar os chamados limi-
tes de controlo 3-sigma, isto €, substitui-se ./, por
—3, obtendo-se entao, neste caso particular,

LCS = 74.0135, LCI = 73.9865.

O fundamental das Cartas de Controlo é pois encontrar estatisticas
convenientes, por vezes devido a sua simplicidade de céalculo, cuja
distribuicao de amostragem seja conhecida, sob a validade de con-
trolo estatistico, de forma a podermos determinar com facilidade
os limites de controlo, que fornecerao um Intervalo de Confianca
para uma medida de localizagao ou dispersao dessa estatistica.

As estatisticas mais frequentemente usadas sdo, para caracte-
risticas de qualidade qualitativas as percentagens e os totais, e
para caracteristicas de qualidade quantitativas, a média, o desvio
padrdo empirico, a amplitude, e estatisticas ordinais superiores e
inferiores, incluindo obviamente o mdzimo e o minimo.

Se sob a validade de Hy, a estatistica W considerada, ti-
ver uma distribui¢do de amostragem conhecida F'(w; Ay, 0y) =
F ((w — Ay)/dw), com localizagao A\, e dispersao d,,, e a amostra-
gem for aleatdria, entdao para um risco-a;, tem-se:

LOSo = Ay + X1-a/2;Fu(-0,1) 0w
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LCIy = Ay + Xa/2;Fu (-0,1) -

Em situagoes em que se torna dificil o estudo da distribuicao de
amostragem da estatistica W, sob a validade de Hy, recorre-se
frequentemente a um estudo da estrutura de segunda ordem dessa
estatistica, calculando o seu valor médio p,, e o seu desvio padrao
Ow, Sob Hy, e considera-se

LCS = py + koy,
LC = py
LCI = py — koy,

onde usualmente k = 3, obtendo-se as tradicionais cartas de con-
trolo 3-sigma, muito utilizadas na pratica, com todos os contras
estatisticos que tal método possa ter. Outros valores de k podem
ser escolhidos, com o intuito de fornecer diferentes niveis de alerta.

As cartas de controlo em uso para varidveis quantitativas sdo es-
sencialmente as cartas de controlo de médias (Carta-X) e as cartas
de controlo de amplitudes (Carta-R), em substituicao das cartas
de controlo de desvios padroes empiricos (Carta—S). E no entanto
por vezes desejavel a utilizacdo de cartas de controlo especiais,
como a carta de maximos e de minimos (Carta—M/m), em vez das
cartas de controlo convencionais de médias e amplitudes. Uma das
vantagens ébvias é a de que toda a informacao pode ser combinada
numa carta de controlo tnica, sendo ainda os calculos bastante
mais simples.

Para varidveis qualitativas usam-se a Carta—p e a Carta—np,
quando em modelo Binomial, e ainda a Carta—c e a Carta—u, em
modelo de Poisson.

Quais as constantes necessarias para o uso destas cartas de con-
trolo? Como é que estas cartas de controlo se comparam com as
convencionais?

As respostas a estas perguntas serao dadas mais adiante. Na reali-
dade, a escolha dos parametros envolvidos nas cartas de controlo
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— dimensao das amostras a recolher, intervalo de amostragem e
limites de controlo — sdo pontos fundamentais a tratar.

O tipo de amostragem a efectuar é também importante. Conside-
remos, por exemplo, um processo de producgao, em que se leva uma
quantidade de tempo bastante razodvel para produzir uma tnica
peca a ser medida. Nestas condicOes as médias moveis e as corres-
pondentes amplitudes mdveis fornecem medidas simples, correntes,
de localizagao e dispersao. Consequentemente, com, por exemplo,
a habitual hipétese de uma distribuicdo Normal subjacente, car-
tas especiais de controlo de médias e amplitudes méveis podem ser
construidas e usadas de modo semelhante ao que se faz nas cartas
de controlo de médias e amplitudes. De modo andlogo poderemos
falar em cartas de controlo de minimos e maximos moveis.

Resumidamente, vejamos, de forma simplificada, quais os passos
a seguir na escolha de cartas de controlo:

1. Escolha as caracteristicas a serem representadas grafica-
mente. Trata-se de uma questao subjectiva, mas pode-se en-
trar em linha de conta com o facto de se dever dar prioridade
elevada a caracteristicas de qualidade que estao corrente-
mente a surgir defeituosas. Tal pode acontecer em pegas in-
termédias ou no produto final.

2. Escolha o tipo de carta de controlo. Para comparagao de
diferentes cartas de controlo veja-se o quadro da pagina se-
guinte.

3. Escolha o subgrupo racional — os dados, cronologicamente
marcados numa carta de controlo, estao associados a grupos
de unidades do produto, os chamados subgrupos racionais.

4. Forneca o sistema para recolha de dados.

5. Identifique a linha central e os limites de controlo. A linha
central pode ser a média de dados previamente recolhidos,
ou pode ser uma média desejada ou um maximo desejado,
por exemplo. Os limites de controlo sao usualmente colo-
cados a uma distancia de LC de +3 desvios padrao, mas
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outros multiplos podem ser escolhidos, para diferentes ris-
cos estatisticos, ou, mais rigorosamente do ponto de vista
estatistico, pode-se recorrer a distribuicao de amostragem
da estatistica escolhida.

6. Calcule os limites de controlo e fornega instrugoes especificas
sobre a interpretagao dos resultados e as ac¢oes a tomar pelo

diferente pessoal.

Estatisticas Média e Amplitude; | Percentagem p | Nao conformes
escolhidas Média e Desvio Padrao; | de nao confor- | por unidade, wu;
Minimos e Maéximos; | mes; Namero | Nao conformes,
Estatisticas Méveis; | np de nao | c.
Observagoes Individuais; | conformes
Somas Cumulativas.

Tipo de | Quantitativos Qualitativos Qualitativos

Dados

Campo de | Controlo de  carac- | Controlo da | Controlo do

aplicagdo teristicas individuais fracgdo total de | nimero total de

nao conformes | nao conformes
num processo

Vantagens e Fornece méxima uti- | ¢ Os dados re- | ¢ Tém as mes-
lizaggo da informacdo | queridos ja fo- | mas vantagens
contida nos dados; | ram previamente | da carta-p, e
e Fornece informacdo | obtidos em regis- | fornecem ainda
sobre a varidncia, para | tos de inspecgdo; | uma medida
controlo de carac- | ® De muito facil | do grau de nao
teristicas individuais. compreensao; conformidade.

e Fornecem um
grafico geral da
qualidade.

Desvantagens | ® Mais dificeis de serem | e Nao fornecem | e Nao fornecem
compreendidas por lei- | informacdo de- | informagao deta-
gos em estatistica. talhada para | lhada para o con-

o controlo de | trolo de carac-
caracteristicas teristicas indivi-
individuais; duais.

e Nao reco-

nhecem diferen-

tes graus de nao

conformidade,

em unidades de

produto.
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5.3 Cartas de Controlo Usuais para
Variaveis Quantitativas

As mais comuns sdo as cartas de médias (X), para controlar a
média do processo de produgao, e as cartas de amplitudes (R),
para controlar a variabilidade do processo de producao.

5.3.1 Carta—X

Estas cartas sao usualmente implementadas sob as seguin-
tes hipdteses: modelo Normal(p, o) subjacente aos dados e
observacoes independentes. Em geral é necessario estimar as
normas do processo, (o € o, dispondo-se para o efeito
de dados prévios de k subgrupos racionais de dimensao n,
(X117"')Xln)a (Xgl,...,Xgn),...,(Xkl,...,an). Além diSSO,
é-nos frequentemente fornecida informagdo condensada, cons-
tituida pelas médias e amplitudes dos k subgrupos, atras referidos:

k
YlnuYZny---’ykny Y: Zyzn/ka
=1

k
R1n7R2n7"'7R/€n7 EZ ZRln/k
i=1
Como Var(X,) = 02 /n, temos a situacio apresentada a seguir.
Carta de controlo 3-sigma:
LCS =E(X,) +3 SD(X,) = X +35/v/n,
LCI =R(X,) -3 SD(X,) = X — 35/v/n,

onde SD denota o desvio padrao (Standard Deviation), & = R/ds,
dy = dg, = E(R,/0), definido em (4.7). Como ja foi dito anterior-
mente, também se pode considerar:

LCS =X + &1 aj2 5/V0,
LOI =X — & o 6/Vn,
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onde {;_,/9 é 0 quantil de probabilidade 1 — /2 de uma distri-
buicao Normal reduzida, sendo v usualmente 0.002.

Os valores de dy = da,, em populagoes normais sao os seguintes:

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
do | 1.128 1.693 2.059 2.326 2.534 2.704 2.847 2970 3.078

O valor mais usual para n, em Controlo da Qualidade, é n = 5.

E se a caracteristica de qualidade X nao for Normal? Do ponto
de vista de rigor estatistico tudo vai depender do modelo subja-
cente a X. Do ponto de vista pratico podemos ter complicagoes,
eventualmente sem grandes beneficios.

Admitamos que o modelo subjacente é Exponencial(, ). Entao

X, — A d
“ojn Gama(n),

e consequentemente, ao nivel de significancia «,

) )
LCT =X+ E Xa/2,Gama(n)» LCS =X+ E X1—a/2,Gama(n)-

Como estimar A e § se tivermos unicamente acesso as médias e
amplitudes? Pode-se por exemplo considerar,

X=X —R/dy,, 06=R/dyp,

em que
1
dom = doypxp = Y -

Cartas de controlo para o parametro de escala de um modelo Wei-
bull podem ser encontradas em Ramalhoto & Morais? (1999), por
exemplo.

25 Ramalhoto, M.F. & M.C. Morais (1999). Shewhart control charts for the
scale parameter of a Weibull control variable with fixed and variable sampling
intervals. J. of Applied Statistics 26, 129-160.
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5.3.2 Carta—R

Os valores das diferentes amplitudes amostrais sao marcados na
carta—R, tendo-se como linhas de controlo, e caso consideremos
uma carta 3-sigma,

LCS = E(R) 4+ 35D(R) = R + 35,,,
LCI =E(R)-35D(R) =R

Como estimar o, o desvio padrao de R,,? Tal como existem tabe-
las de E(R,, /o), usualmente designado por da = day,, também exis-
tem tabelas de SD(R,, /o), usualmente designado por ds = ds,,.

Como SD(R,,) = o ds,, tem-se
G, = d3o = d3R/da,
e consequentemente,

LCS = R(1 + 3d3/dy) =: R Dy,
LCI = Rmax(0,1 — 3ds/d3) =: R Ds.

Alguns valores destas constantes, em modelo Normal, aparecem
na tabela seguinte:

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ds 0.852 0.888 0.880 0.864 0.848 0.833 0.820 0.808 0.797
D3 0 0 0 0 0 0.076  0.136 0.184 0.223
Dy | 3.267 2575 2282 2115 2004 1924 1864 1.816 1.777

Estas cartas de controlo 3-sigma podem tornar-se perigosas pois
a estatistica R é altamente assimétrica, de forma a suportar os
valores 3, o que leva a dever considerar-se Cartas-R com base na
distribuicao de amostragem, i.e., cartas com limites de controlo

LCS = X1—-a/2,R © LCT = Xa/2,R>
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considerando-se usualmente o = 0.002.
Recorrendo aos pontos percentuais de W,, = R,,/o, que nao de-
pendem de parametros desconhecidos, tem-se

LCS = 564999,1% = X.999,w o= X 999, W R/dQv

LCT = 55001,1% = X.o01,w o= X.001,w R/dQ'

Pontos percentuais de W,, = R, /o, em modelo Normal(u, 0):

p
n .001 .005 .01 .025 .05 .95 975 .99 995 999
2 0.00 0.01 0.02 0.04 009 277 317 364 397 465
3 0.06 013 0.19 030 043 3.31 3.68 4.12 4.42 5.06
4 020 034 043 059 076 3.63 398 440 4.69 5.31
5 0.37 055 066 0.85 1.03 3.86 4.20 4.60 4.89 548
6 0.54 0.75 087 1.06 125 4.03 436 4.76 5.03 5.62
7 0.69 092 1.05 125 1.44 417 449 488 515 5.73
8 0.83 1.08 120 1.41 160 429 461 499 526 582
9 096 121 134 155 174 439 470 508 534 590
10 | 1.08 1.33 147 1.67 186 4.47 479 5.16 542 597

Modelos diferentes do modelo Normal, fornecerao pontos percen-
tuais diferentes para W,,, usualmente mais faceis de obter.

Consideremos mais uma vez o modelo Exponencial(), d). Note-se
que com Y = (X — \)/d, temos

Ry = Xpm — Xqim = 0 (Ynn - Yln) .
Usando a expressao (4.8), tem-se

+o0 —1

—x <€,x _ e—(x+r))" du

Fyn:n,ylm (T) =n 0

e
N 1
n(l—e™)"" / e de=(1—e")""",
0

a distribuicao do méaximo de n — 1 variaveis aleatorias i.i.d. pro-
venientes de um modelo Exponencial standard (veremos mais
adiante uma justificacao para esta distribuicao, recorrendo a falta
de memdria do modelo Exponencial).
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Entao .
n—
FRn (T) = (1 - 677‘/6) ;

e os Limites de Controlo, a um risco-a, em carta equilibrada, vém
dados por

LCS = =5 In (1-(1-a/2)/" ),
LCT = =5 In (1= (a/2)//"7V).

Se nos forem previamente fornecidos um valor médio po e um
desvio padrao og da caracteristica de qualidade X em estudo, os
limites de controlo 3-sigma, serao:

LCS = Mo + 300/\/’5
LCT = Mo — 30'0/\/57

LCS = dyog + 3dsog = op(da + 3d3)
LCI = 00 rnax(O, (d2 - 3d3))

CARTA-X : {

CARTA-R: {
Em linguagem de Controlo da Qualidade:
Ay = 3/ (dg\/’ﬁ) , Di=dy—3ds e Dy =dy+ 3ds. (51)

Algumas modificaces a esta carta sio sugeridas em Khoo & Lim?6
(2005).

5.3.3 Curva Caracteristica

A nogao de curva caracteristica de uma carta de controlo esta
directamente relacionada com a nocao de poténcia de um teste,
na linguagem usual da FEstatistica. Na realidade, uma carta de
controlo é, como ja vimos, um teste perpétuo, em que as hipdteses
sao:

26 Khoo, M.B. & E.G. Lim (2005). An improved R (Range) control chart
for monitoring the process variance. Quality and Reliability Engineering Int.
21, 43-50.
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Hy: o processo estd sob controlo (em Normal(u, o), por ex.)
Hj: o processo esta fora de controlo (em Normal(u, o’ > o)).

A curva caracteristica da-nos a probabilidade de uma observacao
futura cair dentro dos limites de controlo, quando H; é verdadeira
(erro de tipo II, §(+)). Temos pois, conforme explicitarmos em H;
uma hipétese unilateral ou bilateral, curvas do tipo:

Por exemplo, no caso da carta—R, e considerando em H; um
modelo Normal(p, o' = o 6), 6 # 1, teremos

LCT LCS
cco)=p0O) =P — < W, < —
(6) = 5(9) (09< n<09>7
valor este que se pode obter a partir das tabelas da distribuicao
da amplitude W,, em amostras de dimensao n de uma populagao

Normal(0,1).

Em Controlo da Qualidade é tradicional admitir que se esta a
trabalhar com estimativas precisas de p e o, nao se entrando pois
em linha de conta com a distribuicao de amostragem dos estimado-
res correspondentes, o que sendo obviamente errado de um ponto
de vista estatistico, nao conduz usualmente a erros graves.

Hillier?” (1964) examinou os erros cometidos quando nio se entra
em linha de conta com a distribuicdo de amostragem de X e de

T Hillier, F.S. (1964). X chart control limits based on a small number of
subgroups. Industr. Qual. Contr. 20, 24-29.
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R em cartas-X. Quando se pensa entdo na probabilidade de uma
futura média X cair fora das linhas de controlo, tem-se, com Ao
definido em (5.1),

X-X
p:1—]P<—A2< =

< AQ), (5.2)

onde agora X e R sio baseados em k amostras prévias de
dimensdo n. A partir da aproximacao de Patnaik®® (1950) para a

distribuigdo de R/co segue-se que (X —X)/R tem uma distribuigao
bem aproximada da da v.a

z (V1) +1/n) o VEET
¢ Xv/\VV c Vnk 7

onde Z é Normal(0,1), t, é uma v.a. t-de-Student com v graus
de liberdade, x2 ¢ uma v.a. x? com v graus de liberdade, c e v
constantes tabeladas, que sao obtidas igualando os dois primeiros
momentos de R/o e de cx, /y/v, sendo k o ntimero de amostras e
n a dimensao das amostras (ou subgrupos racionais).

A titulo ilustrativo, apresentamos a seguir tabelas de ¢ e v para
os valores usuais de n e k:

n 2 3 4 5

k v C v C v ¢ v C
1] 1.00 1.41 | 1.98 1.91 | 293 224 | 3.83 248
21192 128|383 1.1 |5.69 215 | 7.47 2.40
31282 123|566 1.77| 844 212 | 11.1 2.38
4 1371 121|749 1.75| 11.2 2.11 | 14.7 2.37
51459 119|930 1.74| 139 210 | 184 2.36

Hillier (1964) mostra que para n = 5 o valor de p, em (5.2), au-
menta, passando do seu suposto valor 0.0027 (correspondente a

28 Patnaik, P.B. (1950). The use of mean range as an estimator of variance
in statistical tests. Biometrika 37, 78-87.
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k = o0) a, por exemplo, 0.0044, 0.0067, 0.012 para k = 20, 10, 5,
respectivamente. Reciprocamente Hillier da, para n = 5 e para
vérios valores de k, os valores A3 que tornam

p*zl—IP(—A§<X‘;/X<A§>:a,

a = 0.001,0.0027(cartas 3-sigma), 0.01,0.025,0.05.

A curva caracteristica pode também ser obtida. Resultados seme-
lhantes podem ser obtidos para Cartas-R (Hillier?”, 1967).

Para uma anélise de erros cometidos ao usar cartas-padrao (para
modelo Normal) quando o modelo é nitidamente nao-Normal
veja-se também a monografia de Miranda®” (1992).

5.4 Cartas de Controlo para Variaveis
Qualitativas

Nesta seccao iremos referir brevemente os dois tipos de cartas
mais usuais para variaveis de tipo qualitativo, as Cartas—p, para
a fraccao rejeitada como nao conforme com as especificagoes, e as
Cartas—c, para o nimero de nao conformes, associadas a modelos
Binomial e de Poisson, respectivamente. Algumas modificacoes
sugeridas a este tipo de cartas, assim como informacao mais deta-
lhada sobre cartas de controlo para variaveis qualitativas, podem
ser encontradas, por exemplo, em Borror et al.3' (1998), McCool
& Joyner-Motley®? (1998), Morais & Natdrio®® (1998), Reynolds

29 Hillier, F.S. (1967). Small sample probability limits for the range chart.
J. Amer. Statist. Assoc. 63, 1488-93. Correction 63, 1549-50.

30 Miranda, M.C. (1992). Influéncia do Modelo em Cartas de Controlo. Tese
de Mestrado, DEIO, Faculdade de Ciéncias de Lisboa.

31 Borror, C.M., C.W. Champ & S.E. Rigdon (1998). Poisson EWMA control
charts. J. Quality Technology 30, 352-361.

32 McCool, J.I. & T. Joyner-Motley (1998). Control charts applicable when
the fraction nonconforming is small. J. Quality Technology 30, 240-247.

33 Morais, M.C. & I. Natario (1998). Improving an upper one-sided c-chart.
Communications in Statistics — Theory and Methods 27, 353-364.
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& Stoumbos®* (1999), Fang3® (2003), Khoo3¢ (2004), Wu & Luo3”
(2004), Morais & Pacheco®® (2006), Chan et al.3® (2007), Wu &
Jiao?® (2007) e Wu & Wang?*! (2007). Finalmente é de referir que
a monitorizacao de processos de alta qualidade exige a utilizagao
de cartas de controlo capazes de detectar pequenas alteragoes na
fraccao de nao conformes produzida, o que nao acontece com as
cartas usuais para atributos. Para colmatar esta lacuna podemos
recorrer, por exemplo, as cartas propostas em Ohta et al.*? (2001)

e em Chang & Gan®? (2007).

5.4.1 Carta—p

Seja X = Numero de observacoes nao conformes em n.
Admitamos que X segue um modelo Binomial(n,p).

Frequéncias absolutas: X1, Xo, ..., Xg.
Frequéncias relativas: p1,pa2,...,pk, pi = Xi/n, 1 <1 <k.

34 Reynolds, M.Jr. & Z.G. Stoumbos (1999). A CUSUM chart for monitoring
a proportion when inspecting continuously. J. Quality Technology 31, 87-108.

35 Fang, Y. (2003). C—charts, X—charts, and the Katz family of distributi-
ons. J. Quality Technology 35, 104-114.

36 Khoo, M.B. (2004). A moving average control chart for monitoring the
fraction non-conforming. Quality and Reliability Engineering Int. 20, 617-635.

3T Wu, Z. & H. Luo (2004). Optimal design of the adaptive sample size and
sampling interval np control chart. Quality and Reliability Engineering Int.
20, 553-570.

38 Morais, M.C. & A. Pacheco (2006a). Combined CUSUM-Shewhart sche-
mes for binomial data. Economic Quality Control 41, 43-57.

39 Chan, L.-Y., J. Ouyang & H.Y.-K. Lau (2007). A two-stage cumulative
quantity control chart for monitoring Poisson processes. J. Quality Technology
39, 203-223.

40 Wu, Z. & J. Jiao (2007). Evaluating and improving the unit and group-
runs chart. J. Quality Technology 39, 355-363.

1 Wu, Z. & Q. Wang (2007). An np control chart using double inspections.
J. Applied Statistics 34, 843-855.

42 Ohta, H., E. Kusukawa & A. Rahim (2001). A CCC — r chart for high-
yield processes. Quality and Reliability Engineering Int. 17, 439-446.

43 Chang, T.C. & F.F. Gan (2007). Modified Shewhart charts for high yield
processes. J. Applied Statistics 34, 857-877.
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Considerando a estimativa global de p,

k
p= Zpl/ ka
i=1
os limites de controlo serao entao:

LCT = max (o,p _ 3@) ,
LCS = min (1,?—!— 3vp(1 —ﬁ)/n) .

5.4.2 Carta—c

O produto manufacturado é por exemplo constituido por unida-
des de grande dimensao, como um radio, em que podem exis-
tir ndo conformidades em inimeros pontos, embora cada unidade
sé tenha alguns pontos nao conformes. Pode consequentemente
considerar-se que a v.a.,

X = Numero de nao conformidades,

segue uma distribuigdo de Poisson(c).

Como E(X) = Var(X) = ¢, temos os seguintes limites de controlo:

LCT = max (O,E - 3\@) . LOS=¢+3Ve

5.5 Cartas de Controlo Especiais

Estas cartas surgiram mais recentemente na literatura de modo
a colmatar algumas das deficiéncias das cartas de Shewhart, no
que diz respeito, por exemplo, a dificuldade em detectar peque-
nas alteracoes nos parametros do processo e a falta de robustez
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relativamente as hipdteses subjacentes a sua implementagao, no-
meadamente a independéncia e normalidade dos dados. Para de-
talhes sobre este tipo de cartas consultem-se as monografias de Fi-
gueiredo*® (1995), Morais*® (1995), Morais*® (2002), Figueiredo?”
(2003) e Antunes®® (2009), assim como as referéncias af citadas.

5.5.1 Cartas de Controlo para Maximos e Minimos
Seja

S = minlgign Xl

{ L= maxlgign Xi

Com base em observagoes prévias, admita-se que se tinham fixado
(L,S), onde L e S denotam respectivamente a média de k méaximos
e a média de k minimos, em amostras de dimensao n. Sob a vali-
dade do modelo Normal, temos para estimadores centrados de p
eo,

L+5S

" I-3
bes _

M =
dy '’

[§]

S| =

respectivamente.

Nas cartas 3-sigma de maximos e minimos temos entao os seguintes
limites de controlo:

LCS=p,+430,=L+35,, LCI=rp,—-30,=L-30,.

4 Figueiredo, F. (1995). Desenvolvimentos Recentes em Cartas de Controlo
— Cartas CUSUM e Cartas EWMA. Tese de Mestrado, DEIO, Faculdade de
Ciéncias de Lisboa.

45 Morais, M.C. (1995). Cartas de Controlo FSI e VSI para o Pardmetro
de Escala da Populagcao Weibull Tri-paramétrica. Dissertacao de Mestrado,
Instituto Superior Técnico, Universidade Técnica de Lisboa.

46 Morais, M.C. (2002). Stochastic Ordering in the Performance Analysis of
Quality Control Schemes. Tese de Doutoramento, Instituto Superior Técnico,
Universidade Técnica de Lisboa.

47 Figueiredo, F. (2003). Controlo Estatistico da Qualidade e Cartas Robus-
tas. Tese de Doutoramento, DEIO, Faculdade de Ciéncias de Lisboa.

4% Antunes, C.P. (2009). Awvaliagdo do Impacto da Correlagio em Sinais
Erroneos de Esquemas Conjuntos para o Valor Esperado e a Variancia. Dis-
sertacdo de Mestrado, Instituto Superior Técnico, Universidade Técnica de
Lisboa.
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Em modelo Normal, 0, = 04 =: d4 0, sendo d4 = d4, dado por

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
dq | 8256 7480 .7092 .6690 .6449 .6260 .6107 .5978  .5878

Teém-se entao os seguintes limites de controlo,
LCS:M—l-AgR, LCI:M—A:;R,

com
A3 =0.5+ 3d4/d2,

dado, em modelo Normal, por

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Az | 2.695 1.826 1.522 1.363 1.263 1.195 1.143 1.104 1.072

Estas cartas foram estudadas por Howell*? (1949) e por Austin®®
(1973), por entre outros.

Genericamente, em modelo F'(-), é usual recorrer-se a distribuicao
de amostragem do méximo e do minimo, dadas em (4.4) e em (4.5)
respectivamente, construindo em seguida uma carta equilibrada,
ie.,

LCS = Xl*a/Z;Xn:n’ LCI = XD‘/Q%Xl;n )

ou ainda

LOS = F Y ((1—-a/2)Y"), LOT=F'(1-(1-a/2)'/") (5.3)
onde F~Y(y) = inf{x : F(zr) > y} é, mais uma vez, a funcio
inversa generalizada de F(-).

Em modelo Normal é também frequente utilizar os Limites de Con-
trolo em (5.3) para uma Carta-M/m, tomando como aproximagao
para a inversa da f.d. Normal ® o valor

®~H(p) ~ 491 (p" — (1 - p)*M)

49 Howell, J.M. (1949). Control chart for largest and smallest values. Ann.
Math. Statist. 21, 615-616.

50 Austin, J.A., Jr. (1973). Control chart constants for largest and smallest
in sampling from a normal distribution using the generalized Burr distribution.
Technometrics 15, 931-933.
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fornecido em Walpole & Myers® (1993). Amin et al.??> (1999)
propoem uma carta de controlo baseada na maior e menor obser-
vagao da amostra, alternativa a esta.

5.5.2 Carta de Médias Méveis, MA

Na carta de médias mdveis, designada por carta-MA (de moving
average), representa-se a média moével de n observagoes, geral-
mente 4 ou 5, e em cada instante da representacao a observacao
mais antiga é desprezada em favor da mais recente para o célculo
da nova média. Os valores representados sao comparados com duas
linhas de acc¢ao, como no caso das cartas de Shewhart.

Estas cartas sao mais eficazes do que as cartas de médias na de-
teccao de pequenas mudancas, mas quando se pretende que as
especificacoes sejam cumpridas de forma mais apertada, as cartas
CUSUM e EWMA, a estudar na Seccgoes 5.5.3, sao preferiveis, pelo
facto de considerarem, com determinado peso, o valor de todas as
observagoes obtidas até ao instante da representacao, em vez de
actualizarem a estatistica de controlo apenas com o ultimo valor.
Outras cartas de controlo também baseadas em somas e médias
moéveis, mas diferentes destas, tém sido propostas na literatura,
por exemplo, em Bauer & Hackl®® (1980) e Dyer et al.?* (2003),
entre outros.

51 Walpole, R.E. & R.H. Myers (1993). Probability and Statistics for Engi-
neers and Scientists, 5th edition. Macmillan.

52 Amin, R.W., H. Wolff, W. Besenfelder & R.Jr. Baxley (1999). EWMA
control charts for the smallest and largest observations. J. Quality Technology
31, 189-206.

53 Bauer, P. & P. Hackl (1980). An extension of the MOSUM technique for
quality control. Technometrics 22, 1-7.

5 Dyer, J.N., BM. Adams & M.D. Conerly (2003). The reverse moving
average control chart for monitoring autocorrelated processes. J. Quality Te-
chnology 35, 139-152.
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5.5.3 Cartas CUSUM (cumulative sum) e EWMA
(exponentially weighted moving average)

Sao cartas alternativas as cartas de Shewhart, cujas estatisticas
de controlo sao do seguinte tipo:
i
Estatistica CUSUM: S; = Z (Wj—tgo) = Si—1+(m_90)7 So =0,
j=1

Estatistica EWMA: Z; = A\W,; + (1 — )\)Zi—la Zo=10p, 0 <A<,

onde a estatistica W; a acumular é, em geral, um estimador cen-
trado do parametro 6y que se pretende monitorizar, ou simples-
mente as observacoes individuais. O parametro A na estatistica
EWMA ¢ responsavel pela atribuicdo de pesos diferentes as
observacoes recente e anteriores. Os valores destas estatisticas
serao comparados com duas linhas de acgao, tal como no caso
das cartas de Shewhart.

Principais vantagens deste tipo de cartas:
e Em cada instante usam informagao contida em todos os pon-
tos amostrais;

e S0 mais sensiveis a pequenos desvios no processo;

e S30 menos sensiveis a hipétese de normalidade, sendo por
isso mais adequadas quando trabalhamos com observacoes
individuais.

Exemplo: Para ilustrar a sensibilidade de uma estatistica do tipo
CUSUM a pequenas alteragoes ocorridas no valor médio de um
processo, consideremos dados aleatoriamente gerados em compu-
tador, apresentados na tabela que se segue, juntamente com os
valores da estatistica CUSUM, S; = Z;Zl(Xj — o) = Si—1 +
(X — o), So = 0. As primeiras 20 observagdes sao provenientes
de um modelo Normal(10, 1), e as tltimas 10 observagoes sao pro-
venientes de modelo Normal(10.5,1), i.e., houve uma alteragao no

valor médio de 0.50.
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Enquanto a carta-X é completamente insensivel a alteracdo, a
representagao grafica da estatistica CUSUM, baseada nas préprias
observacoes, apresenta uma tendéncia crescente, a partir do ponto
amostral nimero 22, como se depreende da figura seguinte.

1 9.45 -0.55  -0.55 -3 3
2 7.99 -2.01  -2.56 -3 3
3 9.29 -0.71  -3.27 -3 3
4 11.66 1.66 -1.61 -3 3
5 12.16 2.16 0.55 -3 3
6 10.18 0.18 0.73 -3 3
7 8.04 -1.96 -1.23 -3 3
8 11.46 1.46 0.23 -3 3
9 9.20 -0.80  -0.57 -3 3
10 10.34 0.34 -0.23 -3 3
11 9.03 -0.97  -1.20 -3 3
12 11.47 1.47 0.27 -3 3
13 10.51 0.51 0.78 -3 3
14 9.40 -0.60 0.18 -3 3
15 10.08 0.08 0.26 -3 3
16 9.37 -0.63  -0.37 -3 3
17 10.62 0.62 0.25 -3 3
18 10.31 0.31 0.56 -3 3
19 8.52 -1.48  -0.92 -3 3
20 10.84 0.84 -0.08 -3 3
21 10.40 0.40 0.32 -3 3
22 8.83 -1.17  -0.85 -3 3
23 11.79 1.79 0.94 -3 3
24 11.00 1.00 1.94 -3 3
25 10.10 0.10 2.04 -3 3
26 10.58 0.58 2.62 -3 3
27 9.88 -0.12 2.50 -3 3
28 11.12 1.12 3.62 -3 3
29 10.81 0.81 4.43 -3 3
30 10.02 0.02 4.45 -3 3
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Cartas CUSUM

Estas cartas foram introduzidas por Page®® (1954). A estatistica
mais frequentemente utilizada para monitorizar o valor médio de
um processo €
i
S; = Z(YJ — /Lo) =S;_1+ (YZ — ,u()), So = 0, (5.4)
j=1

onde X ; representa a média da j-ésima amostra de dimensao n
retirada do processo e pg denota o valor médio pretendido.

Note-se que o impacto visual destas cartas é elevado, pois mu-
dancas no valor médio sao detectadas por mudancas na inclinacao
dos pontos representados.

Sob a validade de Hy : X é Normal(ug, o), a estatistica S; flutuara
estocasticamente em torno de 0, i.e., trata-se na realidade de um
passeio aleatdrio, com valor médio 0.

Sob a validade de H; : X é Normal(u1,0), p1 > po, existird uma
tendéncia crescente nos pontos representados. Analogamente, sob

55 Page, E.S. (1954). An improvement to Wald’s approximation for some
properties of sequential tests. J. Royal Statist. Soc. B 16, 136-139.
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a validade de Hy : X é Normal(ui,0), pu1 < po, existird uma
tendéncia decrescente.

Para determinar se o processo estd ou nao sob controlo, e em parti-
cular para detectar alteragoes de determinada amplitude no valor
médio do processo, Barnard® (1959) tornou popular a utilizacio
de uma mdscara-V (V-mask), com o seguinte aspecto grafico,

° \/

. N
* \ * Ultima observagdo recolhida

a qual ja tinha sido sugerida inicialmente por Page (1954).

O parametro d mede a distancia entre o ultimo ponto S; represen-
tado na carta e o vértice da méscara. O parametro 6 corresponde
a metade do angulo entre os bracos, sendo a méascara simétrica. A
medida que se dispée de um novo S;, vamos deslocando a méscara.

Sob a validade de Hy, todos os pontos tém de estar entre os
bragos da maéascara. O primeiro valor S; que fica fora dos bracos
da maéscara assinala o instante em que o processo deixou de es-
tar sob controlo. Se o braco inferior é atravessado isso indica um
aumento no valor médio do processo, enquanto o cruzamento do
brago superior significa que houve uma reducao no valor médio.

Pode ainda determinar-se uma estimativa do valor médio do pro-
cesso, face a inclinagdo dos pontos da carta. Assim, para dois
instantes de tempo ¢ e j, convenientemente escolhidos, tem-se a

56 Barnard, G.A. (1959). Control charts and stochastic processes. J. Royal
Statist. Soc. B 21, 239-257.
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seguinte estimativa para o valor médio do processo de produgao:
N S — S
= po+t ———".
t—=J
E evidente que as propriedades da carta de controlo associada
a mascara dependem da escolha dos parametros d e 6 que per-
mitem a sua construgdo. Basta referir, por exemplo, que quanto
maior forem os valores destes parametros, menos frequentes serao
as interrupcoes do processo. Varios estudos efectuados, veja—se
por exemplo Kemp®” (1961), levaram a concluir que, em muitas
situacoes, uma escolha satisfatéria para estes parametros é a se-

guinte:
(2, (18 N
d—<52>ln< a) e 0 =tan <2A’>’

sendo « e B os erros de tipo I e tipo II, repectivamente, A a
alteracdo no valor médio do processo que pretendemos detectar
medida em unidades do desvio padrdo de X, i.e., A = do,e Aum
factor de escala que relaciona a unidade da escala vertical usada
para representar as somas S; com a unidade da escala horizontal
usada para representar a ordem ¢ das amostras, considerando-se
usualmente A = 20_.

Finalmente ¢é de referir que estes parametros que definem a V-mask
estao relacionados com os parametros que definem o plano de de-
cisao intervalar equivalente a carta CUSUM, a seguir definido, mas
nao iremos aqui apresentar essas relacoes, pelo facto de a utilizacao
da V-mask ter caido em desuso, face a introducao dos planos de
decisao intervalar.

Planos de Decisao Intervalar

A carta CUSUM, em (5.4), é equivalente & utilizagao de dois proce-
dimentos de decisao sequencial simultaneos, propostos por Ewan

57 Kemp, K.W. (1961). The average run-length of the cumulative sum chart
when a V-mask is used. J. Royal Statist. Soc. B 23, 149-153.
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& Kemp®® (1960), um para detectar aumentos no nivel médio,
plano de decisdo intervalar superior, e outro para detectar dimi-
nuigoes, plano de decisao intervalar inferior, definidos em (5.5) e
(5.6), respectivamente:

S = max {0,857, + (X —po) —k}. ST =0, (5.5)

S7 =min{0,5_, + (Xi — po) +k}, Sy =0, (5.6)

)

onde o parametro positivo k, denominado valor de referéncia, esta
associado a amplitude de mudanca no valor médio do processo,
que é importante detectar rapidamente. O parametro positivo
h, denominado intervalo de decisao, esta associado a medida de
variabilidade do processo, e como tal a regra de decisao. Em geral
considera-se h = bog e k = |u1 — po|/2, onde oy denota o desvio
padrao do processo sob controlo e |u; — po| a alteragdo que se
pretende detectar no valor médio do processo. Tem-se entao:

Regra de decisao para o plano superior:

e Se S;“ permanece nao negativo e inferior ou igual a h, o teste
continua;

e Se S;r é superior a h, decide-se que o valor médio mudou
para um nivel mais alto e o plano termina para que seja
tomada uma accao adequada;

e Se S;r é negativo nenhuma acgao é tomada, a nao ser colocar
SZ-+ em zero.

Regra de decisao para o plano inferior:

e Se S, permanece nao positivo e superior ou igual a —h, o
teste continua;

e Se S; ¢ inferior a —h, decide-se que o valor médio mudou
para um nivel mais baixo e o plano termina para que seja
tomada uma accao adequada;

8 Ewan, W.D. & K.W. Kemp (1960). Sampling inspection of continuous
processes with no autocorrelation between sucessive results. Biometrika 47,
363-380.
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e Se S, é positivo nenhuma acg¢ao é tomada, a nao ser colocar
S, em zero.

Regra de decisao para o plano bilateral:
e Se Sj < heS; > —h, o teste continua,;

e Na primeira ocasido em que S;r > h ou S; < —h, decide-se
que o valor médio mudou e o plano termina para que seja
tomada uma accao adequada.

Note—se que o valor de referéncia k é subtraido ou adicionado a
cada observacao da estatistica de controlo, consoante se trate do
plano superior ou do plano inferior, respectivamente. Este proce-
dimento tem por objectivo evitar que as somas cumulativas Sj
e S; aumentem ou diminuam muito rapidamente pela simples
ocorréncia casual de varios valores consecutivos acima ou abaixo
de pg, originando assim a emissao de muitos falsos alarmes. Por
outras palavras, a introdugao do valor k£ tem como efeito empurrar
a soma Sj para baixo e a soma S; para cima, caso o valor médio
do processo esteja a ser cumprido, i.e, seja igual a .

Por outro lado, como apenas os valores X; — jio acima de k incre-
mentam S;L , esta soma tende a decrescer a longo prazo, levando
o plano a indicar erroneamente uma reducao no valor médio, pelo
que, para evitar esta situacao, se limita Sf a valores positivos ou
nulos. Analogamente, apenas os valores X; — 119 abaixo de —k di-
minuem S, , e entao esta soma tende a aumentar a longo prazo, le-
vando o plano a indicar erroneamente um aumento no valor médio,
pelo que limitamos S;  a valores negativos ou nulos.

Relativamente a escolha dos valores iniciais da estatistica CUSUM,
Lucas & Croisier® (1982) defenderam a utilizacio do procedi-
mento de resposta rdpida FIR — Fast Initial Response —nos planos
CUSUM para controlar o valor médio, com o objectivo de melho-
rar a sensibilidade da carta no inicio do processo ou apds ter sido

5 Lucas, J.M. & R.B. Croisier (1982). Fast initial response for CUSUM qua-
lity control schemes: properties and enhancements. Technometrics 32, 1-29.
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dado um sinal de fora de controlo, bastando para tal considerar os
seguintes head-starts: S§ = h/2 e Sy = —h/2.

Se o processo se inicia sob controlo, a estatistica CUSUM depressa
tende para zero e estes valores iniciais tém pouco efeito no de-
sempenho do plano. Se o processo se inicia fora de controlo, estes
valores permitem que a alteracao seja detectada mais rapidamente
do que acontece numa carta CUSUM sem FIR.

Mais detalhes sobre este tipo de cartas podem ser encontrados em
Hawkins & Olwell®® (1998), Reynolds & Stoumbos® (2004) e Shu
et al.%? (2008).

Cartas EWMA

Estas cartas sdo essencialmente devidas a Roberts® (1959) e a
Hunter® (1986). A estatistica EWMA mais frequentemente utili-
zada para monitorizar o valor médio de um processo é

Zy=AXi+(1 =N 21, Zo=po, 0<A<1 (5.7)

Note-se que para valores de A préximos de um as observagoes mais
recentes do processo tém maior peso, e portanto a carta EWMA
aproxima-se da carta X, obtendo-se mesmo a carta de médias se
A = 1. Para valores de A préximos de zero a observagao recente
tem pouco peso e a carta EWMA aproxima-se da carta CUSUM.
Assim, as cartas EWMA representam um compromisso entre as
cartas de Shewhart usuais e as cartas CUSUM, as primeiras bas-

50 Hawkins, D.M. & D.H. Olwell (1998). Cumulative Sum Charts and Char-
ting for Quality Improvement. Springer-Verlag.

61 Reynolds, M.Jr. & Z.G. Stoumbos (2004). Should observations be grouped
for effective process monitoring. J. Quality Technology 36, 343-366.

2 Shu, L., W. Jiang & K.-L. Tsui (2008). A weighted CUSUM chart for
detecting patterned mean shifts. J. Quality Technology 40, 194-213.

53 Roberts, S.W. (1959). Control chart tests based on geometric moving
averages. Technometrics 1, 239-250.

54 Hunter, J.S. (1986). The exponentially weighted moving average. J. Qua-
lity Technology 8, 1-12.
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tante eficientes para detectar grandes mudancas no valor médio
do processo e as tltimas para detectar pequenas mudangas.

A estatistica EWMA é na realidade uma estatistica de médias
moéveis, pois

t—1
Zy =X _(1=NXj+ (1= N2,
=0

onde os pesos A(1 — \)? decrescem geometricamente com a idade
da média amostral, sendo a sua soma unitaria. Por este motivo
esta carta é muitas vezes designada por carta-GMA, de Geometric
Moving Average.

E de referir ainda que esta estatistica aparece muitas vezes em
problemas de modelacao de séries temporais e em previsao, e neste
contexto costuma escrever-se na seguinte forma:

Zy=Zi 1+ MNXt —Z4 1) = Z4 1+ X ey,

onde Z;_i representa uma previsao para o valor médio no instante
tee = Xy — Z;_1 o erro de previsao.

Se considerarmos que as médias Xy, em (5.7), sdo independentes,
com variancia o2 /n, entdo a variancia de Z; é dada por

o2 = o (2_AA> (1—(1=X?),

n

que, quando t — o0, se aproxima de

2o (A
z  p\2=-)\/"

Temos entao os limites de controlo usuais da carta EWMA,

[ A [ A
LCI—,U,O*BO'O m, LCS—HO+30'0 m,
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onde pg e op denotam as normas para o valor médio e para o
desvio padrao do processo sob controlo, sendo em geral necessario
estimé-las. Para os primeiros valores é usual considerar os limites
de controlo exactos,

fo £ 3 ;%\/(210 (1—(1—A\)2).

Nas cartas EWMA construidas para pequenos valores de A, diga-
mos A < 0.25, é conveniente usar um procedimento FIR, andlogo
ao proposto por Lucas & Croisier (1982) para as cartas CUSUM,
com o objectivo de tornar a carta mais sensivel no inicio do pro-
cesso, ja que para valores pequenos de A a variancia da estatistica
de controlo converge lentamente para o seu valor assintético.

Para detalhes sobre estas cartas consultar, por exemplo, Hackl &
Ledolter®® (1991), Gan%® (1995), SteinerS” (1999), Jiang et al.%®
(2000), Castagliola® (2001), Chen et al.™’ (2001), Morais & Pa-
checo™ (2006) e Shu & Jiang™ (2008).

55 Hackl, P. & J. Ledolter (1991). A control chart based on ranks. J. Quality
Technology 23, 117-124.

6 Gan, F.F. (1995). Joint monitoring of process mean and variance using
exponentially weighted moving average control charts. Technometrics 37, 446-
453.

67 Steiner, S.H. (1999). EWMA control charts with time-varying control
limits and fast initial response. J. Quality Technology 31, 75-86.

68 Jiang, W., K.-L. Tsui & W.H. Woodall (2000). A new SPC monitoring
method: the ARMA chart. Technometrics 42, 399-410.

59 Castagliola, P. (2001). An X /R-EWMA control chart for monitoring the
process sample median. Int. J. of Reliability, Quality and Safety Engineering
8, 123-135.

" Chen, G., S.W. Cheng & H. Xie (2001). Monitoring process mean and
variability with one EWMA chart. J. Quality Technology 33, 223-233.

™ Morais, M.C. & A. Pacheco (2006b). Assessing the impact of head starts
in the performance of one-sided Markov-type control schemes. Sequential
Analysis 25, 405-420.

™2 Shu, L. & W. Jiang (2008). A new EWMA chart for monitoring process
dispersion. J. Quality Technology 40, 319-331.
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5.6 Miscelanea de Cartas de Controlo

Para além das cartas atras referidas e mais usadas na pratica,
muitas outras cartas tém sido propostas na literatura. Entre elas
temos:

5.6.1 Cartas para Processos Short-runs, Batch e
Multiple-stream

Sao cartas de controlo especificas para processos com uma baixa
taxa de producao, conhecidos por short-runs processes, cartas para
processos em que podem ser produzidos itens em grandes quan-
tidades de uma sé vez, conhecidos por batch processes, e cartas
para processos que envolvem, por exemplo, diferentes maquinas
e diferentes operadores, conhecidos por multiple stream processes.
Alguns exemplos deste tipo de cartas podem ser encontrados em
Chan et al.™ (1996), Grimshaw et al.™ (1998), Yoo et al.”® (2004)
e Xiang & Tsung’® (2008).

5.6.2 Cartas nao Paramétricas

Quando existe uma forte evidéncia de que a hipotése de normali-
dade subjacente & implementagao da maior parte das cartas tra-
dicionais nao se verifica, podemos optar por uma abordagem nao
paramétrica, recorrendo por exemplo a metodologia bootstrap ou a
outros estimadores nao paramétricos para a construcao da carta.
Veja-se, por exemplo, Alloway & Raghavachar (1991), Seppala et
al. (1995), Liu & Tang (1996), Pappanastos & Adams (1996),

™ Chan, L.K., D.B. Macpherson & P.H. Xiao (1996). Standardized p control
charts for short runs. Int. J. of Quality and Reliability Management 13, 88-95.

™ Grimshaw, S.D., S.D. Shellman & A.M. Hurwitz (1998). Real-time process
monitoring for changing inputs. Technometrics 40, 283-296.

™ Yoo, C.K., J.-M. Lee, P.A. Vanrolleghem & I.-B. Lee (2004). On-line mo-
nitoring of batch processes using multiway independent component analysis.
Chemometrics and Intelligent Laboratory Systems 71, 151-163.

"0 Xiang, L. & F. Tsung (2008). Statistical monitoring of multi-stage pro-
cesses based on engineering models. IIE Transactions 40, 957-970.
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Wu & Wang (1996), Champ & Rigdon (1997), Jones & Woodall
(1998), Cox & Iguzquiza (2001), Vermaat et al. (2003), Figuei-
redo & Gomes (2004), Albers et al. (2005), referenciados sé na
Bibliografia, e Chakraborti et al.”” (2009).

5.6.3 Cartas para Perfis

Em muitas situacoes praticas a caracteristica de qualidade que
pretendemos monitorizar é definida por uma relagao — perfil — en-
tre duas ou mais variaveis. Neste sentido tém sido desenvolvidas
cartas de controlo especificas para monitorizagao de perfis lineares
— linear profiles — entre outros. Note—se que na construcao destas
cartas estao envolvidos procedimentos de regressao, e eventual-
mente de andalise de dados multivariados como os de reducao de
dimensao, entre outros. Para mais detalhes pode consultar-se Kim
et al.™® (2003), Woodall et al.™ (2004) e Zou et al.’® (2007),
entre outros trabalhos.

5.6.4 Outras Cartas Univariadas

Muitas outras areas da estatistica, e nao s, tém contribuido para o
desenvolvimento de novos instrumentos de Controlo da Qualidade.
Entre a grande diversidade de cartas de controlo existentes, encon-
tramos cartas baseadas em algoritmos genéticos, redes neuronais
e metodologia bayesiana, por exemplo. Algumas dessas cartas sao

™" Chakraborti, S., S. Eryilmaz & S.W. Human (2009). A phase II nonpa-
rametric control chart based on precedence statistics with runs-type signaling
rules. Computational Statistics and Data Analysis 53, 1054-1065.

™ Kim, K., M.A. Mahmoud & W.H. Woodall (2003). On the monitoring of
linear profiles. J. Quality Technology 35, 317-328.

™ Woodall, W.W., D.J. Spitzner, D.C. Montgomery & S. Gupta (2004).
Using control charts to monitor process and product quality profiles. J. Quality
Technology 36, 309-320.

80 Zou, C., C. Zhou, Z. Wang & F. Tsung (2007). A self-starting control
chart for monitoring linear profiles. J. Quality Technology 39, 364-375.
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descritas em Noorossana et al.8! (2003), Aparisi & Garcia-Diaz®?
(2004), Costa & Rahim®® (2006), Erto & Pallotta®® (2007), Kang
et al.® (2007) e Torng & Lee® (2009).

5.6.5 Cartas de Controlo Multivariadas

Os avangos nas técnicas de aquisi¢cao de dados on-line leva a in-
troducgao de sistemas automaticos de inspeccao em tempo real, e
consequentememte & necessidade de utilizar ferramentas para mo-
nitorizar grandes quantidades de dados, em geral multivariados.
Note-se ainda que a qualidade global de um produto é em ge-
ral determinada em funcao de varias caracteristicas de qualidade,
quase sempre correlacionadas, pelo que a monitorizacao conjunta
destas caracteristicas é mais eficaz do que a monitorizacao indivi-
dual de cada uma delas através de cartas de controlo univariadas.
Um dos problemas que surge na monitorizacao de dados multi-
variados é o da interpretacao de um sinal de fora de controlo.
Para o solucionar é necessario desenvolver métodos de diagndstico
que permitam identificar quais as variaveis que sao responsaveis
pela emissao de sinal, o que nem sempre é ficil, nomeadamente
quando se utilizam métodos de reducao de variaveis. Por todos
estes motivos, a extensao de cartas de controlo a dados multiva-

81 Noorossana, R., M. Farrokhi & A. Saghaei (2003). Using neural networks
to detect and classify out-of-control signals in autocorrelated processes. Quality
and Reliability Engineering Int. 19, 493-504.

82 Aparisi, F. & J.C. Garcia-Diaz (2004). Optimization of univariate and
multivariate exponentially weighted moving-average control charts using ge-
netic algorithms. Computers and Operations Research 31, 1437-1454.

83 Costa, A.F. & M.A. Rahim (2006). A synthetic control chart for monito-
ring the process mean and variance. J. of Quality in Maintenance Engineering
12, 81-88.

84 Erto, P. & G. Pallotta (2007). A new control chart for Weibull technologi-
cal processes. Quality Technology and Quantitative Management 34, 553-567.

8 Kang, C.W., M.S. Lee, Y.J. Seong & D.M. Hawkins (2007). A control
chart for the coefficient of variation. J. Quality Technology 39, 151-158.

86 Torng, C.-C. & P.-H. Lee (2009). The performance of double sampling X
control charts under non-normality. Communications in Statistics — Simulation
and Computation 38, 541-557.
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riados tem sido largamente estudada na literatura. Veja-se, entre
outros trabalhos, Lowry et al. (1992), Fuchs & Benjamini (1994),
Liu (1995), MacGregor & Kourti (1995), Qiu & Hawkins (2001),
Sullivan & Jones (2002), Vargas (2003), Chang & Bai (2004), Ji-
ang (2004), Lee et al. (2004), Runger & Testik (2004), Testik
& Borror (2004), Hawkins et al. (2007), Huwang et al. (2007),
Runger et al. (2007), Gonzaléz & Sanchez (2008), Morais et al.
(2008), Wang & Tsung (2008), referenciados s6 na Bibliografia, e
Bandulasiri & Scariano®” (2009).

5.7 Politicas Amostrais

Politica FSI — Os intervalos amostrais (intervalos entre qualquer
par de observagoes fixas e consecutivas) sao fixos e iguais a d > 0.

Politica VSI — Os intervalos amostrais variam, dependendo da
localizagao das observacoes recolhidas. Se o valor da estatistica
sumadria estiver muito afastado da linha central, mas nao o su-
ficiente para se emitir sinal de perda de controlo, antecipa-se a
recolha de uma nova amostra. Se o valor da estatistica sumaria se
encontrar perto do alvo da carta de controlo, adia-se o instante de
recolha da préxima amostra.

Temos usualmente dois intervalos amostrais distintos:

di,ds : 0 < dy < do.

A regiao de continuagao da carta, C' = (LCI, LCS), serd também
dividida em duas sub-regioes

01,02:01002:@, Ciuly,=0C,

a que estao associados o menor e o maior dos intervalos amostrais,
respectivamente.

87 Bandulasiri, A. & S.M. Scariano (2009). The robustness of the three-
way chart to non-normality. Communications in Statistics — Simulation and
Computation 38, 441-453.
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G < 4
©2 +—— ¢,
Cy +— g

Seja W, a estatistica sumaria associada a N-ésima amostra
noZons -5,y ). O intervalo amostral que precede a
(N + 1)-ésima recolha é portanto uma varidvel aleatéria

r, = (z

D _ di se W, eC
N do se WNECQ.

Esta particao de C' é feita considerando, para além dos limites de
controlo, duas linhas adicionais chamadas Limite de Vigilancia In-
ferior (LVI) e Limite de Vigilancia Superior (LVS), determinadas
de acordo com as propriedades pretendidas para a carta, como se
refere na seccao seguinte, obtendo—se

Cy = (LCI,LVI)U(LVS,LCS) e Cy=(LVI,LVS).

Tal como a politica VSI pode melhorar a eficiéncia de uma carta
de controlo relativamente a politica FSI, a utilizacdo de uma di-
mensao amostral varidvel podera também aumentar a eficiéncia de
uma carta de controlo, com menos problemas do ponto de vista
administrativo. Obviamente que a implementagao de uma carta
de controlo em que se usa uma taxa de amostragem varidvel, mais
intensa sempre que existe suspeita de problemas no processo e
menos intensa quando tal suspeita nao existe, é mais complicada,
estando por isso a sua escolha dependente dos beneficios que dai
possam advir.

Politica FSS — A dimensao das amostras retiradas para inspeccao
é fixa e igual a n.
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Politica VSS — A dimensao das amostras varia, dependendo da
localizacao das observagoes recolhidas.

Em geral usa-se apenas duas dimensoes diferentes, ni e ng, sendo
n1 > no, € a alternancia entre estas duas dimensoes ¢ feita de modo
semelhante ao referido para a politica VSI, dividindo a regiao C
de continuacdo da carta em duas regices, C7 e Co, como se disse
atras. Se o valor da estatistica sumaria estiver muito afastado da
linha central, mas nao o suficiente para se emitir sinal de perda de
controlo, a amostra seguinte terd dimensao n; (mais elevada). Se
o valor da estatistica sumaria se encontrar perto do alvo da carta
de controlo, a amostra seguinte tera dimensao ny (mais baixa).

Detalhes sobre varias politicas amostrais, incluindo as politicas
VSSI (intervalos e dimensoes amostrais varidveis) e VSIFT (in-
tervalos amostrais varidveis em intervalos de tempo fixos), podem
ser encontrados em Reynolds et al.®® (1988), Reynolds® (1996),
Costa” (1999), Morais & Pacheco” (2007) e Dias & Infante??
(2008), por exemplo.

5.8 Medidas de Desempenho

Seja W a estatistica suméria de controlo, e seja C a regido de
continuacdo da carta de controlo.

Como ja se disse anteriormente uma carta de controlo é um teste
de hipoteses relativo a um parametro desconhecido 6. Quando o

8 Reynolds, M.Jr., R.W. Amin, J.C. Arnold & J.A. Nachlas (1988). X
charts with variable sampling intervals. Technometrics 30, 181-192.

89 Reynolds, M.Jr. (1996). Shewhart and EWMA variable sampling interval
control charts with sampling at fixed times. J. Quality Technology 28, 199-212.

9 Costa, A.F. (1999). Joint X and R charts with variable sample sizes and
sampling intervals. J. Quality Technology 31, 387-397.

91 Morais, M.C. & A. Pacheco (2007). Shewhart schemes with variable
sampling intervals revisited. Sequential Analysis 26, 265-282.

92 Dias, J.R. & P. Infante (2008). Control charts with predetermined sam-
pling intervals. Int. J. of Quality and Reliability Management 25, 423-435.
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estado é de controlo (estado IN) temos a validade da hipétese nula
Hy: 0 = 6.

De entre as medidas de desempenho usualmente consideradas des-
tacamos as seguintes:

o Risco-a:=P(OUT|IN) =P (W & C0 = 6y).

e Curva Caracteristica =: CC(0) = p(0) = P(W € Cl6),
0 €O, com () =1-—a.

e NSS ou RL (Number of Samples to Signal ou Run Length) —
numero de amostras recolhidas desde o instante de (re)inicio
do processo — instante 0 — até ao instante em que é emi-
tido o sinal de perda de controlo. Deverao ser contabili-
zadas a amostra recolhida no instante de (re)inicio do pro-
cesso de produgao, bem como as recolhidas posteriormente,
excluindo-se a amostra responséavel pela emissao do sinal.

e ANSS ou ARL (Average Number of Samples to Signal) :=
E(NSS).

e TS (Time to Signal) — tempo decorrido desde o (re)inicio
do processo até ao instante em que é recolhida a amostra
responsavel pela emissao de sinal de perda de controlo.

o ATS (Average Time to Signal) := E(TS).
Como NSS = NSS(0) é uma v.a. geométrica, de suporte 1,2, ...
e de parametro 1 — 3(0), tem-se
_ 1

1—3(0)’

qualquer que seja a politica amostral adoptada.

ANSS(0)

Como TS é o tempo decorrido desde o (re)inicio do processo até
ao instante em que ¢é recolhida a amostra responsavel pela emissao
de sinal de perda de controlo, tem-se

dNSS para a politica F.ST

TS = NSS
>. D, , para a politica VSI.
N=1
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O tempo médio até sinal serd pois

d ANSS para a politica F'ST

B _ NSS
ATS =E(TS) = E ( 3 DN_1> para a politica V S1.
N=1

O ATS = ATS(0) vai depender da politica amostral, e tem-se:
Para a politica FSI: ATS,,(6) = %.
Para a politica VSI temos de calcular

POV ECilO)

i(0)=P(D=d;ilWeC,0)= —————,i=1,2,

a probabilidade de utilizacao do intervalo amostral d;, ¢ = 1,2,
quando o parametro a testar toma o valor 8, tendo-se

m:mDmAN&wyﬁmﬂﬁzgf@.

Embora possa acontecer que as alteracoes nos parametros estejam
presentes desde que o processo de controlo se (re)inicia, em geral
0 processo inicia-se com as normas para os parametros a serem
cumpridas e a mudanca ocorre posteriormente, possivelmente en-
tre a recolha de amostras para inspeccao. Por este motivo, para
avaliar o desempenho de uma carta de controlo deveria calcular—se
o tempo médio decorrido desde que a mudanca ocorre até que a
carta a assinala, valor este que é designado na literatura por tempo
médio ajustado até sinal, sendo denotado por AATS, de Adjusted
Average Time to Signal. No entanto, dada a dificuldade em co-
nhecer a distribuicao da estatistica de controlo no instante em que
ocorre a mudanga, e atendendo a que os valores ATS e AATS
sao muito proximos excepto no caso de ocorréncia de grandes al-
teracoes, é usual considerar-se como medida de desempenho o valor
ATS em vez do AATS, por questoes de simplificagao.

ATS

VSI(

Em estudos de simulacao é ainda usual calcular-se uma outra
medida diferente, denominada steady state ATS, e que se denota
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por SSATS. Neste caso, admitimos que a mudanga ocorre apés o
processo estar a decorrer hé algum tempo, e que, condicional a
nao existéncia de falsos alarmes, a estatistica de controlo ja tinha
atingido uma distribuicao estacionaria no instante de recolha da
amostra imediatamente anterior a ocorréncia de alteracgao.

Varios estudos realizados sobre o desempenho de cartas de con-
trolo mostram que a presenca de autocorrelagdo e a nao nor-
malidade dos dados subjacentes ao processo tém influéncia no
desempenho das cartas implementadas sob a hipdtese de inde-
pendéncia e normalidade, assim como a eventual estimacao de al-
guns parametros associados ao processo, obtendo-se em geral uma
carta com uma taxa de falsos alarmes muito superior ou inferior a
esperada. Veja-se, por exemplo, alguns desses estudos em Schilling
& Nelson ?3 (1976), Balakrishnan & Kocherlakota® (1986), Bai
& Choi” (1995), Amin et al.%6 (1997), Zhang?” (1998), Amin &
Lee® (1999), Lu & Reynolds? (1999), Shore!® (2003) e Casta-
gliola & Tsung!®! (2005), entre outros.

98 Schilling, E.G. & P.R. Nelson (1976). The effect of non-normality on the
control limits of the X charts. J. Quality Technology 8, 183-188.

94 Balakrishnan, N. & S. Kocherlakota (1986). Effects of nonnormality on
X charts: single assignable cause model. Sankhyd: The Indian Journal of
Statistics 48, 439-444.

9 Bai, D.S. & LS. Choi (1995). EWMA control charts for monitoring the
mean of autocorrelated processes. J. Quality Technology 27, 120-131.

% Amin, R.W., W. Schmid, & O. Frank (1997). The effects of autocor-
relation on the R-chart and the S%-chart. Sankhyd: The Indian Journal of
Statistics 59 B, 229-255.

97 Zhang, N.F. (1998). A statistical control chart for stationary process data.
Technometrics 40, 24-38.

9% Amin, R.W. & S.J. Lee (1999). The effects of autocorrelation and outliers
on two—sided tolerance limits. J. Quality Technology 31, 286-300.

9 Lu, C-W. & M.Jr. Reynolds (1999). Control charts for monitoring the
mean and the variance of autocorrelated processes. J. Quality Technology 31,
259-274.

100 Shore, H. (2004). Non-normal populations in quality applications: a re-
visited perspective. Quality and Reliability Engineering Int. 20, 375-382.

101 Castagliola, P. & F. Tsung (2005). Autocorrelated SPC for non-normal
situations. Quality and Reliability Engineering Int. 21, 131-161.
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No caso de ser necessario estimar parametros do processo, estes
estudos sugerem o recurso a um elevado niimero de subgrupos ini-
ciais para a estimacao e a determinacao dos limites de controlo de
forma robusta, de modo a obtermos cartas com propriedades seme-
lhantes as das cartas implementadas com limites exactos (veja-se
Quesenberry, 2 1993, Nedumaran & Pignatiello, 1% 2001, Jo-
nes'%, 2002, Yang et al.'%®, 2002, Jones et al.'%, 2004 e Bischak
& Trietsch!®7, 2007).

Alguns estimadores robustos adequados num contexto de SPC e
algumas cartas de controlo mais robustas do que as usualmente uti-
lizadas na pratica, podem encontrar-se em Langenberg & Iglewicz
(1986), Chan et al. (1988), Rocke (1992), Tatum (1997), Figuei-
redo & Gomes (2004), Davis & Adams (2005), Braun & Park
(2008), referenciados sé na Bibliografia, e Figueiredo & Gomes'?®
(2009), entre outros trabalhos.

Relativamente as medidas de desempenho de uma carta de con-
trolo com limites estimados varios autores referem que o valor
médio e o desvio padrao do RL nao sao as medidas mais adequadas
devido a elevada assimetria da distribuicao do RL nesta situacao

102 Quesenberry, D.C. (1993). The effect of sample size on estimated limits
for X and X control charts. J. Quality Technology 25, 237-247.

103 Nedumaran, G. & J. Pignatiello (2001). On estimating X control limits.
J. Quality Technology 33, 206-212.

194 Jones, L.A. (2002). The statistical design of EWMA control charts with
estimated parameters. J. Quality Technology 34, 277-288.

1% Yang, Z., M. Xie, V. Kuralmani & K.-L. Tsui (2002). On the performance
of geometric charts with estimated control limits. J. Quality Technology 34,
448-458.

106 Jones, L.A., C.W. Champ & S.E. Rigdon (2004). The run length distri-
bution of the CUSUM with estimated parameters. J. Quality Technology 36,
95-108.

107 Bischak, D.P. & D. Trietsch (2007). The rate of false signals in X control
charts with estimated limits. J. Quality Technology 39, 54-65.

198 Figueiredo, F. & M.I. Gomes (2009). Monitoring industrial processes with
robust control charts. Rewvstat 7, 151-170.
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(veja-se, Jensen et al.'%%, 2006 e Chakraborti!!?, 2007 ). E entfo
sugerida, como alternativa, a utilizacdo da mediana do RL como
medida de desempenho e os percentis 5% e 95% como medida de
variabilidade. Afirmam ainda estes autores que se deve analisar a
distribuicao do RL condicional as estimativas observadas e a dis-
tribuicdo marginal do RL, de forma a termos em linha de conta a
variabilidade introduzida pela estimacao de parametros.

Finalmente ¢ de referir que Morais (2002) e Morais & Pacheco!!!

(2004) recorreram a alguns resultados de ordenagao estocastica
para avaliar como ¢é afectado o desempenho de uma carta quando
hé alteragoes no modelo ou nos parametros do modelo subjacente
as observagoes, e ainda escolher de entre vérios planos de con-
trolo o que melhor se adapta a uma dada situacao especifica. Para
mais detalhes sobre medidas de desempenho de cartas de con-
trolo consultem-se as monografias de Morais (2002), de Figueiredo
(2003) e de Antunes (2009), assim como as referéncias ai citadas.

5.9 Medidas de Capacidade do Processo

Para além de todas as caracteristicas amostrais referidas na Seccao
2.2.1 surgem-nos também algumas caracteristicas amostrais es-
pecificas da area da Qualidade, que iremos brevemente discutir
nesta seccao.

Consideremos uma caracteristica de qualidade, X, com distri-
buicao Normal, de valor médio p e desvio padrao o, que por abuso
de linguagem usual em Qualidade identificaremos com um processo

109 Jensen, W.A., L.A. Jones-Farmer, C.H. Champ & W.H. Woodall (2006).
Effects of parameter estimation on control chart properties: a literature review.
J. Quality Technology 38, 349-364.

10 Chakraborti, S. (2007). Run length distribution and percentiles. The
Shewhart chart with unknown parameters. J. Quality Engineering 19, 119-
127.

11 Morais, M.C. & A. Pacheco (2004). A note on the ageing character of the
run length of Markov-type quality control schemes. J. of Applied Probability
21, 1243-1247.
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Normal. Sabemos entao que P (X € (u— 30, p+ 30)) é elevada,
mais precisamente igual a 0.9973. Chama-se entao intervalo de to-
lerdncia ao intervalo (u — 30, p+30) e capacidade do processo ao
valor 60. Com base numa amostra de dimensao n da referida ca-
racteristica de qualidade, podem-se entao usar os seguintes limites
de comfianca para a capacidade do processo:

—1 —1
T B I o
Xn—l;l—a/Q Xn—l;oz/?

onde s é o desvio padrao empirico da amostra, dado em (2.15),
sendo X%A,p o quantil de probabilidade p de uma distribuicdo x?
com n — 1 graus de liberdade.

Face a limites de especificacdo superior e inferior estabelecidos

para o processo, denotados LES e LEI, respectivamente, é usual

comparar a variabilidade ¢ do processo com a amplitude entre as

especificacoes, definindo-se o chamado indice ou razdo de capaci-

dade do processo:

LES — LEI
60 ’

Quando C, = 1, o output do processo conforma-se com as es-
pecificacoes desde que o valor médio do processo esteja no alvo
po = (LES + LEI)/2. Se C, > 1 podemos respirar a vontade. Se
Cp < 1, uma fraccao significativa do output caird fora das especi-
ficagoes.

Cp = (5.8)

Na area da Qualidade é entdao usual fornecer limites de confianca
para Cj, a um nivel 100(1 — )%, dados por

2 2
(LES —LED) [Xirapp  (LES—LED) [Xii1-ap
6s n—1 6s n—1

Convém notar que a medida de capacidade em (5.8) é mais uma
medida de desempenho potencial do processo do que uma medida
de desempenho efectivo do processo, uma vez que a norma a atingir
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nao estd explicitada na medida C),. Um processo com pequena
variabilidade, mas que nao satisfaga a norma de localizacao pode
perfeitamente fornecer valores muito elevados para (), estando a
fornecer produtos nao conformes com as especificagoes.

Um outro indice de capacidade que entra em linha de conta com
o valor médio do processo é

c . [LES—u p—LEI
= 1min
Pk 30’ 30
_ LES - LEI —2|u— LE53LEL|
60 ’

Face a uma amostra de dimensao n podemos entao estimar Cpy,

usando
oo LES — LEI —2 E_W|

k=
p 68 Y

onde 7 é a média aritmética da amostra.

Pode entao, face a um risco-a, obter-se um limite de confianca
inferior aproximado para Cpy, dado por
2
~ 1 C2
Cpk = &1 aiv ot
NN 9n 2 — 27

onde fp;mo)l) é o quantil de probabilidade p em modelo

Normal(0, 1).
Finalmente é de referir o indice de capacidade, Cpy,, definido por

LES — LEI
Com = 5

6y/0% + (1 — 1o)”

mais na linha da filosofia de Taguchi, o qual penaliza os processos
mais pelo afastamento da média em relacao ao valor alvo pg do
que pela fraccao de itens nao conformes produzidos.

Note-se que as medidas aqui apresentadas devem ser utilizadas
com as devidas precaugoes caso a caracteristica de qualidade em
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estudo seja nao Normal. Apesar das criticas severas por parte de
muitos autores no que respeita a sua utilizagao, estas medidas con-
tinuam a ser muito populares em Controlo da Qualidade, apesar
de terem sido propostas na literatrura muitas outras medidas al-
ternativas (veja-se Burdick et al.''2, 2003, Spiring et al.!'3, 2003,
Ahmed', 2005 e Khadse & Shinde!'', 2009). Estas medidas po-
derao continuar a ter o seu lugar desde que se compreenda as suas
limitagOes e as interpretemos como um dos muitos instrumentos
de resumo do comportamento do processo.

5.10 Intervalos de Previsao e Tolerancia

Uma abordagem de caracterizagao do processo, diferente da usada
na Seccao 5.8, e também muito popular em SPC ¢ a utilizacao dos
dados, nao para estimar parametros do processo, mas para for-
necer intervalos onde, com elevada probabilidade, estarao futuras
observagoes.

Um intervalo de previsio a 100(1 — «)%, baseado numa amostra
(z1,22,...,2Ty), de um processo estavel, é um intervalo que conterd
com probabilidade igual ou superior a 1 —« uma futura observacao
do processo. Se X for Normal, e independente da média amostral
X,, entdo X, — X é Normal, de valor médio nulo e variancia
o2 (1 +1/n), e consequentemente

X,—X
Sy1+1/n

12 Burdick, R.K., C.M. Borror & D.C. Montgomery (2003). A review of
methods for measurement systems capability analysis. J. Quality Technology
35, 342-354.

113 Spiring, F., B. Leung, S. Cheng & A. Yeung (2003). A bibliography of
process capability papers. Quality and Reliability Engineering International
19, 445-460.

114 Ahmed, S.E. (2005). Assessing the process capability index for non-normal
processes. J. Statist. Planning and Inference 129, 1195-206.

115 Khadse, K.G. & R.L. Shinde (2009). Probability-based process capability
indices. Communications in Statistics — Simulation and Computation 38, 884-
904.
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tem distribuigao t-de-Student com n — 1 graus de liberdade.

Em processo Normal temos entao o seguinte intervalo de previsao
a 100(1 — a)% para uma futura observagao do processo

(f —lp11-ap2SV1t+1/n, T+t 11 apsv1+1/n ) ;

onde t,_ 1, denota o quantil de probabilidade p de uma t-de-
Student com n — 1 graus de liberdade.

E também usual considerar intervalos de previsdo unilaterais a
100(1 — )%,

<—oo, T+th—11-aSV1+ 1/n) ou

< T — tn_lyl_as 1+ l/n, +OO> .

Um intervalo de tolerdancia a 100(1 — )% é um intervalo aleatério
que conterd uma percentagem 100 x p% da populagao, p ele-
vado, com uma probabilidade superior a 1 — «, « pequeno. Os
intervalos de tolerancia em modelo Normal sao também do tipo
(T —7s, T+ 7s), onde 7 é uma constante que depende da di-
mensao da amostra e do nivel de confianca pretendido.

Vejamos agora a abordagem nao-paramétrica de obtencao de inter-
valos de previsao e de tolerancia quando o processo nao é Normal.

Os intervalos de previsao e tolerancia de indole nao-paramétrica
mais frequentemente usados sao baseados no minimo e méximo
da amostra, embora se possam também usar intervalos com base
em estatisticas ordinais superiores e inferiores. Temos os intervalos

unilaterais
(xl:na +OO) (59)

(=00, Tnmn) (5.10)

e o intervalo bilateral
(xlzna mnn) (511)
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Comecemos por pensar nos intervalos anteriores como intervalos
de previsdo, e calculemos os niveis de confianca associados a cada
um desses intervalos. Para o intervalo em (5.9) temos como nivel
de confianca da previsdo

l—a=P(X > X1.,)

+oo
_ /0 (1 — F(2)){n(1 — F(z))""" f(x)}dz,

o que apds a transformagao F'(x) =t fornece o nivel de confianga

9

1
l-—a= 1—t)"dt =
e n/o( ) ]

como seria de esperar, uma vez que pretendemos que uma obser-
vagao independente de n anteriores seja maior que o minimo dessas
n. Consequentemente, do lote das n+1 observagoes independentes
temos n situagoes favoraveis, de entre n + 1.

Para o intervalo unilateral, em (5.10), temos analogamente

l—a=P(X < Xpn)

+oo
- /0 F(a) {(nF™\(2) (2) }dz =

n
n—+1

)

tal como anteriormente, i.e., o nivel de confianca de qualquer dos
intervalos de previsao unilaterais é

n
n+1

l-a=

Para o intervalo bilateral, em (5.11), teremos de condicionar na
densidade conjunta do minimo e do méaximo, vindo para nivel de



5.10. INTERVALOS DE PREVISAO E TOLERANCIA 133
confianca do intervalo de previsao bilateral,

1—a=PXim <X < Xpm) =
+oo +oo
n(n — 1) / / F(@)" () f(4)dyda

—1
n—l// v—unldvdu—L

resultado este passivel de ser obtido de forma intuitiva.

Pensemos agora nos intervalos nao-paramétricos como intervalos
de tolerancia. Entao o nivel de confian¢a dos intervalos de to-
lerancia unilaterais sera

1-—p"

Na realidade, para o intervalo em (5.9), e atendendendo ao facto
de F(X) ser uma v.a. Uniforme(0,1) desde que F(z), a f.d. da v.a.
X, seja continua, nao havendo ainda destruicao da ordem devido
ao facto de F' ser nao-decrescente, tem-se

l—a=PFXpn) <1-p)=PUn <1-p)=1-p"
Para o intervalo em (5.10),
l—a=P(F(Xppn) >p) =PUpp>p) =1-p"
Finalmente, para o intervalo bilateral,
1 —a=PF(Xpn) — F(X1) > p) = P(Uppn, — U, > p).
Precisamos pois de obter a distribuicio da amplitude

R, = Uy — Uyy, em modelo Uniforme(0,1). Comecemos por
proceder a esse célculo, recorrendo ao integral em (4.8). Tem-se

Fo () =P(Ry<1)=n /R (F(u+ ) — F(u)" f(u)du
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0 se u<0
Como em modelo Uniforme, F(u) =< u se 0<u<1,tem-se
1 se u>1

F

R, (T) =1 {/OlT " du + /11r(1 — u)“ldu} ,

donde se segue que, em modelo Uniforme(0,1), a amplitude amos-
tral tem distribuicao

F, (r)=r"+m" 1-7r), 0<r<L
Entao o nivel de confianca do intervalo de tolerancia bilateral sera

1—p" —n(1—p)p"~".



Capitulo 6

Alguns Testes de
Aleatoriedade

Os testes de aleatoriedade mais usuais em Controlo da Qualidade
sao os testes de runs e o teste da média dos quadrados das dife-
rengas consecutivas.

6.1 Testes de Runs

6.1.1 Teste de Runs dos Sinais das Diferencgas entre
as Observagoes e a Mediana Empirica

Considere-se uma sucessao de observacoes de uma populagao
continua, e associe-se a cada observacao o simbolo + se ela esta
acima da mediana empirica @y /3, em (2.14), e o simbolo — se esta
abaixo dessa mediana, obtendo-se uma sucessao de +’s e —’s. Se,
para simplificar a discussao, se admitir que se ignora a observagao
mediana quando o niimero de observacoes é impar, e que nao exis-
tem empates (observacgoes iguais), a sucessao de +’s e —’s terd
para amostras de dimensao par (n = 2m) ou impar (n = 2m + 1)
um nimero par de termos, 2m, com m sinais +’s e m sinais —’s.

Um run, numa sucessao de dois simbolos, é constituido por um
grupo de simbolos consecutivos de um tipo, precedidos e seguidos

135
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por (se algum) simbolos de outro tipo. Por exemplo, em
el I o I e

temos um nuimero total de 6 runs, 3 runs de +’s e 3 runs de —’s,
separados por barras verticais.

Seja Rt o ntimero de runs de +’s e R~ o nimero de runs de —’s.
Seja R = R + R~, o nuimero total de runs. Os testes dos runs
sao baseados na nogao intuitiva de que um valor muito grande ou
um valor muito pequeno para R sugere falta de aleatoriedade. Por
exemplo, se existir uma tendéncia negativa os +’s virao no inicio
e 0s —’s virao no fim, surgindo um numero pequeno de runs.

Para formular um teste de aleatoriedade s6 precisamos ter a distri-
buicao de amostragem de R, R ou R™, sob a validade da hipétese
Hy, de aleatoriedade.

Argumentos combinatérios conduzem & seguinte distribuicao con-
junta de R™ e R™:

) se T=1
+ _ - _ m—1\/m—1
]P)(R —l’,R —y)— (132)7%41) se :E:y:tl
0 se |z —y|>1
Consequentemente, para z = 2,3,...,2m,
T+y==z
m—1\/m—1
2(k—(12?m()k—1) se 2 = 2k

Q(m’“_(;) ()T’:‘_ll) se z=2k+ 1.

m
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A correspondente f.d. calcula-se facilmente e encontra-se tabelada
em Swed & Eisenhart! (1943). O valor médio e a variancia de R sao
m(m — 1)
E(R) = 1, Var(R) = ——,
(R)=m+ ar(R) —
e, para grandes amostras, R é aproximadamente Normal (Mood?,
1940).

Usando uma correcgao de continuidade, e a aproximagao
2m —1
i
pode facilmente obter-se, para quantil de ordem p de R,

Var(R) =~

1
=3 (2m+1+&nonV2m—1),
onde &y n(o,1) ¢ 0 quantil de ordem p de uma Normal(0, 1).

A regido de rejei¢do ou critica do teste é usualmente bilateral e
equilibrada, i.e., ao nivel de significancia «, considera-se a regido
critica

R = (—OO,’I"OC/Q) U (Tl—a/Qa +OO)

6.1.2 Teste de Runs dos Sinais das Diferencas entre
Observacoes Consecutivas

Um outro tipo de teste de runs utiliza os sinais das diferengas entre
observagoes consecutivas. Se existir uma tendéncia crescente, os
sinais +’s serdo mais frequentes. A estatistica de teste é

Numero total de runs de +’s e —’s
S = ¢ na sucessao dos n — 1 sinais das diferencas
entre pares consecutivos de observagoes.

! Swed, F.J. & C. Eisenhart (1943). Tables for testing randomness of grou-
ping in a sequence of alternatives. Ann. Math. Statist. 14, 66-87.

2 Mood, A.M. (1940). The distribution theory of runs. Ann. Math. Statist.
11, 367-392.
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Varios aspectos da distribuicao de S, sob a validade da hipdtese de
aleatoriedade, foram estudados por Wolfowitz & Levene® (1944).

O valor médio e a variancia de S sao

2n—1 16m — 29
E(S) = 3 Vaf(s) = 90

e a distribuicao assintdtica de S é também Normal. A regido critica
a considerar deve ser bilateral, tal como no caso anterior.

6.2 Teste da Média dos Quadrados das Di-
ferencas Consecutivas

Um outro teste de aleatoriedade, introduzido por Hart? (1942), e
muito em voga em SPC é o teste baseado na estatistica

D2
WZ?’

em que
n—1
1

=1

sendo S? a variancia amostral (versdo centrada), i.e.
n

P (X - X)%

n—14%
=1

Sob a validade da hipé6tese nula, Hy : (X1,...,X,) € uma amostra
aleatoria com varidncia o2, a diferenca X; 41 — X;, 1 <i<n—1,
tem valor médio zero e variancia 202. O valor esperado de D? é
pois 02, sob a validade de Hy. Se existir alguma tendéncia, o valor
de D? nao sofre tanta alteracio como o valor de S?, que aumenta

3 Wolfowitz, J. & H. Levene (1944). The covariance matrix of runs up and
down. Ann. Math. Statist. 15, 58-69.

4 Hart, B.I. (1942). Significance levels for the ratio of the mean square
successive difference to the variance. Ann. Math. Statist. 13, 445-447.
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assustadoramente. Deve pois escolher-se uma regiao critica unila-
teral, {W < constante}, ao testar Hp contra uma tendéncia na
alternativa.

Quanto a distribuicdo de amostragem de W, pode-se mostrar
que, sob a validade do modelo Normal, e para grandes amos-
tras (n > 20), W é aproximadamente Normal, com valor médio
e variancia dados por

E(W) = 1, Var(W):n_li_l <1—ni1).

6.3 Regras Empiricas de Aleatoriedade

Vejamos algumas regras praticas que decorrem destes, e de outros,
testes de aleatoriedade:

e Em modelo Normal, oito pontos do mesmo lado da linha
central revela falta de controlo (trata-se de um acontecimento
com probabilidade aproximadamente igual a 1/128, sob a
hipétese de aleatoriedade, e para a carta-X).

Causas possiveis para a ocorréncia deste padrao:
Na carta-R

— Maior variabilidade — mau funcionamento da
méquina, material bruto menos uniforme.

— Menor variabilidade — h& que modificar os limites
de controlo.

— Mudanga de sistema de medida — novo aparelho,
novo inspector.

— Linha Central mal calculada.
Na carta-X
— Mudanga na localizagao do processo.
— Mudanga no sistema de medida.
— Linha Central mal calculada.
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e A existéncia de pelo menos dois de entre trés pontos consecu-

tivos fora das linhas que distam mais de dois desvios padrdo
da linha central, e do mesmo lado, revela falta de controlo.

A existéncia de pelo menos quatro de entre cinco pontos
consecutivos fora das linhas que distam mais de um desvio
padrdo da linha central, e do mesmo lado, revela também
falta de controlo.

Seis diferencas consecutivas positivas ou negativas revelam
falta de controlo.

Causas possiveis para a ocorréncia deste padrao:
Na carta-R

— Variabilidade crescente ou decrescente — mau fun-
cionamento progressivo da maquina.

Na carta-X

— Tendéncia crescente ou decrescente na localizagao
do processo — desgaste de material.

A violagao da regra do ter¢o médio também revela falta de
controlo — bastante mais ou menos do que dois tergos dos
pontos dentro do terco médio, o intervalo centrado na norma

com amplitude (LC'S — LCI)/3.

Causas possiveis para a ocorréncia deste padrao:
Na carta-R ou na carta-X
— Limites mal calculados.

— Dados de mistura, eventualmente devido a con-
trolo exagerado.



Capitulo 7

Amostragem de
Aceitacao

7.1 Introducao

Uma outra componente importante do Controlo Estatistico da
Qualidade é a Amostragem de Aceita¢do, que tem como aplicacao
tipica o seguinte exemplo: uma Organizagao recebe um carrega-
mento de material de um fornecedor, por exemplo, matéria prima
para o processo de manufactura dessa Organizacao. Procede-se,
em seguida, a uma amostragem de um lote, inspeccionando-se al-
gumas caracteristicas de qualidade dos elementos da amostra. Com
base na informacao fornecida pela amostra toma-se uma decisao
em relagao ao lote, consistindo, em geral, a decisao em aceitar ou
rejeitar o lote. Os lotes aceites entram no processo de produgao e
os rejeitados sao devolvidos ao fornecedor, para serem submetidos
a um processo de rectificacao.

A amostragem de aceitagdo consiste, pois, na inspec¢ao de um
produto, com o objectivo de o aceitar ou rejeitar, tendo como base
a conformidade a uma especificacao. Um plano de amostragem é
definido pela dimensao da amostra (ou amostras) a retirar do lote
e pelo critério de aceitacao ou rejeicao associado.
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Ja vimos que a inspeccao de um produto como base de veri-
ficacao da sua qualidade corresponde a uma fase ainda de imatu-
ridade da Organizagao que a utiliza. A medida que se desenvolve
a consciéncia de qualidade na Organizacao depende-se menos da
Amostragem de Aceita¢do e mais do Controlo Estatistico do Pro-
cesso e do Delineamento de Experiéncias, de modo a minimizar o
efeito nefasto da producao de elementos nao adequados para uso.
O ponto a realgar é o de que os produtos ja devem ser fabrica-
dos com a maior qualidade possivel, e um programa que pretenda
assegurar a qualidade do seu produto deve investir no Controlo Es-
tatistico do Processo e depender cada vez menos da Amostragem de
Aceitagdo, embora esta tenha sempre o seu papel a desempenhar
como ferramenta de verificagao da conformidade. A finalidade da
Amostragem de Aceitagdo é conduzir a uma decisdo (aceitar ou
rejeitar o lote) e ndo estimar (ou melhorar) a qualidade do lote.
Este é o objectivo das cartas de controlo que guiam o engenheiro
para modificar a produc¢ao, de modo a obter produtos melhores.
Um plano de amostragem apenas aceita ou rejeita lotes. Se os lo-
tes forem todos da mesma qualidade, alguns serao aceites e outros
rejeitados, nao sendo os aceites necessariamente de melhor quali-
dade que os rejeitados. A amostragem de aceitagdo constitui um
procedimento que fornece um risco especificado de aceitacao de lo-
tes de determinada qualidade, garante a sua qualidade e assegura
que o output de um processo estd conforme as especificacoes.

Embora a amostragem de aceitacao nao fornega uma forma directa
de controlo da qualidade, os seus efeitos indirectos sao bastante
importantes. Note-se que a rejeicao de um fornecimento leva nao sé
o fornecedor a tentar melhorar os seus métodos de producao, mas
também o consumidor a procurar um melhor fornecedor, aumen-
tando desta forma indirecta a qualidade, quer pelo encorajamento
a obtencao de uma melhor qualidade demonstrada por uma ele-
vada taxa de aceitacao de lotes, quer pelo desencorajamento a uma
qualidade menor demonstrada por uma elevada taxa de rejeigao.

Ha trés abordagens quanto a decisao de lotes:
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1. Aceitar sem inspec¢ao. Quando hé confianga no fornecedor.
Pelo uso adequado de técnicas de SPC pode reduzir-se ou
até eliminar a necessidade de inspeccao exaustiva.

2. Inspecgio a 100%. Se uma Empresa confia apenas na ins-
peccao final a 100% dos seus produtos, tem tendéncia a
adquirir uma atitude descuidada para com a qualidade. E
a inspecgao a 100% além de ser onerosa, pode nao ser efi-
ciente: por ser monotona e macadora pode deixar passar
elementos nao conformes.

3. Um caminho intermédio: a amostragem de aceitacao, a qual
é 1til se os testes forem destrutivos, e se o custo e/ou erro de
inspeccao forem elevados. A desvantagem residira no risco de
aceitar lotes maus e rejeitar lotes bons. No entanto, a rejeicao
de lotes inteiros é motivadora para o vendedor se preocupar
mais com a qualidade, i.e., um programa de amostragem de
aceitacdo aumentara o interesse do pessoal pela qualidade e
pelo lema fazer bem a primeira vez.

Por vezes, associado a um plano de amostragem, existe um pro-
cedimento para inspecgao posterior de lotes rejeitados pelo plano.
Neste caso, a amostragem de aceitacao é uma parte de um pro-
grama de rectificacdo da inspec¢do, que fornece uma garantia em
relagao & média dos elementos que passam pelo programa e que
nao é inerente a mera amostragem de aceitagao.

Os planos descritos neste capitulo fazem parte da actividade mais
geral de inspeccao conhecida como sistemas de amostragem e es-
quemas de amostragem de aceitacdo, que se encontram organi-
zados em normas e que definem a dinamica de aplicacao destas
técnicas a medida que aumenta a experiéncia com o vendedor, e o
historial de qualidade que com ele se vai construindo. As normas
especificam uma estratégia geral de inspecgao, por exemplo, ins-
peccao normal no inicio da actividade de inspecgao, mais apertada
se houver indicios de derrapagem na qualidade, e reduzida se o his-
torial de qualidade do fornecedor se mantiver muito bom. Todas
estas condicoes sao especificadas nas normas, sendo as mais conhe-
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cidas as normas militares americanas MIL STD 414 (1968), a sua
revisao MIL STD 105E (1989), e a sua versao civil ANSI/ASQC
Z1.9 (1993) da American National Standards Institution e Ame-
rican Society for Quality Control'. Existem também as normas
internacionais ISO 3951 (1981) da International Standards Orga-
nization®. O objectivo a alcancar serd pois delinear um sistema
de amostragem de aceitacao satisfatorio, ou seleccionar o sistema
mais adequado de entre um numero possivel de sistemas ja exis-
tentes e delineados por outros.

Existem diversos tipos de planos de amostragem:

e planos de amostragem para atributos, de aceitagcao lote a
lote;

e planos de amostragem para varidveis;

e planos especiais.

Planos de amostragem simples: processo de decisao sobre lotes,
em que uma amostra aleatéria de dimensao n é retirada do lote,
e a decisao sobre o lote é baseada na informacao fornecida pela
amostra. Por exemplo, um plano de amostragem simples para atri-
butos consiste em determinar a dimensao n da amostra, e o valor
de aceitagao c. Assim, seleccionando ao acaso n elementos do lote,
este serd aceite se forem encontrados ¢ ou menos elementos defei-
tuosos na amostra; caso contrario, se houver mais de ¢ elementos
defeituosos, rejeita-se o lote.

Planos de amostragem duplos: retira-se uma primeira amostra e
com base na informacao desta amostra decide-se: aceitar o lote,
rejeitar o lote, ou retirar outra amostra. Neste caso, combina-se
a informacao fornecida pela primeira e segunda amostras para o
processo de decisdao. Os planos de amostragem duplos ainda po-
dem ser generalizados, dando origem aos planos maultiplos e planos

! Grant, E.L. & R.S. Leavenworth (1996). Statistical Quality Control, Tth
edition. McGraw-Hill, New York.

2 Wetherill, G.B. & Brown, D.W. (1991). Statistical Process Control: The-
ory and Practice. Chapman and Hall, London.
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sequenciais. Note-se que se podem delinear planos de amostra-
gem simples, duplos, multiplos ou sequenciais de modo a produzir
os mesmos resultados, i.e., estes procedimentos podem ser desen-
volvidos de modo que a probabilidade de aceitacao de um lote
com determinada qualidade especificada seja a mesma, qualquer
que seja o plano de amostragem escolhido. Os factores de decisao
prendem-se a questoes como a quantidade média de inspeccao re-
querida pelo processo, o impacto do processo na organizacao da
Empresa, eficiéncia administrativa e tipo de informacao fornecida
pelo plano, entre outras.

O modo de formacao de lotes tem influéncia na eficiéncia do plano
de amostragem escolhido. Assim, os lotes devem ser homogéneos,
grandes e o seu empacotamento deve ser cuidadoso e permitir uma
selecgao facil dos elementos para amostragem. As unidades selec-
cionadas para inspeccao devem ser escolhidas ao acaso e ser repre-
sentativas de todos os elementos do lote. Por exemplo, nao se deve
inspeccionar sé a primeira camada, senao o vendedor pode enga-
nar o comprador, pondo o melhor por cima e o pior por baixo,
facto que se constata quando se vai as compras, em caixas de
fruta ou embalagens de carne, por exemplo. Técnicas empregues:
numerar todos os elementos do lote e depois seleccionar n niimeros
aleatérios; usar, por exemplo, um numero aleatério de 3 digitos,
para representar as coordenadas do elemento no contentor (assim,
482 representa a unidade localizada na 4° fila, 8* linha e 2% co-
luna); estratificar o lote nao assegura aleatoriedade completa, mas
garante que se seleccionam unidades de todas as localizagoes do
lote. Para outros detalhes sobre métodos de amostragem consulte-
se a monografia de Infante? (2004), e as referéncias nela citadas.

3 Infante, P. (2004). Métodos de Amostragem em Controlo de Qualidade.
Tese de Doutoramento, Universidade de Evora.
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7.2 Planos de Amostragem para Atributos,
Lote a Lote

7.2.1 Planos de Amostragem Simples

Os planos de amostragem mais vulgares sao os planos simples, para
atributos. O produto a inspeccionar tem apenas de ser classificado
como conforme ou ndo conforme, e o julgamento do lote é feito
com base numa tnica amostra. Um plano de amostragem simples
¢é definido pela dimensao n da amostra a retirar do lote e pelo
critério de aceitagao associado, i.e., pelo valor de ¢, usualmente
designado por numero de aceitacdo, o qual representa o nimero
de unidades defeituosas que nao pode ser excedido para que o lote
seja aceite. Assim, para lotes de dimensao 10 000, o plano n = 89,
¢ = 2, significa que dum lote de dimensao 10 000 se vai retirar
uma amostra aleatéria de 89 unidades a serem inspeccionadas.
Observa-se o numero de unidades defeituosas. Rejeita-se o lote se
esse valor for maior que 2, aceitando-se caso contrario.

Curva Caracteristica Operacional, CCO

O critério usual de optimalidade de um plano de amostragem de
aceitacao é baseado na curva caracteristica operacional, curva que
se ajusta aos pontos (p, Py(p)), p = 0,1/N,2/N,...,1, onde N
representa a dimensao do lote e P,(p) a probabilidade de aceitagao
do lote em funcao da percentagem de artigos defeituosos que ele
contém, i.e.,

P,(p) = P(aceitar o lote| p).

Esta curva descreve, assim, o poder discriminatério do plano, e
mostra como a probabilidade de aceitacdo de um lote varia com a
qualidade do material fornecido para inspeccgao.

Se se considerar que a dimensao dos lotes é suficientemente grande,
na pratica N/n > 10, onde N é a dimensao do lote, n a dimensao
da amostra a retirar e ¢ o numero de aceitagao, a distribuicao
da v.a. X, numero de defeituosos na amostra, é bem aproximada
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por uma distribuicdo Binomial(n,p), sendo p a percentagem de
defeituosos no lote. Entao

Pu(p) = P(X < c|p) = zcj (Z>p$(1 e

=0

A curva caracteristica operacional que se vai referir daqui para
a frente, também denominada curva-B, serd calculada a partir
desta expressao. Nos casos em que a dimensao da amostra é uma
fraccao significativa da dimensao do lote, o correcto é considerar
que a distribuigao de X é a distribuigao Hipergeométrica(N,n,p),
com f.m.p. definida em (3.14), e a curva caracteristica operacional
resultante designa-se por curva-A, a qual é calculada a partir de

Nealimy

Py(p) =P(X <c|p) =)  ~E5m=tr

=0 (n)

Por exemplo, no plano n = 89, ¢ = 2, para lotes de dimensao
N = 10000, se considerarmos p = 2%, a probabilidade de aceitacao
é aproximadamente 74%, o que significa que se se submeterem
a inspeccao 100 lotes em que a fraccao de defeituosos é de 2%,
espera-se aceitar 74 lotes e rejeitar 26. A figura seguinte apresenta

a curva caracteristica operacional, CCO, para o plano n = 89,
c=2.

Pa(P)

Prob. de aceitacio

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
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A curva caracteristica operacional ideal discriminaria perfeita-
mente entre lotes bons e maus; tomaria o valor um, correspon-
dendo a uma probabilidade de aceitacao um, enquanto a qualidade
do lote fosse boa, i.e., p nao atingisse um valor critico pg; passaria
a tomar o valor zero desse ponto em diante. Assim, todos os lotes
de boa qualidade seriam aceites e todos os lotes de ma qualidade
rejeitados. Esta curva ideal sé poderia ser atingida com inspeccao
a 100%, sem erro. No entanto pode ser aproximada, se se aumen-
tar a dimensao da amostra. Assim, a precisdo com que um plano
separa os lotes bons e maus cresce com a dimensdo da amostra. A
figura seguinte mostra a influéncia de n no poder discriminatério
de um plano.

0.9 4
0.8 q
0.7 4
0.6 q
0.5 4
0.4 4
0.3 4

] =100, ¢ =2
02 n=200,c=4 L

n=>50,c=1

Prob. de aceitacdo

0.1 4

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Na figura que se segue mostra-se o efeito da variacao do numero de
aceitacao ¢ na curva caracteristica operacional. Quando ¢ diminui,
a curva baixa, chega-se para a esquerda, o que significa que um
decréscimo em ¢ conduz a planos que discriminam lotes a niveis
inferiores de p.
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F(p)

Prob. de aceitagdo

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

A curva caracteristica operacional é analisada de modo diferente
por vendedores e consumidores. O vendedor esta interessado nos
valores de p que conduzem a uma elevada taxa de aceitacao, por
exemplo 0.95. Se o valor de p correspondente for 0.02, quer dizer
que até 2% de defeituosos ainda h4 uma grande probabilidade dos
lotes serem aceites. O consumidor, pelo seu lado, esta interessado
na proteccao contra mé qualidade, i.e., em nao aceitar lotes de
mé qualidade, o que em termos de CCO corresponde ao extremo
direito da curva.

Construgao de planos simples

Como habitualmente, existem dois tipos de decisao, aceitar ou re-
jeitar o lote, e dois tipos de erros associados. A decisdo de rejeitar
o lote, sendo o lote bom (i.e, o produto estd dentro das especi-
ficacoes) e a decisao de aceitar o lote, sendo o lote mau, estao
associadas probabilidades, que neste caso, tomam a designagao
particular de risco do produtor e risco do consumidor. Em geral
os planos de amostragem sao delineados, i.e., sao determinados
os valores de n e de ¢, de forma a satisfazer duas condicoes cor-
respondentes aos interesses do vendedor e do consumidor. Assim,
definem-se dois niveis de qualidade, para efeitos do julgamento dos
lotes:
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e Para proteccao do vendedor em lotes de boa qualidade,
define-se o nivel aceitdvel de qualidade, AQL (Acceptable
Quality Level), cujo valor representa a pior qualidade a que
o processo pode operar e que ainda conduz a uma probabili-
dade de aceitagao do lote elevada, em geral 95%. Espera-se,
no entanto, que o vendedor opere a uma qualidade conside-
ravelmente melhor que AQL.

e Para proteccao do consumidor contra lotes de baixa qua-
lidade, define-se a fracgao tolerdvel de defeituosos, LTPD
(Lot Tolerance Percent Defective), também denotada por
RQL (Rejectable Quality Level), a qual representa o valor
da qualidade a partir do qual se considera que o produto
nao ¢é aceitavel pelo consumidor e que deve conduzir a uma
probabilidade grande de rejeicao do lote, ou o que é equiva-
lente, a uma pequena probabilidade de aceitacdao, em geral

10%.
O risco do produtor, «, serd definido por
a=1-P,(AQL) = 1 — P(aceitar o lote |p = AQL),
e o risco do comprador, 3, serd definido por

B = Po(LTPD) = P(aceitar o lote |p = LTPD).

Os planos de amostragem sao entao, a maior parte das vezes, de-
terminados a partir das especificacoes que se fazem em AQL e
LTPD. Isto equivale a encontrar um plano cuja CCO passe por
dois pontos pré-especificados (AQL, 1-a) e (LTPD, [3), pontos es-
tes que tomam relevo especial no planeamento da amostragem de
aceitagao.

Rectificagao da inspecgao

A rectificacao da inspecgao refere-se ao programa correctivo que
se segue a rejeicao de um lote por um plano de amostragem de
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aceitag¢ao. Consiste, em geral, na inspeccao a 100% das unida-
des que constituem esse lote, sendo as unidades defeituosas subs-
tituidas por boas, o que assegura que se nao houver erros de ins-
peccao os lotes previamente rejeitados saem do programa de recti-
ficacao com 0 unidades defeituosas. No entanto, se os lotes aceites
tiverem uma fraccao de artigos defeituosos igual a pg, correspon-
dente a taxa de defeituosos com que opera o processo, a fraccao
de defeituosos dos lotes que resultam do processo de inspeccao
serd igual a p; < pg, uma vez que estes lotes sdo constituidos por
uma mistura de lotes aceites, com uma fraccao de defeituosos py, e
de lotes rejeitados que saem do processo de rectificacdo com uma
fraccao de defeituosos de 0%, o que mostra o efeito indirecto na
qualidade de um produto resultante do processo de inspeccao.

Tem pois interesse conhecer a qualidade média a saida, AOQ,
de Average Outgoing Quality, do material fornecido, face a com-
binacao do processo de amostragem com rectificacao a 100%. As-
sim, se N denotar a dimensao do lote, n a dimensao da amostra e
p a percentagem de defeituosos no processo, teremos:

e 0s n elementos da amostra, sem artigos defeituosos apds a
inspecgao, pois todos os elementos defeituosos sao substi-
tuidos por bons;

e os restantes (N —n) elementos do lote, também sem artigos
defeituosos, caso o lote tenha sido rejeitado, ou com p(N —n)
elementos defeituosos, se o lote tiver sido aceite.

Em termos da v.a. nimero de unidades defeituosas no lote a adqui-
rir pelo comprador, admitindo rectificacao dos lotes rejeitados a
100%, esta tomard o valor 0 ou p(N — n), conforme o lote seja
rejeitado ou aceite, e portanto, com probabilidades, 1 — P, e P,,
respectivamente.

A v.a. qualidade a saida, que representa a fraccao de elementos de-
feituosos no lote a adquirir pelo comprador, admitindo rectificacao
dos lotes rejeitados a 100%, tomara os valores 0 e p (1 — n/N) com
probabilidades, 1 — P, e P,, respectivamente, sendo portanto o seu
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valor médio dado por

AOQ:0><(l—Pa)—i—p(l—%)Pa:p(l—%)Pa.

A qualidade média a saida, AOQ, pode ainda ser aproximada,
quando n/N for suficientemente pequeno, por AOQ ~ pP,. Por
exemplo, se N = 10000, n = 89, ¢ = 2, p = 0.01, ter-se-a
P, = 0.9397 ¢ AOQ=0.0093, o que mostra um pequeno ganho
na qualidade do produto, resultante do processo de inspeccao.

Como se vé pelas formulas anteriores, a qualidade média a saida
AOQ é uma fungao de p, i.e., da qualidade com que o produto
é fornecido. A representagao grafica dessa fungao resulta numa
curva, denominada curva-AOQ, exemplificada, em seguida, para
o plano anterior.

0.016 4
0.014 4
0.012 4

0.01 1
0.008 4
0.006 4

0.004 4

AOQ, Qualidade média & saida

0.002 4

0

. . . . . . . )
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
P

Pode-se observar que a qualidade média & saida, AOQ, é particu-
larmente baixa, quer quando p é pequeno (lotes que sao fornecidos
com boa qualidade e portanto também saem com boa qualidade),
quer quando p é grande, correspondendo a lotes que entram com
ma qualidade, sao rejeitados, entram em rectificacdo e saem com
qualidade muito melhorada. Para valores intermédios de p, a AOQ
atinge um méximo, chamado AOQL, limite da qualidade média a
saida, o qual se obtém por derivagao da fungao AOQ(p). Este va-
lor AOQL representa a pior qualidade média com que um produto
pode sair de um programa de rectificagao da inspecgao.
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O processo de rectificagdo torna aleatérias, nao sé a qualidade
média a saida, mas também a quantidade do produto sujeita a
inspeccao, que era anteriormente fixo e igual a n. Tem também
interesse conhecer o seu valor médio que se chamard quantidade
média de inspec¢ao total, ATI, de Average Total Inspection. Este
dependera da qualidade do material submetido. Assim, para um
lote produzido com uma percentagem de defeituosos p, a quan-
tidade de inspeccao serd igual a n, se o lote for aceite, e igual a
N se o mesmo for rejeitado e portanto sujeito a inspeccao 100%.
Ter-se-4 entao

ATI =nP,+ N(1-P,) =N — (N —n)P,,

que também se pode representar graficamente como uma funcao de
p, e que para o plano do exemplo considerado conduz a P, = 0.9397
e ATI = 687.

Estes dois pardmetros de um programa de rectificagdo, AOQL e
ATI, podem conduzir a critérios alternativos aos parametros « e
G de delineamento de planos de amostragem, que tém a ver com
o esfor¢co de amostragem, traduzido na quantidade média de ins-
peccdo, que se pretende que seja o menor possivel. Assim, pode-se
delinear um plano com um AOQL especificado (que garanta uma
determinada qualidade a saida) e que minimize ATI, para o nivel
mais provavel de qualidade do lote, p. Uma outra possibilidade
consiste em encontrar o plano com um nivel de protecgao especifi-
cado em LTPD e que minimize ATI. Os planos resultantes podem
ser facilmente obtidos por consulta das tabelas de Dodge-Romig
(ver Duncan®, 1986). Outros detalhes podem ser encontrados em
Klaassen® (2001).

4 Duncan A.J. (1986). Quality Control and Industrial Statistics, 5th edition.
Irwin, Homehood, Illinois.

® Klaassen, C.A. (2001). Credit in acceptance sampling on attributes. Te-
chnometrics 43, 212-222.
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7.2.2 Planos Duplos

Um plano de amostragem duplo é caracterizado por quatro
parametros: nj a dimensao da primeira amostra, ¢; o nimero
de aceitacao para a primeira amostra, ne a dimensao da segunda
amostra e cy o numero de aceitacao para a amostra conjunta.
Funciona do seguinte modo: retira-se uma amostra aleatoria de
dimensao ny do lote. Se o nimero de unidades defeituosas encon-
trado, X1, for menor ou igual a c1, aceita-se o lote, se for maior que
co rejeita-se e, se for maior que ¢; e menor ou igual a co retira-se
uma segunda amostra do lote, de dimensao ng. Conta-se o niimero
de unidades defeituosas nesta segunda amostra, Xs. Se o numero
de unidades defeituosas na amostra conjunta, X; + X3, for menor
ou igual a cg, aceita-se o lote, caso contrario rejeita-se.

A principal vantagem que se aponta a um plano duplo é que pode
reduzir a quantidade de inspecc@o necessaria e o custo associa-
do, ja que a dimensao da primeira amostra costuma ser inferior a
dimensao usada num plano simples. Isto é 6bvio sempre que a de-
cisao seja possivel apenas com o uso da primeira amostra, podendo
ter efeito contrario se for necessario inspeccionar a segunda amos-
tra até ao fim. Para obviar a este possivel inconveniente é costume
fazer-se censura (em inglés, curtailment) na segunda amostra, que
consiste em terminar a inspeccao logo que se exceda o valor cs.
Uma outra vantagem apontada, mais do ponto de vista psicolégico,
consiste em dar ao lote uma segunda oportunidade, uma vez que
especialmente o fornecedor acha injusto rejeitar o lote com base
numa unica amostra. Em termos de desvantagens refira-se, essen-
cialmente, a maior complexidade associada a um plano duplo e o
maior esforco de amostragem que pode eventualmente resultar.

Curva Caracteristica Operacional, CCO

Representando por P, a probabilidade de aceitacao de um lote, e
por P({ e PC{ I as probabilidades de aceitacio na primeira e segunda
amostra, respectivamente, tem-se
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onde

PH —P(e; < X1 < e, X1 + Xo < ¢3)
c2
= Y P(X1=k Xy <cy—k),
k=c1+1

sendo para curvas do tipo-B (admitindo independéncia entre X e
X2), X1 —~ Binomial(ni,p) e Xo ~ Binomial(nz,p).

Dimensao média da amostra, ASN

Nos planos duplos, admitindo que nao ha censura na segunda
amostra, o numero de itens da amostra efectivamente inspeccio-
nados é uma v.a. que toma os valores nj se nao hd duvidas na
decisdo com base na primeira amostra (ou se aceita ou se rejeita
o lote) e ny + na se hé necessidade de uma segunda amostra para
a decisdo. Assim, a dimensao média da amostra, ASN, é dada por

ASN =n1Pr+ (n1 +n2)(1 — Pr) = n1 +na(1l — Py),

com Pr =P(X; <1 VX1 > ).

Se se comparar a curva ASN do plano duplo ny = 50, ¢; = 2,
no = 100, co = 6 com a recta do plano simples n =79, ¢ = 4
equivalente (i.e. com riscos idénticos), a figura seguinte mostra que
embora o plano duplo possa ter vantagem em termos do esforco
de amostragem, isso nem sempre acontece. A dimensao média da
amostra é vantajosa no plano duplo quando p é pequeno ou grande;
para p’s intermédios o esfor¢o de amostragem é superior nos planos
duplos.
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Censura

Para ultrapassar este inconveniente é usual terminar a inspecgao
da segunda amostra e rejeitar o lote assim que o nimero de unida-
des defeituosas nas duas amostras exceda o nimero de aceitacao
conjunto cy. A este processo chama-se censura na segunda amostra
e o seu efeito é fazer decrescer o ASN nos planos duplos, ficando
agora a curva ASN abaixo da recta do plano simples. Note-se que
nao se recomenda, contudo, fazer censura nos planos simples, ou
na primeira amostra, para que o estimador da qualidade do ma-
terial sob andlise seja centrado. Por exemplo, se ¢ = 1, se os dois
primeiros elementos inspeccionados forem defeituosos e se houver
censura, a estimativa da fraccao de defeituosos no lote seria um,
o que ¢é dificil de aceitar.

Construgao de planos duplos

O problema do delineamento de planos de inspeccao torna-se mais
complicado no caso de amostragem dupla. Para a construcao de
planos duplos, que protejam quer o produtor quer o consumidor,
verifica-se que ja nao é suficiente especificar dois pontos da curva
caracteristica operacional, por exemplo (AQL,1 — «a) e (RQL, 3),
uma vez que existem agora mais parametros a determinar. O pro-
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cesso mais usual consiste em fixar relagoes entre as dimensoes das
duas amostras n; e ng, que conduzam a planos bons. Existem ta-
belas, denominadas tabelas de Grubbs (ver Montgomery, 2004) que
permitem determinar os valores de ¢y, c2, ni e ng, por exemplo
para ng = 2n1, a = 0.05, = 0.10 e diversas razoes RQL/AQL.

Rectificacao da inspecgao

Se todos os lotes rejeitados forem submetidos a rectificacao a 100%,
i.e., se inspeccionarmos todos os itens do lote e substituirmos os
itens defeituosos por bons, pode-se calcular a qualidade média a
saida AOQ, de um produto de qualidade p, sujeito a rectificacao
de inspeccao num plano duplo. O nimero de elementos defeituosos
no lote passard a ser p(N — nj) se o lote for aceite a primeira, o
que acontece com probabilidade PC{ ; serd p(N —nyp —ng) se o lote
for aceite & segunda, o que acontece com probabilidade P!!; e serd
zero se o lote for rejeitado, o que ocorre com probabilidade 1 — P,
com P, = P! + P! Assim, a qualidade média a saida sers dada

por
N1\ pr ni N2\ pir
a0Q=p((1-7) P+ (1-F-F)R').
OQ p N a + N N a
a qual serd bem aproximada por AOQ ~ p(P! 4 P!!) = pP,, para
valores de n1 /N e ny/N suficientemente pequenos.

A quantidade de inspec¢ao sera, neste caso de amostragem dupla,
ny se o lote for aceite a primeira, com probabilidade PaI ; sera
n1 + ng se o lote for aceite & segunda, com probabilidade P!Z; e
serd N se o lote for rejeitado e em seguida rectificado a 100%, o
que ocorre com probabilidade 1 — P,. Logo, a quantidade média
de inspeccao do plano duplo sera

ATI = n Pl + (ny +ny) P+ N(1 - P,).

Comparando as curvas ATI de um plano duplo e de um plano sim-
ples, com aproximadamente a mesma CCQO, verifica-se um compor-
tamento semelhante ao das curvas ASN; o plano duplo é melhor
para valores pequenos ou grandes de p, mas pode ser pior para
valores intermédios de p.
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7.2.3 Planos Multiplos e Planos Sequenciais

Como extensao dos planos anteriores referem-se os planos
maltiplos e os planos sequenciais.

Os planos maltiplos usam mais de duas amostras para senten-
ciar o lote. Em cada etapa, se o nimero de elementos defeituosos
for inferior ou igual ao nimero de aceitagao, aceita-se o lote; se
o numero de elementos defeituosos for superior ao nimero de
aceitacao, rejeita-se o lote; caso contrario retira-se outra amos-
tra, e o procedimento repete-se do mesmo modo, até se atingir
o nimero de amostras pré-determinadas. As propriedades destes
planos sao estudadas com pormenor em Duncan (1986). A princi-
pal vantagem é a de usar amostras de dimensao mais pequena em
cada etapa, o que pode ter beneficios econémicos, diminuindo em
termos globais o esfor¢o de amostragem. Ja se viu também que
esta vantagem pode nao ocorrer, se nao houver censura, e além
disto, estes planos sao mais complexos de administrar.

Os planos sequenciais sao também uma extensao dos planos du-
plos e multiplos, mas em que nao se fixa, a partida, o nimero
maximo de amostras a utilizar para sentenciar o lote. Esse niimero
vai depender do desenrolar do processo de amostragem. Assim,
teoricamente, pode continuar indefinidamente até a inspeccao a
100%. Na prética, para obviar a este inconveniente, os planos se-
quenciais sao truncados, se o nimero de elementos inspeccionados
for 3 vezes superior ao niimero que seria inspeccionado se se usasse
um plano simples. Se em cada passo se usar uma amostra de di-
mensao um, o processo chama-se sequencial elemento-a-elemento;
se a dimensao for maior que um, chama-se sequencial por gru-
pos. O plano sequencial elemento-a-elemento baseia-se no teste de
Wald e as suas propriedades sao estudadas em Duncan (1986). A
curva ASN para este plano atinge valores particularmente baixos
nos extremos de p, o que pode conduzir a importantes beneficios
econdmicos.
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7.3 Planos de Amostragem para Variaveis

Quando a caracteristica de qualidade de interesse é medida numa
escala continua, usam-se, em geral, planos de amostragem basea-
dos na média e desvio padrao da amostra, em substituicao dos
anteriormente estudados planos de amostragem para atributos.
Estes planos denominam-se planos de amostragem para varidveis e
assumem que se conhece a distribuicao de probabilidade da carac-
teristica de qualidade. Neste caso é possivel determinar o niimero
de elementos a recolher e o critério para sentenciar lotes, com ris-
cos escolhidos « e 3 de rejeicao e aceitacao de lotes de qualidade
especificada.

A principal vantagem dos planos para variaveis é a de que neces-
sitam de amostras de menor dimensao que os planos para atri-
butos, para idénticas CCO (ou para idénticos riscos a e [3), o
que pode conduzir a menores custos de amostragem, sendo par-
ticularmente uteis se os elementos forem dispendiosos ou os tes-
tes destrutivos. Especialmente quando o AQL é muito pequeno,
os planos para atributos requerem amostras de dimensao muito
grande. Além disso, os dados na forma de medi¢oes fornecem mais
informacao sobre o processo do que apenas o numero de elemen-
tos defeituosos. Mas estes planos também tém desvantagens. A
distribuicao da caracteristica de qualidade tem de ser conhecida
e, em geral, assume-se que é Normal. Se se desenvolverem planos
baseados nestes pressupostos, e houver afastamento da normali-
dade, podem-se correr riscos reais bastante diferentes dos espe-
cificados. Além disso, é preciso desenvolver um plano para cada
caracteristica de qualidade a analisar. Se se tiver quatro carac-
teristicas de qualidade, precisamos de quatro planos, enquanto
com a amostragem para atributos bastava apenas um plano para
aceitar ou rejeitar o lote. Finalmente, o plano para variaveis pode
rejeitar um lote, mesmo que nao se observe nenhum elemento de-
feituoso na amostra, o que é raro, mas quando acontece conduz a
veementes protestos do fornecedor, quanto ao método de rejeicao.
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7.3.1 Relacao entre os Pardmetros de um Modelo
Gaussiano e a Fraccao de Nao-conformes

Se determinada caracteristica de qualidade segue uma distribuigao
Normal, existe uma relacao fundamental entre a fraccao de nao
conformes produzida pelo processo, e o respectivo valor médio p
e desvio padrao o. Exemplifique-se com o caso mais simples de
haver apenas um limite de especificacao, o limite de especificacao
inferior, LEI. Assim, a fraccdo de nao conformes p é dada por
®(z), com z = (LEI — p)/o. Por exemplo, se o for constante, a
fracgdo de nao conformes varia inversamente com p, i.e., quanto
maior for o afastamento entre p e LEI, com p > LFEI, menor é
a fracgdo de nao conformes. E entdo equivalente, dados os limites
de especificagdo, conhecer p e o, ou entao z, ou ainda p, dai ser
possivel representar a qualidade do processo, como alternativa a
p, pelo valor de z correspondente.

De seguida descrevem-se os planos para varidveis mais usados, que
assumem que a caracteristica de qualidade em estudo é distribuida
de acordo com um modelo Normal, com desvio padrao conhecido.
Veremos na Seccao 7.3.2 planos que controlam a fracgao defeitu-
osa, e na Seccao 7.3.3 planos que controlam a média do processo.
Para outros planos ver Duncan (1986) e Montgomery (2004), ja
atrés referidos, bem como Schilling & Neubauer® (2009). Algumas
consideracoes sobre as vantagens de utilizar técnicas nao destru-
tivas para a avaliagao da qualidade sao apresentadas em Reese et
al.” (2008).

5 Schilling, E.G. & D.V. Neubauer (2009). Acceptance Sampling in Quality
Control, 2nd edition, Chapman and Hall/CRC.

" Reese, C.S., P. Deininger, M.S. Hamada & R. Krabill (2008). Exploring
the statistical advantages of nondestrutive evaluation over destrutive testing.
J. Quality Technology 40, 259-267.
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7.3.2 Planos para Variaveis, para Controlar a
Fraccao de Nao-conformes, ¢ Conhecido

Este plano sera ilustrado no caso da existéncia de um limite de
especificacao inferior LEI. Retira-se uma amostra do lote, re-
ferente a uma caracteristica de qualidade continua com distri-
bui¢ao Normal(u, o) ou, equivalentemente, de qualidade p = ®(z),
com z = (LEI — p)/o, e considera-se X como estimador de .
Pretende-se sentenciar o lote com base no valor da média amostral:
se esta conduzir a uma fraccao de defeituosos pequena aceita-se o
lote; caso contrario rejeita-se. Para o efeito pode-se proceder por
duas vias (métodos) equivalentes:

via 1. Calcula-se o valor da estatistica z;, = (X — LEI)/o. Um
valor de z;, grande corresponde também a um afastamento
grande entre X e LEI, assim como entre x e LEI, e portanto
a um valor estimado para a fraccao de nao conformes, p,
pequeno. Se se rejeita o lote quando p for superior a um
determinado valor critico, pe-;, que conduza a um risco «,
pode-se transformar esse p..; num valor critico k, e rejeitar
o lote se zr, < k, pois um valor de z; pequeno significa
que a média estd demasiado proxima de LEI para conseguir
assegurar uma frac¢ao de nao conformes que seja satisfatéria.

via 2. Transforma-se o zj anterior na estimativa para p corres-
pondente, p = 1 — ®(z1). No entanto, para obter o esti-
mador centrado de variancia minima para p deve usar-se

QL = zr/n/(n—1) em vez de zr. Se p exceder um valor

critico conveniente p..;, rejeita-se o lote.

Os dois processos anteriores podem ser delineados de forma a
dar resultados equivalentes. Pretende-se determinar a dimensao
da amostra n, e o valor critico k ou pe; que garantam as ca-
racteristicas especificadas para o plano, em geral que passe por
dois pontos de interesse da CCO, nomeadamente (AQL,1 — «) e
(LTPD, 3).
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Suponha-se, por exemplo, que a tensao de ruptura X de determi-
nado produto tem uma especificacao inferior de 17 000 psi e que
se pretende delinear, para esse produto, um plano de amostragem
para varidveis que, em termos da fracgdo de nao conformes apre-
sente para AQL=0.01 um valor de o = 0.05 e para LTPD=0.08 um
valor de 8 = 0.10. Considere-se que X tem distribuicdo Normal,
com desvio padrao conhecido e igual a 800 psi.

Atendendo a que a fraccdo de nao conformes é dada por
p=®(LEI —p)/o)=1—®((n— LEI)/o), para esta distri-
buigao, um valor de frac¢ao nao conforme AQL=0.01 corresponde
a um valor z; = (u1 — 17000)/800 = 2.3263 e consequentemente,
a um valor médio p; = 17000 + 2.3263 x 800 = 18861 psi. Da
mesma forma, um valor de LTPD=0.08 corresponde a zo = 1.4051
e a um valor médio puy = 18124 psi.

Seguindo a via 1 aceita-se o lote se zy = (X — 17000)/800 > k.
Os valores de n e k serao determinados de modo a verificarem
P(zr > klp1) = 1—a e P(zr > k|u2) = B3, o que conduz ao sistema
de equagoes (k — z1)y/n = @7 1(a) e (k — z2)y/n = @711 - B3).
Daqui pode-se tirar n = ((£1_a + &1-5)/(21 — 22))°, onde &, de-
nota o quantil de probabilidade o na distribuicao Normal redu-
zida, que no nosso exemplo conduz a n ~ 10 e k = 2.3263 —
1.6449/\@ = 1.806 se se usar a primeira equagao, ou k =
1.4051 + 1.2816//10 = 1.810 se se usar a segunda. Tomar-se-4
entdao a média destes dois valores, obtendo-se k = 1.808 e n = 10
como solugao para o nosso plano. A regra de decisao sera entao a
seguinte: toma-se uma amostra de dimensao 10 do lote e calcula-se

zr, = (X — 17000)/800. Se zz, > 1.808 aceita-se o lote.

Seguindo a wia 2, tem-se o passo extra de transformar o va-
lor de z;, numa estimativa da frac¢do nao conforme. No nosso
exemplo, aceita-se o lote quando z; > 1.808, ou usando
Qr =zpy/n/(n—1), quando Qr > 1.808,/10/9 = 1.906, ou,
equivalentemente, se p = 1 — ®(Qr) < 1 — ®(1.906), ou seja,
para p < 0.0283 = p¢pi.
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7.3.3 Planos para Variaveis, para Controlar o Valor
Médio do Processo, ¢ Conhecido

Os planos que se descrevem de seguida, sao também planos para
varidveis e usam como varidvel de decisio a média amostral X.
Sao utilizados, em geral, na amostragem de produtos que sao for-
necidos em embalagens, sacos, caixas ou contentores. O julga-
mento dos lotes em bons e maus baseia-se, agora, nao na fraccao
de nao conformes ser alta ou baixa, mas sim no valor da estima-
tiva para o valor médio do processo. Estes planos sao delineados
com recurso aos testes de hipdteses. Continua a assumir-se que
a caracteristica de qualidade de interesse segue uma distribuicao
Normal, com variancia conhecida o2.

Suponha-se, por exemplo, que um industrial de transformacao de
madeira considera que um lote de material bruto é bom se o valor
médio do nivel de formaldeido emitido for inferior ou igual a 0.3
ppm, e que o nivel de formaldeido emitido segue uma distribuicao
Normal, com desvio padrao conhecido, o = 0.10. As hipéteses de
interesse sao entao, Hg : pu < 0.3 vs Hy : p > 0.3, aceitando-se
o lote quando X < k. Se os valores de n e k forem determina-
dos de acordo com as especificagoes P (Y < klp= 0.3) =0.95e
P (X < k|p=0.4) = 0.10, obtemos n = 9 e k = 0.356 (média
dos valores de k obtidos recorrendo as duas condicoes especifi-
cadas, depois de se arredondar n para 9). Isto significa que os
lotes sao sentenciados com base em amostras de dimensao n = 9,
rejeitando-se o lote se a emissao média de formaldeido na amostra
for superior a 0.356 ppm.

Estes planos para varidveis podem ser generalizados ao caso de o
desconhecido. Pode-se também julgar a qualidade dos lotes com
base nos valores tomados pelo desvio padrao da caracteristica de
qualidade, em vez do valor médio, ou usar métodos sequenciais na
tentativa de encontrar os planos mais econémicos ou mais rapidos.
Em caso de afastamento da hipétese de normalidade devem-se
fazer os ajustamentos necessarios, correspondentes a cada distri-
buigao particular (ver Duncan, 1986).
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7.4 Planos Especiais

7.4.1 Amostragem em Cadeia (Chain Sampling)

Quando os processos de inspecc¢ao sao destrutivos ou muito dis-
pendiosos sao recomendéaveis planos de amostragem que utilizem
amostras de dimensao reduzida. Estes planos conduzem frequente-
mente a ndmeros de aceitagao zero. Planos com ¢ = 0 apresentam
curvas caracteristicas convexas e, como consequéncia, uma queda
abrupta na probabilidade de aceitagao do lote para uma pequena
variagao na qualidade p do produto, o que é bastante gravoso para
o produtor e obriga-o, se se usar rectificagao da inspecgao, a ve-
rificar uma grande quantidade de lotes de qualidade aceitavel. A
figura seguinte compara as curvas caracteristicas de planos com
ntumero de aceitacao zero.
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Dodge® (1955a) sugeriu um processo alternativo aos planos de
amostragem simples com numero de aceitagdo zero, o cha-
mado método de amostragem em cadeia, que utiliza também
a informacado dos lotes precedentes. Assim, para cada lote,
selecciona-se uma amostra de dimensao n e observa-se o nimero
de elementos defeituosos. Para um plano de ordem i, procede-se

8 Dodge, H.F. (1955a). Chain sampling inspection plan. Industrial Quality
Control 11, 10-13.
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do seguinte modo: se a amostra tiver zero defeituosos, aceita-se o
lote; se a amostra tiver dois ou mais defeituosos, rejeita-se o lote;
se a amostra tiver um elemento defeituoso, aceita-se o lote, desde
que nao tenha havido elementos defeituosos nos ¢ lotes preceden-
tes. Por exemplo, o plano n = 5, ¢ = 3, aceita um lote se nao
houver elementos defeituosos na amostra de dimensao cinco, ou se
houver um elemento defeituoso nesta amostra, mas os trés lotes
precedentes nao continham defeituosos nas respectivas amostras,
também de dimensao 5. Este procedimento ja conduz a uma CCO
alternativa, com uma forma conveniente perto da origem, sendo
agora mais dificil rejeitar lotes com valores de p muito pequenos.

A CCO para este plano tera a forma
P, = P(0,5) + P(1,5)(P(0,5))’,

em que P(0,n) e P(1,n) representam as probabilidades de obter
0 e 1 elementos defeituosos, respectivamente, numa amostra de
dimensao n = 5.

CCO, Amostragem em cadeia

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

7.4.2 Amostragem Continua. Planos CSP-1

Os planos descritos anteriormente partiam do principio de que
o produto se apresentava para inspeccao, em lotes. No entanto,
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hé certos processos de fabrico continuo em que a producao nao
se apresenta naturalmente formada em lotes como, por exemplo,
processos complexos de montagem. Neste caso, o lote terda um sen-
tido mais lato e corresponderd a um certo segmento da producao.
Para este tipo de producao continua existem planos especiais que
consistem em alternar sequéncias de inspeccao por amostragem,
com inspeccao a 100%.

Os planos comecam, em geral, pela inspeccao a 100% e se néo hou-
ver unidades defeituosas num determinado ntimero de elementos,
passa-se & inspeccao por amostragem, até que um numero espe-
cificado de elementos defeituosos seja encontrado, retomando-se
a inspeccao a 100%. Estes planos podem considerar-se de recti-
ficacao, na medida em que a qualidade do produto é melhorada
pelo processo de inspeccao. O plano mais simples, plano CSP-1,
Continuous Sampling Plan, de Dodge? (1943) comeca pela ins-
peccao a 100% de todas as unidades. Quando se atingir o nimero
pré-especificado 7 de unidades consecutivas nao defeituosas, passa-
se a uma fase de inspeccao por amostragem, em que apenas uma
fraccao f dos elementos é inspeccionada. Estas unidades amos-
trais sao seleccionadas aleatoriamente, de tempos a tempos, do
processo continuo de producao. Passa-se novamente a inspeccao a
100% quando se detecta uma unidade defeituosa (o que dé o nome
CSP-1), sendo esta substituida. As propriedades deste plano de-
pendem dos valores de ¢ e f, sendo o nimero médio de unidades
inspeccionadas a 100%, apds a ocorréncia de um defeito, dado por
u=(1-¢")/(pqg"), em que ¢ = 1 —p e p é a fraccio de defeituosos
quando o processo estd a operar sob controlo, e o nimero médio
de unidades amostradas até ocorrer um defeito é dado por v = ﬁ.
Para mais propriedades deste plano e suas generalizagoes veja-se
Duncan (1986) e Gao & Tang!® (2005).

9 Dodge, H.F. (1943). A sampling inspection plan for continuous produc-
tion. The Ann. Math. Statist. 14, 264-279.

19 Gao, Y. & L.-C. Tang (2005). The effect of correlation on chain sampling
plans. Quality and Reliability Engineering Int. 21, 51-61.
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7.4.3 Planos de Amostragem Skip-lot

Dodge!! (1955b) apresentou estes planos skip-lot, SkSP, como
extensao dos planos de amostragem continua a lotes. Quando
se conhece a histéria de qualidade do vendedor e esta é boa,
pode-se apenas inspeccionar uma fraccao f dos lotes submeti-
dos, reduzindo o esfor¢o de inspecgao. A semelhanca dos planos
CSP comeca-se por inspeccionar todos os lotes. Quando se atingir
determinado critério (por exemplo, i lotes consecutivos aceites)
passa-se sé a inspeccionar alguns lotes. Estes sao escolhidos alea-
toriamente de acordo com uma certa frequéncia, por exemplo, um
lote em dois, o que significa que a proporcao média de lotes ins-
peccionados é 50%. Quando, por exemplo, um lote for rejeitado,
retoma-se a inspeccao de todos os lotes.

7.4.4 Planos de Amostragem para Produtos de Alta
Qualidade

Estes planos, veja-se Schilling!? (1978), estdo vocacionados para
inspeccao de lotes isolados ou produtos cuja inspecc¢ao exija grande
seguranca, em que se requerem amostras de dimensao minima.
Estes planos tém niumero de aceitacao zero e, devido as carac-
teristicas especiais da CCO neste caso, s6 devem ser utilizados se
p < 0.05 LTPD, para garantir um risco do produtor razoavelmente
pequeno (da ordem de 0.1). Se o valor de LTPD se aproximar mais
que o estipulado de p, devem usar-se planos de amostragem com
¢ > 0 (por exemplo os planos de Dodge-Romig, descritos na Secgao
7.4.5). Estes planos especificam o risco do consumidor em LTPD,
considerando por exemplo P,(LTPD) = 0.1, e ddo a dimensao
da amostra como uma fraccao da dimensao do lote. Para mais
pormenores e tabela de derivagao do plano, veja-se Montgomery
(2004).

1 Dodge, H.F. (1955b). Skip-lot sampling plans. Industrial Quality Control
11, 3-5.

12 Schilling, E.G. (1978). A lot sensitive sampling plan for compliance testing
and acceptance inspection. Journal of Quality Technology 10:2, 47-51.
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7.4.5 Planos de Amostragem de Dodge-Romig

Estes planos minimizam o ATI, quantidade total média de ins-
pecgao, para uma proteccao especificada em LTPD (ou um dado
AOQL). Dodge e Romig (1959) tabelaram extensivamente estes
planos, quer para o caso de amostragem simples, quer para amos-
tragem dupla (ver Montgomery, 2004).

7.5 Erros de Inspeccao

No delineamento de planos de amostragem assume-se que o pro-
cesso de inspeccao estd isento de erros, o que nem sempre é o caso,
chegando-se a ter 25% a 30% de erro de inspec¢do em processos
complexos. Os erros distorcem as curvas caracteristicas dos planos
de amostragem e, portanto, também caracteristicas desses planos
como 0 AOQ e o ATI, entre outras. Ha dois tipos de erros passiveis
de serem cometidos em amostragem de aceitacao: o erro de tipo
I, que consiste em classificar como defeituoso um elemento que é
bom, e o erro de tipo II, que consiste em classificar como bom um
elemento que é defeituoso. O efeito de um erro de tipo I na CCO
consiste em reduzir P,, para todos os valores de p, pois esta-se a
classificar incorrectamente como defeituoso um elemento bom. De
igual forma, um erro de tipo I reduz AOQ, pois estd-se a aumen-
tar a inspeccao a 100% e consequentemente, aumenta o valor ATI,
devido a classificacao incorrecta de um elemento bom.



Capitulo 8

Teoria da Fiabilidade

Em Teoria da Fiabilidade estamos essencialmente interessados em
conhecer o comportamento de determinado equipamento ou sis-
tema, mais ou menos complexo, com um certo ntimero finito n de
componentes, estimando parametros relacionados com a variavel
aleatoria T', tempo de vida desse sistema.

Admitiremos que o estado do sistema, considerado num instante
fixo do tempo (usualmente o momento presente) ou, mais geral-
mente, evoluindo no tempo, depende exclusivamente do estado das
suas componentes.

A um sistema também chamaremos frequentemente uma estrutura
e ao numero n das suas componentes chamaremos ordem dessa
estrutura.

8.1 Conceitos Fundamentais em Fiabili-
dade

Em Teoria da Fiabilidade sao de particular relevo:

e A v.a. nao negativa T', tempo de vida do sistema, que admi-
timos ser funcao exclusiva das varidveis aleatorias T;, tempo
de vida da i-ésima componente, 1 < i < n.

169
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e Numa perspectiva estdtica, a funcdo de estrutura do sistema,
definida por

¢ =o(X) =

1 ist ta a funci
{ se o sistema esta a funcionar (8.1)

0 se o sistema esté avariado,

onde X = (Xq,...,X,), e

b% { 1 se a i-ésima componente estd a funcionar
i pu—

0 se a i-ésima componente esta avariada.

Nesta perspectiva estdtica, temos ainda a fiabilidade,

p=P(H(X) = 1) = E(¢(X)), (8.2)

onde ¢ é a fungao estrutura em (8.1).

e Numa perspectiva dindmica, temos a funcao de fiabilidade
R(t) (R de reliability), usualmente designada por fiabilidade
do sistema no instante t, directamente relacionada com a f.d.
da v.a. T, pois

R(t) =R, (t) =P(T >t) =1 F,(t). (8.3)

8.2 Importancia das Estatisticas Ordinais
em Fiabilidade

A importancia das estatisticas ordinais em Fiabilidade reside, entre
outros, nos seguintes factos:

e De um ponto de vista probabilistico, a v.a. T, tempo de
vida do sistema, pode-se sempre exprimir como uma fungao
de estatisticas ordinais que envolvem as varidveis aleatorias
T, 1 <1< n.

e Em testes de vida, testes cujo objectivo é usualmente inferir
sobre caracteristicas populacionais de T', como por exemplo
o tempo médio de vida, p, = E(T), a variancia do tempo de
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vida, Ui = Var(7T), ou mais geralmente a funcao de fiabili-
dade R,(t), t > 0, as amostras recolhidas sao quase sempre
amostras censuradas, e consequentemente a verosimilhanca
dessas amostras pode ser identificada com a f.d.p. de um
certo nimero de estatisticas ordinais.

8.2.1 Tempos de Vida de Estruturas Usuais e Es-
tatisticas Ordinais

Designemos por T' o tempo de vida de uma estrutura com n com-
ponentes independentes e idénticamente distribuidas (i.i.d.), com
tempos de vida (11,73, ...,Ty), com f.d. comum F(-).
Designemos por

(Tl:n S T2:n S e S Tn:n)

a amostra das estatisticas ordinais ascendentes associada & amos-
tra de tempos de vida das componentes, sendo

Ti.n, = min T; e T,., = max T;.
1<i<n 1<i<n

As estruturas mais frequentes sdo:

Estruturas em série

Uma estrutura em série funciona se e sé se funcionarem todas as
suas componentes. Tem-se pois para a v.a. T, tempo de vida,

T = min 1—‘@ = Tl:na
1<i<n
e consequentemente
F.(t)=Fi,(t)=1—(1—-F())".
Para a fungao de fiabilidade R _(?), definida em (8.3), tem-se

Rp(t) = (1= F(#)",
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tendo-se para a fungao de estrutura ¢, definida em (8.1),

(X)) = min X; = X1( = .HXZ')'

1<i<n

Consequentemente, a fiabilidade da estrutura, definida em (8.2),
é
p=nr"

onde p é a probabilidade de funcionamento de qualquer uma das
componentes idénticas.

Estruturas em paralelo

Uma estrutura em paralelo funciona se e sé se funcionar pelo me-
nos uma das suas componente. Tem-se pois

T = max T; = Ty.n,
1<i<n

e consequentemente
Fp(t) = Fan(t) = F™(1),

RT(t) =1- Fn(t)7

P(X) = max X; = Xpn(=1- H(l - X;)),

1<i<n

n
também denotado por [] X;, tendo-se
i=1

p=1-(1-p",

onde p é mais uma vez a probabilidade de funcionamento de qual-
quer uma das componentes idénticas.
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Estruturas i-de-n

Uma estrutura ¢-de-n funciona se e s6 se funcionarem pelo menos
i das suas componentes, 1 < i < n. Entao

T = Tn—i+1:n7

e consequentemente

n

P = Frsva = Y () )t oy

k=n—i+1

1 F(t) . -1y
= (1 — )Lt
B(i,n—i+1)/(] ( ) ’

que ¢ a fungao Beta Incompleta I (n—i+1,14), convenientemente
tabelada em Pearson & Hartley! (1970), Tabela 16. Tem-se ainda

Re(0=3 () 0= PO (P

k=i

(ZS(X) - Xn—z'—i—l:nv

e consequentemente

n n .
p= <k>p’“(1 —p)"
k=1

onde p é a probabilidade de funcionamento de qualquer uma das
componentes idénticas.

Esta estrutura engloba obviamente as estruturas anteriores:

e Estrutura 1-de-n = Estrutura em paralelo;

o [Estrutura n-de-n = Estrutura em série.

! Pearson, E.S. & H.O. Hartley (1970). Biometrika Tables for Statisticians.
Cambridge University Press.
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Outras estruturas

Estrutura coerente é qualquer estrutura cuja funcdo de estrutura
é nao decrescente e cujas componentes sao todas relevantes.

Note-se que, por defini¢ao, a i-ésima componente diz-se irrelevante
para a estrutura se a funcao de estrutura ¢ for constante em x;.

Sem entrarmos em detalhe sobre a teoria das estruturas coerentes
(que pode ser estudada em Barlow & Proschan?, 1975 e Yang?®,
2007) convém referir que é possivel demonstrar o seguinte teorema:

Teorema. Qualquer estrutura coerente pode-se exprimir como
uma estrutura em série de componentes em paralelo, denominada
estrutura série-paralelo, ou uma estrutura em paralelo de compo-
nentes em série, denominada estrutura paralelo-série.

Consideremos o seguinte exemplo de uma estrutura em ponte:

Para proceder as representagoes explicitadas no teorema torna-se
necessario identificar os caminhos minimos — caminhos que per-
mitem o funcionamento do circuito e sem componentes irrelevan-
tes, e os cortes minimos — conjunto de componentes, todas re-
levantes, que quando retiradas implicam o nao funcionamento do
circuito. No exemplo em estudo temos:

2 Barlow, R.E. & F. Proschan (1975). Statistical Theory of Reliability and
Life Testing — Probability Models. John Wiley and Sons.

3 Yang, G. (2007). Life Cycle Reliability Engineering. John Wiley and
Sons.
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e Caminhos minimos: {1,4}, {2,5}, {1,3,5}, {2,3,4};
e Cortes minimos: {1,2}, {4,5}, {1,3,5}, {2,3,4}.

Temos consequentemente as seguintes representacoes do sistema
inicial:

1 3 3
O O O
2 3 4
p— A
1 4
') ')
2 =]
e
O O O O
]
O O
1oL Led
O O O O
2 5 5 4
Consequentemente

T = max (min(Tl, T3, Ts), min(Ty, T3, Ty ), min(T}, Ty), min(Ts, T5))
= min (HlaX(Tl, 772)7 max(T4, Ts), IIlELX(jH7 Tg, T5), max(Tg, T3, T4))

Se forem

e P;,1 <j <k, os caminhos minimos,

e (;,1 <7 <r, os cortes minimos,
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tem-se
k k k
o0 =Tor,0) =TI X =1~ T1 (1~ [T %),
j=1 j=lieP; j=1 iE€P;
ou . .
o(X) = [T o, (x) =TT (1 - [T 0 - x0)
j=1 j=1 i€C;
Neste caso particular tem-se
p = 2p? + 2p° — 5pt 4 2p°. (8.4)

A distribuigao nao idéntica das componentes nao causa problemas,
pois:

Estrutura em série

P(¢(X) =1) =[]~ pi, com p; probabilidade de fun-
cionamento da i-ésima componente, 1 < i < n.

R(t) =12, (1 = Fi(t)), com F;(t), tempo de vida da
i-ésima, componente, 1 < i < n.

Estrutura em paralelo

P(¢p(X)=1) =1-][;(1—p;), com p; probabilidade
de funcionamento da i-ésima componente, 1 < i < n.

R(t) =1 —[[;-, Fi(t), com Fi(t), tempo de vida da
i-ésima componente, 1 <7 < n.

No entanto se as componentes estiverem associadas (situacao fre-
quente pois as diferentes componentes estao em principio sujeitas
ao mesmo tipo de fadiga e a avaria de uma componente vai con-
certeza trazer sobrecarga para as outras componentes) as férmulas
anteriores nao sao obviamente vélidas. Num contexto geral, o que
se pode fornecer sao limites superiores ou limites inferiores para a

fiabilidade ou funcao de fiabilidade.
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Sob a validade de uma associagao positiva temos para a estrutura
em série,

P(o(X) =1) = [1 p:

Fi(t)).

—

R > (1-

1

7

Os valores [] pi e [[ (1—F;(t)) fornecem pois sub-estimativas para
i=1 =1
a fiabilidade e funcao de fiabilidade.

Para uma estrutura em paralelo temos

n

Ple(X)=1)<1—-[I(1—ps)

i=1
n
R(t) <1-—[] Fi(t).
i=1
Os valores 1 — [, (1 —p;) e 1 =[]}, F;(t) fornecem pois supra-
-estimativas para a fiabilidade e funcao de fiabilidade, respectiva-
mente.

Genericamente, qualquer que seja o sistema coerente, com compo-
nentes positivamente associadas,

Hpi <p< 1—H(1—pz-), (8.5)

n
[[a-FE@®) <Rk <1-]]F®).
=1 =1

Estes limites superiores e inferiores sao obviamente grosseiros e
podem ser melhorados. Convém desde ja alertar para o facto
Obvio destes limites serem usualmente mais faceis de obter do que
p = P(@(X) = 1) ou R(t), sendo muitas vezes utilizados pelos
fabricantes, na informacao dada ao cliente.

Limites superiores e inferiores mais rigorosos podem ser obtidos
através da representacao da estrutura coerente em série ou em
paralelo.
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Mais uma vez, se forem

P;,1 <j <k, oscaminhos minimos,
e C;,1<j<r, oscortes minimos,

tem-se
ﬁ(l—H(l—m))ﬁpgl—l—[(l_ﬂpl), (8.6)
=1 1€C; =1 icP,

uma vez que

T

H(l— H(1—Xi)):¢(X):1—ﬁ<1— X)

j=1 ieC; j=1 icP;

No exemplo apresentado anteriormente, enquanto a primeira de-
sigualdade para a fiabilidade, fornecida em (8.5), nos daria

W =pP <p<1—(1-p)° =1, (8.7)

S

a segunda desigualdade, em (8.6), dar-nos-4

1= (1-1-p?P0-(1-p?P*<p
<1-(1-pH21-p*)2=11%. (8.8)

que nos vai permitir obter, neste caso particular, um intervalo
bastante mais apertado, como veremos adiante.

Convém no entanto notar que nem sempre os limites em (8.6) estao
muito préximos da fiabilidade real, podendo mesmo ser piores que
os limites inicialmente considerados, em (8.5).

Outro tipo de limites frequentemente utilizados sdo os min-max e
max-min, que se baseiam no facto de se ter, para qualquer estru-
tura coerente

mjax (IE (¢Pj (K))) <p< mjln (E (¢Cj (X») )
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ou equivalentemente,

max ( 11 pi) < p < min (1 - JJa- pi))- (8.9)

T Viep icC;

No caso particular do exemplo apresentado, e com base em (8.9),
teremos

l§3) =pP<p<1l-(1-p2=2p—p°= l(s?’). (8.10)

Na figura seguinte, apresentamos para além do verdadeiro valor
da fiabilidade p = p(p) da estrutura em ponte, fornecido em (8.4),
os limites superiores e inferiores em (8.7), (8.8) e (8.10).

p=p(p)
1 .

8.2.2 Mecanismos de Censura

Comegaremos por nos referir aos diferentes tipos de censura, e pas-
saremos em seguida a um exemplo do mecanismo de censura mais
frequente em Fiabilidade, a censura no nimero de componentes.
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Conceito de censura

Um tipo de dados continuos importante em Fiabilidade sao os
dados de avarias de equipamento. Serd com este tipo de dados que
iremos exemplificar o conceito de censura.

Ao colocarmos em experiéncia n unidades, com o objectivo de
inferir sobre a varidavel T', tempo de vida dessas unidades, podemos
recolher dados dos seguintes tipos:

1. Completos — se recolhermos os instantes de avaria de todas
as n unidades na amostra;

2. Incompletos ou Censurados — se recolhermos os instantes de
avaria de k unidades que falharam e os tempos de funciona-
mento das n — k unidades ndo avariadas. A esses tempos de
funcionamento chamamos tempos de censura.

Se as unidades que nao se avariaram tiverem todas o mesmo tempo
de censura, diremos que os dados foram sujeitos a censura sim-
ples; caso contrario, diremos que os dados foram sujeitos a censura
maltipla.

No caso particular referido anteriormente, houve uma porgao supe-
rior da amostra ordenada que foi excluida. Estamos pois perante
um caso de censura a direita — decidiu-se parar a experiéncia
quando k unidades falharam, ou seja, estamos a trabalhar com a
amostra das k estatisticas ordinais inferiores de uma amostra po-
tencial de dimensao n. Podemos no entanto ter, de forma analoga,
censura a esquerda ou censura dupla.

Se se fixar um instante T em que se pretende parar a experiéncia,
o numero de observacoes censuradas é uma variavel aleatéria, e
temos aquilo que usualmente se designa por censura de tipo I ou
censura no tempo, sendo designada por censura de tipo Il aquele
tipo de censura em que a uma amostra potencial de dimensao
n falta um nimero conhecido de observagoes (de um lado ou de
ambos os lados).
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E quando é que temos dados multiplamente censurados? Podemos
distinguir as seguintes situagoes:

1. Algumas unidades foram removidas antes de falharem.

2. Perderam-se algumas unidades ou avariaram-se, mas devido
a causas estranhas.

3. Em alguns processos de testes de vida, que referiremos a se-
guir e estudaremos mais adiante na Seccao 8.5, as unidades
comecam a ser testadas em instantes diversos, mas sao reti-
radas simultaneamente da experiéncia.

Temos entao dados multiplamente censurados.

Exemplo de aplicagao

Admitamos um dos testes de vida mais simples em modelo de
vida F'(-), em que de um lote de n unidades postas em funciona-
mento num instante inicial ¢ = 0, se recolheram k tempos de vida
U; < -+ < Ug. Tem-se entao

d
(U17U27---’Uk) = (Tl:naTQ:nw“ka:n)a

em que (11,75, ...,T,) é a amostra potencial (ndo observada) dos
n tempos de vida das n unidades postas em funcionamento no
instante inicial.

A funcédo densidade de probabilidade da amostra é entao

k

|
ﬁ H f(ul) (]— - F(U}g))nik se Ul <ug < - < U
Ti=1

No caso particular do modelo exponencial com valor médio o, mo-
delo extraordinariamente importante em Fiabilidade, i.e., quando
estamos perante o modelo de vida

0 t<O0
F(t):Fg'(t) ;:{ 1 — e—t/o t>0 (g>0),
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a verosimilhanca da amostra censurada é

L(o;uy,ug, ... ug)
n! 1 k
= =Rk [[exp (—ui/o) exp (—=(n = k)uy /o),
=1

se up < ug < --- < U,

donde se segue o estimador de maxima verosimilhanca

Ek_2{§tm+0%%ﬂ@}_;{é;ﬂm+m—Mﬂm}(&n)

i=1

Para o estudo da distribuicao deste estimador necessitamos pois
conhecer o comportamento conjunto das estatisticas ordinais em
modelo exponencial, ja estudado anteriormente. Iremos aqui usar
uma abordagem heuristica que nos permitird chegar a distribuicao
de oy

Sendo T;., a duracdo da unidade que falhou em i-ésimo lugar,
1 <14 < n, por entre as n unidades, tem-se

P(E—l—l:n - T%:n > x’ﬂ:n - y) =P (ﬂ—i—l:n >x+ y‘Tzn = y) 5

e esta ultima probabilidade, sendo a probabilidade de que
nenhum dos n — ¢ acontecimentos que ainda estao em progresso
no instante y acabe antes de x 4+ y ¢é, devido a falta de memoria
da exponencial, igual a

{(P(T > z)}" " = e~ (nD2/0

Consequentemente,

P(Tiy1m — Tim < &|Tjn = y) =1 — e~ (7927 5> 0,

independentemente de y, o que significa que T;11., — T5., € uma
v.a. Exponencial de valor médio o/(n — i), independente de T}.,,.
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Mais geralmente tem-se em modelo Exponencial a validade do
seguinte resultado:

‘/;:(n_7'+1)(ﬂn_ﬂ—ln)7 1§Z§n, 710:71207

sao variaveis aleatérias exponenciais independentes de valor médio
o, tendo-se consequentemente a validade da representacao de
Rényi (Rényi*, 1953)

d 1% .
Tin =) ST lSisn (8.12)
=1

i.e. T, é uma combinacao linear de ¢ exponenciais unitarias e
independentes, de valor médio o.

A utilizagao de (8.12) na expressao de oy, em (8.11), leva-nos a
representacao em distribuicao,

k
~ 1
ak_{zlnﬁ - Tkn} i3y,

(2 :
e segue-se, por exemplo, que

k oy/o

é uma varidvel aleatéria Gama(k), resultado que exploraremos
mais adiante em detalhe, aquando do estudo, na Seccao 8.5, dos
testes de vida.

8.3 Nocao de Envelhecimento.
Distribuicoes IFR e DFR

No que se segue designaremos por

e S — Sistema arbitrario;

4 Rényi, A. (1953). On the theory of order statistics. Acta Math. Acad. Sc.
Hung. 4, 191-231.
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e 7' — Tempo de vida de S (v.a. positiva);

e F(t) — f.d. de T, com suporte t > 0, F(0) =0;

f()=F'(t), f.d.p. de T;

R(t) =P(T > t) =1— F(t) — fiabilidade, no instante ¢, de
um sistema que entrou em funcionamento em ¢t = 0.

8.3.1 Funcgoes para Caracterizagcao do Tempo de
Vida

Chama-se probabilidade condicional de avaria no intervalo
(z,z + t] de um sistema com idade z > 0, & fungao

F(tlx) = PT <t+z|T>zx)
(8.13)
1-Ft+z)
1— T 1 — R(t|z).
A funcao

R(tlx) =1 — F(t|x)
é designada por fiabilidade condicional em t de um sistema com
idade = > 0. Tem-se obviamente F'(t) = F(t|0) e R(t) = R(t|0),
pois P(T > 0) = 1.

Chama-se taza de avaria (ou de mortalidade) instantanea a fungao

— iy FU) (@)
h(t) := (}gino i T I-F@) t>0. (8.14)

A funcao
t
H(t) ::/ h(z)dz, t > 0,
0

é a chamada funcdo de mortalidade (cumulativa).

Vejamos quais as relagoes principais entre as diferentes funcoes
definidoras do tempo de vida:
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H(t) = [{h(z)de = —log R(t) = —log(1 — F(t)),
ht) = H'(t),
R(t) = e HO,

8.3.2 Nocgao de Envelhecimento Estocastico

Modelos de vida que nao envelhecem

Diz-se que um sistema ndo envelhece estocasticamente quando
R(t|lx) = R(t), t>0, Vx>0,
com R(t|z) definida em (8.13), ou equivalentemente,

1—-F(t+z)

1—F(t) =1-F(z) <= R(t+z)= R()R(z).

A tnica funcao que satisfaz esta equacao funcional é a exponencial,
e como a fiabilidade, sendo uma probabilidade, estd em [0, 1], tem
de se ter

R(t)=e™, t>0, \>0.

Consequentemente, h(t) = A, V& > 0, i.e., temos uma taxa de
mortalidade instantanea constante no tempo, para um sistema que
nao envelhece nem rejuvenesce estocasticamente.

A distribuigao Exponencial vai pois ser sem divida importante
como modelo de vida — trata-se na realidade do tinico modelo de
vida com uma taxa de mortalidade instantanea constante ao longo
do tempo.

Modelos de vida que envelhecem

Diz-se que o sistema S envelhece no tempo se e s6 se R(t|z), em
(8.13), for uma fungao decrescente em x > 0, para t > 0.
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Como
R(t+ x)

R(t|x) = R(x)

¢é funcao decrescente em x, e se tem

o R(t + dt)

a fungao h(t), em (8.14), serd entdo uma funcdo crescente em ¢,
sempre que f(t) = F'(t) exista, o que foi admitido desde inicio.

Reciprocamente, se h(t) for uma func@o crescente em ¢, R(t|z) é
decrescente em x, i.e., sistemas que envelhecem no tempo tém uma
taxa de mortalidade instantanea associada crescente.

Definicao 1. F'(-) é uma distribui¢ao IFR (de Increasing Failure
Rate) se e s6 se R(t|z), em (8.13), for decrescente em = > 0, V¢t > 0,
ou ainda (caso exista a funcao densidade) se e s6 se h(t), em (8.14),
for crescente em ¢t > 0.

Modelos de vida que rejuvenescem

Definicao 2. F(-) é uma distribuigdo DFR (de Decreasing Failure
Rate) se e s6 se R(t|x), em (8.13), for crescente em z > 0,Vt > 0,
ou ainda (caso exista a fungao densidade) se e sé se h(t), em
(8.14), for decrescente em ¢ > 0.

Exemplos.

1. H4 certos materiais, como o aco, que aumentam em re-
sisténcia quando sao trabalhados.

2. Misturas de modelos exponenciais podem ser DFR.

3. Sistemas com mortalidade infantil tém (pelo menos nessa
fase) uma taxa de mortalidade instantanea decrescente.
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Outros modelos

Para além dos modelos de vida atras referidos, muito usados na
pratica, outra classe importante de modelos é a que inclui dis-
tribuicbes com uma taxa de mortalidade instantanea do seguinte
tipo: inicialmente decrescente (mortalidade infantil), seguida de
uma fase constante (vida wtil) e por fim crescente (velhice). Sao
as chamadas funcdes de mortalidade em banheira.

8.4 Modelos Paramétricos Importantes em
Fiabilidade

8.4.1 Modelo Exponencial

Este modelo fornece uma boa descricao de uma unidade que nao
envelhece, nem rejuvenesce no tempo.

Usaremos, conforme seja mais conveniente, uma das duas parame-
trizagoes seguintes:

Fot)=1—e"7 t>0 ou F\(t)=1—e, t>0;

fot)=2e77, >0 ou fa(t)=Ae ™M, t>0;

R,(t)=e M7 t>0 ou Ry(t)=e M, t>0.
Propriedades da distribuicao exponencial com im-
portancia em Fiabilidade

e O tempo de vida de uma componente usada é independente
da sua idade inicial (falta de memdria da exponencial). Por
outras palavras, uma unidade exponencial usada € tdo boa
como uma nova.

Matematicamente: Se T tem f.d. exponencial F,(t), a pro-
babilidade condicional de sobrevivéncia é dada por,

P(T >t+2z|T >z)=et7, t>0,
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independentemente de x. Mas também se F(-) é uma
f.d. de uma v.a. ndo degenerada e nao negativa, tal que
R(t) = 1 — F(t) satisfaz a equagao funcional,

R(t+z)=R(t)R(z), t >0, x >0,

entdo F'(-) é uma f.d. exponencial, i.e. F'(t) = 1 —exp(—A\t),
t > 0, para algum A > 0.

A distribuicdo exponencial é a tunica distribuicdo de vida
com taxa de avaria instantdnea constante no tempo.

Algumas implicagoes tedricas e praticas desta propriedade:

1. Como, de um ponto de vista estocdstico, uma compo-
nente usada é tao boa como uma nova, nao ha nenhuma
vantagem em seguir uma politica de substituicao pla-
neada das componentes usadas, que ainda estao em fun-
cionamento.

2. Na estimacao da vida média, dos percentis, da fiabili-
dade, e assim por diante, os dados podem ser coleccio-
nados com obtencao exclusiva do niimero total de horas
de vida observado e do nimero de avarias observadas.
As idades efectivas das componentes em observacao sao
irrelevantes.

Uma v.a. exponencial T, com f.d. F,(t) =1—e ¥/, t >0,
o > 0, tem momentos

wn =E(T") =nlo", n> 1.

Em particular, o valor médio de uma distribuicao exponen-
cial é o reciproco da taxa instantanea de avaria,

p=ET)=0=
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e Sejam T1,T5,...,T, varidveis aleatérias i.i.d. com funcao
de distribuicdo F,(t) = 1 —e*/7, t > 0, 0 > 0. Sejam
T.n, Tom, ..., Th.n as n estatisticas ordinais crescentes asso-
ciadas a (11, T», ..., T, ), usualmente interpretadas em Fiabi-
lidade como os sucessivos instantes de avaria de n componen-
tes de um sistema, ou de n unidades postas em experiéncia
num instante inicial. Seja

Dk = Tk:n - kalzna k= 1, 2, ey, (815)
o k-ésimo espacamento, com Ty., = 0. Entao:

1. As varidveis aleatérias Dy, ..., D,, tém distribuicao ex-
ponencial, i.e.,

P(Dy<t)=F_o ()=1-c"" ', t>0, 0>0,
para k=1,2,...,n.
2. As variaveis aleatérias D1, ..., D, sao independentes.
2
3. E(Dk) = TL—Lk-‘rl e Var(Dk) = m, k= 1,...,71/.
4. As varidveis aleatérias nDy, (n—1)Da, ..., D, sdoi.i.d.,

com distribuicao exponencial de valor médio o.

5. O tempo de vida da k-ésima unidade a avariar-se,
T).,, ¢ uma combinacao linear de exponenciais i.i.d. e
unitarias, ou seja,

Ty, = D1+ Do+ ---+ Dy,

E E E

n—1 n—k+1

com Ej;, 1 < j <k, exponenciais unitdrias, independen-
tes.

6. Tem-se

E@M:ae+ﬁ+mﬁiﬂ
= ofpn+1)—n—k+1)]

onde 9 (-) é a fungao digama, introduzida em (3.18).



190 CAPITULO 8. TEORIA DA FIABILIDADE

7. Tem-se ainda

h+T+---+ 1T,
Tl:n+T2:n+"'+Tn:n

Tempo total de vida

[la- 1l

. B
o Z;:l WJH

= o) Ei

g Gama(n).

Iremos em seguida referir os dois tipos de amostragem mais usuais
em Fiabilidade. Sao eles:

1. Amostragem sem reposicao ou substituicao: Admita-
mos que se colocam n unidades em funcionamento no ins-
tante t = 0. Recolhem-se em seguida os tempos de vida das
diferentes unidades que se avariam, mas sem substituicdo
das unidades avariadas, i.e., recolhem-se T7.,,T5.p,.... Os
tempos entre avarias consecutivas sao independentes e expo-
nenciais, mas com valores médios distintos, tal como vimos
anteriormente.

2. Amostragem com reposicao ou substituicao imediata
das componentes avariadas: Neste caso os tempos entre ava-
rias consecutivas, Wi, Wy, ..., sdo exponenciais i.i.d. com
valor médio o /n.

Pensemos na varidvel aleatéria 7(i), tempo total de teste até se
terem recolhido 7 avarias, em ambos os esquemas de amostragem.

Num esquema. sem reposicao:
Ts (Z) = nTl:n +- (7’L -1+ 1)(T’zn - Tliflzn)
= nDi+(n—-1)Dy+---+ (n—i+1)D;
4 o(E1+ Ey+---+ E;).

Num esquema com reposi¢ao:
= (2) n(Wy+Wy+---+ W)

T =
L o(By+ B+ +E).
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Nao ha pois distingcao entre os dois esquemas de amostragem, no
que se refere ao tempo total de teste.

Processo de Poisson em Fiabilidade

O processo de Poisson, estando directamente relacionado com o
modelo Exponencial, aparece frequentemente em Fiabilidade como
processo de avarias, em contextos diversificados, como por exem-
plo:

1. Manutenc¢ao de equipamento. Uma unidade é colocada em
funcionamento no instante inicial, ¢ = 0. Quando ocorre uma
falha, essa unidade é imediatamente substituida por uma
unidade do mesmo tipo.

O processo de instantes de avaria, {N(t)},s, com
N(t) = Numero de falhas em[0, ¢),

é um processo de Poisson de taxa A, i.e.,

(M)
K

P(N(t)=Fk)=e M E=0,1,...

2. Na amostragem com reposi¢ao o processo de avarias também
é um processo de Poisson de taxa A, =n/o = nA.

3. Se pensarmos num sistema em série, com n componentes
exponenciais, com tempos médios de vida o1,09,...,0,, €
taxas de mortalidade instantanea A1, Ag,..., An, \j = 1/0,

. ~ -~ - noy
1<i<n,entdo T = Tiyp e F (1) =1 —exp(—>_7 Ait),
t >0, ie., T é exponencial com taxa de avaria instantanea

A= E?:l Ai

Tal é a base tedrica para o chamado método de
contagem das partes — o analista conta o niimero
n; de componentes de tipo ¢ presentes no sis-
tema, multiplica por );, a taxa de mortalidade
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instantanea da componente de tipo 7, e soma rela-
tivamente a todas as componentes.

Nao temos aqui mais do que uma superposicao de
processos de Poisson. No sistema em série, quando
uma componente se avaria serd substituida ime-
diatamente. A sucessao de avarias da componente
1 e das suas substitutas é um processo de Poisson
de taxa A;.

Como o sistema falha quando falhar qualquer uma
das componentes, os instantes de falha do sis-
tema constituem um processo de Poisson de taxa

A=D1 0N

8.4.2 Modelo Weibull

A funcao de distribuicao e a f.d.p. do modelo Weibull (de
minimos), usualmente conhecido como modelo Weibull, s&o

Waolt)=1—e D" >0 (a>0, 0>0), (8.16)
e
o t a—1 N
wna® = (2) (1) 20 (@0, 00
o o
respectivamente.

Componentes Weibull tém tempo médio de vida

E(T) = gr (;)

e taxa de mortalidade instantanea

h(t) = (%) <2>a_1, t>0.
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Consequentemente:

, DFR se a<l1
Wao() ¢ {IFR se a>1.

A funcao de distribuicdo Exponencial é um caso particular da
Weibull de minimos, correspondente ao valor & = 1, em (8.16)

Wie() = Fo ().
8.4.3 Outros Modelos Univariados em Fiabilidade

Modelo Gama

A funcao densidade de probabilidade e a funcao de distribuicao do
modelo Gama(o, ), usual em Fiabilidade, caso particular do mo-
delo genérico estudado na Secgao 3.1.4, com A = 0 e § substituido
por o, sao

1!
Ga,o(t) = ﬁf‘(a)e_t/a’ t>0 (>0, 0>0),
e, também para o > 0, o > 0,
Got) = = /t w0 e gy ¢ >0, (8.17)
’ o I'(a) Jo
respectivamente.

Componentes Gama tém tempo médio de vida
E(T) = oa,

e o reciproco da taxa de mortalidade instantanea h(t), em (8.14),

1 ) uy a—1
= et —u/o >
10 /0 <1+t) e du, t > 0.

Consequentemente:

DFR se a<l1
Ga,a(') {

IFR se o>1.
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A funcéo de distribuicdo Exponencial é também um caso particular
da funcao de distribuicao Gama, em (8.17), correspondente ao
valor a =1 (G14(-) = F,()).

Modelo Normal Truncado

A funcao densidade de probabilidade associada ao modelo Normal
truncado em [0, +00) é

_(t=p? _(t=w?

1 —+o00
ft)=—-e€e 27, 0<t< 400, sendo a:/ e 2o2 dt.
a 0

Trata-se de um caso particular do modelo em (3.2), com A =0e
B = +00, sendo uma distribui¢ao IFR, Vi e o > 0. Se u >> 30,
entao a ~ 1, e temos praticamente o modelo Normal.

Modelo Lognormal

O modelo Lognormal(y, o), ja estudado na Secgao 3.1.3, é frequen-
temente usado em fiabilidade para modelar tempos de vida de pro-
cessos que apresentam inicialmente uma taxa de falha crescente e
depois decrescente. A funcdo taxa de mortalidade instantanea,
h(t), é dada por

1(lnt—p 2
6_5( o )
h(t) = t >0,

(1o (o))

onde ®(-) é af.d. de uma Normal standard. Trata-se de uma fungao
nao monotona, inicialmente crescente e depois decrescente, com
taxa de falha assintética nula, o que constitui uma desvantagem.

Modelo Gaussiano Inverso

O modelo GI(A, p), ji estudado na Seccao 3.1.6, é um modelo
alternativo ao modelo Lognormal(u, o) em estudos de fiabilidade,
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com funcgao taxa de mortalidade instantanea, h(t), dada por

_A=w?
h(t) = \/%‘8 . 2 so
o (VE(-1) o (Vi (+)

onde ®(-) é a f.d. de uma Normal standard. Esta fungao é ini-
cialmente crescente e depois decrescente, tal como a funcao h(t)
associada ao modelo Lognormal(u, o), mas apresenta uma taxa de
falha assint6tica nao nula, igual a \/(2u2).

8.4.4 Distribuicao Exponencial Multivariada, para
Componentes Dependentes

Consideremos duas componentes C; e Cy com tempos de vida,
T1 e Ts, respectivamente. Admitamos que as componentes Cy e
(5 estao sujeitas a 3 tipos de choques independentes:

e um choque proveniente da fonte 1 destréi Cf;
e um choque proveniente da fonte 2 destréi Co;
e um choque proveniente da fonte 3 destréi simultaneamente

as componentes Cp e Ch.

Os choques especificados de tipo 1, 2 e 3, ocorrem em instantes
aleatérios exponenciais U, Uy e Uy, respectivamente, tendo-se

P(U; >t) = exp(—Ait), t>0
P(UQ > t) = eXp(—)\Qt), t>0
P(Uu > t) = exp(—)\lgt), t > 0.

Entao

Ty = Tempo de vida de Cy = min(Uy, Uy2),
T, = Tempo de vida de Cy = min(Us, Uy2).
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A funcéo de fiabilidade conjunta é pois dada por
R(tl,tg) = exp {—)\1t1 — )\th — )\12 max(tl, tQ)}, t1 > O, t2 > 0.

E a esta distribuicao conjunta que é usual chamar Exponencial
Bivariada.

Tem-se obviamente, para as distribuicoes marginais

Fr, (t) =1— lim R(t,t2) =1 —exp(—(A1 + A12)t), t 20,

F (t) =1- thmO R(tl,t) =1- eXp(—()\Q + )\12)t), t> 0.
1H

T2

Podemos escrever a fiabilidade conjunta em termos das fiabilidades
marginais Ri(-) e Ro(-) do modo seguinte,

EXp(—etQ)Rl (tl - tz) se tl > t2
R(t1,t2) =
exp(—@tl)RQ(tQ — tl) se t1 < to,

com 0 = A\ + Ay + Ao.

A falta de memdria da Exponencial Bivariada continua a ser
valida, e traduz-se matematicamente através da seguinte equacao
funcional:

R(t + 81,t+ 82) = R(t,t)R(Sl,Sg), t>0, s1>0, s >0.

As generalizacoes multivariadas sao 6bvias e interessantes, embora
com expressoes matemaéticas pesadas. A funcdo de fiabilidade as-
sociada a um modelo Exponencial Multivariado, R(t1,t2,...,tn),
¢é dada por

n

— Z Aiti+ Z /\ij max (ti,tj)f...+(fl)n)\12“n max (tl,tg,...,tn)
e i=1 1<i<j<n
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8.5 Testes de Vida em Modelo Exponencial

Num teste de vida, associado a um modelo genérico de vida T,
pretendemos usualmente planear o tipo de experiéncia a efectuar
de modo a podermos inferir, com determinada precisao e sem ul-
trapassar um determinado custo C, algumas propriedades impor-
tantes do sistema em estudo, como o tempo médio de vida,

n=E(T),
e a funcao de fiabilidade,
R(t)=P(T >t), t >0.

Com um teste de wvida procuram-se entdo estimativas para o
parametro p e para o funcional R(t). Procuram-se usualmente esti-
madores centrados de variancia uniformemente minima (UMVUE,
de Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimators), sempre
que existam.

Iremos aqui exemplificar com o modelo Exponencial, o de aborda-
gem mais simples. Para mais detalhes sobre testes de vida pode-se
consultar Sinha® (1986), Blischke & Murthy® (2003), Rausand &
Hyland” (2004), Hahn & Doganaksoy® (2008) e Bergman et al.”
(2009). Seja T' o tempo de vida exponencial de determinada uni-
dade, com funcao de distribuicao

F,(t)=1—exp(—t/o), t >0 (o >0).

® Sinha, S.K. (1986). Reliability and Life Testing. John Wiley and Sons.

5 Blischke, W.R. & D.P. Murthy (2003). Case Studies in Reliability and
Maintenance. John Wiley and Sons.

" Rausand, M. & A. Hyland (2004). System Reliability Theory: Models,
Statistical Methods, and Applications, 2nd edition. John Wiley and Sons.

8 Hahn, G.J. & N. Doganaksoy (2008). The Role of Statistics in Business
and Industry. John Wiley and Sons.

® Bergman, B., J. Mare, T. Svensson & S. Loren (2009). Robust Design
Methodology for Reliability: FExploring the Effects of Variation and Uncer-
tainty. John Wiley and Sons.
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8.5.1 Amostra Completa

Admitamos, como ilustracido, a situacdo mais simples, mas a
menos frequente em Fiabilidade — recolha da amostra completa

(t1,t2, ... tn).

A log-verosimilhanca da amostra é
n
In L(o;ty,te,...,ty) = —nlno — Zti/U,
i=1
e consequentemente
n
Gn=T=)Y T/n.
i=1

Como T'/o é Exponencial unitdria, tem-se

Non 4 Gama(n),
o

E(o,) = o, Var(G,) = o?/n.

O estimador de méxima verosimilhanga, 5, =T = Y ' | T;/n é
entdo UMVUE para p =E(T) = 0.

E como estimar R(t)? O estimador de méxima verosimilhanca de
R(t) ¢é B

Rt)=e T t>0,

mas E(R(t)) # R(t).

E entdio necessério procurar como alternativa a E(t) o UMVUE
de R(t).

Como obter tal estimador? Um método possivel de pesquisa do
estimador UMVUE de ¢(#) é o seguinte:

1°— Seja @L uma estatistica completa e suficiente para 6;
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2°— Encontre-se uma estatistica W, centrada para ¢(0);
3~ O UMVUE de ¢(6) ¢é entdo W = E(W|,).

Vejamos a forma como o método anterior funciona neste caso parti-
cular. Como 7, = T é uma estatistica completa e suficiente para
o, e é facil encontrar W, bastando para isso pensar em

1 se T71 >t
W{O se Ty <t,

entdo o UMVUE de R(t) é dado por:

~ +o0

Rt)=E(W|T)=P(Ty > t|T) = t o (talt)dty.

Como calculo intermédio teremos de obter a distribuicao condicio-
nal de T} dado T.

As varidveis aleatérias Th e Y = (To + -+ - +17,)/(n — 1) sao inde-
pendentes, sendo a sua distribuicao facil de obter. Tem-se

Ty /o £ Gama(1),

(n—1Y/o 4 Gama(n — 1).
Logo, a distribui¢ao conjunta de (73,Y) é dada por

n—1
(n—1) | 2= Dyttl/e 4 S0y > )

f(tlyy):m

Mas (n —1)Y + Ty =Ty + -+ T, = nT.

Se considerarmos a transformagao

{Tl—Tl
T _ n—1 T
Tty + 2

obtemos para distribuigao conjunta de (71,7,

- n (n—1)""1 (ni—t\"? s -
t1,) = o nt >t >0
f(t18) n—lo’”F(n—l)(n—l ¢ ,n L=
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sendo pois a distribuicao condicional dada por

A =" (11" cn<m
Il =" 1o} Oshosnt
uma vez que

- 1 n\"_—n—1 _ni/o

90 = g5 (5) 7 0 120

O estimador UMVUE de R(t) é entao

E(t):{ <1—%>n_1 se t<nT

0 se t>nT.

Tem-se assim um estimador centrado de R(f), com uma variancia
que compara favoravelmente com a do estimador de maxima vero-

similhanga de R(t).

8.5.2 Censura no Nimero de Componentes (Tipo IT)

Coloquem-se n unidades em funcionamento no instante inicial
t = 0. Recolham-se £ << n tempos de vida, e baseie-se toda a
inferéncia nesses k tempos de vida.

Amostragem sem reposicao (substituig¢ao)

Amostra recolhida: (uq,ug, ..., ug) 4 (tins t2ins - - s thom)-

A verosimilhanga da amostra recolhida é entao

Liosur,...,uy) = [Ib, n=itlewi/o (emun/o)" "

= aik H?:l(” —i+1) o (i uit(n—k)ur) /o
tendo-se para log-verosimilhanca
k
In L(o;uy,ug,. .., ux) x —klno — Zui/o’ — (n—k)ug/o.
i=1



8.5. TESTES DE VIDA EM MODELO EXPONENCIAL 201

O estimador de maxima verosimilhanca é pois o estimador ja
obtido em (8.11), ou seja,

1< 1L
0 = % (; U, + (n_ k)Uk> = % <ZTzn+ (n_k)Tkin> :

i=1

Note-se que se fizermos & = n na expressao anterior obtemos
obviamente o resultado derivado em amostra completa, isto é,
On =5 2im li=T.

Vejamos em seguida qual a distribuicao de amostragem do esti-
mador de maxima verosimilhanca do tempo médio de vida. Com
base nas varidveis D;, 1 <1i < n, definidas em (8.15), tem-se

%
T%:n = ZDja
j=1

e consequentemente

k ki k
D Tin = 3D Di=) (k=j+1D;
=1 =1 j=1 7=1
Logo
k k
ak_—(z —j+ 1D+ (n—k) Y D;)
j=1 7=1
1 k
- <Z(n j+1)D; )
j=1
Consequentemente
Y% 4 Gama(k), (8.18)
o
e
2
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Daqui se conclui que o estimador de maxima verosimilhanca, o,

¢ UMVUE para u =E(T) =o.

O estimador de méxima verosimilhanca da funcao de fiabilidade é

R(t) = exp(~t/Gy), t>0,

e o estimador UMVUE dessa mesma funcao é
k-1 R
(1 — %) se t < ko
R(t) =
0 se t> koy.

Amostragem com reposicao (substituigao)
Amostra recolhida: (vq,va,...,vg).

A verosimilhanca da amostra recolhida é entao

L(o;vi,v9,...,05) = Hle ge*(”i*”i*)/"e*” Uk/o

k

n _—

e m;k/a.
o

paravg =0< v < -+ < v < 00.
O estimador de méxima verosimilhanca é pois

Vi

Vejamos agora qual a distribuicdo de amostragem do estimador
de méaxima verosimilhanca do tempo médio de vida. Tal como no
esquema sem reposicao tem-se

FOh 4 Gama(k), (8.19)

g

0.2
E(@G;) =0,  Var(5{) = =
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concluindo—se de novo que o estimador de méxima verosimilhanca,
oy, ¢ UMVUE para pr = E(T) = 0. O estimador de méaxima
verosimilhanca da funcao de fiabilidade ¢é

R*(t) = exp(—t/5%), t>0,

e o estimador UMVUE dessa mesma fungao é

t k=1 Sk
0 se t> koy.

Méritos e limitagoes de cada um dos dois esquemas

Um teste de vida com reposicdo é um teste dispendioso, se a substi-
tuicao das unidades avariadas for dispendiosa. No entanto tal teste
requer inicialmente uma amostra de dimensao pequena.

Um teste de vida sem reposicao é um teste mais facil do ponto
de vista de assisténcia, mas que requer uma amostra inicial de
dimensao razodvel.

Como distinguir os dois esquemas de amostragem?

e As distribuicoes de amostragem de o e de 7} coincidem,
como vimos anteriormente, em (8.18) e (8.19), e consequen-
temente, a precisao das estimativas obtidas sob os dois es-
quemas de amostragem é a mesma.

e Quando pensamos no tempo total de teste, também nao con-
seguimos distinguir os dois esquemas de amostragem. Na
realidade, no esquema sem reposicao, e fazendo Ty, = 0,
tem-se

k
Z n—7j+1)(Tjm — Tj—1:n) 45 Gamal(k),
7j=1
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€ No esquema com reposicao,

T

(k) £ & Gamal(k).

e A diferenga entre os dois esquemas reside no facto de eles
terminarem em instantes diferentes. As variaveis aleatdrias
instantes de paragem de cada um dos dois esquemas sao di-
ferentes em distribuicgao.

Na realidade, o esquema sem reposi¢cdo vai terminar em
U = Tk:n> €

1 1 1
E(U = M e
(Ukln) 0<n+n—1+ +n—k—|—1>’

enquanto O esquema com T@pOS’iQdO termina em Vk, (S
ok

Coloca-se pois a seguinte questao: Face a um dado valor de n e
de k, no esquema sem reposicao, qual é o menor inteiro m que
permite terminar mais cedo o teste com reposicao imediata?

Matematicamente, pretende-se encontrar o menor m tal que

l‘i‘ 1 + +¥>£
n n-—1 n—k+1"m’

Por exemplo, para n = 60 e k = 10, obtemos m = 56. Temos pois
uma poupanga de 6.7% = ((60 — 56)/60) x 100%.

Finalmente, note-se que a escolha particular de k, num teste de
vida, depende do custo do equipamento em teste e da precisdo pre-
tendida.

8.5.3 Censura no Tempo (Tipo I)

Neste tipo de teste de vida colocam-se n unidades em funciona-
mento no instante inicial ¢ = 0, e para-se o teste de vida em Tj.
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Amostragem sem reposicao (substituigao)

Seja K o numero de unidades que se avariam em (0,7p) e
p=1—eT0/7 a probabilidade de qualquer uma das unidades se
avariar em (0, Tp).

Entao a v.a. K tem distribuigao Binomial(n, p), isto é,

P(K =Fk) = <k)pk(l —p)" % k=01,...,n

A verosimilhanca da amostra recolhida é pois

e—nTo/o se K=0

L(osu, uz, ... ug) = (S it (0T ) /o
5

(n—k)lok

n! e

se K=k>0,
e o estimador de maxima verosimilhanca do tempo médio de vida

+00 se K=0
ol = ) (8.20)
iz Uit n=i)To Ui;g(n_k)TO se K=Fk>0.

O estimador 8}{0, em (8.20), é pois uma v.a. imprépria, que toma o
valor +00 com probabilidade positiva, P(K = 0) = exp(—nTp/0).
Tem-se pois E(E}Tf) = +00, ou seja, o estimador nao é consistente
para o.

Que fazer? Escolha-se Ty suficientemente grande, para obviar
ter-se K = 0. Note-se que K = 0 se e s6 se todas as unidades
tiverem tempo de vida superior a Tj , i.e., se o0 minimo tempo de
vida, que sabemos ser Exponencial de valor médio o/n, for supe-
rior a Tp. Bartholomew!? (1957) sugere que se estime o fazendo

19 Bartholomew, D.J. (1957). A problem in life testing. J. Amer. Statist.
Assoc. 52, 350-355.
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o/n = Ty sempre que K = 0. Temos entdao o novo estimador:

. nTy se K=0
5. = ) (8.21)
i U B o g — >0,

As propriedades de amostragem do estimador em (8.21) nao sao
muito faceis de obter, e pensamos que o problema de obtencao do
UMVUE para ¢ continua por resolver. Esta situacao ilustra como
modificagoes extraordinariamente pequenas na experiéncia podem
conduzir a dificuldades na estimacao dos parametros. Tal tem le-
vado ao desenvolvimento de diversos estimadores alternativos.

Iremos aqui referir um outro estimador baseado sé em n e na v.a.
K = numero de avarias em (0,Tp), entre as n unidades postas em
funcionamento em ¢ = 0.

A verosimilhanga da amostra é entao

L(U|k;): <Z>pk(1_p)n_k7 p:l—e_To/(T’ k;:0717"‘7n’
e tem-se para log-verosimilhanca

InL(olk) oc k In (1 — e T0/7) 4 (n — k) In (e~ 70/7),

Consequentemente
Oln L(olk) T . k o,
oo o 1—eTo/o

fornece o estimador de maxima verosimilhanca

0 se K=n

se K=k 0<k<n

Q)

—J __To
Kn — In(1—k/n)

400 se K =0.
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Temos mais uma vez (7, ) = 400, tendo Bartholomew!! (1963)
mais uma vez sugerido o seguinte estimador alternativo

Tt
R —m se K= k’, 0< k <n
G, = (8.22)
ndy se K =0.

Se se tiver K = n, terd de se forgar a repeticao da experiéncia com
um valor de Ty mais pequeno.

Note-se que o estimador em (8.22), baseado sé em K en, compara
favoravelmente com o obtido em (8.21) se se tiver 0.2 < k/n < 0.8.

Se tivermos unidades altamente fidveis (k/n < 0.1) é de utilizar
um outro estimador alternativo, que se obtém por simplificacao

de 7 ., em (8.22). Uma vez que

~ _ To _ Ty
O%m = TI(i-k/n) — k/nt(k/n)Z/2+...

nTy 1 ~ nlp (1 _ i)
P\ em) ¥ )
temos o estimador

2 T k
8K7n:k§)<n—2>, se 0 <k <n.

Amostragem com reposicao (substituigao)

Neste caso, como o processo de avarias é um processo de Poisson
de intensidade A = n/o, tem-se que

1 o\ "
P(K:k):me—"To/"(TLa()) . k=0,1,...,

. . d o, .
onde K = numero de avarias em (0, Tp] = Poisson ("TTO)

' Bartholomew, D.J. (1963). The sampling distribution of an estimate ari-
sing in life testing. Technometrics 5, 361-374.
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Tem-se entao o estimador

”TTO se K=k>0

nly se K =0.

Neste caso nao existe UMVUE de o. Mas existe UMVUE da
funcio de fiabilidade, i.e., de R(t|o) = e~¥/7, t > 0.

Na realidade K é suficiente para o. Logo, se existir uma funcgao
®(K) tal que
E(®(K)) =e "7,

entdao ®(K) é UMVUE para R(t|o).

Procuremos entao a funcao ®(K). Ela terd de ser tal que

Z (I)(k) (nTTO)k%e—nTO/U _ e—t/a
k>0 )

0 que acontece se e s6 se

() e (B

k>0 k>0

Segue-se pois que

o(k) (@)k _ (nTo - t)k’

e tem-se

o= ("o g) = (- ag)

O estimador UMVUE da funcao de fiabilidade é pois

- k
R(t):(lntTO), se t<nly e k>0.



Capitulo 9

Metodologia de Taguchi
e TQM

A metodologia da Qualidade de Taguchi coloca a énfase mais no
controlo da qualidade off-line, i.e. fora de linha de produgao, sendo
pois colocada em primeiro lugar a qualidade do projecto, e s6 de-
pois a qualidade por inspecgao. O objectivo primordial da abor-
dagem de Taguchi a qualidade é pois o de acertar no alvo com a
menor variacao possivel.

Para atingir este objectivo, Taguchi introduziu a razao sinal-ruido,
a estudar na Secgao 9.1 e a funcdo prejuizo quadrdtica, a estudar
na Secgao 9.2, como instrumentos em engenharia da qualidade.

Taguchi desenvolveu uma abordagem em trés passos com vista a
assegurar a qualidade:

1. o projecto do sistema (de modo a assegurar a sua funciona-
lidade);

2. o projecto de pardmetros (de modo a alcangar robustez);

3. o projecto de tolerancias (de modo a identificar as compo-
nentes que precisam de aperfeicoamento).

209
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O passo mais importante é o segundo: trata-se de um método
de experimentacao cujo objectivo é o de projectar um produto,
seleccionando quais as condigbes (niveis) dos factores de controlo
necessarias para diminuir a sensibilidade do produto relativamente
aos factores incontroldveis ou de ruido. Neste passo analisam-se os
factores de controlo expondo-os aos factores de ruido através de
arranjos ortogonais.

Referindo Kackar! (1986) a filosofia de Taguchi pode ser sumariada
nos seguintes sete principios:

1. A medida de qualidade mais importante de um produto

manufacturado é o prejuizo total por ele causado a socie-
dade.

2. Numa economia competitiva a manutencao no negécio de-
pende de uma melhoria continua da qualidade e da reducao
de custos.

3. Em qualquer programa de melhoria continua da qualidade
deve estar sempre presente a necessidade de uma reducao
sistematica da variabilidade das caracteristicas do produto
em torno do seu valor padrao ou valor objectivo.

4. O prejuizo do consumidor devido a variabilidade das caracte-
risticas de qualidade relevantes pode ser considerado propor-
cional ao quadrado do desvio da caracteristica relativamente
ao valor objectivo.

5. A qualidade final e o custo de fabricacdo do produto sao
determinados pelos projectos de engenharia do produto e
pelo processo de fabrico.

6. A variabilidade do produto (ou processo) pode ser reduzida
pela exploragao dos efeitos nao lineares dos parametros do
processo nas caracteristicas de qualidade relevantes.

7. Experiéncias de amostragem estatisticamente planeadas de-
vem ser usadas para identificar quais os parametros do pro-

! Kackar, R.N. (1986). Taguchi’s quality philosophy: analysis and commen-
tary. Quality Progress 12, 21-29.
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cesso que permitem a reducao da variabilidade das caracte-
risticas de qualidade de interesse.

Segundo Taguchi a qualidade de wm produto pode ser definida
como o minimo prejuizo causado a sociedade por esse produto,
desde que € expedido, prejuizo esse causado por outras que ndao as
suas intrinsecas fungoes (por exemplo, o cigarro causa prejuizos a
quem o fuma, mas esses prejuizos nao sao perdas de qualidade, nao
podendo pois ser contabilizados). Taguchi refere-se essencialmente
a duas categorias de prejuizos:

e Prejuizo causado pela variabilidade na func¢ao (por exemplo,
o automoével que nao arranca num dia muito frio);

e Prejuizo causado por efeitos laterais perniciosos (por exem-
plo, a constipacao que pode atingir o dono desse automovel,
devido ao facto de ele nao ter funcionado).

Segundo Taguchi sdo quatro os factores que influenciam a quali-
dade do produto (processo):

1. Factores de sinal — factores que podem ser ajustados pelo
utilizador ou operador, como o ajustamento do volume de
uma televisao;

2. Factores de controlo — factores cujos valores (os chamados
niveis do factor) podem ser seleccionados e controlados pelo
experimentador, como o tipo de material a utilizar;

3. Fuactores de mivelamento — factores que podem ser facil-
mente ajustados de modo a obtermos uma relacao funcio-
nal desejada entre o factor de sinal e a varidvel resposta,
como por exemplo a desmultiplicacao usada no mecanismo
da caixa de direc¢ao de um automovel. Tratam-se de casos
especiais dos factores de controlo;

4. Fuactores de ruido — factores aleatodrios, incontrolaveis, ou
aqueles que sendo controldveis, exigiriam um tal esfor¢o (ou
despesa) de controlo, que é pois preferivel considera-los como
incontroléveis.

Taguchi divide ainda os factores de ruido em trés tipos:
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e Ruidos externos — fontes externas ou factores que
actuando no ambiente em que funciona o produto trans-
mitem variabilidade as carateristicas de qualidade do
produto com interesse. Sao exemplo de ruidos externos
a temperatura, a humidade, a pressao e flutuagoes na
voltagem, entre outros;

e Ruidos internos — fontes internas de variacao relativa-
mente aos valores objectivos, como por exemplo o uso
e a deterioragao;

e Ruidos de variacdo de peca para peca — fontes de im-
perfeicao do processo de fabrico.

9.1 Razao Sinal-Ruido (S/R)

Caso determinada caracteristica de qualidade nao atinja o valor
objectivo, ha que tomar uma de duas atitudes:

e alterar o valor médio do processo, i.e., alteracao do sinal;

e alterar a variabilidade em torno do valor objectivo, i.e.,
reducao do ruido.

Taguchi sugere entao a utilizacao da razao sinal-ruido, a seguir
definida, como meio de avaliacao da performance do sistema.

Chama-se razdo sinal-ruido, ou abreviadamente S/R, a uma me-
dida conjunta da média T (sinal) e do desvio padrao s (ruido)
associados a uma amostra (x1,x2,...,%,) de uma caracteristica
de qualidade X, que se pretende maximizar.

Razoes S/R usuais:

1. O reciproco do coeficiente de variagao, medida usual em es-
tatistica descritiva,

(S/R)1 =

w | 8
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. Uma funcao decrescente do erro quadrdtico médio empirico,

EQM := s* + (T — po)?,
como por exemplo

(S/R)2 := —10log(EQM).

. Para caracteristicas de qualidade do tipo nominal € melhor,

em que se pretende atingir um valor estabelecido como objec-
tivo, com variagao minima, como por exemplo, em situacoes
de dimensao ou voltagem, é usual utilizar

(S/R)3 := 10log <§) .

. Para caracteristicas de qualidade do tipo menor € melhor, em

que se pretende minimizar uma reaccao, tal como o desgaste,
é frequente utilizar

(S/R)4 :== —10log (711 Zy?) :
i=1

. Para caracteristicas de qualidade de tipo maior € melhor,

cuja pretensao é maximizar uma reacc¢ao, como por exemplo
a resisténcia ao calor, é entao utilizada a razao sinal-ruido

n

(S/R)5 := —10log (iz ! ) .

2
=1 Ji

. Para caracteristicas de qualidade na qual estd em causa um

atributo, i.e., a identificacdo de um produto como defeituo-
so ou nao-defeituoso, e sendo p a propor¢ao de defeituosos,
define-se a razao de sinal-ruido

(S/R)g := —101log <1p> :

—-p
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Alguns detalhes sobre estas medidas podem ser encontrados em
Léon et al.? (1987).

9.2 Funcao Prejuizo

Como ja vimos no Capitulo 5, o indice de capacidade de um pro-
cesso, definido por C,=(LES — LEI)/(60), é uma medida frequen-
temente usada em Controlo da Qualidade para determinar o nivel
de qualidade dos produtos expedidos. Como também j& foi re-
ferido, esta medida tem insuficiéncias pois nao temos uma base
imediata para determinar o seu valor 6ptimo, nao sendo sempre
evidente a interpretacao dos seus valores.

A funcdo prejuizo surge a Taguchi devido & necessidade de encon-
trar métodos apropriados para a predicao da qualidade antes da
expedicao do produto, através de uma medida de avaliagdo em
termos monetarios da qualidade do produto.

Consideremos um mesmo produto, por exemplo um televisor, pro-
duzido em fabricas distintas do Japao e dos EUA segundo os mes-
mos projectos, e respeitando as mesmas tolerancias, mais precisa-
mente, com limites de tolerancia pp=£5, coincidentes com os limites
de especificagdo. Admitamos que a caracteristica de qualidade de
interesse € a densidade da cor, X. Nos EUA nenhum televisor com
densidade de cor fora dos limites de tolerancia é expedido, mas no
Japao a percentagem de televisores nao conformes (defeituosos)
expedidos é 0.27%.

Podera haver alguma razao para os televisores japoneses serem
preferidos aos dos EUA? Tudo vai depender da qualidade média
dos referidos aparelhos — as tolerancias s6 por si nao garantem
a qualidade; ditam simplesmente os limites de funcionalidade do
produto.

%2 Léon, R.V., A.C. Shoemaker & R.N. Kacker (1987). Performance mea-
sures independent of adjustment. An explanation and extension of Taguchi’s
signal-to-noise ratios (with discussion). Technometrics 29, 253-285.
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Admitamos que os televisores japoneses tém uma densidade de cor
Normal(uo,5/3) e os televisores produzidos nos EUA tém uma
densidade de cor Uniforme de valor médio po e desvio padrao
10/+/12. O indice de capacidade do processo é, para os televisores
japoneses,

10
= pr— 1’
P6 x %
enquanto para os televisores produzidos nos EUA temos
10
6 x i3

Sendo o indice de capacidade do processo de produgao japonés
superior ao do americano é de esperar uma preferéncia dos consu-
midores pelo produto japoneés.

9.2.1 Funcao Prejuizo de Taguchi

Sempre que a caracteristica de qualidade de um produto, X, se
desvia do seu valor nominal objectivo pg incorremos obviamente
num prejuizo, que aumentarda a medida que nos afastamos de pyg.
Para um custo de fabrico igual a A, e limites de tolerancia pg+ A,
coincidentes com os limites de especificacao, a funcdo de prejuizo
de Taguchi é definida por

2 (z—po)? se m € fuo— A, po+ A
L(z) = 9.1)

A, caso contrario.

Face a uma amostra sob controlo, z = (1, z2,...,x,), de deter-
minada caracteristica de qualidade, a estimativa usual da funcao
prejuizo L(x), em (9.1), é dada por

A n 2
L(z) = nA2 ;(mt — o)~

que é afinal proporcional ao erro quadrdtico médio da nossa amos-
tra relativamente ao valor nominal objectivo, .
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Vejamos em seguida o exemplo apresentado no livro de Taguchi
et al.® (1989), para explicagdo da forma de determinacio de to-
lerancias.

Consideremos a produgao de transformadores de alta voltagem.
Esses transformadores sao considerados nao-funcionais para o con-
sumidor quando as saidas de voltagem nao pertencem ao intervalo
de especificagao (tolerancia) 115V + 25, i.e., a tolerancia do con-
sumidor é igual a 50. Sabe-se que caso sejam excedidos os limites
de especificagao teremos um prejuizo de 300$ para o cliente.

Contudo, antes de expedir o produto, o produtor pode ajustar a
voltagem através de uma mudanga de resisténcia que custard 1$
ao produtor. A questao que se coloca é a de quais as especificagoes
a usar para essa mudanca de resisténcia.

Estamos numa situacdo em que A = 300, A = 25 e yg = 115.
Logo,

A
(r —115)% = 0.48(x — 115)%, para 90 < z < 140.

L(x) = A2

Como na fabrica é facil ajustar a voltagem ao valor nominal
objectivo por mudanca de uma resisténcia com um custo de 18, a
tolerancia do produtor deve ser diferente da tolerancia do consu-
midor. Como

0.48(x —115)* =1 seesése x =115+ 1.4V,

a tolerancia do produtor deve ser de 2.8 Volts, i.e., o intervalo de
tolerancia do produtor deve ser 115 £ 1.4.

Se nao forem cumpridos os limites de tolerancia teremos perda
social. Na realidade, se o produtor resolver mudar a resisténcia de
um transformador com saida de voltagem de 114V ele gasta 13, e o
prejuizo para o cliente, associado a essa voltagem, é L(114)=0.488$,
inferior ao custo suportado pelo produtor. Ha pois um prejuizo

3 Taguchi, G, E. Elsayed & T. Hsiang (1989). Quality Engineering in Pro-
duction Systems. MacGraw-Hill.
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social de (1 —0.48) = 0.52%. Também se por exemplo o produtor
expedir um transformador que tem na fabrica uma saida de volta-
gem de 120V, ele poupa 1$, mas o cliente vai ter um prejuizo
L(120) = 128, o que resulta num prejuizo liquido para a sociedade
de 118.

Consequentemente, face a valores A, A,, A, e A., em que

A, = Prejuizo causado ao cliente por um produto defeituoso,
A, = Prejuizo causado ao produtor por um ajustamento,
2/, = Tolerancia do produtor,

e 2A. = Tolerancia do consumidor,

a tolerancia para o produtor deve ser determinada com base na
igualdade das fungoes perda, i.e. devemos ter

Ap _ Ae
A2 T AZ

9.2.2 Funcgoes Prejuizo Alternativas

Para maior detalhe sobre o estudo de fungoes prejuizo pode
consultar-se por exemplo o livro de Taguchi et al. (1989), j& atras
referido, Adams & Woodall? (1989), Belavendram® (1995) e Pearn
et al.® (2006).

Apresentamos na secgao anterior uma funcao de prejuizo simétrica
em torno do valor objectivo pg. Ha no entanto situagoes em que,
quando se verifica um desvio em relagao ao valor objectivo, nao é
indiferente que esse desvio seja positivo ou negativo. Por exem-
plo, um transformador com uma saida de voltagem inferior ao

4 Adams, B.M. & W.H. Woodall (1989). An analysis of Taguchi’s on-line
process-control procedure under a random-walk model. Technometrics 31,
401-413.

® Belavendram, N. (1995). Quality by Design. Prentice-Hall.

5 Pearn, W.L., Y.C. Chang & C.-H. Wu (2006). Measuring process perfor-
mance based on expected loss with asymmetric tolerances. J. Applied Statistics
33, 1105-1120.
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valor nominal pode tornar determinado aparelho mais lento, mas
se essa saida de voltagem for superior ao valor nominal objectivo o
aparelho pode ser seriamente danificado. Nestas situacoes a espe-

: - 7 A [ . ~ .
cificagao € o o), i-e., deverd considerar-se uma funcao de prejuizo
assimétrica, definida por

Ay, se x < pg— A
2%(90—110), se pio— A1 <z < po
L(z) = (9.2)

2*%(33—#0)27 se o < < g+ Az

 Ag, se x> pg+ Ao,

Face a uma amostra sob controlo, (x1,z2,...,2,), de determinada
caracteristica de qualidade, a estimativa usual da funcao prejuizo
L(z), em (9.2), é dada por

Ay &
L(z) { Z — Ho) I[x1<uo K% Z(ajl - “0)2I[$i>uo]} )
i=1

onde I 4 representa, como usualmente, a fungao indicatriz do acon-
tecimento A, i.e.,

I.— 1 se A ocorre
470 0 se A nio ocorre.

Para uma caracteristica de qualidade nao negativa de tipo menor
é melhor, o valor nominal objectivo é pg = 0, e s6 existe limite
superior de especificacio, A, tendo-se

A
L(CC) = E T,
que, face a uma amostra sob controlo, z = (z1,x2,...,2,), pode

ser estimada por

A n
L(z) = A2 Z 9312
i=1
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Por sua vez, para uma caracteristica de qualidade nao negativa de
tipo maior é melhor, o valor nominal objectivo é ug = +o0, e s6
existe limite inferior de especificacdo, A, tendo-se

1
L(CL’) = AA2 <2> s
x
que, face a uma amostra sob controlo, z = (z1,x2,...,2,), pode
ser estimada por
AN N1
i=1 "1

9.3 Planos de Taguchi

Neste texto nao iremos abordar em detalhe os planos de Tagu-
chi. Para o leitor interessado aconselhamos por exemplo o livro
genérico sobre planeamento de experiéncias de Dean & Voss’
(1999) e os préprios livros de Taguchi e de seus colaboradores.
Aconselha-se ainda a monografia de Torres® (1996).

A necessidade de identificacao das oportunidades de melhoria de
qualidade obriga a um estudo cuidado dos factores em jogo e dos
seus efeitos na performance do produto ou processo. Torna-se entao
necessaria a realizacao de testes e experiéncias.

Os japoneses previlegiam aqui o planeamento de experiéncias para
a selecgao dos parametros nas fases de projecto quer do processo
quer do produto. O objectivo é o de realizar experiéncias com
varias combinagoes, a fim de identificar a combinacao Sptima,

" Dean, A. & D. Voss (1999). Design and Analysis of Experiments. Springer-
Verlag.

8 Torres, D.F. (1996). Contribuicao dos Métodos de Taguchi para o Con-
trolo Estatistico da Qualidade. Dissertacdo de Mestrado, ISEG, Universidade
Técnica de Lisboa.
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face a critérios de avaliacao da qualidade previamente defini-
dos. O mundo ocidental dava essencialmente énfase aos testes,
face aos quais se tornava dificil detectar quais as alteragoes a
efectuar. Os japoneses colocam a énfase no planeamento de ex-
periéncias: o teste e a experimentacao nao sao substitutos, mas
complementam-se, sendo a experimentacao a ditar o que deve ser
testado.

As aplicagoes da experimentacao ao nivel da engenharia da quali-
dade devem, segundo Montgomery (2004, 2008), preencher os se-
guintes requisitos:

1. Avaliacdo e comparacao das configuragoes béasicas dos pro-
jectos.

2. Avaliagao das alteragoes dos materiais.

3. Seleccao de parametros do projecto com os quais o produto
atinge a melhor performance, sob condi¢bes diversas, i.e.,
com os quais é mais robusto.

4. Determinacao da combinacao de parametros que melhor im-
pacto tem na performance do produto.

FEm seguida, referiremos brevemente algumas formas de planear
experiéncias e de determinar a importancia dos factores interve-
nientes num planeamento, finalizando com a contribuicao de Ta-
guchi nesta area. Para mais detalhes sobre planeamentos de ex-
periéncias, consulte-se Montgomery? (2009).

9.3.1 Planeamento com Alteracao de um Factor de
Cada Vez

Neste planeamento comparam-se os diferentes niveis de um mesmo
factor, mantendo-se constantes as condigoes ou niveis dos outros
factores.

9 Montgomery, D.C. (2009). Design and Analysis of Experiments, Tth edi-
tion. Arizona State University.
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Admitamos uma varidvel resposta () dependente de trés factores
A, B e C. Admitamos que cada factor tem dois niveis, designados
de baizo e alto, denotados de —1 e +1, respectivamente.

Para realizar uma experiéncia com os trés factores (A, B e C), fa-
zendo variar um factor de cada vez, necessitamos de quatro testes,
indicados no quadro seguinte.

Factores
Teste A B C Resposta (z)
1 -1 -1 -1 T1
2 +1 -1 -1 T
3 -1 +1 -1 T3
4 -1 -1 +1 T4

De acordo com este planeamento de experiéncias podem-se com-
parar os dois niveis de qualquer um dos factores (por exemplo,
A) enquanto os outros factores (neste caso, B e C) permanecem
invaridveis. Num planeamento deste tipo nunca se sabe o que acon-
teceria a varidvel resposta caso a alteracao do nivel de um dos fac-
tores (por exemplo, A) fosse acompanhada simultaneamente por
uma alteracao do nivel de B ou de C. Este tipo de planeamento nao
serve pois para identificar interaccdes entre os factores. Note-se
que se diz existir interaccao entre dois factores quando o efeito de
um dos factores depende do nivel assumido pelo outro.

Este tipo de planeamento tem pois a desvantagem apresentada
anteriormente, aliada a um elevado nimero de testes quando ha
muitos niveis para cada um dos factores. Trata-se no entanto de
um planeamento extraordinariamente simples de elaborar.

9.3.2 Planeamento Factorial Completo

Testam-se neste caso todas as possiveis combinagoes dos niveis dos
factores. No exemplo apresentado anteriormente, de trés factores,
cada um com dois niveis, necessitamos de 23 = 8 testes, apresen-
tados em seguida.
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Factores
Teste A B C Resposta (z)
1 -1 -1 -1 1
2 -1 -1 +1 T
3 -1 +1 -1 x3
4 -1 +1 +1 T4
5 41 -1 -1 s
6 +1 -1 41 e
7 41 41 -1 T
8 +1 +1 +1 s

Estes oito testes contemplam todas as combinagoes possiveis dos
niveis dos trés factores, permitindo pois avaliar interac¢oes entre
os mesmos. Estamos perante um planeamento com colunas or-
togonais (produto interno nulo), o que permite que a estimagao
do efeito de um factor seja independente dos outros factores. Se
existirem k factores estamos perante o que é usual designar por
planeamento factorial completo 2%,

Ao efectuar um determinado estudo de factores, tem-se como
objectivo saber quais sao os factores que afectam a varidvel res-
posta, e em que medida é que a vao afectar. Interessa pois proceder
ao calculo dos efeitos principais e das interacgoes. Apds o calculo
dos efeitos dos factores interessa saber quais sao os efeitos significa-
tivos, de modo a estabelecer uma disting¢ao entre os efeitos que sao
realmente importantes e os que o nao sao. E entao usual utilizar
métodos estatisticos sobre os quais nao iremos entrar em detalhe,
como a Andlise de Variancia (ANOVA), os Testes de Significancia
ou os Intervalos de Confianca.

9.3.3 Planeamentos Factoriais Fraccionados

Como vimos atras, os planeamentos factoriais completos sao de
aplicacao facil quando o nimero de factores e o nimero de niveis
de cada um dos factores nao é muito elevado, mas tornam-se de
aplicacao pesada a medida que tais nimeros vao aumentando.
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Num planeamento factorial completo 2* teremos de estimar (]8):1
resposta média, (’f) = k efeitos principais, (g) = @ inte-

(l;) _ k:(k:—lg(k:—Q)

raccoes-2, interacgoes-3, e assim por diante.

Box!? (1986) refere-se & grande redundancia existente nos pla-
neamentos factoriais com muitos factores, devido ao facto de nao
serem significativas as interaccoes de terceira ordem e de ordem
superior. Ao tipo de planeamento que resulta de uma fraccao
dum planeamento factorial completo dd-se o nome de planeamento
factorial fraccionado.

Num planeamento com k factores (cada um com 2 niveis), ao consi-
derarmos um planeamento factorial fraccionado 2P estudam-se
os k factores em 257 testes, o que requer a introducéo de p facto-
res num planeamento factorial completo de k — p factores. Esta
introducao de p factores é feita nas colunas correspondentes as
interaccoes dos primeiros k — p factores.

9.3.4 Arranjos Ortogonais

Os arranjos ortogonais sao planeamentos factoriais altamente frac-
cionados nos quais surgem muitos efeitos confundidos com inte-
racgoes de baixa ordem, como as interacgoes-2. O nimero de graus
de liberdade de um arranjo ortogonal é igual ao nimero de com-
binagoes dos factores presentes no arranjo (nimero de linhas do
arranjo) menos uma unidade.

Os planos de Taguchi sao arranjos ortogonais simples com o
numero de graus de liberdade suficiente para acomodar todos os
factores. Como na filosofia de Taguchi as interacgdes sao normal-
mente desprezadas, nao havendo grande preocupacao com a re-
solucao do planeamento, a escolha do arranjo ortogonal recai na-
quele, que tendo o ntimero de graus necessarios, menor numero de
testes exige.

19 Box, G.E.P. (1986). Signal-to-noise ratios, performance criteria, and
transformations, Technometrics 30, 1-40.
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Por exemplo, para estudar 7 factores, cada um com dois niveis, em
8 testes, Taguchi propoe o arranjo ortogonal seguinte, que denota
por Lg(27).

Factores
Teste A B C D E F G Resposta (z)
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1
2 -1 -1 -1 +1 +1 +1 +1 T2
3 -1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 x3
4 -1 +1 +1 41 +1 -1 -1 T4
5 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 x5
6 +1 -1 41 41 -1 41 -1 T
7 +1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 x7
S 41 41 -1 +1 -1 -1 +1 s

Taguchi interpreta os resultados dos arranjos ortogonais pressu-
pondo que todas as interaccoes podem ser desprezadas qualquer
que seja a sua ordem. Isto tem causado alguma controvérsia por
entre os estatisticos ocidentais, que consideram a potencial im-
portancia das interacgoes-2.

Taguchi ao nao atribuir grande importancia as interacgoes entre
os factores de controlo, trata as mesmas como se fossem um ruido.
Para mais detalhes sobre o tema veja-se Torres (1996), ja anterior-
mente citado neste capitulo, onde sao ainda estudados os grdficos
lineares de Taguchi e os seus planeamentos robustos.

9.4 Gestao da Qualidade Total

Os métodos estatisticos de garantia da qualidade tém tido grande
aplicacao no mundo real. Pessoas diversas, trabalhando a partir de
bases filosoficas particulares, em Organizagoes com culturas pecu-
liares, utilizam muitos dos instrumentos apresentados neste livro.
E muito frequentemente, o ambiente em que sao usados os ins-
trumentos de Controlo da Qualidade tem tanto ou mais que ver
com o sucesso ou a falha dos esforgos de garantia da qualidade, do
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que propriamente a eficiéncia dos métodos estatisticos utilizados.
Como ja referimos logo de inicio, este livro é essencialmente sobre
metodologia estatistica. Foi no entanto feito algum esforco para
colocar a metodologia estatistica no contexto adequado a area da
Qualidade. Iremos nesta parte final fazer por um lado uma re-
censao dos elementos associados & moderna cultura da Qualidade,
fornecendo alguns comentarios sobre os aspectos positivos e po-
tencialmente negativos do ambiente actual.

A terminologia mais popular e comum para a filosofia e a cultura
modernas de Qualidade é a TQM, de Total Quality Management.
O objectivo desta terminologia é o de realgar que numa economia
mundial, as Empresas de sucesso terao de gerir a totalidade do que
fazem, com a perspectiva de produgao de trabalho de qualidade.
Sob o ponto de vista de alguns qualquer paradigma de engenharia
ou gestao potencialmente 1til para alcancar o objectivo de quali-
dade pretendido faz parte da TQM. Para outros, a TQM ¢é mais
restricta, e leva a letra o ditado o cliente € rei. Vejamos quais sao
os principais elementos da TQM, de acordo com Vardeman & Jobe
(1999):

1. Foco no cliente — a voz do cliente é imperativa;

2. Orientagdo processo/sistema — s6 a compreensao e o me-
lhoramento dos processos permite melhorar a eficiéncia de
uma Empresa e a qualidade dos seus produtos finais;

3. Melhoria continua — num contexto TQM o melhoramento
¢ um trabalho que nunca acaba; qualquer Organizacao deve
estar constantemente a melhorar qualquer faceta de tudo
aquilo que faz;

4. Auto-avaliacdo e Promocdo — é importante saber como é
que as técnicas de uma Empresa comparam com o melhor
mundial, e reagir em conformidade com isso; mesmo se se
for lider mundial haverao oportunidades de melhoramento.

5. Mudanca de culturas e estruturas corporativas, com mudanca
para Organizacoes sem barreiras, envolvimento global dos
trabalhadores com envolvimento da Gestao (e de todos) em
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TQM — participacao global e simultanea de todo o pes-
soal nas actividades de TQM, comecando com os gestores
de nivel mais elevado, e reduzindo o numero de niveis entre
o topo e a classe mais baiza de uma Organizacao, tornando-a
mais equalitaria. Condenagao da tendéncia humana de criar
pequenos impérios dentro de uma Organizacao, que se de-
gladiam, em vez de cooperar;

6. Apreciacao e compreensdo da variabilidade — numa di-
mensao mais directamente relacionada com a FEstatistica,
o movimento TQM coloca grande énfase na compreensao
e apreciacao das consequéncias da variabilidade. Na reali-
dade, um dos passos iniciais tipicos em programas de TQM
é o de fornecer treino em estatistica elementar (com métodos
basicos, numéricos e graficos, de descricao de variabilidade,
e ainda alguns rudimentos sobre cartas de Shewhart);

7. Os gurus da qualidade — o ambiente de TQM estd sem
davida repleto de muitos consultores da qualidade (compe-
titivos), e dos seus bandos de seguidores leais. H4 nomes
grandes, como os de Deming, Juran, Feigenbaum, e Crosby,
bem como milhares de outros menos famosos.

Tal como foi descrita, e se bem aplicada, a TQM é suficientemente
atractiva, sendo pois dificil encontrar uma base para a criticar.
Trata-se da democratizacao da Ciéncia, como afirma G.P. Box.

Ha no entanto que ter alguns cuidados. Palavras e conceitos impor-
tantes como dever, principio, integridade nao parecem ter grande
importancia num mundo guiado pelo consumidor. O que o cliente
quer nem sempre é consistente, e muito menos moral ou sensato.
A preocupacao da TQM com a continua melhoria dos processos ou
sistemas, também tem recebido criticas. O esforco e o volume de
trabalho relacionado com o planeamento, a documentacao desse
planeamento e a avaliacao, tém aumentado exponencialmente nos
dltimos anos a nivel das Empresas, do Governo e das Universi-
dades. Todos estes planos estratégicos, avaliacdo de resultados, e
assim por diante, podem facilmente transformar uma tarefa rela-
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tivamente facil para uma tnica pessoa, numa grande tarefa para
um grupo, com grande perda de produtividade. Também o grande
investimento feito na determinacao daquilo que os outros fazem
pode ser pernicioso, e travar a inovacao. KEssa inovacdo nao tem
na realidade saido dos trabalhos em grupo, mas sim de esforcos
individuais de pessoas brilhantes, motivadas e trabalhadoras. Os
pontos 5 e 6 nao merecem grande controvérsia; o mesmo ji nao
acontece com o ponto 7, devido a idolatria criada relativamente a
alguns gurus da qualidade.

Como moral, a TQM deve ser usada de forma limitada, e apro-
priada, por pessoas de ética, que sabem pensar, e, no seu melhor,
fornece um terreno fértil para a utilizacao de métodos de garantia
estatistica da qualidade.
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Capitulo 10

Exercicios de Aplicacao

10.1

Introducgao as Cartas de Controlo

1. Uma caracteristica de qualidade X, Normal, com normas
de qualidade fixadas em (ug,00), estd a ser monitorizada

por

uma carta-X,, com limites de controlo 3-sigma, i.e.,

LCI = Mo — 30’0/\/’71 e LCS = 1o +30’0/\/ﬁ

a)

Qual o risco-a associado, i.e., qual a probabilidade de
um ponto representado na carta, i.e., uma média amos-
tral, cair fora dos limites de controlo, quando o processo
estd sob controlo?

Sabendo que o processo se mantém sob controlo, qual o
nimero médio de amostras necessarias para a emissao
de um falso sinal de fora de controlo?

Considere de novo a carta-X, com limites 3-sigma, &
qual se associam as seguintes regras de decisao:

Regra 1. Se uma ou mais das préximas sete amostras
fornecer um valor da estatistica de teste fora dos limites
de controlo, entao o processo estd fora de controlo.
Regra 2. Se todas as sete observagoes seguintes estao
do mesmo lado da linha central, entdao o processo esta
fora de controlo.

229



230 CAPITULO 10. EXERCICIOS DE APLICACAO

cl) Qual é o risco-a associado a cada uma destas regras
de decisao? Qual o risco-a global se se aceitarem
ambas as regras como regras de fora de controlo?

c2) Se o valor médio da caracteristica de qualidade so-
frer uma alteragdo de ug para ug + og, € se se
mantiver nesse valor durante a recolha das sete
observacoes seguintes, qual é o risco-3 associado
com ambas as regras de decisao, i.e., qual é a proba-
bilidade de nos decidirmos por uma situacao de
controlo, quando na realidade o processo esta fora
de controlo.

d) Refaga as alineas a) e b) para limites de controlo 2-
sigma.

2. Seja (X7, Xo,...,X,) uma amostra aleatéria de dimensao n
retirada de uma populacao X.

a) Mostre que enquanto S% := 3" | L (X; — X)? ¢ um

estimador centrado de 0 = Var(X), S nao é necessa-
riamente centrado para o.

b) Obtenha o valor médio de S em populacao Normal(u, o)
e indique qual a funcao de S que é estimador centrado
de o.

¢) Indique como estabeleceria uma carta de controlo de
desvios padrao, em modelo Normal(u, o).

3. Uma certa caracteristica de qualidade é monitorizada por
uma, carta de controlo para a qual é 1 — 3 a probabilidade de
deteccao de uma certa condicao de fora de controlo na pri-
meira amostra recolhida apés mudanca para o estado OUT.
Calcule:

a) a probabilidade de a condi¢ao de fora de controlo s6 ser
detectada na 2% amostra recolhida apds ter ocorrido
mudanca;
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b) a probabilidade de a condigdo de fora de controlo sé
ser detectada na k-ésima amostra recolhida apés ter
ocorrido mudanca;

¢) o nimero esperado de subgrupos analisados antes de
ser detectada mudanca;

d) a probabilidade de a primeira amostra recolhida, apds
ocorrer mudanca, produzir uma estatistica dentro dos
limites de controlo;

e) a probabilidade da mudanga nao ser detectada nas k
amostras seguintes;

f) a probabilidade de as duas amostras recolhidas a seguir
a mudanca produzirem estatisticas fora dos limites de
controlo;

g) a probabilidade de pelo menos uma das k amostras
seguintes produzir uma estatistica de teste fora dos
limites de controlo.

4. Numa carta 3-sigma de médias (carta-X,), em processo
X —~ Normal(ug, 09), é dado um alerta de fora de controlo
quando existem pelo menos 4 de entre 6 médias fora do in-

tervalo (uo — oo/+/1, o + 00//1).

a) Qual o risco-a associado a regra de fora de controlo
indicada?

b) Se o valor médio do processo sofrer uma diminuigao
igual a o¢/y/n, calcule o risco-f associado a regra an-
teriormente especificada.

¢) Qual passa a ser o risco-a se adicionalmente a regra
anterior se considerar também a regra de rejeicao uni-
versal em carta 3-sigma?

5. Numa carta 3-sigma de médias (carta-X,,), pretende-se con-
trolar o processo em modelo Normal(ug, 0p).

a) Sabendo que é dado um alerta de fora de controlo
quando existem 3 pontos ordenados ascendentemente
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entre o + 200/y/n e po + 300/+/n, qual o risco-a asso-
ciado a esta regra de fora de controlo?

b) Se adicionalmente & regra anterior for considerada a
regra universal de fora de controlo, qual o valor que
passa a ter o risco-a?

¢) Qual a dimensao n dos subgrupos racionais a recolher,
caso se pretenda detectar de imediato, e com probabili-
dade superior a 0.8, uma alteracao no valor médio para
po + 2007

6. Considere uma carta-X, com limites de controlo 3-sigma,

para controlar uma caracteristica de qualidade Normal, e as
seguintes regras de decisao:

Regra 1. Se 8 pontos consecutivos estiverem entre o LCT e
a LC o processo esta fora de controlo.

Regra 2. Se 2 de entre 3 pontos consecutivos distarem da LC
em mais de o o processo esta fora de controlo.

Qual é o risco-a associado a consideracao de uma situagao
de fora de controlo caso se tenha a veracidade da regra 1 ou
da regra 2 ou da regra universal de fora de controlo?

Uma caracteristica de qualidade X estd a ser controlada
através de cartas-X e R (ambas 3-sigma), e todos os pontos
cafram dentro dos limites de controlo em ambas as cartas.
Face a ocorréncia de uma mudanca sibita no valor médio do
processo, o valor médio de X aumentou de 1.50, sem mudar
o. Ao responder as perguntas seguintes, admita que a carac-
teristica de qualidade é Normal antes e depois da mudanca,
e que os limites de controlo sao baseados nas observagoes que
ocorreram antes da mudanca. Estao a utilizar-se subgrupos
racionais de dimensao n = 4.

a) Diga qual a percentagem de pontos que espera que
caiam fora dos limites de controlo.

b) Qual a probabilidade de pelo menos duas de entre 8
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médias, numa sequéncia de 8 subgrupos cairem acima

do LCI?

Uma carta-X de controlo de determinado processo usa limi-
tes 3-sigma e subgrupos racionais de dimensao n = 4.

a) Qual é a probabilidade de 8 pontos consecutivos cairem
entre a linha central e o LCI?

b) Qual a probabilidade de nenhuma das médias, numa
sequéncia de 8 subgrupos cairem abaixo do LC'S, dado
que a média do processo se alterou para po—0.60¢/y/n?

. Numa carta 3-sigma de observacoes individuais, em processo

Normal(ug, 0¢), é dado um alerta de fora de controlo quando
existem pelo menos 5 de entre 6 pontos consecutivos do
mesmo lado da linha central.

a) Qual o risco-a associado a regra de fora de controlo
indicada?

b) Se o valor médio do processo sofrer um aumento igual
a og, calcule o risco-( associado a regra anteriormente
especificada.

Considere uma carta-X, 3-sigma, para controlo de ob-
servacoes individuais de um processo proveniente de um mo-
delo F', simétrico em torno de g, € com variancia 08. Con-
sidere as seguintes regras de deteccao de fora de controlo:
Regra 1. Pelo menos trés de entre cinco observagoes conse-
cutivas distam de pg mais de og.

Regra 2. Pelo menos duas de entre dez observagoes consecu-
tivas estao fora dos limites de controlo.

a) Qual o risco-a associado a regra 17

b

)

) Qual o risco-a associado a regra 27
¢) Qual o risco-a global?

)

d) Se o processo sofrer um aumento de 20% na variabili-

dade, qual o risco-g associado a regra 27
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10.2 Papel de Probabilidade

1. Considere os dados ordenados z;.,, 1 <7 <n, n = 50:

-24 -19 -15 -1.3 -1.0 -08 -0.5 -0.3 -0.1 0.1
03 05 07 10 12 14 1.7 20 23 24
25 26 27 27 28 28 29 29 3.0 3.0
3.1 31 31 32 32 33 34 34 35 36
36 3.7 38 39 40 42 43 46 51 6.5

Marque-os versus —In(—1In(i/(n + 1))), 1 < ¢ < n, e co-
mente o resultado obtido. Proceda ainda & identificacao da
populagao subjacente a estes dados.

2. Considere o seguinte conjunto de dados z;, 1 < ¢ < n, com
n = 50:

17.86 1397 13.26 10.81 16.48
13.47 11.27 1273 11.77 10.49
14.28 10.04 13.07 11.43 11.97
14.70 16.20 10.16 11.45 11.13
10.10 10.12 12.89 13.70 10.21
14.64 12.00 12.20 11.87 10.75
12.32 12,59 11.68 10.87 10.64
10.25 1245 10.30 11.59 10.40
10.34 10.39 10.93 11.06 11.00
11.35 10.70 10.54 11.20 10.59

Utilizando uma folha de célculo e/ou um package estatistico,
responda as questoes que se seguem:

a) Obtenha a amostra ordenada z;.,, 1 <1i < n, e, através
de uma analise preliminar de dados, postule um modelo
para a populacao subjacente.

b) Para F(x) = 1 — exp(—xz), = > 0, trace x;., versus
F‘l(nil), para 1 < i < n. Procure ajustar uma recta

a nuvem de pontos obtida. Quais as conclusoes que tira?
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¢) Obtenha estimativas A\* e 0* dos parametros de locali-
zacao A e dispersao J associados ao referido modelo ex-
ponencial, por exemplo através do método dos momen-
tos.

d) Considere as novas amostras, u; = 2(1/ m"(;k)‘* - 1),

vi:—ln<zi5;*)‘*> ewi:2(1— xi(;”), 1<i<n.

d1) Represente graficamente em papel de probabilidade
Gumbel estas amostras, e comente os resultados
obtidos.

d2) Admitindo a validade do modelo Exponencial com
parametros \* e 0* (estimativas obtidas anterior-
mente), identifique as populagbes subjacentes as
amostras u;, v; € w;, 1 < i < n. Identifique em
seguida esses modelos como casos particulares de
um modelo genérico, com f.d. de valores extremos,

3 1/6
G(:‘C;aaﬁae)ze_(l_e( p )> , 1_w>0,

a€eR,6>00€eR.

d3) Faga a representacao grafica dos dados wu;, v; e wj,
1 <i < n, em papel de probabilidade adequado, e
comente os resultados obtidos.

10.3 Estatisticas Ordinais

1. Seja X;., a i-ésima estatistica ordinal crescente associada
a uma amostra de dimensao n proveniente de um modelo
exponencial com f.d.p.

exp(—z) se x>0
0 se x <0

fz) =

a) Mostre que Xj.p, € X, —Xiip (4 < j) s@o independentes.
b) Qual é a distribui¢ao de X;11., — Xin?
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c¢) Utilize o resultado anterior para derivar o valor médio
e a variancia de X;.,:

Mizn = E(in) = 1/1(n+ 1) - w(n —i+ 1)7 1<i<n,
Var(Xin) =¢'(n—i+1)—4¢'(n+1), 1 <i<n,
onde 9(-) denota a fungao digama, em (3.18), sendo

Y'(+) a sua derivada.

2. Para uma amostra de dimensao n de um modelo Pareto, com

f.d.
Flr;a)=1—2"%2z>1 (a>0),
mostre que X;., 4 H;Zl V;, onde as varidveis aleatérias V;
sao independentes, com f.d. Pareto F'(z; (n—j+1)a). Mostre
em seguida que, para a > 1/(n — i+ 1),
nl I'n—i+1-1/a)
(n—d)! T(n+l-1/a)

E(Xin) =

3. Seja (X1, X2,...,X,) uma amostra de dimensao n de uma
distribuicao arbitraria F(+), pim = E(Xiyn) e Xy a i-ésima
estatistica ordinal crescente, 1 < i < n.

a) Exprima p;,, 1 < i < n, em termos de H1:5, para
n—t+1<7<n.

b) Mostre que Y ;" fim /i = D iy fi1:/1-

4. Com a notacao usual, ,ugk% = E(XE)), X,.n a r-ésima es-

tatistica ordinal crescente associada a uma amostra aleatoria
de dimensao n, proveniente de uma populagao com f.d. F'(-),
mostre que:
k k k
a) Para n par, {HE’L/)Q-FLTL + u;/)Qn} /2 = M;/)Q:n—l'
b) Se F(-) for uma f.d. simétrica em torno de 0, e se n for
par,
k
,u(k) _ '“51/)2:71 se k par
n/2n—1 0 se k impar.
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5. Uma caracteristica de qualidade X é bem modelada por um
modelo com f.d.p.

%mg/ﬁ_l se 0<z<1 (>0)
fo@) =1 ¢ o
caso contrario.
Seja (Xi,...,X,) um subgrupo racional de réplicas i.i.d.
dessa caracteristica de qualidade, e seja (Xi.p,..., Xpnm) a

amostra de estatisticas ordinais ascendentes associada.

a) Obtenha uma representagao em distribuigao para X;.,,
1 <i<n, em termos de varidveis aleatdrias Pareto
standard e i.i.d.

b) Diga como pode estimar o parametro desconhecido 6,
caso tenha acesso exclusivo a minimos e maximos de k
subgrupos racionais, i.e., a (Xl(JT)L,X,(lJT)«L, 1<j<k).

c) Designando por x;/, a mediana de uma caracteristica
de qualidade X, quais os valores de n que permitem ser
superior a 0.95 a probabilidade do intervalo (X7i.,, Xp:p)

conter x1 /27

6. Considere uma amostra (X1, Xo, ..., X)) proveniente de um
modelo Uniforme(0,1).

a) Obtenha a distribuigdo do minimo Xj.,, do maximo
Xn.n e da amplitude W,, = X .., — X1,

b) Mostre que as varidveis U = X1.,/Xpm € V = Xy, 880
independentes, e identifique a distribuicao de U.

¢) Exprima W,, = X,,., — X1., em termos de U e V, e
calcule em seguida o valor médio e a variancia de W,,.

7. Considere uma amostra de dimensao n, (Xi,...,X,), de
observacoes i.i.d. provenientes de uma populacao com f.d.
continua F(x) =1—¢e" %, = > 0. Sejam Xy., < --- < X,
as estatisticas ordinais crescentes associadas a essa amostra
e seja iy = E(X’Ln)a 1<i<n.
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a) Exprima, para um F(x) genérico, fiy, 1 < i < n, em
termos de pj.;, ¢ < 7 < n. Comprove a validade do
resultado obtido para o modelo exponencial.

b) Mostre que a distribuigdo de amostragem da varidvel
aleatéria Y = 1 — e~ X#n é uma Beta(i,n — i + 1), para
1< <n.

8. Considere a varidvel aleatéria X, com f.d. F'(-), simétrica em
torno de x1 /2. Seja V' = max(Xn.n, 2X1/2 — X1:n)-
Mostre que para xz > 1/2,

P(F(V)>2)=1— (220 — 1)".

10.4 SPC e Planos de Aceitagao

1. Com o objectivo de monitorizar o comprimento médio, em
mm, dos parafusos produzidos em série numa determinada
fabrica, implementou-se uma carta de médias VSI, para

amostras de dimensao n = 4, com os seguintes limites de con-
LCI =185 LVI=19.5
LCS =215 LVS = 20.5.

Sob controlo, as normas para o valor médio e para o desvio
padrao do processo impostas pela geréncia sao as seguintes:
po=20 mm e gp=1 mm. Os intervalos amostrais a utilizar
na implementacao desta carta sao d;=0.1 u.t. e do=1.9 u.t.,
onde u.t. representa a unidade de tempo escolhida. O com-
primento dos parafusos estd associado a uma varidvel com
distribuicao Normal.

trolo e de vigilancia: {

a) Admita que o processo esta sob controlo.
al) Qual a taxa de falsos alarmes associada a esta
carta.

a2) Determine o tempo esperado até a emissao de um
falso alarme.
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b) Se o valor médio do processo se alterar para 22 mm e o
desvio padrao se mantiver igual a 1 mm, qual a proba-
bilidade de esta alteracao no valor médio do processo
ser detectada,

bl) na 1% amostra recolhida imediatamente a seguir a
alteracao ter ocorrido?

b2) apenas na 5% amostra recolhida imediatamente a
seguir & alteragao ter ocorrido?

¢) Admita que o comprimento dos parafusos produzidos
deve satisfazer as seguintes especificagoes: 20 + 3 mm.
Estando o processo sob controlo, determine:

cl) A percentagem de parafusos nao conformes produ-
zidos por este processo.
c2) Os principais indices de capacidade do processo.

2. A direcg@o de uma determinada empresa téxtil pretende sal-
vaguardar uma proteccao de qualidade para a sua producgao.
Os artigos sao enviados em lotes de 1000 unidades e
pretende-se que lotes com 2.2% de defeituosos tenham uma
probabilidade de serem aceites entre 7% e 11%. O técnico
responsavel pelo departamento de controlo da qualidade da
Empresa afirma que um plano de amostragem simples defi-
nido pelos parametros n = 100 e ¢ = 0 satisfaz os requisitos
da direccao. Concorda com a afirmacao do técnico?

3. Considere o seguinte plano de amostragem duplo:

e Inspeccionar uma 1* amostra de 36 artigos de um lote
de dimensao 1000; aceitar o lote se nao houver artigos
defeituosos e rejeitar o lote se o nimero de defeituosos
exceder 3;

e Inspeccionar uma 2% amostra de 59 artigos no caso de
terem sido detectados 1, 2 ou 3 artigos defeituosos na
1% amostra; aceitar o lote se, na amostra conjunta (95
artigos), forem detectados no méximo 3 artigos defei-
tuosos; rejeitar o lote no caso contrario.
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Admitindo que a fraccdo de defeituosos no lote é de 1%,
calcule a probabilidade de aceitacao de um lote sujeito a
este plano de amostragem.

. Pretende-se implementar um sistema de controlo estatistico

da qualidade de componentes electrénicas fabricadas em
série numa empresa industrial. A caracteristica sob controlo
¢é a resisténcia das componentes produzidas, v.a. com distri-
buicao Normal.

a) Para utilizagdo durante o controlo on-line, deduza car-
tas bilaterais equilibradas, X e R, para controlar o valor
médio e a variabilidade do processo, tendo em atengao
as seguintes condigoes:

As cartas sdo implementadas com a politica amos-
tral VSI;

A resisténcia de uma componente deve estar asso-
ciada a uma distribuicao Normal de valor médio
140 Q e variancia 12 Q? quando o processo estd
sob controlo;

Dimensao das amostras a recolher: n = 4;

Taxa de falsos alarmes de cada uma das cartas: 5%;
P(X € [LVL,LVS] | IN) = 90%.

b) Para a fase de controlo off-line foi sugerido o se-
guinte plano de amostragem simples para controlo de
aceitagao de lotes de 1000 componentes, onde se estima
ser de 5% a fraccao de componentes defeituosas exis-
tente em cada lote.

Dimensao da amostra a retirar de cada lote: 20
componentes;

A probabilidade de aceitacao de um lote nao deve
ser inferior a 50%;

Rectificagao a 100% dos lotes rejeitados;
Risco do comprador: 39.18%;
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e Nivel de Qualidade Aceitavel: AQL=0.5%.

bl) Determine o valor minimo para o nimero de
aceitacao que permite cumprir os requisitos deste
plano de amostragem.

b2) Determine o valor fixado para LTPD (fracgao to-
leravel de defeituosos, também designada nivel de
qualidade rejeitavel).

b3) Determine a fracgdo de defeituosos mais desfa-
voravel para o comprador de um lote sujeito ao
plano de amostragem anterior, admitindo ¢ = 1.

b4) A Empresa estard interessada em diminuir o
nimero de aceitagao? Justifique a sua resposta cal-
culando o valor dos indicadores que achar adequa-
dos para responder a questao.

O Conselho de Administracdo de uma Empresa produtora
de pecas para automédvel pretende implementar um sistema
interno de controlo da qualidade dos rolamentos produzidos
em série. Este controlo engloba duas vertentes: o controlo
do processo de producao, o qual incide sobre o diametro dos
rolamentos produzidos, v.a. com distribuicao Normal, e o
controlo de aceitacao dos lotes para venda.

O Director de Produgao estabelece as seguintes regras:

e Norma de producao para o valor médio: 10 mm;

e Norma de producédo para a variancia: 16 mm?;

e O intervalo de controlo para a média deve ter uma am-
plitude que nao exceda 1.96 mm;

e A probabilidade de emissao de um falso alarme nao deve
ser superior a 5%.

a) Numa fase inicial da laboragao, ndo se colocaram pro-
blemas relativamente a variancia do processo, incidindo
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o controlo apenas sobre o valor médio da producao.
Nestas condigoes determine a dimensao minima da
amostra a utilizar para o controlo do processo de
producao.

No que respeita ao controlo sobre a variancia,
pretende-se que a probabilidade de emissao de um falso
alarme seja de 1%, sendo as amostras retiradas para
inspeccao de dimensao 20.

bl) Represente a carta de controlo para a variancia.

b2) Recolheram-se 6 amostras que forneceram os se-
guintes resultados: 5/12:16.8, 5/22:17.0, 532:16.5,
572=18.0, s2=17.0 ¢ 52=16.0. Perante estes resul-
tados que medidas deverao ser tomadas?

b3) Alternativamente poderia monitorizar a variabi-
lidade do processo recorrendo a uma carta de
desvios padrao. Neste caso, quais seriam os limites
de controlo da carta?

Por seu lado, o Director Comercial estabelece as seguintes
regras:

e O risco da Empresa deve ser de 1%;

e A dimensao da amostra para o controlo de aceitacao

deve ser de 15 unidades;

e O ndmero de aceitacao é igual a 0.

Nestas condigoes:

¢) Determine o nivel de qualidade aceitavel, AQL.

d) Determine o limite da qualidade média a saida, AOQL.

e) Se a dimensdo da amostra passar a ser de 10, qual o

efeito sobre o limite da qualidade média a saida? O
comprador tem interesse nesta alteracao? Justifique.
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6. Numa empresa industrial, pretende-se implementar um sis-
tema de controlo estatistico da qualidade das pecas fabri-
cadas. Inicialmente, as preocupacoes centram-se ao nivel da
producao, pretendendo-se monitorizar o comprimento das
pecas, o qual se admite associado a uma distribuicao Nor-
mal. Para uso na fase de controlo on-line pretende-se esta-
belecer cartas de controlo VSI para amostras de dimensao
n = 4, para monitorizar o valor médio e a variabilidade do
processo. Em seguida, pretende-se controlar a qualidade dos
lotes para venda.

a) Como as normas [y e op para o comprimento de uma

peca nao foram fornecidas pela geréncia, numa fase ini-
cial da produgao, com o processo estavel e sob controlo,
recolheram-se 4 amostras de 4 pecas cada, as quais for-
neceram os seguintes valores relativos ao comprimento
de cada pega (em mm):

N¢ da amostra Ti1 T2 i3 T4

1 143 137 145 137
2 141 142 147 140
3 140 145 143 146
4 145 145 137 139

Com base nesta informagao estime as normas, ug e og,
para o comprimento de uma peca.

Deduza cartas de controlo X-VSI e R-VSI para moni-
torizar o valor médio e o desvio padrao do processo,
respectivamente. Considere que a probabilidade de
emissdo de um falso alarme é de 0.2% em cada uma
das cartas.

Ja durante a fase de controlo on-line, as 6 primei-
ras amostras recolhidas forneceram os seguintes valores
para a média e amplitude amostrais:
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Amostra 1 2 3 4 5 6
Média 139 143 147 146 147 148
Amplitude 2.12 3.10 3.60 3.15 8.15 8.15

Qual a decisao tomada com base em cada uma das car-
tas?
Apresente algumas vantagens e desvantagens relativas

a utilizacao das politicas amostrais FSI e VSI na im-
plementacao de uma carta de controlo.

Na fase de controlo off-line, foi sugerido o seguinte
plano de amostragem duplo, para controlo de aceitagao
de lotes de 1000 pecas, onde se estima em 5% a fracgao
de pegas defeituosas em cada lote.

Ne Dimensao  N° de aceitacao
da amostra da amostra

1 20 0

2 20 1

Admitindo rectificacao dos lotes rejeitados a 100%, cal-

cule:

el) A probabilidade de rejeicdo de um lote sujeito a
este plano de amostragem.

e2) O numero médio de pegas inspeccionadas num lote
sujeito a este plano de amostragem, i.e., o valor do
ATI. Comente o valor encontrado.

e3) A dimensao média da amostra, i.e., o valor do ASN.

ed4) A qualidade média & saida, admitindo uma fraccao
de defeituosos de 5% em cada lote. Comente o valor
encontrado.

7. Considere uma carta de médias VSI para monitorizacao de

um processo Normal, com limites de controlo 3-sigma e li-
mites de vigilancia colocados em pg + 1.500/+/n, sendo pg
e og o valor médio e o desvio padrao do processo sob con-
trolo, respectivamente. Os intervalos amostrais utilizados na
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implementacao desta carta VSI sdo os seguintes: d; = 0.1
w.t. e do = 1.9 u.t., onde u.t. representa a unidade de tempo
escolhida. Admita que fora de controlo o valor médio do
processo sofre uma alteragao de pg para po + oo/+/n, e que
o desvio padrao do processo sofre uma alteracao de o para
20g. Nestas condigoes determine o tempo esperado até a
carta emitir sinal

a) quando o processo se encontra sob controlo.

b) quando o processo se encontra fora de controlo.

8. Numa Empresa de semi-condutores pretende-se controlar a
qualidade das componentes para circuitos eléctricos que ai
sao fabricadas. Ao nivel da producao pretende-se monitorizar
a resisténcia dessas componentes, a qual se admite associada
a uma distribuicao Normal. Estando o processo sob controlo,
tem-se g = H0€2 e o9 = 5€). Para o efeito admita que se re-
corre a uma carta de controlo X-VSI, bilateral equilibrada,
implementada com limites 3-sigma e para subgrupos racio-
nais de dimensao n = 10. Os limites de vigilancia desta carta
foram determinados de modo a que durante a monitorizacao
do processo, seja de 98% a probabilidade de se usar o maior
intervalo amostral antes da recolha de uma amostra.

a) Qual a probabilidade de emissdo de um falso alarme
quando se recorre a esta carta X7

b) Determine os limites de vigilancia da carta X consi-
derada.

¢) Quando as normas estao a ser cumpridas, qual a proba-
bilidade de ser necessario vigiar de forma mais apertada
a producao, i.e., ser necessario considerar o intervalo de
amostragem mais pequeno?

d) Se o valor médio do processo se alterar para 552 e o
desvio padrao se alterar para 3 €2, qual o nimero médio
de amostras recolhidas até & carta emitir sinal?
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Apés o excelente trabalho a nivel da producéao, procedeu-se
ao estabelecimento de um sistema de controlo a nivel
das vendas. Para o efeito foram estabelecidas as seguintes
condigoes:

O controlo de aceitagdao é baseado no plano de amos-
tragem simples, n = 8, ¢ = 1, especifico para clientes
normais, e no plano de amostragem duplo, ny = ny = 5,
c1 = 0, cg = 2, para clientes especiais;

Niveis de proteccao de qualidade: AQL=2% e
LTPD=15%;

Os componentes sao vendidos em lotes de 2500 unida-
des;

Todos os lotes rejeitados por este plano de aceitagao
serao rectificados a 100%.

Determine o risco do produtor e o risco do comprador
decorrente do plano de amostragem simples.

Qual o limite da qualidade média & saida quando a

inspeccao é feita recorrendo ao plano de amostragem

simples. Interprete o valor obtido.

Admitindo que a fracgao de defeituosos nos lotes é igual

a 2%, compare os dois planos de amostragem no que

respeita a

gl) quantidade média de inspeccao total do plano
(nimero médio de artigos inspeccionados por lote),
ATIT.

g2) dimensao média de amostra, ASN.

9. Pretende-se avaliar as condicoes de producao das lampadas
fabricadas em série numa determinada Empresa, relativa-
mente a sua duracdo, em horas. Admita que a duracao de
uma lampada segue distribuicao Normal, e que uma lampada
é considerada defeituosa se a sua duracao, em horas, se si-
tuar fora do intervalo [8298,8714].
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Para monitorizar o processo, o Departamento de Producao
sugere a implementagao de cartas bilaterais, de médias e de
amplitudes, com as seguintes caracteristicas:

e Cartas implementadas com a politica VSI, para sub-
grupos racionais de dimensao n = 10;

e Taxa de falsos alarmes de cada uma das cartas: 1%;
e Carta de Médias: LVI= 8447.3 e LVS= 8564.7;
e Intervalos amostrais: di=1 h e dy=2 h.

Por sua vez, o Departamento Comercial propoe que se esta-
beleca o seguinte plano de amostragem duplo para o controlo
da qualidade de lotes de 1000 lampadas: n; = 10, no = 2,
cir=0ecy=2.

a) Com o objectivo de estimar a norma para o valor
médio e a norma para o desvio padrao do processo,
recolheram-se 2 amostras de 10 lampadas cada, retira-
das numa fase em que o processo se encontrava estavel e
sob controlo, as quais forneceram as seguintes duragoes
(em horas), depois de ordenadas:

Amostra 1: 8357 8393 8427 8429 8484
8506 8539 8605 8610 8640
Amostra 2: 8373 8383 8399 8468 8485
8575 8576 8594 8604 8673

Determine, com base nesta informacao, estimativas
para o valor médio e para o desvio padrao da duragao
de uma lampada (estando o processo sob controlo).

b) Determine os limites de controlo das cartas de médias
e de amplitudes, sugeridas para utilizagao na fase de
controlo on-line.

c¢) Estando o processo sob controlo, qual o niimero médio
de dias tteis até a emissao de um falso alarme emi-
tido pela carta de médias? Admita que o processo de
producao funciona 8 h por dia.
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d) Estando as normas a ser cumpridas, qual a proporgao
de lampadas defeituosas produzidas?

e) Determine o nimero médio de artigos inspeccionados
por lote sujeito ao plano de amostragem proposto pelo
Departamento Comercial, e o nimero médio de artigos
da amostra efectivamente inspeccionados, admitindo
rectificagao a 100% dos lotes rejeitados e que o processo
estd a operar sob controlo.

10. Um fabricante de margarinas deseja estudar a capacidade

da operacao de empacotamento automatico de embalagens
de 250 gramas, mais precisamente, controlar o peso de cada
embalagem. Para o efeito, durante um periodo de 2 horas
seleccionaram-se 4 amostras de 4 embalagens cada. Os da-
dos obtidos relativos ao peso dessas embalagens, em gramas,
foram os seguintes:

Amostra 1: 249.8 250.0 249.9 250.3
Amostra 2: 249.9 2499 249.8 249.8
Amostra 3: 250.2 249.8 249.9 250.0
Amostra 4: 249.9 249.9 249.8 250.2

Admitindo a normalidade da populacao subjacente aos da-
dos, pretende-se implementar uma carta X-VSI e uma carta
R-VSI, para monitorizar o valor médio e o desvio padrao
do processo, respectivamente. As amostras retiradas para o
controlo do processo sao de dimensao n = 4, e as cartas a
implementar deverao satisfazer as seguintes condigoes:

e Probabilidade de emissao de um falso alarme (para cada
carta): 1%;
e Limites de vigilancia da carta de médias: po=+20¢/v/n;

e Limites de vigilancia da carta de amplitudes: tais que
P(R>LVS|o=09) =P(R<LVI|0o =o09) =2.5%;

e Intervalos amostrais: d;=0.5 h e dy=2.5 h.
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2)

b)

Determine os limites de controlo e os limites de vi-
gilancia das cartas X e R pretendidas.

Numa fase posterior do processo de empacotamento, e
usando o mesmo esquema de amostragem, obtiveram-se
os seguintes resultados relativos ao peso das embalagens
de 3 amostras de dimensao 4:

Amostra 1:  249.9 250.2 250.1 249.9
Amostra 2: 250.1 250.0 249.9 250.1
Amostra 3:  250.5 249.9 250.1 250.1

Descreva como foi efectuado o controlo do processo, in-
dicando os intervalos amostrais utilizados em cada ins-
tante de amostragem, e se foi detectada ou nao alguma
alteragao no processo.

Estando o processo sob controlo, qual o niimero médio
de dias até a emissao de um falso alarme emitido pela
carta de médias? Admita que o processo de empacota-
mento se realiza durante 8 horas consecutivas por dia.

O controlo a nivel das vendas de embalagens de mar-
garina serd efectuado com base no seguinte plano de
amostragem duplo, para lotes de 1000 embalagens:

Ne Dimensao  N° de aceitacao
da amostra da amostra

1 5 0

2 5 2

Admitindo rectificacdo a 100% dos lotes rejeitados, de-
termine a fraccao de defeituosos que fixa em 21.8% a
probabilidade de todos os lotes, numa encomenda de
10, passarem o controlo com base na inspeccao da 1¢
amostra retirada desses lotes.

11. Foi implementado um sistema de controlo estatistico da
qualidade dos parafusos fabricados em série numa determi-
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nada Empresa. Inicialmente, as preocupacoes centraram-
-se ao nivel da producao. Para o controlo do diametro X
de um parafuso, em mm, v.a. com distribuicao Normal,
consideraram-se cartas de controlo VSI para amostras de
dimensao n = 5, para monitorizar o valor médio e a va-
riabilidade do processo. Como as normas pg € gg nao fo-
ram fornecidas pela geréncia, recolheram-se duas amostras
da producao, estando o processo sob controlo, relativas ao
didmetro de 5 parafusos, as quais forneceram os seguintes
valores:

Amostra 1: 15.00 13.50 14.10 15.50 16.30
Amostra 2: 15.10 14.25 14.65 15.55 16.05

Para a implementacao destas cartas foram ainda estabeleci-
das as seguintes regras:

e P(X € [LCL,LCS]|IN) = 99%;

e P(X € [LVL,LVS]|IN) = 95%;

e Intervalos amostrais: d;=0.1 e do=1.9.

a) Determine as cartas de controlo X e R que foram con-
sideradas para a monitorizacao do didmetro dos para-
fusos produzidos.

b) Durante a fase de controlo on-line, admita que as 6
primeiras amostras recolhidas forneceram os seguintes
valores, para a média e amplitude amostrais:

Amostra 1 2 3 4 5 6
Média 15.00 15.43 14.50 15.92 15.89 13.98
Amplitude 4.10 1.00 1.50 3.15 3.40 4.15

Qual a decisao a tomar com base em cada uma das
cartas propostas?
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¢) Na fase de controlo off-line, considerou-se um plano
de amostragem simples para controlo de aceitagao dos
parafusos produzidos, com as seguintes especificagoes
técnicas:

Dimensao dos lotes: 5000 parafusos;
Dimensao da amostra: 20 parafusos;
Ntumero de aceitagao: ¢ = 1;

Rectificagao a 100% dos lotes rejeitados;
Nivel de Qualidade Aceitdvel: AQL=0.5%;
Risco do comprador: 3=39.18%.

cl)

c2)

c3)

c4)

Determine o risco do produtor e o nivel de quali-
dade toleravel. Marque os valores AQL, LTPD, «
e (0 no esbogo do grafico da curva caracteristica
operacional.

Qual o limite da qualidade média a saida, AOQL?
O comprador estard interessado em diminuir o
nuimero de aceitacao? Sem efectuar cdlculos, justi-
fique a sua resposta comentando o que acontece ao
AOQL.

E a Empresa estard interessada em diminuir o
nimero de aceitacao? Justifique convenientemente
a sua resposta, calculando para o efeito os valores
que lhe parecem mais adequados.

Calcule os valores de ATI e de ASN decorrentes

deste plano, para uma fraccao de defeituosos no
lote igual a AQL e a RQL.

12. Para monitorizar on-line a resisténcia dos componentes
electrénicos fabricados em série numa determinada Empresa,
pretende-se implementar uma carta de médias bilateral para
detectar aumentos e/ou diminui¢oes no valor médio da re-
sisténcia de um componente, e uma carta de amplitudes uni-
lateral para detectar aumentos na variabilidade do processo,
tendo em atencao as seguintes condicoes:
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A resisténcia X de um componente, em £, estd associ-
ada a uma distribuicao Normal;

As cartas serao implementadas com a politica amostral
VSI, para subgrupos racionais de dimensao n = 5;

A taxa de falsos alarmes de cada uma das cartas é de

1%;

P(X € [LVL,LVS] | IN) = 95%;

P(R > LVS|IN) = 5%;

Intervalos amostrais: d;=10 min e do=60 min.

Estime as normas do processo sob controlo, ug e og, a

partir dos valores da resisténcia dos componentes das
seguintes 4 amostras retiradas do processo:

Amostra 1: 249.6 250.1 250.5 249.9 250.3
Amostra 2: 250.2 250.0 249.1 250.1 249.9
Amostra 3: 250.1 251.0 250.1 250.5 250.1
Amostra 4: 251.3 249.8 249.9 250.2 250.5

Determine os limites de controlo e de vigilancia das
cartas pretendidas.

Estando o processo sob controlo, qual o tempo esperado
até a carta X emitir um falso alarme? E qual o tempo
médio até a carta R emitir um falso alarme?

13. O Conselho de Administracdo de uma grande empresa de
componentes electronicas, pretende implementar um sistema
de controlo da qualidade das componentes por ela produzi-

dos.

Numa primeira fase, encarregou o Director da Producao de
fazer cumprir as seguintes normas de producao, py=40 mm
e 0p=2 mm, para o comprimento das componentes, varidvel
associada a uma distribuicao Normal. Para o efeito, o direc-
tor de Producdo deve implementar uma carta X-VSI satis-
fazendo as seguintes condicoes:
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c)

)

)

Os limites de controlo e de vigilancia da carta sao
simétricos em relagao a po;

A amplitude do intervalo de controlo é de 2.0608;
A taxa de falsos alarmes da carta é de 1%;

Intervalos amostrais a considerar: d;=0.5 h e ds=1 h.

Determine a dimensao minima da amostra que permite
ver cumpridas as condigoes acima referidas.

Represente a carta de controlo para a média e diga qual
a decisao tomada em cada instante de inspeccao pelo
Director de Produgéo, em face dos resultados das se-
guintes médias amostrais: T1=39.5, To=40.0, T3=39.8,
14=40.8 e T5=41.

Determine o tempo esperado até a carta emitir sinal,
caso o processo de producao esteja a operar com um
valor médio de 41 mm e um desvio padrao de 1 mm.

Numa segunda fase encarregou o Director Comercial do con-
trolo das componentes produzidas. Uma componente é con-
siderada defeituosa se o seu comprimento difere da norma
mais do que 3.92 mm. As componentes sao vendidas em
lotes de 1000 unidades, sendo o controlo dos lotes efectua-
do com recurso ao plano de amostragem simples, n = 10 e
¢ = 0. Todos os lotes rejeitados sao rectificados a 100%.

Sabendo que o risco do produtor decorrente deste plano
de amostragem é de 5%, determine o valor fixado para
o AQL.

Sabendo que o risco do comprador decorrente deste
plano de amostragem é de 15%, determine o valor fixa-
do para o RQL (LTPD).

14. Num processo de branqueamento de papel, a cloragao numa

determinada torre de branqueamento é bem modelada pela



254

15.

CAPITULO 10. EXERCICIOS DE APLICACAO
seguinte distribuicao exponencial:

F(z; X, 0) =1 —exp(—(x — \)/d), = > A

Admita que pretendia unicamente controlar o pardmetro 9,
de escala, recorrendo a uma carta de controlo FSI, baseada
na estatistica W,, = X,,.

a) Qual a distribuigao de W, sob Hy : § = 0¢?

b) Como obter os limites de controlo, LCT e LC'S, de uma
carta-W,,, para testar Hy : § = g versus Hy : § = 66,
0 # 1, com ATS(f) méximo em 6 = 17

Considere as seguintes médias e amplitudes amostrais, for-
necidas pelos dados de 10 subgrupos racionais de dimensao
5, relativos ao comprimento de pecas fabricadas em série:

Ne X R Ne¢ X R
da amostra da amostra
1 0.837 0.010 6 0.833 0.011
2 0.832 0.009 7 0.834 0.009
3 0.832 0.008 8 0.834 0.003
4 0.834 0.004 9 0.831 0.002
5 0.835 0.005 10 0.835 0.006

a) Admitindo a normalidade dos dados, construa uma
carta X e uma carta R para controlar os comprimen-
tos das pegas produzidas futuramente. Considere um
risco-a=0.002 associado a cada uma das cartas.

b) Se o valor médio da caracteristica da qualidade sofrer
uma alteracao de fig para fig + 6o, qual o risco- asso-
ciado a carta X7

¢) As médias de 15 amostras obtidas posteriormente foram
as seguintes: 0.830, 0.831, 0.834, 0.835, 0.836, 0.830,
0.835, 0.836, 0.837, 0.836, 0.831, 0.830, 0.837, 0.836,
0.830.
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Aceita a aleatoriedade destes valores com base num
teste de runs? E com base no teste dos quadrados das
diferencas consecutivas? (Em ambos os casos, considere
a aproximacao da distribuicao da estatistica de teste a
distribuicao Normal)

d) Se representar estes dados na carta de controlo deter-
minada em a), que conclui?

16. Considere as médias e amplitudes de 20 amostras de di-
mensao 5 de comprimentos de suportes:

Grupo X R Grupo X R
1 .8372  .010 11 .8380 .006

2 .8324  .009 12 8322 .002
3 .8318 .008 13 .8356 .013
4 .8344  .004 14 8322 .005
) .8346  .005 15 .8304 .008
6 8332 011 16 8372 011
7 .8340 .009 17 8282 .006
8 8344 .003 18 .8346  .005
9 .8308 .002 19 8360 .004
10 .8350 .006 20 8374 .006

A partir dos dados, construa uma carta-X e uma carta-R
para controlar os comprimentos das pecas produzidas futu-
ramente. Admita uma distribuicdo Normal para caracterizar
o comprimento dos suportes.

17. Considere um plano de amostragem simples caracterizado
pelos parametros n = 50 e ¢ = 1, para lotes de dimensao
5000.

a) Compare as curvas caracteristicas operacionais, tipo-A
e tipo-B, associadas a este plano, indicando a que lhe
parece mais adequada.
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b) Calcule a curva AOQ), e determine o limite da qualidade
média a saida, AOQL.

¢) Determine a fungao ATI.

Uma caracteristica de qualidade X deve ser controlada de
acordo com um modelo Gumbel,

A(z; A, 6) = exp(—exp(—(z — A)/9)),

com normas de localizagao e dispersao fixas em Ag e dg, res-
pectivamente. Diga como deverao ser escolhidos os limites
de controlo numa carta de maximos/minimos, de modo a ser
maximo o AT'S(f) em 6 = 0, ao testar Hy : A = X\g,d = do
versus Hy : A= Ao+ 60,0 = dp.

Usando os dados a seguir apresentados, do niimero de nao
conformes em 200 componentes recolhidas diariamente ao
longo de 28 dias, construa uma carta-p para controlar a
producdo do més seguinte. Admita que foram encontradas
as causas que provocaram as marcacoes que cairam fora dos
limites de controlo.

Dia 1 2 3 4 5 6 7
N°naoconf. 6 6 5 6 5 0 0
Dia 8 9 10 11 12 13 14
N°naoconf. 6 6 14 4 0 1 8
Dia 15 16 17 18 19 20 21
N°naoconf. 2 0 4 7 1 3 1
Dia 22 23 24 25 26 27 28

N° nao conf. 4 1 0 4 15 4 1

Trace a curva caracteristica para esta carta de controlo.

Considere os dados seguintes, do niimero de nao conformida-
des encontradas numa inspecc¢ao de radios, durante um certo
periodo de operagao (6 radios = 1 unidade de inspec¢ao):
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Periodo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N°naoconf. 70 64 81 105 40 62 53 48 82
Periodo 10 11 12 13 14 15 16 17 18
N° ndo conf. 90 110 54 88 40 21 56 91 70
Periodo 19 20 21 22 23 24 25
N°naoconf. 65 50 28 24 60 75 25

a) A partir destes dados construa uma carta-c para ser
usada no periodo seguinte. Admita que foram encontra-
das as causas que provocaram as marcagoes que cairam
fora dos limites de controlo.

b) O ndmero de nao conformes por unidade de inspecgao
durante o periodo seguinte foi:

Periodo 26 27 28 29 30 31 32
N°néoconf. 35 14 21 33 40 63 62
Periodo 33 34 35 36 37 38 39
N° nao conf. 55 65 70 45 38 38 49
Periodo 40 41 42 43 44 45 46
N° ndo conf. 37 51 54 45 33 41 57
Periodo 47 48 49 50

N° nao conf. 50 63 48 49

Trace estes dados na carta de controlo obtida em a).
Indique quais os pontos que cairam fora dos limites de
controlo. Recomendaria revisao da carta de controlo?

21. No controlo de determinada caracteristica de qualidade
estavel é necessario conhecer as probabilidades de que pelo
menos uma fracao p da populacdo seja coberta pelos inter-

nn)

valos seguintes: (Xi.p,, +00), (—o0, Xppn) € (X1:m, X,

a) Obtenha as probabilidades referidas anteriormente.

b) Indique qual o valor de p a que estd associada uma
probabilidade maéaxima de cobertura pelo intervalo

(Xl:na Xnn)
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Serda que uma mudanga na dispersao de uma caracteristica
de qualidade, sem alteracao na média, vai fazer com que nao
s6 a carta-R, mas também a carta X saiam fora de controlo?
Justifique convenientemente a sua resposta.

Para controlar a proporgao p de nao conformes num processo
de producao decidimos usar uma carta 3-sigma com uma
norma pg fixada em 0.2, sendo n a dimensao das amostras a
recolher em instantes fixos de tempo.

a) Quais os valores de n que permitem obter um limite de
controlo inferior positivo?

b) Quais os valores de n que permitem que seja superior
a 0.6 a probabilidade de detecgao imediata de um des-
locamento de p para 0.267

Uma caracteristica de qualidade continua X é bem modelada
por um modelo Pareto, com funcao de distribuicao

Pyz)=1—2"% z>1, 6 >0.

a) Sugira dois estimadores para 6, baseados numa amostra
(X1, Xo, ..., Xy).

b) Como estabeleceria uma carta de controlo de maximos
e minimos para controlar o processo de producao asso-
ciado?

c) Se estivesse a trabalhar com a caracteristica Y = In X,
como estabeleceria uma carta de amplitudes para Y7

Uma caracteristica de qualidade X é bem modelada por um
modelo com f.d.p.

Folz) = 222071 se 0<z<1 (0>0)
AR ! caso contrario.

Seja (Xi,...,X,) um subgrupo racional de réplicas i.i.d.
dessa caracteristica de qualidade, e seja (Xim, ..., Xpm) a

amostra de estatisticas ordinais ascendentes associada.
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2)

Obtenha uma representacao em distribuicao para X;.y,
1 < i < n, em termos de varidveis aleatérias exponen-
cias unitarias i.i.d..

Diga como pode estimar o parametro desconhecido 6,
caso tenha acesso exclusivo a médias de k subgrupos
racionais, i.e., a (Xfl, 1<j<k).

Mostre que a v.a. Y = —21In X tem distribuicao expo-
nencial. Se estivesse a trabalhar com a caracteristica
transformada ¥ = —2In X, como estabeleceria uma

carta de amplitudes para Y?

26. Uma caracteristica de qualidade X ¢é bem modelada por um
modelo com f.d.p.

1 B
- /356’6 1ex se ZEZO (ﬂ>0)
fa(z) = { 0 caso contrdrio.

Seja (Xj,...,X,) um subgrupo racional de réplicas i.i.d.
dessa caracteristica de qualidade, e seja (Xi.p,..., Xnm) a
amostra de estatisticas ordinais ascendentes associada.

a)

Obtenha uma representagao em distribuicao para X;.,,
1 < i < n, em termos de varidveis aleatérias Pareto
unitérias i.i.d., com f.d. F(y)=1—-1/y, y > 1.

Diga como pode estimar o parametro desconhecido (3,
caso tenha acesso exclusivo as médias de k subgrupos
racionais.

Diga como construiria uma carta de amplitudes para o
controlo desta caracteristica de qualidade.

Que dimensao n dos subgrupos racionais lhe permite
fazer a seguinte afirmacao: a probabilidade de o inter-
valo (—o0, Xo.,) cobrir o quantil de probabilidade 1/4
¢ superior a 70%.
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27. Considere uma caracteristica de qualidade bem modelada

28.

por uma distribui¢ao com f.d.p.

(1+@-0>"", z0cR,

3=

f(x;0) =

com # parametro desconhecido. Admita que se recolheram
observagoes (X7i,...,X,) dessa caracteristica de qualidade.
Designe por X;.,, a i-ésima estatistica ordinal ascendente
associada a essa amostra, 1 <1 < n.
a) Mostre que E(atan(X,,., —0)) = ”2((71#;11))
b) Exprima X;.,, & custa de varidveis aleatérias exponen-
ciais independentes e unitarias.

c¢) Como estabeleceria uma carta de controlo de
minimos/méximos para controlar o processo de
producao associado.

Uma caracteristica de qualidade X é bem modelada por um
modelo

F(x;a)zl—exp(—exp(u)), x>p, 0>0, u>0.
o

A politica de inspeccao é F'SI e os subgrupos racionais tém
dimensao n, recolhendo-se em cada instante de inspeccao
uma amostra i.i.d., (X1,...,X,), da referida caracteristica
de qualidade. Designe-se por X;.,, a i-ésima estatistica ordi-
nal ascendente associada a referida amostra.

a) Exprima Xj., a custa de Uniformes independentes.

b) Diga como estabeleceria uma carta M /m para controlar
o referido processo, recorrendo a distribuicao conjunta
do Minimo/Méximo.

¢) Qual o valor de n que lhe permite garantir que
P(Xlzn < X1/4 < Xnn) > 0.97

d) Admitan=2e u=0.
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d1) Mostre que a distribui¢ao da amplitude em modelo
reduzido coincide com a distribui¢ao do médulo de
uma varidvel aleatéria Logistica standardizada.

d2) Admitindo o desconhecido, diga como estimaria
este parametro.

d3) Diga qual a forma correcta de estabelecer uma
carta de amplitudes para controlar a variabilidade
do processo de producao.

e) Considere n genérico e o = 1, e admita que pretendia
unicamente controlar o parametro p, recorrendo a uma
carta de controlo F'SI, baseada na estatistica

n
W, =In (% Z eXi>.
i=1
el) Mostre que Wn é estimador de maxima verosimi-
lhanga de u.
e2) Escreva o sistema de duas equagbes a duas
incognitas que lhe permite obter os limites de con-
trolo, LCI e LC'S, de uma carta-W,,, para testar
Hy : p = po versus Hy : p=pg+6, 6 # 0, com
AT S(f) méximo em 6 = 0.

29. Uma caracteristica de qualidade continua é bem modelada
por um modelo Beta(2,1), com f.d.p

f(x:0) =22/6% 0<x <6,

com # parametro desconhecido. Admita que se recolheram
observagoes (Xi,...,X,) dessa caracteristica de qualidade.
Designe por X;.,, a i-ésima estatistica ordinal ascendente
associada a essa amostra, 1 <1 < n.

a) Diga como procederia para a estimagao do parametro
desconhecido 6.

b) Recorrendo & transformacao uniformizante, obtenha
E(Xnm) e Var(X,..).
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c) Exprima X, a custa de varidveis aleatdrias exponen-
ciais independentes e unitarias.

d) Como estabeleceria uma carta de controlo de
minimos/méximos para controlar o processo de
producao associado.

e) Como estabeleceria uma carta de amplitudes para con-
trolar a variabilidade do processo de producao.

30. Para controlar a variabilidade de uma certa caracteristica de
qualidade, X, com distribuicao Gumbel,

F(z;X,6) = exp(—exp(—(z —A)/d)), x € R, A >0, § >0,

pretendemos usar cartas de controlo de méximos/minimos.
Recolheram-se, para 10 amostras de dimensao n = 5,
=) G ()

as médias, os minimos e os maximos, (:pn s T xn;n),

1 < j €10, obtendo-se os seguintes resultados:

N° da amostra X = X1, Xnm

1 10.08 9.8 104
2 10.42 99 11.0
3 10.14 9.6 10.7
4 10.14 9.9 10.5
5 998 9.7 10.2
6 10.04 9.7 104
7 10.56 10.5 10.7
8 9.86 9.6 10.1
9 10.06 9.7 10.3
10 10.30 10.0 10.9

a) Com base nos dados observados proceda a estimagao
dos parametros desconhecidos, A e 6.
Nota: Recorde que a constante de Euler ¢é
y=-T'(1) = — [ Inte~tdt = 0.5772.
Caso necessério, e s6 se nao conseguir efectuar todos
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31.

32.

33.

34.

35.

os calculos, recorra ao facto de se ter, com a notagao
usual, E(Y1.5) = —0.6991 e E(Y5.5) = 2.1867, para Y
v.a. Gumbel standardizada.

b) Quais sao os limites de controlo que sugere para a carta
de méximos/minimos?

¢) Designando por & s2 @ mediana de X, qual o menor
valor de n tal que (X1, Xpn:) contém & /o com proba-
bilidade superior a 0.957

d) Refaga a alinea anterior para o intervalo (Xo.,, Xp—1:n).

Quais as possiveis dimensoes n, da amostra a recolher, que
lhe permitem que (x1.,, +00) seja um intervalo de tolerancia
a 95% para uma percentagem 99% da populacao?

Calcule o nivel de confianca de um intervalo de tolerancia
para uma percentagem 100 x p% da populacao, do tipo
(—OO, xnflzn)-

Ao testar a aleatoriedade de 50 pontos marcados numa carta
de controlo wersus uma tendéncia crescente desses pontos,
utilizou-se a estatistica de runs acima da mediana empirica,
tendo-se obtido 3 runs positivos. Para que niveis de signi-
ficancia serfamos levados & rejeicao da hipdtese de aleatori-
edade?

Derive os limites de controlo a usar em cartas de
minimo/méximo e de amplitudes associadas a uma carac-
teristica de qualidade Exponencial(),d), com f.d.p. f(z) =
%exp(—%), x> M 0>0,\€R, e parAmetros desconheci-
dos, sabendo que tem acesso a informagao condensada, cons-
tituida por £ minimos e k maximos de amostras de dimensao
n, em situagao de controlo estatistico.

Ao testar a aleatoriedade de 20 pontos marcados numa carta
de controlo versus uma tendéncia crescente (ou decrescente)
desses pontos, utilizou-se a estatistica de teste W associada
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ao teste da média dos quadrados das diferencas sucessivas,
tendo sido 0.7 o valor observado de W. Para que niveis de
significancia seriamos levados a rejeicao da hipdtese de ale-
atoriedade?

Para controlar uma certa caracteristica de qualidade preten-
demos usar cartas de controlo de somas e de amplitudes.
Recolheram-se para amostras de dimensao 7, os seguintes
resultados:

Amostra 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

T 103 101 104 103 104 106 102 107 106 104
R 4 5 2 11 4 3 7 2 4 3

a) Admitindo a normalidade da caracteristica de quali-
dade, estime o desvio padrao do processo de producao.

b) Quais sao os limites de tolerancia 3-sigma do processo?

¢) Quais as linhas centrais e limites de controlo que acon-
selharia para controlar a producao futura?

d) Se a caracteristica de qualidade fosse exponencial, como
resolveria a alinea c)?

Considere k amostras de dimensido n, (X{,Xg, . ,X%),
1 < 5 <k, de observagoes i.i.d. de uma caracteristica de qua-
lidade com f.d. continua F(z) = 1—e~ @M/ 2>\ § > 0.
Sejam X7, < XJ <.+ < Xjm, 1 <j <k, as estatisticas
ordinais crescentes associadas a essa amostra e designemos
genericamente por p;., = E(X;.,), 1 <i < n, para qualquer
J,1<j <k

a) Como estimaria os parametros A e 67

b) Como estabeleceria uma carta de controlo de
méaximos/minimos para controlo da produgao?
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c) Exprima, para um F(x) genérico, pijn,1 < i < n, em
termos de pj.;,4 < j < n. Comprove a validade do
resultado obtido para o modelo exponencial.

d) Mostre que Y, = F(Xy.) — F(X1.) é, em distribuicao,
equivalente a amplitude W,, = U,.,, — U1., em modelo
Uniforme(0, 1). Obtenha a fungao de distribuicao de Y;,.

38. Qual o p-value associado a um valor observado R = 20 da
estatistica de runs acima e abaixo da mediana amostral, cor-
respondente a uma amostra de dimensao n = 677

39. Na monitorizacao de determinado processo de bran-
queamento de papel decidiu-se recolher ao longo do
tempo, valores observados da estatistica de controlo
W, = X, = n 'Y X;, onde X;, 1<i<n sdo
observacoes independentes e identicamente distribuidas
da caracteristica de qualidade X, com distribuicao
F(z;X\,0) =1 —exp(—(x — \)/d), x > \.

a) Qual a distribuigao de W,, sob a validade de
Hy: 6 =007

b) Como estabeleceria limites de controlo-3 sigma para
esta estatistica de controlo?

c¢) Como estabeleceria limites de controlo para a es-
tatistica W,,, mas com base na distribuicao de amos-
tragem?

d) Como estabeleceria uma carta de controlo M/m para
controlar o processo de branqueamento?

40. Seja R, o numero total de runs acima e abaixo da mediana,
em amostras de dimensao n.

a) Calcule P(Rg = z), z=2,...,6, e comprove a tabela

2 2 3 4 5 6
Fr(z) 01 03 0.7 09 1.0
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b) Qual o nivel de significancia de um teste que rejeita a
aleatoriedade quando ocorrerem menos de 3 runs?

41. As 30 observacoes seguintes foram recolhidas de uma tabela
de ntimeros aleatérios:

15 7 01 64 69 69 58 40 81 16
60 20 00 84 22 28 26 46 66 36
8 66 17 34 49 8 40 51 40 10

a) Aceita a aleatoriedade destes niimeros com base no
teste dos runs acima e abaixo da mediana?

b) E com base no teste de runs dos sinais das diferengas
entre observacoes consecutivas?

¢) E com base no teste da média dos quadrados de dife-
rengas consecutivas?

42. De um processo de enchimento de latas de uma bebida nao
alcodlica, em cl, obtiveram-se os dados que se seguem, rela-
tivos & média e amplitude de 20 subgrupos racionais de di-
mensao 5 associados ao conteido, X, de 100 latas dessa be-

bida.
Subgrupo X R Subgrupo X R
1 34.296 2.762 11 32.651 1.347
2 33.010 4.399 12 31.942 2.290
3 33.647 3.014 13 32.433 6.946
4 32.423 2.035 14 34.648 3.112
5 33.198  4.265 15 32.889 7.913
6 32.280 2.140 16 32.971 4.255
7 33.474  5.405 17 33.651 6.314
8 32.643 3.723 18 33.519  6.429
9 33.406 3.266 19 33.265 4.624
10 32.224  4.613 20 32.728 5.401

Admita que X é uma varidvel com distribuicao Normal.
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a) Se os limites de especificagao sao fixados em 3247, qual
a percentagem esperada de latas nao conformes.

b) Calcule os indices de capacidade C), e Cpp,, € interprete
os valores obtidos.

c¢) Para que valor se deve ajustar a média do processo,
para que a fraccao de latas nao conformes seja minima.
E qual seria esse valor minimo?

Os dados que se seguem dizem respeito a tensao de ruptura,
em kg, de 30 cabos eléctricos retirados ao longo do dia da
producao de uma Empresa, para monitorizacao. Considere
que a tensao de ruptura X dos cabos eléctricos do tipo dos
que estao a ser monitorizados, é bem modelada por uma
distribuicao Normal, de valor médio 2400kg e desvio padrao
150Kg.

Cabo X Cabo X Cabo X

1 2428.9 11 2186.5 21 2650.0
2 2519.0 12 2318.9 22 2447.6
3 2284.3 13 2634.2 23 2358.4
4 2466.4 14 2533.3 24 2187.0
) 2283.6 15 2438.0 25 2416.0
6 2450.8 16 2364.9 26 2532.6
7 2183.0 17 2489.7 27 2523.5
8 2446.9 18 2499.1 28 2490.5
9 2422.1 19 2357.8 29 27124
10 2478.1 20 2552.3 30 2528.8

Represente estes dados nas seguintes cartas de controlo FSI,
implementadas para valores individuais, com limites de con-
trolo 3-sigma: carta de shewhart, carta CUSUM e carta
EWMA com parametro A = 0.2. Comente os resultados
obtidos.

Numa grande Empresa industrial, o recém-contratado di-
rector fabril resolveu, logo apds a sua chegada, instalar um
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sistema de Controlo Estatistico da Qualidade. A Empresa
fabrica em série cabos metdlicos, sendo relevante a respec-
tiva tensao de ruptura, em Kg, a qual se admite ter distri-
buicao Normal. Sob controlo, as normas para o valor médio
e para o desvio padrao da tensao de ruptura de um cabo, sao
po = 70 kg e og = /5 kg, respectivamente. Para o controlo
da produgao o director decidiu recolher amostras de 5 cabos
cada ao longo do dia, retiradas desde o inicio da producao,
de 15 em 15 minutos.

Num determinado dia, em que se efectuou uma alteragao
no sistema de medida, ja programada ha muito tempo,
registaram-se os valores das médias amostrais corresponden-
tes as 20 primeiras amostras retiradas da producao antes da
alteragao, assim como os valores das médias amostrais das
dltimas 10 amostras retiradas nesse dia apds a alteracao, os
quais apresentamos na tabela que se segue:

Ne Média Ne Média
da amostra amostral da amostra amostral
1 68.86 16 67.93
2 71.49 17 69.05
3 68.59 18 71.88
4 68.69 19 68.91
5 71.76 20 69.02
6 70.69 21 72.73
7 69.14 22 72.42
8 71.91 23 71.33
9 68.50 24 70.43
10 69.24 25 71.97
11 69.36 26 69.59
12 69.84 27 70.79
13 71.17 28 69.58
14 69.94 29 71.60
15 70.99 30 72.83

No dia seguinte, ao olhar para estes dados, o director sus-
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peita que apds a alteracao no sistema de medida o valor
médio do processo aumentou, apesar de nada indicar ter ha-
vido alteracao na variabilidade do processo. Para esclarecer
a sua suspeita, resolveu entao construir algumas cartas de
controlo que tinha estudado na licenciatura, na disciplina de
Controlo Estatistico da Qualidade. Por uma questao de sim-
plificagao, resolveu standardizar os dados de que dispunha,

i.e., em vez de considerar os valores X;, considerou para a

Xi—po
oo/v/n’

sua analise, os valores standardizados, Y; =

a) Em primeiro lugar, comegou por representar os dados
na carta mais simples que tinha estudado: carta de
médias FSI, com limites de controlo 3-sigma, calcula-
dos a custa das normas do processo sob controlo. Que
conclusoes pode retirar?

b) Em seguida, lembrou-se que as cartas CUSUM sao mais
eficientes do que as cartas de Shewhart na deteccao de
pequenas alteragoes no valor médio do processo. Entao
decidiu representar graficamente os valores das somas
cumulativas Sy = Ele Y. Que conclusoes pode reti-
rar?

c¢) Considerou ainda dois planos de decisdo intervalar
simétricos, de pardametros h = 3.8 e k = 0.75, um deles
implementado com o procedimento FIR e head-starts
usuais, e outro sem FIR. Terd chegado exactamente as
mesmas conclusoes? Comente os resultados obtidos.

d) Finalmente lembrou-se de representar os seus dados Y;
numa carta EWMA, com A = 0.2. A que conclusoées che-
gou? Compare estes resultados com os anteriormente
obtidos.

45. O peso (em kg) de um artigo fabricado em série esta associ-
ado a uma varidvel com distribuicao Normal. O intervalo de
tolerancia usual para o peso deste tipo de artigo é o seguinte:
[4.82,5.18].
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a) Se os limites de especificacao sao 5.05+£0.2, que con-
clusoes pode retirar acerca da capacidade do processo?

b) Numa embalagem de 50 artigos, qual o nimero espe-
rado de itens que caem fora do intervalo de especi-
ficagao?

10.5 Estruturas e Fiabilidade

1. Considere a estrutura:

(e

2
P
LA

1
— i —

O O
3 ]

Sendo p; a probabilidade de funcionamento da i-ésima com-
ponente, 1 < i <5, e admitindo a independéncia das com-
ponentes, obtenha a fiabilidade da estrutura.

2. Represente a estrutura seguinte como uma estrutura em pa-
ralelo de componentes em série e uma estrutura em série de
componentes em paralelo.
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Qual a fiabilidade desta estrutura se for p a fiabilidade de
cada uma das componentes independentes.

3. Admita que n componentes de um sistema tém tempos
de vida exponenciais com taxas de avaria instantaneas
AL, A9, ..., Ap. Calcule a fiabilidade e o tempo médio de vida
do sistema, quando essas componentes sao colocadas

a) em série.

b) em paralelo.

4. Considere uma estrutura em paralelo constituida por m cir-
cuitos em série, independentes, cada um com 3 componen-
tes. Seja p a probabilidade de funcionamento de qualquer
das componentes do circuito.

a) Quais os valores de m que permitem obter uma fiabili-
dade estatica para a estrutura superior a 0.97

b) Quais os valores de p que permitem que seja m = 3
o valor minimo que permite garantir uma fiabilidade
estatica para a estrutura superior a 0.757

¢) Admita que o tempo de vida de cada uma das n = 3m
componentes é bem modelado por uma distribuigao
F(t;0)=1—(t+1)"% ¢t > 0, & > 0, tendo-se reco-
lhido a amostra (71,75, ...,T,) a que estd associada a
amostra de estatisticas ordinais (71, T, - - - Tnen)-

cl) Como estimaria 67 Justifique convenientemente a
sua resposta.

c2) Quando m = 2, qual a fungao de fiabilidade e o
tempo médio de vida da estrutura?

5. Uma amostra com n unidades, com tempo de vida Expo-
nencial de valor médio o, é seleccionada aleatoriamente e
testada até avaria total, tendo-se obtido os tempos de vida
t1 < tp < --- < ty,. Designando por 7. o tempo total de
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duracdo do teste até a r-ésima avaria, e com A = 1/0, mos-
tre que 27, tem a distribuicao de um qui-quadrado com 2r
graus de liberdade.

. Admita que se colocam em teste n unidades independentes,

com tempo de vida Exponencial de valor médio o, e que
se termina o teste (sem reposi¢do) assim que se registam r
avarias. Obtenha o estimador de maxima verosimilhanga de
A = 1/0, e mostre que nao se trata de um estimador centrado
de A.

Considere uma estrutura em série de m circuitos em para-
lelo, cada um com 3 componentes. Seja p a probabilidade de
funcionamento de cada uma das componentes.

a) Quais os valores de m que permitem uma fiabilidade
estatica para a estrutura superior a 0.907

b) Quais sao os valores de p que permitem que m = 2
seja o valor maximo de m que fornece uma fiabilidade
estatica para a estrutura superior a 0.87

. Considere n unidades electrénicas independentes com tempo

de vida exponencial, com f.d.p. f(z;0) = %exp(—x/&),
x> 0,0 > 0. Sejam (11,15, ...,T,) os tempos de vida dessas
unidades.
a) Seja Z =1 — exp(—T1.n,/60). Mostre que E(Z) = n%rl
b) Admita que as n unidades foram colocadas em para-
lelo. Qual o tempo médio de vida desta estrutura em
paralelo?

¢) Mostre que a distribuicdo de amostragem da v.a.
Yi=1—-exp(—X;.n/0) é uma Beta(i,n — i + 1),
1<i<n.

d) Mostre que p; = E(Y;) = nil e pj = Moda(Y;) = ==L,
1< <n.
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9.

10.

11.

e) Com # = 100, horas admita que faz um teste de vida
sem reposicao e sujeito a censura no instante Ty = 120
horas. Qual o niimero esperado de avarias?

Considere a estrutura:

O>—0
(5)
2/
0 N\
3 €,

Admita que todas as componentes actuam independente-
mente umas das outras e tém tempos de vida com f.d.p

£(t) = ;—eexp(—]t]/Q), LER, 0> 0.

a) Calcule a fiabilidade da estrutura.

b) Calcule o tempo médio de vida da estrutura.

Considere a estrutura:

Admita que todas as componentes actuam independente-
mente umas das outras e tém probabilidade p, conhecida,
de funcionamento. Qual a fiabilidade da estrutura?

Considere n unidades electréonicas independentes, com
tempo médio de vida 100 horas e f.d.p. f(z) = az=* 1,
x > 1. Sejam (T1,...,T,) os tempos de vida dessas unida-

des.
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Como estimaria a com base nos n tempos de vida reco-
lhidos?

Trata-se de um modelo IFR ou DFR?

Considere Z =1 — (T1.,) ™ e mostre que E(Z) = n%rl
Admita que as n unidades foram colocadas em série.
Qual o tempo médio de vida da estrutura em série?

Admita que as n unidades foram colocadas em paralelo.
Qual o tempo médio de vida e a fiabilidade da estrutura
em paralelo?

12. Considere um sistema em série com s componentes i.i.d.. O
tempo de vida de cada uma das componentes é bem mode-
lado por uma distribuigdo Weibull(a, o), com f.d. W »(t)
definida em (8.16).

2)

b)
c)

Mostre que o tempo de vida do sistema é ainda Weibull,
e identifique os parametros.

Qual a taxa de mortalidade instantanea do sistema?

Calcule a fungao de fiabilidade e a fungao de mortali-
dade cumulativa do sistema ao fim de 1 hora de funcio-
namento, quando ¢ = 0.5 e p = 2.3.

d) Nas condigbes da alinea anterior, qual o valor de o que

permite que seja superior a 0.5 a fiabilidade do sistema
ao fim de 1 hora?

13. Considere um sistema em paralelo com s componentes inde-
pendentes. Mostre que:

a) A fungao densidade de probabilidade desse sistema é

10 = F 030 210
j=1""7
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14.

15.

b) A funcao de mortalidade instantanea do sistema é

B0 S (1-FOY
hT(t)—l_F(t)Z< 0 )h](t).

j=1

Admita que n = 20 componentes, com modelo de vida
G(t)y=1- e‘tﬁ, t >0, 8 >0 parametro desconhecido, sao
colocadas em experiéncia, tendo-se terminado o teste de vida
ao fim de 2 semanas, com inicio as 8 horas de 2% feira. As
inspecgoes foram efectuadas as 18 horas de cada dia til (de
segunda a sexta). Na 5% feira da 1* semana detectou-se a
1% avaria, na 6% feira da 1% semana detectaram-se 2 avarias,
outras 2 avarias foram detectadas na 4° feira da 2* semana
e 3 componentes foram retiradas da experiéncias na 5% feira
da 2% semana; as restantes componentes estavam em funcio-
namento no instante de paragem da experiéncia (as 18 horas
de 6 feira).

a) Escreva formalmente a funcdo de verosimilhanga.

b) Indique como procederia & estimagao do tempo médio
de vida de qualquer uma dessas componentes.

c¢) Caso tivesse recolhido a amostra completa, como esti-
maria (37

Considere uma estrutura em paralelo com m circuitos em
série, cada um com 3 componentes. Os tempos de vida das
3m componentes, 17,75, ..., T3,,, sdo varidveis aleatérias in-
dependentes e identicamente distribuidas com modelo de
vida G(t), a que corresponde uma f.d.p. g(¢). Seja T' o tempo
de vida do circuito.

a) Exprima o tempo de vida do circuito em termos de um
maximo de variaveis aleatorias.

b) Qual o nimero de cortes minimos do circuito, e qual o
modelo de vida desses cortes minimos?
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Qual o modelo de vida F(t) e a funcao de fiabilidade
R(t) do circuito?

Em situagdo estética, seja p a probabilidade de fun-
cionamento de cada uma das componentes do circuito.
Quais os valores de m que permitem uma fiabilidade
estatica da estrutura superior a 0.87

Quais sao os valores de p que permitem ser 3 o valor
minimo de m a fornecer uma estrutura com fiabilidade
estatica superior a 0.757

16. Considere uma estrutura em série com k circuitos em para-

lelo,

cada um com 2 componentes. Os tempos de vida das

2k componentes, 11,15, ..., Th, sdo variaveis aleatorias inde-
pendentes e identicamente distribuidas com modelo de vida
G(t), a que corresponde uma f.d.p. g(¢). Seja T' o tempo de
vida do circuito.

a)

Exprima o tempo de vida do circuito em termos de um
minimo de varidveis aleatérias.

Qual o niimero de caminhos minimos do circuito, e qual
o modelo de vida desses caminhos minimos?

Qual o modelo de vida F(t) e a funcao de fiabilidade
R(t) do circuito?

Em situagao estatica admita ser p a probabilidade de
funcionamento de cada uma das componentes do cir-
cuito. Quais os valores de k que permitem uma fiabili-
dade estatica para a estrutura superior a 0.87

Quais sao os valores de p que permitem ser 2 o valor
maximo de k a fornecer uma fiabilidade estatica para a
estrutura superior a 0.757

Admita em seguida que n = 20 componentes, com
modelo de vida G(t) = e=?/*, t > 0, ¢ > 0 parametro
desconhecido, sao postas em experiéncia em t = 0,
tendo-se terminado o teste de vida ao fim de trés dias.
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Dessas componentes, cinco avariaram-se ao fim de 5, 20,
30, 35 e 40 horas, respectivamente; trés delas sabe-se te-
rem tido um tempo de vida superior a 48 horas mas in-
ferior a 60 horas; as restantes componentes estavam em
funcionamento no instante de paragem da experiéncia.

f1) Escreva formalmente a funcao de verosimilhanga
associada a experiéncia.

f2) Indique como procederia a estimacdo do tempo
médio de vida e da funcao de fiabilidade ao fim de
100 horas de qualquer uma dessas componentes.

17. Mostre que a taxa de mortalidade instantanea, u(t), de um
sistema em paralelo com duas componentes independentes
com distribuicoes de vida,

18.

Filt)y=1—e M >0 e Fy(t)=1—e2 >0,

respectivamente, é crescente em (O,to) e decrescente em
(0, 4+00), onde ty é fungao de A\; e de Ag. Mostre ainda que
u(t) é crescente em (tg, +00) sse \; = Aa.

O tempo de vida T, de determinado tipo de valvulas
electrénicas, tem distribuicao F), IFR.

2)

Considere a seguinte definicdo: Um modelo F(-) diz-se
NBU, new better than used, se a sua funcao de fiabili-
dade, R(t) = 1—-F(t), é tal que R(t1+t2) < R(t1)R(t2).
Mostre que se um modelo é IFR entao é NBU.

Seja (Th,T5...,T,,) uma amostra de tempos de vida
de n valvulas independentes, e designemos por
Tin, 1 <1 <mn, ai-ésima estatistica ordinal ascendente
associada a essa amostra. Seja h;.,(t) a taxa de mor-
talidade instantanea associada a Tj., e h(t) a taxa de
mortalidade instantanea associada a T'.
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bl) Mostre que hin(t) = 5— ah(t) -
1 e
0 (et 1)

a e Ok sao constantes. Identifique essas constantes.

, onde

b2) Mostre que a ordenacdo preserva a propriedade
IFR.

Foram testados 100 tubos electrénicos de um certo tipo, com
tempo de vida Exponencial com valor médio o, tendo-se re-
gistado os tempos de vida dos primeiros 15 tubos: 40, 60,
90, 120, 195, 260, 350, 420, 501, 620, 650, 730, 815, 910 e
980.

Estime o e R(t|o) em t=500, admitindo que:

a) a amostragem foi feita sem reposicao;

b) a amostragem foi feita com reposigao;
Comente os resultados obtidos.

Foram colocadas em teste n=40 unidades exponenciais com
distribuigao de vida F'(t) = 1 — exp(—t/o), t > 0, tendo-se
decidido efectuar uma amostragem sem reposicao. O teste
terminard quando o tempo acumulado de teste atingir as
5000 horas ou quando se avariarem 6 unidades num tempo
total de teste inferior a 5000 horas. Seja K o niumero de
instantes de avaria recolhidos.

a) Mostre que W;, o tempo total de teste até a

i-ésima avaria, é igual em distribuicdo a ocGamal(i),
1< <n.

b) Mostre que, para qualquer ¢t > 0,

PW; <t,Wip1 >t =e Y7 (t)o) Jil,i=1,2,...,n—1.

¢) Identifique a fungao de probabilidade da v.a. K.
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21.

22.

d) Admita que as primeiras 4 avarias ocorreram ao fim de
50, 65, 85 e 100 horas. Qual a verosimilhanga da amos-
tra recolhida, L(o;k,t1,t2,...,t5)? Como estimaria o?

Num teste de vida associado ao lancamento de uma nova
componente de material isolador, usaram-se 11 componentes
testadas a 30kV, tendo-se parado a experiéncia ao fim de
100 minutos, e registado os instantes de avaria: 7.74, 17.05,
20.46, 21.02, 22.66, 43.40. 47.30. As restantes 4 componentes
nao se avariaram.

a) Trace os dados em papel exponencial, justicando o ajus-
tamento através de um modelo Exponencial(f).

b) Admitindo o modelo de vida exponencial, obtenha 0 e
o erro associado.

c¢) Calcule um intervalo de confianca aproximado, a 95%,
para o parametro 6.

d) Obtenha a estimativa de méxima verosimilhanca para a
funcao de fiabilidade ao fim de 30 minutos, fornecendo
um intervalo de confianca adequado.

Num teste de vida, colocaram-se em experiéncia num ins-
tante inicial 10 ventoinhas com tempo de vida exponencial,
de valor médio 6, desconhecido, tendo-se decidido parar a
experiéncia ao fim de 100 dias. A informagao recolhida foi
a seguinte: uma das ventoinhas avariou-se no 12° dia, uma
outra avariou-se no 20° dia, quatro das ventoinhas foram re-
tiradas para venda no 80° dia, e as restantes nao se avariaram
no decurso da experiéncia.

a) Escreva a verosimilhanga da amostra recolhida.

b) Obtenha formalmente o estimador de méxima verosimi-
lhanca do tempo médio de vida e da funcao de fiabili-
dade das ventoinhas.
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c) Face a amostra efectivamente recolhida, obtenha a es-
timativa do tempo médio de vida dessas ventoinhas e
da fiabilidade das ventoinhas ao fim de 200 dias.

10.6 Metodologia de Taguchi

1. Considere a funcio prejuizo L(z) = (z—po)?. Qual o prejuizo
esperado para um processo que estd a operar no seu valor
nominal g, com um desvio padrao de 2.57

2. Numa Empresa existem dois processos alternativos de
producao de um determinado produto. O processo A opera
de acordo com a norma para o valor médio, E(X) = uo = 5,
e variancia igual a 6; o processo B opera com uma varidncia
igual a 4 e E(X) = 6. Considerando a fungao prejuizo
L(z) = 2(z — wo)?, qual o processo que acarreta maior
prejuizo a empresa?
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