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M. Salomé Cabral M. Helena Gonçalves
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Prefácio

Os dados longitudinais surgem sempre que observações repetidas da

variável resposta são obtidas ao longo do tempo para cada indiv́ıduo,

num ou mais grupos em estudo. As investigações envolvendo este tipo

de dados são referidas como estudos longitudinais e desempenham um

papel fundamental nas mais variadas áreas de conhecimento na me-

dida em que é posśıvel caracterizar as alterações dentro do indiv́ıduo

e relacionar essas alterações com um conjunto de factores que não o

tempo.

Os estudos longitudinais constituem, assim, uma importante estra-

tégia na investigação, como é o caso da investigação cĺınica em que

fornecem conhecimentos quer sobre o desenvolvimento e a persistên-

cia da doença quer sobre os factores que podem alterar o curso do

desenvolvimento dessa doença.

Existe uma grande variedade de desafios na análise de dados longi-

tudinais. Por um lado, devido à sua natureza, as medições repetidas

provenientes de estudos longitudinais são multivariadas e têm uma

estrutura complexa de autocorrelação cuja modelação desempenha

um papel fundamental na análise deste tipo de dados. Por outro, a

natureza da variável resposta pode ser cont́ınua ou discreta. Além

disso, os estudos longitudinais permitem a introdução de covariáveis

que variam ao longo do tempo, o que torna mais complexa a sua
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análise. Finalmente, em estudos longitudinais a existência de da-

dos omissos é frequente; a modelação correcta quando existem dados

omissos continua a ser um dos maiores desafios da análise de dados

longitudinais.

A importância deste tema é não só prática mas também teórica,

tendo-se assistido nos últimos 20 anos a um grande desenvolvimento

das metodologias estat́ısticas para analisar dados longitudinais.

O objectivo deste texto é o de apresentar os diferentes métodos de

análise usados nos diversos tipos de dados numa linguagem mais des-

critiva do que orientada para a investigação, de forma a constituir

não só um texto de apoio para o mini-curso bem como uma base de

trabalho para todos aqueles que queiram utilizar estas metodologias.

Os diferentes métodos de análise descritos requerem o uso de pro-

gramas estat́ısticos apropriados. Neste livro é usado o programa R

que permite não só a utilização dos diferentes modelos apresentados

assim como o acesso aos dados dos exemplos analisados.

Ao longo do livro são feitas diversas referências com o objectivo de

fornecer ao leitor uma base bibliográfica de trabalho nesta área.

Não queremos terminar sem agradecer ao Presidente da SPE, Pro-

fessor Doutor Carlos Braumann e à Comissão Organizadora de XIX

Congresso Anual da SPE o convite que nos fizeram para realizar o

mini-curso em Análise de Dados Longitudinais assim como a possibi-

lidade de publicar este livro. Por último, a primeira autora agradece

ao Francisco Saldanha da Gama pelo encorajamento e pelos “LATEX

technical advices” que muito contribúıram para a realização deste

trabalho.

Lisboa, Maio de 2011

M. Salomé Cabral e M. Helena Gonçalves
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3.4 Modelação da Heterocedasticidade 60
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4.8 Distribuição Conjunta no Modelo Marginal. Máxima

Verosimilhança 93

5 Modelo Linear Generalizado Misto 95

5.1 Introdução 95

5.2 Estrutura do Modelo Linear Generalizado Misto 96

5.3 Interpretação dos Coeficientes do Modelo 98



vi Índice

5.4 Estimação 100

5.4.1 Método de Aproximação dos Dados 101

5.4.2 Método de Aproximação da Função a Integrar 102

5.4.3 Método de Aproximação do Integral 103

5.5 Inferência 107

5.6 Análise de Reśıduos 108
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Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos e

Exemplos

1.1 Introdução

Quando numa experiência os indiv́ıduos são medidos repetidas vezes

ao longo do tempo em relação a uma mesma caracteŕıstica, num ou

mais grupos de tratamento, sendo o próprio tempo um factor de

interesse diz-se que se têm dados longitudinais 1 (Molenberghs &

Verbeke, 2005).

Os dados longitudinais podem ser obtidos de uma forma prospectiva

ou retrospectiva; na primeira situação os indiv́ıduos são seguidos ao

longo do tempo, na segunda situação múltiplas medições em cada

indiv́ıduo são extráıdas do seu historial (Diggle et al., 2002).

Estudos Longitudinais versus Estudos Transversais

Com a existência de medições repetidas ao longo do tempo sobre

o mesmo indiv́ıduo os estudos longitudinais permitem, ao contrário

dos estudos transversais, separar o que no contexto de um estudo

populacional se chama o efeito da coorte do efeito da idade (Diggle

et al., 2002). Por exemplo, sabe-se que a percentagem de gordura no

corpo das raparigas aumenta após a menarca. Se os investigadores

1Os sociólogos e os economistas designam os estudos longitudinais por estudos

painel.
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estão interessados em determinar esse aumento da percentagem de

gordura após a menarca e fazem um estudo transversal, eles podem

medir essa percentagem em dois grupos: um grupo com 10 anos de

idade (uma coorte pré-menarca) e um grupo com 15 anos de idade

(uma coorte pós-menarca). Neste estudo transversal a comparação

da percentagem de gordura entre os dois grupos de raparigas pode

ser feita usando um teste t-Student (não emparelhado). Esta compa-

ração não fornece uma estimativa correcta da alteração da gordura

que ocorre no corpo das raparigas desde os 10 aos 15 anos. O efeito

do crescimento ou da idade, que é um efeito inerente ao próprio in-

div́ıduo, não pode ser estimado num estudo transversal, pois com

este estudo não são feitas medições de como os indiv́ıduos mudam

ao longo do tempo. Num estudo transversal o efeito da idade está

confundido com o efeito da coorte. Dito de outra maneira, existem

muitas caracteŕısticas que diferenciam as raparigas destes dois grupos

que podem distorcer a relação entre idade e gordura. Por outro lado,

um estudo longitudinal que mede uma única coorte de raparigas aos

10 anos e aos 15 anos fornece uma estimativa correcta da alteração

da percentagem de gordura com a idade. Neste estudo longitudinal

a comparação é feita com um teste t-Student emparelhado usando

a diferença entre a percentagem de gordura de cada rapariga como

variável resposta. Esta comparação dentro de cada indiv́ıduo fornece

uma estimativa correcta da alteração da percentagem de gordura dos

10 para os 15 anos. Além disso, cada rapariga funciona como o seu

próprio controlo, sendo as alterações na percentagem de gordura du-

rante a duração do estudo estimadas independentemente de qualquer

variação de gordura entre indiv́ıduos.

Dados Agrupados e Correlacionados

Um dos aspectos que caracteriza os dados longitudinais é o deles se-
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rem agrupados. Nos dados longitudinais os grupos são constitúıdos

pelas medições repetidas sobre o mesmo indiv́ıduo em diferentes oca-

siões. Por outro lado, nos estudos longitudinais existe uma ordem

impĺıcita nos tempos das observações repetidas em cada indiv́ıduo

que leva a uma correlação “serial” entre as observações. As medições

repetidas de cada vector resposta tendem a estar correlacionadas e,

como tal, a estrutura de autocorrelação desempenha um papel im-

portante na estimação dos parâmetros do modelo ajustado aos dados

(Diggle et al., 2002).

1.2 Objectivos e Caracteŕısticas

O objectivo principal de um estudo longitudinal é o de caracterizar as

alterações da variável resposta com o tempo. Ainda que as medições

das alterações dentro do indiv́ıduo sejam um objectivo fundamental

de um estudo longitudinal é igualmente objecto de interesse determi-

nar se essas alterações se relacionam com um conjunto de covariáveis,

isto é, com o conjunto de factores previamente escolhidos, que não o

tempo.

Vão-se seguidamente indicar algumas das caracteŕısticas dos estudos

longitudinais. A primeira, já referida anteriormente, é o facto, de

para cada indiv́ıduo, se ter um vector resposta constitúıdo pelas me-

dições repetidas que estão provavelmente correlacionadas e, como tal,

a estrutura de autocorrelação desempenha um papel importante na

estimação dos parâmetros do modelo a ajustar aos dados. A segunda

é o de existir uma elevada variabilidade entre os diferentes indiv́ıduos.

A terceira é a dos indiv́ıduos terem diferente número de observações

e de estas terem sido feitas em ocasiões distintas. Este tipo de situa-

ção é a regra e não a excepção. A quarta é o de, em alguns estudos

longitudinais, poder acontecer que não só a variável resposta se al-
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tera ao longo do tempo mas também o valor das covariáveis. Por

exemplo, no estudo da relação entre o ńıvel do plasma e o estado de

saúde, quer o ńıvel do plasma (a covariável) quer o estado de saúde

(a variável resposta) alteram-se ao longo do tempo. O objectivo é

estimar a relação dinâmica entre estas duas variáveis com o tempo.

Note-se que é uma relação que ocorre dentro dos indiv́ıduos, e que

pode variar de indiv́ıduo para indiv́ıduo.

Todas estas caracteŕısticas fazem com que a análise estat́ıstica deste

tipo de dados seja complexa e em muitos casos seja ainda uma área

de investigação.

Uma das vantagens destes estudos é o facto da existência de todos os

dados dispońıveis para cada indiv́ıduo, isto é, das medições repetidas

sobre o mesmo indiv́ıduo, poder ser usada na análise o que leva a: (i)

captar as alterações dentro de cada indiv́ıduo; (ii) aumentar a potên-

cia estat́ıstica, separando os erros nas medições dos erros aleatórios;

(iii) reduzir o enviesamento.

1.3 Exemplos

Nesta secção são considerados três exemplos de estudos longitudinais

retirados das áreas da biologia e da medicina. A sua apresentação

tem como objectivo ilustrar as circunstâncias em que estes estudos

são apropriados e servirão igualmente para mostrar como as diferen-

tes metodologias de análise são utilizadas. Esta última parte será

o objecto do Caṕıtulo 6 onde a análise detalhada dos mesmos será

apresentada. Todos estes exemplos encontram-se dispońıveis em bi-

bliotecas do R (R Development Core Team, 2011), indicando-se entre

parêntesis o nome pelo qual são designados nas respectivas bibliote-

cas.
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Exemplo 1.1 (BodyWeight) - Os dados deste exemplo fazem parte

da biblioteca nlme (Pinheiro et al., 2011) do R e encontram-se descri-

tos em Crowder & Hand (1990) e em Hand & Crowder (1996). Estes

dados dizem respeito ao peso de ratos medidos ao longo de 64 dias.

O peso dos ratos (em gramas) foi medido de sete em sete dias a partir

do dia 1 até ao dia 64, com uma medição extra no dia 44. A experi-

ência começou várias semanas antes do “dia 1” (ińıcio do peŕıodo de

pesagem). Existem 3 grupos de ratos cada grupo correspondendo a

uma dieta. O objectivo desta experiência é o de se saber se as taxas

de crescimento do peso dos ratos em cada uma das 3 dietas diferem

ao longo do tempo.

Tempo (dias)

P
e

so
 (

g
)

300

400

500

600

0 20 40 60
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0 20 40 60

Dieta2

0 20 40 60

Dieta3

Figura 1.1 Gráfico dos perfis individuais, por dieta, do Exemplo 1.1.

Exemplo 1.2 (locust)- Os dados deste exemplo referem-se ao re-

sultado da análise do efeito da fome no comportamento locomotor
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de 24 gafanhotos (Locusta migratoria) observado em 161 instantes

de tempo. Os indiv́ıduos foram divididos em dois grupos de trata-

mento (“alimentado” e “não alimentado”) e, dentro de cada grupo, os

indiv́ıduos são alternadamente “macho” e “fêmea”. Nesta análise as

categorias da variável resposta foram “move-se” e “não se move”. Du-

rante o peŕıodo de observação, o comportamento de cada indiv́ıduo

foi registado a cada trinta segundos. O objectivo desta experiência

é o de se saber se a probabilidade de se mover é a mesma nos dois

grupos. Este exemplo foi, primeiramente, descrito e analisado por

MacDonald & Raubenheimer (1995) e posteriormente por Azzalini &

Chiogna (1997) e por Gonçalves & Azzalini (2008) encontrando-se na

biblioteca bild (Gonçalves et al., 2010) do R.
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Figura 1.2 Gráfico dos perfis médios, por grupo de tratamento, do

Exemplo 1.2.
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Exemplo 1.3 (seizure) - Este exemplo encontra-se na biblioteca

geepack (Højsgaard et al., 2011) do R e refere-se a um ensaio cĺınico

com 59 doentes epilépticos analisado por Thall & Vail (1990), Breslow

& Clayton (1993), Diggle et al. (2002), Fitzmaurice et al. (1994)

e Gonçalves (2002). Para cada doente foi registado o número de

episódios de epilepsia durante um peŕıodo de 8 semanas (baseline

period). Foram depois atribúıdos aleatoriamente a um de dois grupos

de tratamento: o grupo 1 ao qual foi administrado o fármaco anti-

epiléptico prograbide e o grupo 2 ao qual foi administrado um placebo

juntamente com a terapia usual. O número de episódios de epilepsia

foi registado em 4 intervalos consecutivos de duas semanas (follow-up

period). O objectivo do ensaio cĺınico é o de se saber se o prograbide

reduz a taxa de episódios de epilepsia.
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Figura 1.3 Gráfico da taxa média de episódios (por semana) por

tratamento para o Exemplo 1.3.
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1.4 Perspectiva Histórica

Nesta secção é feito um breve resumo histórico sobre as diferentes

metodologias utilizadas na análise de dados longitudinais cont́ınuos

(Gaussianos) e discretos (não-Gaussianos) com o objectivo de dar a

conhecer o estado da arte.

1.4.1 Dados Longitudinais Gaussianos

Os métodos estat́ısticos desenvolvidos para a análise de dados longi-

tudinais com respostas cont́ınuas e que podem ser consideradas como

seguindo uma distribuição aproximadamente Gaussiana tiveram, tal

como os métodos clássicos de regressão linear e o método dos mı́nimos

quadrados, a sua origem na astronomia.

Um dos primeiros métodos propostos para estudar dados longitu-

dinais foi baseado na utilização do modelo de análise de variância

(ANOVA) que considera um único efeito aleatório: o indiv́ıduo. Este

modelo, designado por modelo misto de análise de variância foi apre-

sentado por Fisher (1918, 1925). É no entanto de referir que quem

lançou os fundamentos do modelo linear misto foi o astrónomo bri-

tânico George Biddel Airy (Airy, 1981) no seu trabalho sobre um

modelo para erros em observações em astronomia. O trabalho apre-

sentado por Fisher é um estudo mais sistemático da sua utilização na

ANOVA para a modelação da correlação intraclasses (Fitzmaurice

et al., 2008).

O modelo misto de análise de variância tem uma longa história na

análise de dados longitudinais e é referido muitas vezes como a“ANOVA

univariada” de medições repetidas. Neste modelo assume-se que a

correlação existente entre medições repetidas surge porque cada indi-

v́ıduo tem subjacente (ou latente) um ńıvel de resposta que persiste
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ao longo do tempo em todas as medições feitas sobre ele. O efeito

individual espećıfico é considerado como uma variável aleatória.

No modelo de análise de medições repetidas via ANOVA, a variabi-

lidade de cada indiv́ıduo em torno valor médio da população é ex-

plicada através do efeito aleatório. Tem-se então neste modelo duas

fontes de variação: a variação entre-indiv́ıduos, e a variação intra-

indiv́ıduos o que implica o pressuposto de simetria composta para a

estrutura da matriz de variância-covariância das medições repetidas

no mesmo indiv́ıduo. Este pressuposto é muitas vezes inadequado em

estudos longitudinais na medida em que se espera que a correlação vá

diminuindo com o aumento da distância entre os instantes de tempo.

Por outro lado este modelo foi concebido para desenhos em que o

conjunto de ocasiões em que os indiv́ıduos são medidos é o mesmo

para todos os indiv́ıduos, as covariáveis são discretas e todos os in-

div́ıduos têm o mesmo número de medições. Assim este modelo não

pode ser aplicado a dados longitudinais com espaçamentos irregula-

res e consequentemente em situações em que os indiv́ıduos não têm

o mesmo número de observações (dados incompletos) ou que incluem

covariáveis quantitativas. Citando Fitzmaurice (Fitzmaurice et al.,

2008)

“historicamente a análise de medições repetidas via ANOVA foi pro-

vavelmente um dos poucos métodos que podia ser aplicado de forma

reaĺıstica ao estudo de dados longitudinais quando os métodos com-

putacionais se encontravam na infância”.

Um outro método para a análise de dados longitudinais com uma

longa história mas que já necessita de meios computacionais mais

sofisticados consiste na utilização da análise de variância multivariada

(MANOVA).

A MANOVA foi desenvolvida para analisar dados em que a cada in-

div́ıduo está associado um vector resposta contendo resultados para
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mais do que uma variável (pressão sangúınea, ńıvel de glucose no san-

gue e ńıveis LDL de colesterol) e não implica restrições na matriz de

variância-covariância. No caso dos dados longitudinais está associ-

ado a cada indiv́ıduo um vector contendo os resultados de uma única

variável resposta medida ao longo do tempo; a situação no entanto é

idêntica pelo que a MANOVA passou a ser utilizada na análise destes

dados tendo-se tornado numa metodologia apelativa para a análise

de dados longitudinais pois não necessita que seja assumida uma es-

trutura espećıfica para a covariância entre as medições repetidas.

No entanto, a análise de medições repetidas via MANOVA tem um

conjunto de caracteŕısticas que restringe o seu uso na análise de dados

longitudinais. Em particular a sua formulação obriga as covariáveis

intra-indiv́ıduo a serem iguais para todos os indiv́ıduos. Este facto

tem pelo menos duas implicações práticas. A primeira é a de inviabi-

lizar a sua utilização quando o desenho não é equilibrado ao longo do

tempo (vectores das medidas repetidas de diferentes comprimentos

e/ou obtidos em diferentes sequências de tempo) (Fitzmaurice et al.,

2008). A segunda é a de não permitir dados omissos.

Outra abordagem utilizada na análise de dados longitudinais baseia-

se em métodos que resumem a sequência de medidas repetidas para o

mesmo indiv́ıduo num único valor sumário. A esta abordagem dá-se o

nome de análise de medidas sumário e a maior motivação subjacente

é o facto de uma sequência de medições repetidas poder ser reduzida

a um único número sumário e como tal poder-se aplicar os métodos

usuais de análise para respostas univariadas.

Por exemplo, a “área sob a curva” (ou AUC - area under the curve) é

uma das medidas sumário muito utilizadas com especial destaque em

estudos de farmacologia. Uma outra medida sumário vulgarmente

utilizada é o declive ou a taxa constante de alteração da resposta ao

longo do tempo. A relação entre as medidas sumário resultantes e as
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covariáveis é feita usando-se métodos standard de análise univariada

(paramétricos ou não-paramétricos).

A análise de medidas sumário embora apelativa pela simplicidade,

apresenta vários problemas. Um desses problemas é o facto de fo-

car a análise num único aspecto das medições repetidas ao longo do

tempo. Ora resumir várias medidas ao longo do tempo num único

valor implica necessariamente perda de informação, além de que in-

div́ıduos com perfis de resposta manifestamente distintos podem pro-

duzir igual valor sumário. Outro problema prende-se com o facto de

o método não poder aplicar-se quando as covariáveis variam ao longo

do tempo. Por outro lado algumas das medidas sumário propostas

não estão bem definidas quando existem dados omissos ou espaça-

mento irregular entre medições. Mesmo quando estão bem definidas

estes métodos perdem eficiência e a análise torna-se mais complicada

já que as medidas sumárias resultantes deixam de ter a mesma va-

riância, violando o pressuposto da homocedasticidade, fundamental

em muitos dos métodos de análise univariada utilizados na análise de

medidas sumário.

Embora possam constituir uma base razoável para a análise de da-

dos longitudinais em casos em que o desenho experimental é simples,

os métodos baseados na análise de variância, concebidos para pla-

neamentos equilibrados, exibem constrangimentos que limitam o seu

espectro de aplicabilidade (Zuur et al., 2009).

No ińıcio dos anos 80, Laird e Ware (Laird & Ware, 1982), a partir de

uma classe geral de modelos mistos introduzida por Harville (1977),

propuseram uma classe flex́ıvel de modelos para dados longitudinais,

os modelos lineares mistos 2. Estes modelos permitem lidar com os

problemas da existência de dados não equilibrados e incompletos,

2Também conhecidos por modelos lineares com efeitos mistos (linear mixed-

effects models).
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medições realizadas em diferentes alturas, covariáveis que variam ao

longo do tempo e fornecem, ao mesmo tempo, um modelo para a co-

variância flex́ıvel e, no entanto, parcimonioso. Estes modelos incluem,

como casos particulares, a análise univariada de medições repetidas

via ANOVA e as curvas de crescimento apresentando duas vantagens

importantes: a primeira é a da existência de poucas restrições sobre

as matrizes de desenho quer dos efeitos fixos quer dos efeitos aleató-

rios; a segunda é a dos parâmetros do modelo poderem ser estimados

através do método da máxima verosimilhança.

Apesar do que atrás foi dito, muitas das anteriores abordagens mais

elementares e simplistas mantiveram-se em uso, tornando-se parte

dos procedimentos de rotina (Fitzmaurice et al., 2008; Zuur et al.,

2009).

1.4.2 Dados Longitudinais não-Gaussianos

Em contraste com os métodos para a análise de dados longitudinais

com variável resposta cont́ınua, os métodos para analisar dados lon-

gitudinais com variável resposta discreta têm-se desenvolvido apenas

nos últimos trinta anos, em parte devido aos avanços na área de

métodos computacionais e à existência de computadores com uma

velocidade de cálculo cada vez maior.

Neste tipo de dados a metodologia de análise mais comum baseia-se

nas equações de estimação generalizadas (GEE - generalized estimated

equations) proposto por Liang & Zeger (1986). Este método, que se

designa por método GEE, tornou-se bastante popular uma vez que

combina, de forma simples e flex́ıvel, a modelação do valor médio

da variável resposta em função das covariáveis com a acomodação

da dependência entre as observações sobre o mesmo indiv́ıduo sem

necessitar de especificar a distribuição conjunta do vector associado

a esse indiv́ıduo.



Perspectiva Histórica 13

A par do método GEE foram igualmente realizados importantes tra-

balhos tendo em consideração a verosimilhança de dados longitudinais

discretos, com especial relevo para os dados cuja variável resposta é

binária, Fitzmaurice & Laird (1993), Fitzmaurice et al. (1993) e Fitz-

maurice et al. (1994). As suas teorias assentam numa “parametriza-

ção mista” da famı́lia exponencial, a qual expressa a probabilidade

de sucesso em sucessivos instantes de tempo através de um modelo

loǵıstico que incorpora o efeito da covariável.

Uma alternativa à abordagem anterior é dada por Azzalini (1994a,b),

novamente para o caso de dados binários. Nesta metodologia, em

cada instante de tempo, a probabilidade de sucesso é dada nova-

mente por um modelo de regressão loǵıstico, mas a estrutura de de-

pendência é tratada de uma forma bastante diferente, onde apenas

um parâmetro regula a dependência serial entre observações sucessi-

vas. Relacionado com o trabalho de Azzalini tem-se o trabalho de

Heagerty (2002) e de Gonçalves & Azzalini (2008).

Ainda com base na verosimilhança foram desenvolvidos modelos que

consideram efeitos aleatórios no preditor linear, os chamados mode-

los lineares generalizados mistos (Breslow & Clayton, 1993; Wolfin-

ger & O’Connell, 1993). Os modelos lineares generalizados mistos

(GLMM’s - generalized linear mixed models) são um prolongamento

dos modelos lineares generalizados, que têm em conta as componentes

adicionais da variabilidade devido a efeitos não observáveis, permi-

tindo a acomodação de respostas de uma distribuição não Gaussiana

e a especificação de uma ligação possivelmente não linear entre a

resposta e os preditores. Por outro lado a incorporação de efeitos

aleatórios permite a modelação da sobredispersão e da correlação.

Os GLMM’s são bastante úteis na modelação de dados longitudinais,

mas a estimação dos parâmetros é complexa, no sentido em que a

verosimilhança poderá envolver integrais de elevada dimensão, cuja
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solução anaĺıtica não é posśıvel.

Vários métodos têm sido propostos no sentido de ultrapassar esse pro-

blema tais como o método de quase-verosimilhança marginal (MQL

- marginal quasi-likelihood) apresentado por Goldenstein (1991) e o

método de quase-verosimilhança penalizada (PQL - penalized quasi-

likelihood), proposto por Breslow & Clayton (1993). Alguns melho-

ramentos ao método PQL foram apresentados por Breslow & Lin

(1995) e Goldenstein & Rasbash (1996). O método adaptativo da

quadratura de Gauss-Hermite (Pinheiro & Bates, 1995, 2000) é a so-

lução indicada quando os efeitos aleatórios seguem uma distribuição

Gaussiana e o número de efeitos aleatórios é reduzido. Os métodos

de Monte Carlo têm igualmente sido propostos como uma abordagem

alternativa à integração numérica.

No contexto em que os dados são contagens, Zeger et al. (1988) propôs

um modelo de regressão para séries temporais de contagens análogo

ao usado por Liang & Zeger (1986). Mais recentemente, Jowaheer

& Sutradhar (2002) usaram as equações de estimação generalizadas

para modelar dados de contagens ao longo do tempo com sobredisper-

são e Gonçalves et al. (2007) apresentaram uma abordagem baseada

na máxima verosimilhança em que a dependência é do tipo de Mar-

koviano.

1.5 Terminologia e Notação

Antes de prosseguir vão-se estabelecer alguns termos básicos e a nota-

ção a ser usada. As unidades estudadas, cada uma medida em várias

ocasiões, serão designadas por indiv́ıduos. As medições são feitas em

várias ocasiões ou tempos no mesmo indiv́ıduo.

Designa-se por yit (t = 1, ..., Ti) o valor da resposta na ocasião t para

o indiv́ıduo i (i = 1, ..., n), realização da variável aleatória (v.a.) Yit
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a que se dá o nome de variável resposta e por Yi = (Yi1, ..., YiTi
)>

o vector das variáveis resposta para o indiv́ıduo i. À sequência das

medições efectuadas nesse indiv́ıduo yi = (yi1, ..., yiTi)
> dá-se o nome

de perfil do indiv́ıduo.

Associado a cada v.a. Yit, no ponto (i, t) do desenho, está o vector

p× 1 das covariáveis xit = (xit1, ..., xitp)
>, sendo

Xi =


x>i1

x>i2

. . .

x>iTi


a matriz de ordem Ti× p, também dita matriz Ti× p, associada a Yi

e o vector p× 1 dos parâmetros desconhecidos, β = (β1, β2, ..., βp)
>.

Note-se que xit pode incluir covariáveis cujos valores não se alteram

ao longo do tempo e covariáveis cujos valores se alteram ao longo

do tempo. O valor esperado e a variância de Yi são representados,

respectivamente, por:

E(Yi) = µi e var(Yi) = vi.

Para cada componente de Yi, Yit, tem-se E(Yit) = µit e var(Yit) =

vit. O conjunto de todas as variáveis resposta é dado por um vector

N × 1,

Y =


Y>1

Y>2

. . .

Y>n


onde N =

n∑
i=1

Ti.

Um último aspecto a considerar é a natureza da variável resposta.

No caso em que a variável resposta é cont́ınua, como é o caso do peso
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ou da pressão sangúınea, têm-se os dados longitudinais cont́ınuos e

os modelos paramétricos utilizados na análise destes dados estão, em

geral, baseados no pressuposto da distribuição Gaussiana, pelo que

também se designam por dados longitudinais Gaussianos. Quando

a variável resposta é discreta, por exemplo ausência ou presença de

determinado sintoma ou, número de vezes que esse sintoma ocorre,

têm-se os dados longitudinais discretos. O pressuposto da distribui-

ção Gaussiana já não é considerado nos modelos paramétricos utili-

zados na análise dos dados longitudinais discretos pelo que também

se designam por dados longitudinais não-Gaussianos (Molenberghs &

Verbeke, 2005).

1.6 Modelos para a Análise de Dados

Longitudinais

Diggle et al. (2002) consideram três tipos de modelos para a análise

de dados longitudinais: o modelo marginal, o modelo com efeitos ale-

atórios e o modelo de transição 3.

Modelo Marginal

O modelo marginal tem como objectivo fazer inferência sobre o va-

lor médio populacional. Tem-se assim que, os modelos marginais

concentram-se no valor médio marginal e na sua dependência com as

covariáveis, não necessitando de assumir pressupostos para a distri-

buição da variável resposta, apenas de um modelo de regressão. Num

modelo marginal o valor esperado marginal, E(Yit), é modelado como

função das covariáveis. O termo valor esperado marginal é usado para

realçar o facto, de que não se está a condicionar a outras variáveis res-

3Neste livro só são abordados os dois primeiros modelos.
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posta ou a efeitos aleatórios não observáveis (Heagerty, 1999). Como

as medições repetidas, em cada indiv́ıduo, não têm tendência a ser

independentes, a análise marginal tem que incluir pressupostos em

relação à correlação. O modelo marginal tem a vantagem de o valor

esperado da variável resposta e a covariância serem modelados sepa-

radamente (Diggle et al., 2002). Os modelos marginais não requerem

hipóteses sobre a distribuição subjacente às observações, apenas de

um modelo de regressão para o valor médio da variável resposta. Isto

é, o modelo marginal fornece um método unificado para analisar di-

versos tipos de variáveis resposta em dados longitudinais, que não

necessita de fazer suposições acerca da distribuição do vector das res-

postas; este método assenta somente nas hipóteses acerca do valor

médio da resposta. Este modelo corresponde ao modelo Population-

average (PA) definido por Zeger et al. (1988).

Modelo com Efeitos Aleatórios

Os modelos com efeitos aleatórios são mais úteis quando o objectivo

é descrever as alterações da resposta média de cada indiv́ıduo e a

relação destas alterações com as covariáveis. Assim sendo, estes mo-

delos têm como finalidade realizar inferências sobre o indiv́ıduo e não

sobre a população. Estes modelos permitem a acomodação de respos-

tas quer sigam uma distribuição Gaussiana ou não. Para além disso,

podem modelar a sobredispersão e a correlação através da incorpo-

ração de efeitos aleatórios. Neste modelo, além das covariáveis xit

existe um vector bi de efeitos aleatórios que acomoda a variabilidade

do indiv́ıduo i em relação ao valor médio da população. Condicional

a bi, os YiTi são independentes. Zeger et al. (1988) designam este

modelo por Subject-specific (SS).
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Modelo Condicionado e Modelo de Transição

Nestes modelos o valor esperado e a dependência temporal são simul-

taneamente modelados, condicionando uma resposta a outras respos-

tas ou a um subconjunto particular de outras respostas. Um caso

particular do modelo condicionado é o chamado modelo de transição

ou modelo de Markov. Neste modelo a correlação entre Yi1, ..., YiTi

existe porque os valores passados de Yi1, ..., YiTi−1 influenciam o valor

observado de YiTi
. As variáveis resposta anteriores a YiTi

são tratadas

como covariáveis adicionais (Diggle et al., 2002). Exemplos espećıfi-

cos de modelos de transição para dados binários e para contagens são

apresentados por Korn & Whittemore (1979), Ware et al. (1988) e

por Zeger & Qaqish (1988). Os modelos de transição ou modelos mo-

delos de Markov discretos são úteis para modelar o valor esperado da

resposta condicionada quer às covariáveis, quer às observações passa-

das.

Modelo Marginal versus Modelo com Efeitos Aleatórios

Na análise de dados longitudinais Gaussianos a utilização de mode-

los com ou sem efeitos aleatórios não implica qualquer alteração na

interpretação dos coeficientes de regressão do modelo. Como se verá

no Caṕıtulo 2 o modelo com efeitos aleatórios implica um modelo

marginal no caso em que se tem um modelo linear misto. Já quando

se têm dados longitudinais não-Gaussianos a relação entre os parâ-

metros fixos do modelo marginal e do modelo com efeitos aleatórios,

em geral, não existe. Este facto levou: (i) à necessidade de distinguir

os modelos de acordo com a interpretação dos seus coeficientes de

regressão e consequentemente ao uso de termos como “modelo margi-

nal” e “modelo com efeitos aleatórios” (modelo misto ou modelo com

efeitos mistos) (ii) a que a escolha entre o modelo marginal e o modelo

com efeitos aleatórios para dados longitudinais não-Gaussianos deva
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ser feita consoante as questões a que o estudo pretende dar resposta.

Neste sentido, qualquer que seja o estudo longitudinal, a diferentes

questões cient́ıficas correspondem diferentes modelos. Por exemplo,

considere-se um estudo longitudinal, em que um médico pretende es-

tudar o benef́ıcio de um novo tratamento para um dos seus doentes.

Neste caso o interesse está em se saber o comportamento de cada um

dos doentes relativamente ao tratamento. Assim, a escolha do modelo

com efeitos aleatórios torna-se evidente. Por outro lado, considere-se

um estudo longitudinal em que investigadores na área da saúde pú-

blica pretendem estudar uma potencial redução na mortalidade na

população, sendo esta constitúıda por doentes que receberam o novo

tratamento e os que não receberam. Neste exemplo, a escolha recai,

no modelo marginal, dado que o objectivo é realizar inferências sobre

a população.

1.7 Dados Omissos em Estudos Longitu-

dinais

Tal como foi referido na Secção 1.2 uma das caracteŕısticas dos dados

longitudinais é a dos indiv́ıduos terem diferente número de observa-

ções e de estas terem sido feitas em ocasiões distintas. Esta caracte-

ŕıstica leva à existência de valores omissos e, como tal, os métodos de

análise devem ser capazes de trabalhar com dados não equilibrados

sem necessitar de retirar da análise os indiv́ıduos com dados omissos.

Por outro lado, quando existem dados omissos há perda de informa-

ção e redução na precisão com a qual as alterações na resposta média

ao longo do tempo podem ser estimadas. Esta redução na precisão

está directamente relacionada com a quantidade de valores omissos

presentes nos dados e pode igualmente influenciar, até certo ponto, a

forma como a análise lida com os dados omissos. Por último, quando
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há dados omissos a validade de qualquer método de análise requer cer-

tas hipóteses sobre as razões das omissões, geralmente referidas como

mecanismo de omissão de dados (missing data mechanism). Como

consequência, quando há dados omissos deve-se ter em consideração

as razões que levaram à omissão.

Entende-se por mecanismo de omissão de dados um modelo que des-

creve a probabilidade com que a resposta é ou não observada em

determinada ocasião. Esse modelo de acordo com Rubin (1976) e

Little & Rubin (1987, Cap. 6) é classificado em: (i) omissão com-

pletamente aleatória (MCAR - missing completely at random), (ii)

omissão aleatória (MAR - missing at random) e (iii) omissão não ale-

atória (NMAR - not missing at random). Neste livro vão-se referir

somente os dois primeiros modelos.

Diz-se que se tem MCAR quando a probabilidade da resposta estar

omissa não está relacionada com o valor espećıfico da mesma ou com

o conjunto de respostas observadas. Por exemplo, durante uma ex-

periência laboratorial envolvendo ratos decidiu-se aleatoriamente, no

ińıcio da experiência, que devido a problemas orçamentais se omitia

a observação referente ao instante de tempo 5 nos ratos com número

par e a observação referente ao instante de tempo 7 nos ratos com

número ı́mpar. O mecanismo de omissão verificado nada tem a ver

com os valores observados pelo que é MCAR.

O aspecto principal de MCAR é o dos dados observados poderem

ser considerados uma amostra aleatória dos dados completos. Como

resultado, os momentos (por exemplo, valor médio, variância e co-

variância) e as distribuições para os dados observados não diferem

dos correspondentes momentos e nem das distribuições para os dados

completos.

Um mecanismo MCAR tem importantes consequências na análise

de dados longitudinais. Em geral, todos os métodos para análise
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de dados longitudinais que conduzem a inferências válidas quando

não existem dados omissos continuam a produzir inferências válidas

quando são aplicados a dados onde há valores omissos de acordo com

um mecanismo MCAR. Em particular, todos os métodos que serão

apresentados nos diferentes caṕıtulos são válidos quando o mecanismo

de omissão pode ser considerado MCAR.

Diz-se que se tem MAR quando a probabilidade das respostas serem

omissas depender do conjunto de respostas observadas, mas não se

encontra relacionado com o valor omisso que deveria ser obtido. Por

exemplo, num ensaio cĺınico sobre perda de peso, as pessoas que ga-

nham peso têm tendência a abandonar o ensaio. As pessoas que estão

no ensaio e que ao irem ao centro de saúde descobrem, ao pesarem-se,

que ganharam peso decidem abandonar o ensaio. Este abandono está

relacionado com os dados observados (isto é com o valor observado

da resposta) e como tal o mecanismo de omissão é MAR.

Quando o mecanismo de omissão é MAR certos métodos de aná-

lise de dados longitudinais deixam de produzir estimativas válidas se

a distribuição conjunta da resposta Yi não for correctamente espe-

cificada, ou correctamente modelado o mecanismo de omissão. Por

exemplo, a análise baseada no método GEE (standard tal como é des-

crito no Caṕıtulo 4), que precisa de um modelo para o valor médio

da variável resposta em função das covariáveis sem necessitar de es-

pecificar a distribuição conjunta do vector associado a esse indiv́ıduo

está, neste caso, comprometida. Já os métodos baseados na máxima

verosimilhança, que especificam correctamente a distribuição de Yi,

conduzem a estimadores e inferências válidas quando o mecanismo

de omissão é MAR.
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1.8 Organização do Livro

O livro encontra-se dividido em seis caṕıtulos.

Os Caṕıtulos 2 e 3 são dedicados à análise de dados longitudinais

cont́ınuos. No Caṕıtulo 2 é apresentado o modelo linear misto básico

e no Caṕıtulo 3 é feita a extensão deste modelo através da modelação

da heterocedasticidade e da correlação. O modelo linear geral para

dados longitudinais finaliza este caṕıtulo.

No Caṕıtulo 4 é feita a extensão do modelo linear generalizado aos

dados longitudinais quer sejam cont́ınuos quer sejam discretos e é

apresentado o método baseado nas equações de estimação generali-

zadas proposto por Liang & Zeger (1986) para a análise de modelos

marginais. A análise de dados longitudinais não-Gaussianos usando

a máxima verosimilhança é igualmente abordada no contexto do mo-

delo marginal.

No Caṕıtulo 5 aborda-se o modelo linear generalizado misto, proposto

por Breslow & Clayton (1993). A introdução de efeitos aleatórios

levanta dificuldades ao ńıvel do cálculo da função verosimilhança pelo

que neste caṕıtulo são apresentadas algumas das metodologias de

cálculo numérico utilizadas. Por último, é feita uma discussão entre

o modelo marginal e o modelo com efeitos aleatórios.

No Caṕıtulo 6 é apresentada a análise dos exemplos indicados na

Secção 1.3 a fim de ilustrar as diferentes metodologias descritas. O

programa estat́ıstico utilizado foi o R e diferentes bibliotecas foram

seleccionadas. A escolha das bibliotecas foi feita de acordo com o

tipo de dados a analisar, a metodologia a utilizar e os respectivos

objectivos para cada um dos exemplos.



Caṕıtulo 2

Modelo Linear Misto

2.1 Introdução

Os modelos lineares mistos para dados longitudinais Gaussianos são

uma extensão dos modelos lineares e a sua caracteŕıstica básica é a

inclusão de efeitos aleatórios no modelo de regressão. Estes efeitos

aleatórios permitem descrever, ao longo do tempo, as alterações den-

tro de cada indiv́ıduo e flexibilizar a representação da estrutura de

variância-covariância induzida pelo agrupamento dos dados.

Os modelos linerares mistos devem o seu nome ao facto de incorpo-

rarem quer efeitos fixos, isto é, parâmetros associados a toda a popu-

lação quer efeitos aleatórios, associados aos indiv́ıduos seleccionados

aleatoriamente da população.

Em muitas situações o perfil de cada indiv́ıduo pode ser modelado

através de uma relação linear o que confere a estes modelos grande

aplicação prática. No entanto o aspecto que torna estes modelos mais

apelativos é o facto de poderem ser usados quando os dados não são

equilibrados no sentido em que os indiv́ıduos têm diferente número

de observações e estas terem sido feitas em ocasiões distintas

Neste caṕıtulo vão-se introduzir os modelos lineares mistos, com base

em Harville (1977) e usando a forma paramétrica proposta por Laird

& Ware (1982) para o caso em que se tem um único ńıvel de agrupa-
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mento, remetendo-se o leitor para Pinheiro & Bates (2000) para os

modelos com dois ou mais ńıveis de agrupamento. São apresentadas

as metodologias utilizadas na estimação e inferência, quer para os

efeitos fixos, quer para os efeitos aleatórios, assim com os aspectos

relacionados com a validação do modelo.

Em termos de dados omissos, estes modelos assumem os mecanismos

de omissão de dados MCAR e MAR.

2.2 O Modelo

O modelo linear misto para um único ńıvel de agrupamento, descrito

por Laird & Ware (1982), é dado por:

Yi = Xiβ + Zibi + εi, (2.1)

com i = 1, . . . , n, onde Yi = (Yi1, ..., YiTi)
> é o vector Ti × 1 das

variáveis resposta para o ind́ıviduo i, β é o vector p × 1 dos efeitos

fixos (parâmetros desconhecidos); Xi é a matriz Ti× p de covariáveis

dos efeitos fixos; bi é o vector q × 1 dos efeitos aleatórios; Zi é a

matriz Ti×q de covariáveis dos efeitos aleatórios e εi é o vector Ti×1

dos erros aleatórios dentro do grupo. As condições subjacentes ao

modelo são:

bi ∼ N(0,D)

εi ∼ N(0,Σi)

bi e εi independentes para diferentes grupos i e entre si

(2.2)

com i = 1, . . . , n, onde D é uma matriz q×q, Σi é uma matriz Ti×Ti,
sendo ambas definidas positivas.

Com base no modelo (2.1) e nas condições subjacentes (2.2) conclui-se

que a distribuição de Yi, condicional ao efeito aleatório bi, é Gaussi-
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ana multivariada com valor médio Xiβ + Zibi e matriz de variância-

covariância Σi, e escreve-se

Yi|bi ∼ N(Xiβ + Zibi,Σi),

onde a matriz Σi representa a variação intra-grupo (intra-indiv́ıduos).

A função densidade de probabilidade (f.d.p.) é dada por

f(yi|bi) = (2π)−Ti/2|Σi|−1/2

× exp

(
− (Yi −Xiβ − Zibi)

>Σ−1i (Yi −Xiβ − Zibi)

2

)
.

(2.3)

Por outro lado, atendendo à distribuição de bi a f.d.p. deste é

f(bi) = (2π)−q/2|D|−1/2 exp

(
− b>i D−1bi

2

)
. (2.4)

Como consequência a f.d.p. marginal de Yi é dada por

f(yi) =

∫
f(yi|bi)f(bi)dbi

= (2π)−Ti/2|Vi|−1/2 exp

(
− (Yi −Xiβ)>V−1i (Yi −Xiβ)

2

)
(2.5)

ou seja, f(yi) é a função densidade da v.a. de Gauss Ti-dimensional

com valor médio Xiβ e matriz de variância-covariância Vi = ZiDZ>i +

Σi,

Yi ∼ N(Xiβ,Vi). (2.6)

A matriz Vi, Ti × Ti e definida-positiva, representa a variação entre-

grupos (inter-indiv́ıduos).

Combinando todos os modelos especificados por (2.1) para cada grupo

obtém-se o modelo

Y = Xβ + Zb + ε, (2.7)
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onde Y é um vector N×1, X é uma matriz N×p, b e ε, são vectores

qn× 1 e N × 1, respectivamente. As matrizes Y,X e os vectores b e

ε obtêm-se “empilhando” Yi,Xi,bi e εi, respectivamente.

Para o modelo dado por (2.7) tem-se

E(Y) = Xβ

e

V ar(Y) = ZD̃Z> + Σ = V

onde Z = diag(Z1, . . . ,Zn), D̃ = diag(D, . . . ,D), Σ = diag(Σ1, . . . ,

Σn) e V = diag(V1, . . . ,Vn) são matrizes diagonais de blocos N×qn,

qn× qn, N ×N e N ×N , respectivamente. A distribuição da v.a. Y

é Gaussiana multivariada dada por

Y ∼ N(Xβ,V).

O modelo (2.1) pode então ser definido através das f.d.p f(yi|bi) e

f(bi). A esta definição dá-se o nome de formulação hierárquica

do modelo linear misto. À correspondente distribuição de Gauss

marginal com f.d.p. dada por (2.5), dá-se o nome de formulação

marginal do modelo (Verbeke & Molenberghs, 2000).

Modelo marginal versus modelo hierárquico

Embora o modelo marginal decorra do modelo hierárquico, os dois

modelos não são equivalentes porque o modelo marginal não define

explicitamente a estrutura de efeitos aleatórios. Com efeito, o modelo

hierárquico implica o modelo marginal mas o inverso não se verifica.

Para ilustrar este facto (Molenberghs & Verbeke, 2005) considere-se

que se têm dados equilibrados com duas observações por indiv́ıduo

correspondentes aos instantes de observação xi1 = 0 e xi2 = 1 e os

seguintes modelos:
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(i) modelo 1 com efeito aleatório na intersecção e erros heterogéneos

e independentes.

Yit = β0 + b0i + β1xit + εit, t = 1, 2

A matriz Vi do modelo marginal é dada por

Vi = ZiDZ>i + Σi

=

[
1

1

]
d
[

1 1
]

+

[
σ2
1 0

0 σ2
2

]

=

[
d11 + σ2

1 d11

d11 d11 + σ2
2

]
;

com d = d11.

(ii) modelo 2 com efeitos aleatórios na intersecção e declive, não

correlacionados, e Σi = Σ = σ2I2 (onde Ik designa uma matriz

identidade de ordem k)

Yit = β0 + b0i + (β1 + b1i)xit + εit, t = 1, 2

A matriz Vi do modelo marginal é dada por

Vi = ZiDZ>i + Σi

=

[
1 0

1 1

][
d11 0

0 d22

][
1 1

0 1

]
+

[
σ2 0

0 σ2

]

=

[
d11 + σ2 d11

d11 d11 + d22 + σ2

]
.

Fazendo σ2 = σ2
1 e d22 + σ2 = σ2

2 a matriz de variância-covariância,

Vi, obtida com base no modelo 2 tem a estrutura da obtida com

base no modelo 1. Assim (pelo menos) dois modelos hierárquicos

distintos implicam o mesmo modelo marginal.
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2.3 Estimação dos Parâmetros no Modelo

Marginal

A estimação dos parâmetros do modelo linear misto baseia-se, em

geral, no modelo marginal sendo o método da máxima verosimilhança

(método ML) e o método da máxima verosimilhança restrita (método

REML) os dois métodos usados neste livro. Os parâmetros a estimar

são os coeficientes de regressão β (o vector dos efeitos fixos) e as

componentes da variância, isto é, o conjunto de parâmetros dos quais

as matrizes de variância-covariância D e Σi dependem.

No que se segue assume-se que Σi = σ2ITi e D = σ2G, sendo a aná-

lise de outras estruturas para a matriz Σi feita no Caṕıtulo 3. Ao

modelo dado por (2.1) com Σi = σ2ITi
, dá-se o nome de modelo li-

near misto básico (Pinheiro & Bates, 2000). A matriz de variância-

covariância de Yi assume a forma Vi = σ2(ZiGZ>i + ITi
) = σ2Mi, o

mesmo se aplica a Y com V = σ2(ZG̃Z> + I) = σ2M. Sempre que

não se revele necessário explicitar σ2 será usada a matriz Vi em vez

da matriz σ2Mi (V em vez de σ2M).

2.3.1 Método da Máxima Verosimilhança

Seja β o vector dos efeitos fixos, θ o vector com todas as componentes

da variância em G e α> = (θ>, σ2). Assumindo a independência

entre os indiv́ıduos, a função verosimilhança é

L(y;β,α) =

n∏
i=1

1

(2π)Ti/2
|Vi(α)|−1/2

× exp

(
− (yi −Xiβ)>V−1i (α)(yi −Xiβ)

2

)
(2.8)
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ou, alternativamente,

L(y;β,θ, σ2) =

n∏
i=1

1

(2πσ2)Ti/2
|Mi(θ)|−1/2

× exp

(
− (yi −Xiβ)>M−1

i (θ)(yi −Xiβ)

2σ2

)
(2.9)

sendo os logaritmos de (2.8) e (2.9), dados respectivamente por:

`(y;β,α) = −N
2

log(2π)− 1

2

n∑
i=1

log |Vi(α)|

− 1

2

n∑
i=1

(yi −Xiβ)>V−1i (α)(yi −Xiβ) (2.10)

e por:

`(y;β,θ, σ2) = −N
2

log(2πσ2)− 1

2

n∑
i=1

log |Mi(θ)|

−
n∑
i=1

(yi −Xiβ)>M−1
i (θ)(yi −Xiβ)

2σ2
. (2.11)

onde log designa o logaritmo neperiano.

Os estimadores ML para os parâmetros do modelo são obtidos do

seguinte modo:

(i) Para um dado α, igualando a zero a derivada de (2.10) em ordem

a β e resolvendo-a em ordem ao referido parâmetro, obtem-se

o estimador ML para β, β̂ML(α) dado por:

β̂ML(α) =

( n∑
i=1

X>i V−1i Xi

)−1( n∑
i=1

X>i V−1i Yi

)

=

(
X>V−1X

)−1
X>V−1Y (2.12)

que mais não é do que o estimador dos mı́nimos quadrados

generalizados (GLS) de β, assumindo α conhecido.
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(ii) Para um dado θ, igualando a zero as derivadas parciais de (2.11)

em ordem a β e a σ2 e resolvendo o sistema em ordem aos

referidos parâmetros, obtêm-se os estimadores ML de β e de σ2

dados por:

β̂ML(θ) =

( n∑
i=1

X>i M−1
i Xi

)−1( n∑
i=1

X>i M−1
i Yi

)
(2.13)

e

σ̂2
ML(θ) =

n∑
i=1

(
Yi −Xiβ̂(θ)

)>
M−1

i

(
Yi −Xiβ̂(θ)

)
N

.

(2.14)

(iii) Quando α é desconhecido, o que acontece na maioria dos casos,

o estimador ML de α é obtido maximizando-se (2.10) com res-

peito a α, após β ter sido substitúıdo por (2.12) 1. O mesmo

resultado é obtido maximizando-se (2.10) simultaneamente com

respeito a α e β.

Os estimadores ML de α e β são designados por α̂ML e β̂ML,

respectivamente, sendo o estimador de β̂ML dado por

β̂ML =

( n∑
i=1

X>i V̂
−1
i (α̂ML)Xi

)−1( n∑
i=1

X>i V̂
−1
i (α̂ML)Yi

)
=
(
X>V̂

−1
MLX

)−1
X>V̂

−1
MLY (2.15)

onde V̂ML = V̂
(
α̂ML

)
.

O processo de maximização de (2.8) e (2.9) (ou (2.10) e (2.11)), em

qualquer um dos casos atrás referidos, requer métodos numéricos de

optimização.

1Ao logaritmo da função verosimilhança assim obtido dá-se o nome de loga-

ritmo da função verosimilhança perfilada ou função log-verosimilhança perfilada
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Um dos problemas do método ML quando se trata de estimar as

componentes da variância é o dos estimadores obtidos não serem cen-

trados. Por outro lado, ao usar-se a máxima verosimilhança para se

estimar simultaneamente β, σ2 e θ a forma da matriz do desenho,

X, é envolvida explicitamente na estimação de σ2 e θ. Como con-

sequência, uma escolha não apropriada daquela matriz pode levar a

que os estimadores ML das componentes da variância não sejam con-

sistentes. Uma estratégia para combater a não consistência é a de

aumentar o número p de colunas (isto é, de variáveis explicativas)

em X por “razões de segurança”, mas isto torna o problema de en-

viesamento ainda pior. Para resolver este conflito usa-se o método

REML, também conhecido por máxima verosimilhança residual, para

estimar as componentes da variância (Diggle et al., 2002).

2.3.2 Método da Máxima Verosimilhança Restrita

No método ML, a perda de graus de liberdade resultante da estimação

dos efeitos fixos não é levada em consideração, originando estimadores

enviesados das componentes da variância. Este problema é resolvido

pelo método REML primeiro introduzido por Patterson & Thompson

(1971) e mais tarde desenvolvido por Harville (1974, 1977).

O método REML é baseado na transformação linear dos dados, U =

A>Y, onde A é uma matriz N × (N − p) de caracteŕıstica completa,

ortogonal às colunas da matriz X, tal que distribuição de U não

depende de β.

A distribuição de U é N
(
0,A>V(α)A

)
qualquer que seja β e aos

elementos de U dá-se o nome de contrastes de erros (Verbeke & Mo-

lenberghs, 2000).

Harville (1974) mostrou que a função verosimilhança para os con-

trastes dos erros (função verosimilhança restrita) pode ser escrita na
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forma

LREML(y;α) = (2π)−(N−p)/2
∣∣∣∣ n∑
i=1

X>i Xi

∣∣∣∣1/2
×
∣∣∣∣ n∑
i=1

X>i V−1i (α)Xi

∣∣∣∣1/2 n∏
i=1

∣∣Vi(α)
∣∣−1/2

× exp

(
− 1

2

n∑
i=1

(yi −Xiβ̂)>V−1i (α)(yi −Xiβ̂)

)
(2.16)

onde β̂ é dado por (2.12).

O logaritmo da função de verosimilhança restrita é então dado por:

`R = log LREML(y;α) = const− 1

2
log

∣∣∣∣ n∑
i=1

X>i V−1i (α)Xi

∣∣∣∣
− 1

2

n∑
i=1

log
∣∣Vi(α)

∣∣
× −1

2

n∑
i=1

(yi −Xiβ̂)>V−1i (α)(yi −Xiβ̂).

(2.17)

Maximizando (2.17) em ordem a α obtêm-se os estimadores REML

de α, α̂REML.

Comparando a expressão do logaritmo dada por (2.10) com a dada

por (2.17) verifica-se que a diferença entre elas reside no termo

−1

2
log
∣∣ n∑
i=1

X>i V−1i (α)Xi

∣∣
existente em (2.17).

O logaritmo da máxima verosimilhança restrita pode então ser ex-
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presso na forma (Verbeke & Molenberghs, 2000):

`R = log LREML(y;α) = const− 1

2
log
∣∣ n∑
i=1

X>i V−1i (α)Xi

∣∣
+ log LML(y; β̂(α),α) (2.18)

Como

∣∣∣∣ n∑
i=1

X>i V−1i (α)Xi

∣∣∣∣ em (2.18), não depende de β, os estimado-

res de REML de α e β podem igualmente ser obtidos maximizando-se

a chamada função verosimilhança restrita

LREML(y;β,α) = LML(y;β,α)

∣∣∣∣ n∑
i=1

X>i V−1i (α)Xi

∣∣∣∣−1/2 (2.19)

com respeito a todos os parâmetros (α e β), simultaneamente.

Quer se utilize (2.17) ou (2.19) para se obter o estimador REML

para α, o estimador REML para β, β̂REML, é obtido substituindo

em (2.15) Vi por V̂i

(
α̂REML

) (
ou V por V̂REML = V̂

(
α̂REML

))
.

β̂REML =

( n∑
i=1

X>i V̂
−1
i (α̂REML)Xi

)−1( n∑
i=1

X>i V̂
−1
i (α̂REML)Yi

)
=
(
X>V̂

−1
REMLX

)−1
X>V̂

−1
REMLY (2.20)

É importante notar que, qualquer que seja A, se obtêm os mesmos

estimadores das componentes da variância, isto é, não dependem de

A e que o estimador de β, β̂REML, não é igual ao estimador β̂ML.

A principal justificação do método REML foi dado por Patterson &

Thompson (1971) ao provarem que, na ausência de informação sobre

β, nenhuma informação sobre α é perdida quando a inferência é

baseada em U em vez de Y. Harville (1974) mostrou, de um ponto de

vista Bayesiano, que usando somente contrastes de erros para fazer

inferências sobre α é equivalente a usar todos os dados para fazer

essas inferências, mas ignorando qualquer distribuição a priori sobre

β.
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2.3.3 Máxima Verosimilhança versus Máxima Ve-

rosimilhança Restrita

Em relação aos dois métodos apresentados convém notar que o mé-

todo ML fornece estimadores para os efeitos fixos, enquanto que o

método REML, por si só, não.

Por outro lado, tendo em atenção o termo
1

2
log

∣∣∣∣ n∑
i=1

X>i V−1i (α)Xi

∣∣∣∣
em (2.18) conclui-se que quaisquer alterações na matriz X dos efeitos

fixos alteram também log LREML(y;α) enquanto que os estimadores

ML não variam face a reparametrizações dos efeitos fixos (Pinheiro

& Bates, 2000). Este aspecto inviabiliza a comparação, com base

na função verosimilhança restrita, de modelos lineares mistos com

diferentes estruturas de efeitos fixos.

Os dois métodos (ML e REML) produzem habitualmente estimativas

semelhantes, embora a diferença aumente com o aumento do número

de termos fixos no modelo (Zuur et al., 2009). Em particular, as

estimativas ML das componentes da variância são menores dos que

as obtidas por REML (Pinheiro & Bates, 2000).

2.4 Predição dos Efeitos Aleatórios

Em muitas situações o interesse principal reside na estimação dos pa-

râmetros do modelo marginal (os efeitos fixos β e as componentes

da variância) no entanto a obtenção dos preditores dos efeitos ale-

atórios é igualmente importante. Essa importância tem a ver com

o facto dos efeitos aleatórios bi serem variáveis aleatórias e reflecti-

rem o “desvio” na evolução do i -ésimo indiv́ıduo em relação ao valor

esperado da população Xiβ. Assim, os seus preditores podem ser in-

terpretados como reśıduos que podem ser úteis na detecção de perfis
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especiais (Molenberghs & Verbeke, 2005).

Nesta secção vai-se assumir que o modelo (2.1) com as condições (2.2)

é apropriado.

2.4.1 Melhor Preditor Linear Centrado (BLUP)

Atendendo a que os bi são variáveis aleatórias, é natural usarem-se

os métodos Bayesianos para obter os seus preditores.

Na Secção 2.2 viu-se que a distribuição de Yi condicional a bi e a

distribuição de bi são, respectivamente,

Yi|bi ∼ N(Xiβ + Zibi,Σi)

e

bi ∼ N(0,D)

então, de acordo com a abordagem Bayesiana, a distribuição a priori

para os bi é N(0,D).

A distribuição a posteriori de bi, definida como a distribuição de bi

condicional a Yi = yi (bi|yi), pode ser calculada. Designando por

f(bi|yi) a densidade a posteriori de bi dado Yi = yi tem-se

f(bi|yi) ≡ f(bi|Yi = yi) =
f(yi|bi)f(bi)∫
f(yi|bi)f(bi)dbi

.

Com base nas propriedades do modelo Gaussiano (Azzalini, 1996) a

distribuição conjunta de bi e de Yi é Gaussiana multivariada[
bi

Yi

]
∼ N

([
0

Xiβ

]
,

[
D DZ>i

ZiD ZiDZ>i + Σi

])

de onde se conclui que

bi|yi ∼ N
(
DZ>i (ZiDZ>i + Σi)

−1(yi −Xiβ),V11,2

)
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com V11,2 = D−DZ>i (ZiDZ>i + Σi)
−1ZiD.

O valor esperado da distribuição a posteriori é então dado por

E(bi|Yi = yi) =

∫
bif(bi|yi)dbi

= DZ>i (ZiDZ>i + Σi)
−1(yi −Xiβ)

= DZ>i V−1i (yi −Xiβ).

Assumindo que α é conhecido, o melhor preditor linear centrado

(BLUP) de bi, é obtido substituindo, na expressão anterior, β por

β̂(α) =
(
X>V−1X

)−1
X>V−1y (McCulloch & Searle, 2001) e tem-se

b̃i(α) = DZ>i V−1i
(
yi −Xiβ̂(α)

)
ou, alternativamente

b̃(α) = D̃Z>V−1
(
y−Xβ̂(α)

)
Condicional a α, o preditor da combinação linear u = a>β β+a>b bi do

vector dos efeitos fixos β e do vector bi dos efeitos aleatórios para os

vectores aβ e ab conhecidos de dimensão p×1 e q×1 respectivamente,

é dado por

ũ(α) = a>β β̂(α) + a>b b̃i(α)

e prova-se que ũ(α) é o BLUP de u (Harville, 1976; Searle et al.,

1992).

2.4.2 Estimação de Bayes Emṕırica

Na secção anterior foi assumido que as componentes da variância α

eram conhecidas. No caso em que não são conhecidas, a utilização de

uma abordagem Bayesiana completa requer que sejam especificadas

as distribuições a priori de D̃(D) e Σ(Σi) e, posteriormente, proceder

à integração em relação aos parâmetros (Davidian & Giltinian, 1995).
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Esta tarefa é complicada pelo que na prática se opta por substituir

D̃(D) e Σ(Σi) pelas suas estimativas ML ou REML.

A esta abordagem de substituir certos parâmetros pelas suas esti-

mativas é designada por estimação de Bayes emṕırica. Ao valor dáı

resultante para os efeitos aleatórios dá-se o nome de estimativa de

Bayes emṕırica (empirical Bayes- EB). Os estimadores EB são

designados por b̂(b̂i) (Molenberghs & Verbeke, 2005).

2.4.3 Shrinkage

Para ilustrar a interpretação dos estimadores EB, considera-se o pre-

ditor, Ŷi, do perfil do i -ésimo indiv́ıduo:

Ŷi = Xiβ̂ + Zib̂i

= Xiβ̂ +
(
ZiDZ>i + V−1i

)
(yi −Xiβ̂)

=
(
ITi
− ZiDZ>i + V−1i

)
Xiβ̂ + ZiDZ>i + V−1i yi

=
(
ΣiV

−1
i

)
Xiβ̂ +

(
ITi −ΣiV

−1
i

)
yi (2.21)

Ŷi é uma média pesada do perfil médio da população Xiβ̂ e dos

dados yi, com pesos ΣiV
−1
i e

(
ITi − ΣiV

−1
i

)
, respectivamente. O

“numerador” de ΣiV
−1
i é a matriz de variância-covariância dos erros

e o “denominador” é a matriz de variância-covariância global. Assim,

se a variabilidade dos erros é grande em comparação com a variabi-

lidade entre os indiv́ıduos (modelada através dos efeitos aleatórios) é

dado mais peso a Xiβ̂ ao passo que será dado mais peso aos dados na

situação contrária. Esta propriedade é conhecida na literatura Baye-

siana por shrinkage. A expressão (2.21) mostra como o preditor do

perfil do i -ésimo indiv́ıduo é contráıdo (shrinks) para o perfil médio

da população.

Esta propriedade é válida para qualquer combinação linear λ dos
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efeitos aleatórios

var(λ>b̂i) ≤ var(λ>bi)

basta ter em atenção que

var(bi) = var
[
E(bi|yi)

]
+ E

[
var(bi|yi)

]
= var(b̃i) + valor positivo

onde b̃i = E(bi|yi) é o preditor e portanto

var(b̃i) ≤ var(bi).

2.4.4 Equações do Modelo Misto

Henderson (Henderson et al., 1959) mostrou que se pode obter o

estimador dos efeitos fixos, β, e os preditores dos efeitos aleatórios,

b, através da resolução de um sistema de equações lineares às quais

se dá o nome de equações do modelo misto (Davidian & Giltinian,

1995; Verbeke & Molenberghs, 2000).

Para obter essas equações necessita-se da função densidade de proba-

bilidade conjunta de Y e b. Tendo em atenção que Y|b ∼ N
(
Xβ +

Zb,Σ
)

e que b ∼ N
(
0, D̃

)
a densidade conjunta de Y e b é

f(y,b) = f(y|b)f(b)

= (2π)−N/2|Σ|−1/2

× exp

(
− (y−Xβ − Zb)>Σ−1(y−Xβ − Zb)

2

)
× (2π)−qn/2|D̃|−1/2 exp

(
− b>D̃

−1
b

2

)
= (2π)−(N+qn)/2|Σ|−1/2|D̃|−1/2

× exp

(
− (y−Xβ − Zb)>Σ−1(y−Xβ − Zb) + b>D̃

−1
b

2

)
.
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Sendo o logaritmo dado por

log f(y,b) = −N + qn

2
log(2π)− 1

2
log |Σ| − 1

2
log |D̃|

+

(
− (y−Xβ − Zb)>Σ−1(y−Xβ − Zb) + b>D̃

−1
b

2

)
Maximizando aquele logaritmo em relação a β e a b simultaneamente

obtém-se o sistema de equações
∂ log f(y,b)

∂β
= 0⇔ X>Σ−1

(
y−Xβ − Zb

)
= 0

∂ log f(y,b)

∂b
= 0⇔ Z>Σ−1

(
y−Xβ − Zb

)
− D̃

−1
b = 0

(2.22)

que sob a forma matricial é dado por:[
X>Σ−1X X>Σ−1Z

Z>Σ−1X Z>Σ−1Z + D̃
−1

][
β

b

]
=

[
X>Σ−1y

Z>Σ−1y

]
(2.23)

ao qual se dá o nome de equações do modelo misto de Hender-

son.

Para D̃ e Σ conhecidas, os estimadores dos efeitos fixos, β̂, e os

preditores dos efeitos aleatórios, b̃, são dados, respectivamente, por

β̂(α) =
(
X>V−1X

)−1
X>V−1y

=

( n∑
i=1

X>i V−1i Xi

)−1 n∑
i=1

X>i V−1i yi (2.24)

e

b̃(α) = D̃Z>V−1
(
y−Xβ̂(α)

)
(2.25)

ou

b̃i(α) = DZ>i V−1i
(
yi −Xiβ̂(α)

)
. (2.26)

O estimador de β dado por (2.24) é também o estimador GLS de β

(que é igualmente o estimador ML dado por (2.12)). O preditor de
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b dado por (2.25) é o melhor preditor linear centrado (BLUP) para

b (Searle et al., 1992).

Um dos méritos das equações do modelo misto é a sua maior facilidade

de cálculo na medida em que não é necessário inverter a matriz V de

ordem N ×N . As inversas das matrizes D̃ e Σ de ordem qn × qn e

N ×N , respectivamente, são mais fáceis pois qn é geralmente menor

do que N e Σ é, em geral, uma matriz diagonal. No entanto, para

grandes conjuntos de dados, o cálculo computacional pode tornar-se

intenso.

2.5 Algoritmos de Optimização

A maximização do logaritmo da função verosimilhança assim como do

logaritmo da função verosimilhança restrita, note-se que eles só dife-

rem porque este último tem o termo extra
1

2
log

∣∣∣∣ n∑
i=1

X>i V−1i (α)Xi

∣∣∣∣,
requer métodos numéricos de optimização em virtude das equações

envolvidas não serem lineares em α.

O algoritmo EM (Expected-Maximization) (Dempster et al., 1977;

Laird & Ware, 1982; Laird et al., 1987; Lindstrom & Bates, 1988; Pi-

nheiro & Bates, 2000) e o método Newton-Raphson (Thisted, 1988;

Pinheiro & Bates, 2000)) são os métodos numéricos de optimização

usualmente utilizados e são os que se encontram implementados nos

procedimentos de cálculo para os modelos lineares mistos em progra-

mas estat́ısticos como o R, o S-PLUS, o SAS e o SPSS.

Em Pinheiro & Bates (2000); Monte-Pegado (2003); Longford (1993,

2005) e Wolfinger et al. (1994) é descrita a utilização destes métodos

numéricos para o modelo linear misto.
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Algoritmo EM

O algoritmo EM é um método iterativo muito utilizado na estimação

por máxima verosimilhança e por máxima verosimilhança restrita no

caso em que se tem dados incompletos. No contexto dos modelos line-

ares mistos, a amostra completa será constitúıda por yi juntamente

com bi e εi. Como estes últimos não são observados, as observações

yi da variável resposta são consideradas uma amostra incompleta.

O algoritmo EM é um procedimento iterativo em que cada iteração

envolve dois passos:

Passo E: cálculo de E

[
`(θ)|b|y

]
,

Passo M: maximização de E

[
`(θ)|b|y

]
.

Pode dizer-se que o passo M simula a estimação ML que seria pos-

sivel se tivéssemos dados completos. Como se está perante dados

incompletos, a maximização do passo M é realizada num substituto

da verosimilhança produzido durante o passo E (Laird et al., 1987).

A escolha dos valores inicias para as iterações é importante, uma vez

que o algoritmo pode não atingir a convergência no caso de terem

sido dados valores iniciais arbitrários. A velocidade de convergência

deste método é geralmente linear, dependendo dos dados e da estrutra

assumida para a matriz de variância-covariância.

É posśıvel demonstrar (Dempster et al., 1977) que a verosimilhança

aumenta em cada iteração. Por outro lado, importa salientar que as

restrições de não negatividade para as componentes da variância são

automaticamente satisfeitas em cada iteração, desde que os valores

iniciais satisfaçam essa restrição (Davidian & Giltinian, 1993).
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Algoritmo de Newton-Raphson

O algoritmo de Newton-Raphson é um dos métodos de maximização

mais utilizados. Este algoritmo utiliza uma expansão de primeira

ordem da função score (derivada do logaritmo da função verosimi-

lhança).

A função score é um vector e portanto ao igualar este vector a 0

fica-se com um sistema de equações, geralmente, não lineares, que é

necessário resolver para encontrar as estimativas ML ou REML para

θ.

Cada iteração requer o cálculo da função score e da sua derivada

(a matriz Hessiana do logaritmo da verosimilhança). Sob condi-

ções gerais, geralmente satisfeitas na prática, o algoritmo de Newton-

Raphson tem convergência quadrática. O cálculo da matriz Hessiana

em cada iteração pode ser uma tarefa complicada. No sentido de re-

duzir estes cálculos Thisted (1988) apresentou um método alternativo

designado por Quasi-Newton.

Qualquer processo iterativo requer valores iniciais para os parâme-

tros. Estes valores podem obter-se com base em estudos anteriores

ou a partir dos próprios dados.

EM versus Newton-Raphson

O algoritmo EM tem a vantagem de as iterações individuais serem

relativamente fáceis de calcular e de as iterações iniciais se aproxi-

marem rapidamente do óptimo. No entanto próximo do óptimo a

convergência é lenta. Desta forma é por vezes dif́ıcil decidir se a

iteração terminou ou não.

Para o método de Newton-Raphson as iterações individuais são mais

complexas podendo ser muito instáveis quando muito longe do óp-

timo. No entanto, convergem rapidamente quando próximo dele.
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Desta forma, é útil começar por produzir estimativas utilizando o

algoritmo EM e quando perto do óptimo passar para o método de

Newton-Raphson. Este esquema de optimização hibrido encontra-se

implementado na função lme do R.

2.6 Inferência Estat́ıstica para o Modelo

Marginal

O ajustamento de um modelo aos dados não é, em geral, o objec-

tivo final de uma análise estat́ıstica. Na prática o interesse principal

reside na inferência para os parâmetros do modelo de modo a que

os resultados obtidos possam ser generalizados para a população, a

partir da qual foi obtida a amostra.

O primeiro passo de uma inferência com base no estimador de um

parâmetro é o conhecimento da distribuição desse estimador pelo que

se vai começar pelas distribuições dos estimadores ML e REML dos

vários parâmetros envolvidos no modelo.

2.6.1 Distribuições Assintóticas

O estimador de β

β̂(α) =

( n∑
i=1

X>i V−1i Xi

)−1 n∑
i=1

X>i V−1i Yi

sob a hipótese do modelo marginal dado por (2.6) e condicional a α,

tem distribuição Gaussiana multivariada com valor esperado

E(β̂) =

( n∑
i=1

X>i V−1i Xi

)−1( n∑
i=1

X>i V−1i E
[
Yi

])
= β
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e matriz de variância-covariância

var(β̂) =

( n∑
i=1

X>i V−1i Xi

)−1( n∑
i=1

X>i V−1i var(Yi)V
−1
i Xi

)

×
( n∑
i=1

X>i V−1i Xi

)−1
=

( n∑
i=1

X>i V−1i Xi

)−1

tendo-se designado β̂(α) por β̂ para simplificar a notação.

No entanto, na prática α é desconhecido pelo se tem de recorrer a

resultados assintóticos.

Pinheiro (1994, in Pinheiro & Bates (2000)) provou que, sob certas

condições de regularidade, geralmente satisfeitas na prática, os esti-

madores ML são consistentes e a distribuição assintótica é Gaussiana

multivariada. A matriz de variância-covariância aproximada dos es-

timadores é dada pela inversa da matriz de informação de Fisher

correspondente ao logaritmo da função de verosimilhança (Cox and

Hinkley (1974) in Pinheiro & Bates (2000)).

Dado que

E

[
∂2`

∂β∂θ>

]
= 0 e E

[
∂2`

∂β∂σ2

]
= 0

os estimadores ML dos efeitos fixos β são assintoticamente não cor-

relacionados com os estimadores ML de θ e σ2.

A distribuição assintótica dos estimadores ML é:

β̂ ∼̇ N
(
β, σ2(X>M−1(θ)X)−1

)
[

θ̂

log σ̂

]
∼̇ N

([
θ

log σ

]
, I−1(θ, σ)

)
(2.27)
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com

I(θ, σ) =


∂2`(θ, σ2)

∂θ∂θ>
∂2`(θ, σ2)

∂ log σ∂θ>

∂2`(θ, σ2)

∂θ log σ

∂2`(θ, σ2)

∂2 log σ


onde `(θ, σ2) designa o logaritmo da função verosimilhança perfilada

nos efeitos fixos e I(θ, σ) a matriz emṕırica de informação de Fisher.

Foi utilizado log(σ), em vez de σ, de modo a fornecer uma para-

metrização sem restrições, para a qual a aproximação à distribuição

Gaussiana tende a ser mais expedita.

Pinheiro (1994) mostrou igualmente que os estimadores REML são

consistentes e a distribuição assintótica é Gaussiana multivariada. As

expressões são idênticas às anteriores bastando substituir `(θ, σ2) por

`R(θ, σ2), logaritmo da função verosimilhança restrita perfilada nos

efeitos fixos.

Na prática, os parâmetros desconhecidos θ e σ2 são substitúıdos pelos

seus respectivos estimadores ML ou REML nas expressões que dão as

matrizes de variância-covariância aproximadas em (2.27) (Pinheiro &

Bates, 2000; Verbeke & Molenberghs, 2000).

A construção de testes e intervalos de confiança para os parâmetros

fixos do modelo linear misto baseiam-se nas distribuições assintóticas

dos estimadores.

2.6.2 Inferência para os Efeitos Fixos

Teste de Razão de Verosimilhanças

O teste de razão de verosimilhanças é utilizado quando se pretende

comparar vários modelos encaixados, diferindo somente na estrutura

de efeitos fixos.
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A estat́ıstica de teste é dada por:

2 log

(
L1

L0

)
= 2(log L1 − log L0) (2.28)

onde L1 é a verosimilhança do modelo mais geral, isto é, com mais

parâmetros, L0 a do modelo encaixado e k1 − k0 é a diferença entre

o número de parâmetros dos dois modelos. Sob a hipótese nula, o

modelo mais restrito é adequado, a distribuição assintótica da esta-

t́ıstica de teste é um qui-quadrado com k1 − k0 graus de liberdade(
χ2
(k1−k0)

)
.

Note-se que este teste só é valido se os estimadores dos parâmetros

fixos nos dois modelos forem estimados pelo método ML. Este aspecto

deve-se ao facto do logaritmo da função verosimilhança restrita se

alterar se as especificações dos efeitos fixos forem igualmente alteradas

(Secção 2.3.3).

O teste de razão de verosimilhanças realizado nestas circunstâncias

tende a ser anti-conservativo, isto é, o valor-p resultante é geralmente

inferior ao verdadeiro valor-p do teste. Por outro lado, à medida que,

no modelo mais restrito, o número de parâmetros removido dos efei-

tos fixos aumenta em comparação com o número total de observações,

aumenta também a imprecisão dos valores-p resultantes (Pinheiro &

Bates, 2000). Por este motivo, alguns autores recomendam a utiliza-

ção dos testes-t e testes-F aproximados, para avaliar a significância

dos efeitos fixos (Pinheiro & Bates, 2000; Bolker et al., 2008).

Teste - t e Teste - F Aproximados

Outra maneira de testar hipóteses envolvendo os termos fixos do mo-

delo é usar o teste-t e o teste-F aproximados. Assim, para testar

H0 : βj = 0 vs H1 : βj 6= 0, j = 1, . . . , p
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utiliza-se a estat́ıstica do teste-t dada por:

β̂j

σ̂REML

√√√√[( n∑
i=1

X>i M−1
i (θ̂)Xi

)−1]
jj

(2.29)

que, sob a hipótese nula, tem distribuição assintótica t de Student

com glj graus de liberdade.

Pinheiro & Bates (2000) designam este teste por teste-t condicional

na medida em que a estat́ıstica de teste está condicionada ao estima-

dor θ̂ do vector θ (o vector com todas as componentes da variância

em G), sendo σ2 substitúıdo pelo seu estimador REML. O teste-t

aproximado avalia a significância marginal de cada coeficiente dos

efeitos fixos quando todos os outros efeitos fixos estão presentes no

modelo (Pinheiro & Bates, 2000).

No caso de se pretender testar

H0 : Lβ = 0 vs H1 : Lβ 6= 0, j = 1, . . . , p

em que L é uma matriz conhecida, é usada a estat́ıstica de teste do

teste F dada por:

F =

β̂>L>
[
Lσ̂REML

( n∑
i=1

X>i M−1
i (θ̂)Xi

)−1
L>
]
Lβ̂

r(L)
(2.30)

que, sob a hipótese nula, tem distribuição assintótica F de Snedecor

com (l, υ) graus de liberdade. O número de graus de liberdade, l,

do numerador do teste F é dado pela caracteŕıstica da matriz L,

r(L). O teste-F aproximado testa a significância de termos nos efeitos

fixos do modelo, que podem incluir vários coeficientes. Pinheiro &

Bates (2000) designam este teste por teste-F condicional com base no

argumento utilizado para o teste-t.
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Quer para o teste-t quer para o teste-F aproximados o número de

graus de liberdade do denominador, glj e υ, respectivamente, necessi-

tam de serem estimados a partir dos dados e existem diversos métodos

(Verbeke & Molenberghs, 2000). Os diferentes métodos conduzem a

diferentes resultados. No entanto, na análise de dados longitudinais,

os diferentes indiv́ıduos contribuem com informação independente,

o que se traduz num número de graus de liberdade suficientemente

grande, qualquer que seja o método utilizado para o estimar, e conse-

quentemente leva a valores-p muito semelhantes (Verbeke & Molen-

berghs, 2000).

Intervalos de Confiança

Os intervalos de confiança aproximados para os efeitos fixos são cons-

trúıdos com base nas estat́ısticas dos testes-t aproximados.

Seja glj o número de graus de liberdade do denominador no teste-

t aproximado correspondente ao j -ésimo efeito fixo. O intervalo de

confiança aproximado para βj ao ńıvel de confiança (1− α) é:

β̂j ± t(glj ,1−α/2)σ̂REML

√√√√[( n∑
i=1

X>i M−1
i (θ̂)Xi

)−1]
jj

(2.31)

em que t(glj ,1−α/2) representa o quantil (1 − α/2) da distribuição t

de Student com glj graus de liberdade (Pinheiro & Bates, 2000).

2.6.3 Inferência para as Componentes da Variân-

cia

Na maior parte das vezes está-se interessado em estudar o comporta-

mento médio da população e não o número de efeitos aleatórios exis-

tentes no modelo ou a estrutura de correlação existente entre eles. No

entanto, a modelação desta matriz quer quanto ao número de efeitos



Inferência Estat́ıstica para o Modelo Marginal 49

aleatórios quer quanto à estrutura de correlação existente entre eles é

útil na interpretação da variação (aleatória) dos dados, sendo mesmo

essencial para obter inferências válidas para os parâmetros do valor

médio do modelo.

Com efeito, a sobreparametrização de um modelo conduz a uma ine-

ficiente estimação e a uma avaliação deficiente do desvio padrão dos

efeitos fixos enquanto que a subparametrização invalida as inferências

feitas sobre esses parâmetros quando a estrutura de covariância não

é correcta.

Assim sendo, há todo o interesse em se testar a necessidade de quais os

efeitos aleatórios a incluir no modelo e qual a estrutura da matriz D.

A não ser que optemos por inferência bayesiana esta “necessidade” só

pode ser testada indirectamente através do modelo marginal (Verbeke

& Molenberghs, 2000).

Teste de Razão de Verosimilhanças

Para um dado β, a comparação de modelos encaixados com diferentes

estruturas de variância-covariância dos efeitos aleatórios, corresponde

a testar a hipótese nula de haver q efeitos aleatórios versus a hipótese

alternativa de haver q + k efeitos aleatórios, ou testar, por exemplo,

a hipótese nula de os q efeitos aleatórios serem independentes versus

a hipótese alternativa de não o serem.

O teste razão de verosimilhanças (Secção 2.6.2) é utilizado e, ao con-

trário do que acontece com os efeitos fixos, as funções de verosimi-

lhança são comparáveis quando os parâmetros do modelo são estima-

dos através do método REML, já que a estrutura fixa é a mesma nos

dois modelos a serem comparados (Secção 2.3.3).

Uma das condições exigidas para que a estat́ıstica de teste tenha,

assintoticamente, uma distribuição qui-quadrado com o número de
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graus de liberdade igual à diferença entre as dimensões dos espaços

parâmetro especificados em H1 e H0, é a de que a hipótese nula não

esteja na fronteira do espaço parâmetro. De acordo com Stram & Lee

(1994), quando tal acontece, a distribuição assintótica da estat́ıstica

de teste do teste de razão de verosimilhanças é uma mistura de qui-

quadrados. No caso particular em que se testa a hipótese de existência

de q efeitos aleatórios versus a hipótese alternativa de existirem q+ 1

efeitos aleatórios, essa distribuição assintótica é uma mistura 50:50 de

um χ2
q com um χ2

q+1 e escreve-se 0.5χ2
q +0.5χ2

q+1 (para mais detalhes

ver Verbeke & Molenberghs (2000)). No entanto, segundo Pinheiro &

Bates (2000), este ajustamento nem sempre é bem sucedido, pelo es-

tes autores aconselham a utilização naive da distribuição assintótica

de um qui-quadrado, com os graus de liberdade dados pela diferença

entre os parâmetros estimados no modelo especificado nas hipóteses

alternativa e nula, respectivamente. Esta solução é a que está im-

plementada na biblioteca nlme do R e quando da sua utilização deve

ter-se em conta que o valor-p calculado desta forma é conservativo,

isto é, é maior do que o verdadeiro valor-p (Pinheiro & Bates, 2000).

Intervalos de Confiança para as Componentes da Variância

À semelhança do que acontece para os efeitos fixos, os intervalos de

confiança aproximados para as componentes da matriz de variância-

covariância são constrúıdos à custa da distribuição assintótica dos

estimadores ML e REML e dos testes t aproximados descritos na

Secção 2.6.2 (Pinheiro & Bates, 2000).

O intervalo de confiança aproximado para o desvio padrão σ é obtido

com base na distribuição (2.27). Designando por
[
I−1
]
σσ

o último

elemento da diagonal da inversa da matriz de informação de Fisher,

um intervalo de confiança aproximado ao ńıvel de confiança (1 − α)
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para σ é:[
σ̂ exp

(
− z(1−α/2)

√[
I−1
]
σσ

)
, σ̂ exp

(
z(1−α/2)

√[
I−1
]
σσ

)]
(2.32)

em que z(1−α/2) representa o quantil (1−α/2) da Gaussiana padrão.

Este intervalo de confiança pode ser utilizado, tanto para o estimador

ML como para o estimador REML, com as necessárias alterações.

Para as componentes da matriz de variância-covariância dos efeitos

aleatórios os intervalos de confiança aproximados são um pouco mais

dif́ıceis de construir e são estimados com menor precisão do que os

dos efeitos fixos e do que o do desvio padrão dentro dos grupos. O

aumento da precisão na estimação dos primeiros só é posśıvel com o

aumento do número de grupos estudados (Pinheiro & Bates, 2000).

Critérios de Informação

Até agora tem-se estado a explicitar o modelo da hipótese nula como

um caso particular do modelo da hipótese alternativa, mas nem sem-

pre é esse o caso. Quando tal acontece o teste de razão de verosimi-

lhanças não é apropriado quer se esteja a testar a significância dos

termos na estrutura dos efeitos fixos quer dos termos na estrutura

dos efeitos aleatórios. A comparação entre modelos não encaixados é

então feita com base nos critérios de informação.

A ideia base dos critérios de informação consiste em comparar mode-

los constrúıdos com base na maximização do logaritmo da verosimi-

lhança, penalizando os modelos com mais parâmetros. Desta forma,

quanto menor for o valor do critério de informação de um modelo

melhor é o modelo.

Os critérios de informação mais comuns são o Critério de Informação

Akaike (AIC), proposto por Akaike (1974), e dado por:

AIC = −2`(β̂, α̂) + 2npar (2.33)
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onde npar é o número de parâmetros no modelo e o Critério de Infor-

mação Bayesiana (BIC), proposto por Schwarz (1978), e dado por:

BIC = −2`(β̂, α̂) + 2npar log(N) (2.34)

onde npar é o número de parâmetros no modelo e N é o número total

de observação usadas no modelo ajustado.

Os dois critérios são muito semelhantes, sendo o critério BIC mais

senśıvel ao número de parâmetros inclúıdos no modelo, penalizando

o modelo que tem mais parâmetros.

No caso de se estar a trabalhar com a função verosimilhança restrita,

` é substitúıdo por `R. Recorde-se que a comparação com base na

máxima verosimilhança restrita só é posśıvel para modelos com a

mesma estrutura média (β).

2.7 Inferência Estat́ıstica para os Efeitos

Aleatórios

No que se refere aos efeitos aleatórios b̃i tem-se que o valor esperado

e a variância do BLUP de bi, b̃i, são dados respectivamente por:

E
[
b̃i(α)

]
= E

[
DZ>i V−1i

(
Yi −Xiβ̂

)]
= DZ>i V−1i

(
Xiβ −Xiβ

)
= 0 = E

[
bi
]

(2.35)

e

var
[
b̃i(α)

]
= DZ>i

[
V−1i −V−1i Xi

( n∑
i=1

X>i V−1i Xi

)−1
X>i V−1i

]
ZiD

(2.36)

Note-se que (2.36) subestima a variabilidade em b̃i(α)− bi uma vez

que ignora a variação de bi. Como consequência as inferência para
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bi são geralmente baseadas em

var
[
b̃i(α)− bi

]
= D− var(b̃i(α)) (2.37)

como estimador da variação de b̃i(α)− bi (Laird & Ware, 1982).

Na prática α é substitúıdo pelo seu estimador ML ou REML e, neste

caso, quer (2.36) quer (2.37) subestimam a verdadeira variabilidade

do estimador EB de bi, b̂i, uma vez que não têm em consideração a

variabilidade introduzida ao substituir-se α pelo seu estimador.

A inferência sobre os bi é baseada, à semelhança dos efeitos fixos, em

testes-t e testes-F aproximados, com processos idênticos de estimação

do número de graus de liberdade (Verbeke & Molenberghs, 2000).

2.8 Análise de Reśıduos

A análise de reśıduos é o meio de diagnóstico utilizado para verificar

se os pressupostos subjacentes ao modelo ajustado aos dados são

válidos e consequentemente as inferências também o são. No caso do

modelo linear misto as condições subjacentes a verificar são:

• os erros aleatórios dentro do grupo são independentes e iden-

ticamente distribúıdos, com distribuição Gaussiana de valor mé-

dio nulo e variância constante σ2 e são independentes dos efeitos

aleatórios.

• os efeitos aleatórios têm distribuição Gaussiana com valor

médio nulo e matriz de variância-covariância D (não dependente

do grupo) e são independentes para diferentes grupos.

A utilização dos gráficos de diagnóstico é a forma mais utilizada para

a verificação destes pressupostos e é, em geral, a única disponibili-

zada nos programas estat́ısticos para estes modelos. A justificação

deste facto é dada por Pinheiro & Bates (2000) ao referirem que a
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validade das condições subjacentes ao modelo podem, igualmente, ser

verificadas de uma maneira formal através de um teste de hipóteses.

No entanto, raramente as conclusões baseadas num teste de hipóteses

contradizem a informação contida num gráfico de diagnóstico.

2.8.1 Verificação das Condições sobre os Erros Ale-

atórios

A verificação dos pressupostos para os erros aleatórios baseia-se na

análise dos reśıduos dentro do grupo. Os reśıduos consistem, na prá-

tica, na diferença entre a resposta observada e o respectivo valor ajus-

tado pelo modelo dentro de cada grupo. Os reśıduos dentro do grupo,

condicionados às componentes da matriz de variância-covariância dos

efeitos aleatórios, são as estimativas EB dos erros dentro do grupo, εi,

já que as componentes da matriz de variância-covariância têm de ser

substitúıdas pelas respectivas estimativas. Não obstante, fornecem

geralmente uma boa estimativa dos erros dentro do grupo, pelo que

são usados para validar os pressupostos impostos aos erros aleatórios

(Pinheiro & Bates, 2000).

Os gráficos mais utilizados para validar as condições impostas aos er-

ros aleatórios incluem as caixas de bigodes dos reśıduos por grupo e os

gráficos dos reśıduos padronizados versus os valores ajustados ou ver-

sus as covariáveis de interesse. Aos gráficos anteriores acrescenta-se

ainda o gráfico dos valores observados versus os valores estimados, o

gráfico da função de autocorrelação emṕırica e/ou gráfico do semiva-

riograma amostral assim como o papel de probabilidades da Gaussi-

ana. Os tipos de reśıduos utilizados incluem reśıduos correntes (raw

residuals), reśıduos padronizados (ou de Pearson) e ainda reśıduos

normalizados. No caso do pressuposto da homocedasticidade ou da

independência dos reśıduos dos erros aleatórios ser violada procede-se

à modelação da matriz de variância-covariância dos mesmos tal como
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é descrito no Caṕıtulo 3.

2.8.2 Verificação das Condições sobre os Efeitos

Aleatórios

A verificação das hipóteses subjacentes aos efeitos aleatórios é feita

com base nas suas estimativas EB. Não obstante, mesmo que o mo-

delo linear misto esteja correctamente especificado, os estimadores

EB, b̂i, têm todos distribuições diferentes, a menos que as matrizes

Xi e Zi sejam as mesmas. Este facto levanta a questão da inter-

pretabilidade dos gráficos habitualmente utilizados, nomeadamente,

o papel de probabilidades e os histogramas das estimativas EB não

padronizadas. Por este motivo, DeGruttola et al. (1991) propõem a

padronização das estimativas EB antes da verificação do pressuposto

da distribuição Gaussiana. Por outro lado, devido à propriedade

de “contracção” (Secção 2.4.2) os estimadores EB não reflectem na

totalidade a heterogeneidade dos dados, pelo que o histograma das

estimativas EB pode não ser adequado para detectar desvios à dis-

tribuição assumida.

Verbeke & Molenberghs (2000) fazem ainda notar que, se o interesse

for somente a inferência para o modelo marginal, especialmente se

o interesse recair sobre os efeitos fixos, obtêm-se inferências válidas

mesmo que tenha sido assumida incorrectamente a hipótese da dis-

tribuição dos efeitos aleatórios ser Gaussiana.



56 Modelo Linear Misto



Caṕıtulo 3

Modelação da Matriz de

Variância - Covariância dos

Erros Aleatórios

3.1 Introdução

O modelo linear misto, tal como foi descrito no Caṕıtulo 2, permite

uma certa flexibilidade em relação à estrutura dos efeitos aleatórios

mas impõe a condição Σi = σ2ITi
para a estrutura de erros alea-

tórios. Esta condição, embora permita a aplicação do modelo linear

misto a muitas situações práticas, quando considerada no contexto de

dados longitudinais é pouco realista na medida em que neste tipo de

dados as medições ou observações realizadas sobre o mesmo indiv́ıduo

estão geralmente correlacionadas pelo que aquela estrutura não é a

adequada.

Neste caṕıtulo serão apresentadas outras estruturas para a matriz Σi

que permitem modelar não só a correlação mas também a heteroce-

dasticidade dos erros aleatórios no modelo linear misto. O modelo

com estas estruturas será designado por modelo linear misto ge-

ral.

A possibilidade de relaxar as condições impostas aos erros aleatórios

permitindo a heterocedasticidade e/ou correlação dá a estes modelos

uma grande flexibilidade na análise de dados reais.

Por último é apresentado o modelo sem efeitos aleatórios que mais não

é do que o modelo linear geral para dados longitudinais apresentado
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em Diggle et al. (2002).

3.2 O Modelo Linear Misto Geral

O modelo continua a ser dado por

Yi = Xiβ + Zibi + εi, (3.1)

mas com a generalização

εi ∼ N(0, σ2Λi), i = 1, . . . , n.

onde Λi uma matriz Ti × Ti definida positiva parametrizada por um

número, geralmente pequeno, de parâmetros que se designa por λ

(Pinheiro & Bates, 2000).

Dado que Λi é uma matriz definida positiva, significa que admite

raiz quadrada invert́ıvel Λ
1/2
i (Thisted, 1988), com inversa Λ

−1/2
i , de

modo que:

Λi =
(
Λ

1/2
i

)>
Λ

1/2
i

e

Λ−1i = Λ
−1/2
i

(
Λ
−1/2
i

)>
.

Considere-se a seguinte reparametrização do modelo:

Y∗i =
(
Λ
−1/2
i

)>
Yi

X∗i =
(
Λ
−1/2
i

)>
Xi

Z∗i =
(
Λ
−1/2
i

)>
Zi

ε∗i =
(
Λ
−1/2
i

)>
εi (3.2)

tendo em atenção que:

E[ε∗i ] =
(
Λ
−1/2
i

)>
E[εi] = 0

var[ε∗i ] =
(
Λ
−1/2
i

)>
var[εi]

(
Λ
−1/2
i

)
= σ2I (3.3)
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então:

ε∗i ∼ N(0, σ2I).

Desta forma, pode-se reescrever o modelo (3.1) como

Y∗i = X∗iβ + Z∗ibi + ε∗i , (3.4)

bi ∼ N(0,D), ε∗i ∼ N(0, σ2I), i = 1, . . . , n;

isto é, Y∗i é descrito através de um modelo linear misto básico (Pi-

nheiro & Bates, 2000).

Atendendo a que dy∗i =
∣∣Λ−1/2i

∣∣dyi a função verosimilhança para o

modelo (3.1) com base numa amostra y é dada por:

L(y;β,θ, σ2,λ) =

n∏
i=1

f(yi;β,θ, σ
2,λ)

=

n∏
i=1

f(y∗i ;β,θ, σ
2,λ)

∣∣Λ−1/2i

∣∣
= L(y∗;β,θ, σ2,λ)

n∏
i=1

∣∣Λ−1/2i

∣∣. (3.5)

Tendo em atenção que a função verosimilhança para o modelo (3.4)

corresponde à função verosimilhança do modelo básico os resultados

obtidos no caṕıtulo anterior são válidos. O mesmo se pode dizer em

relação à função verosimilhança restrita do modelo (3.4) que é dada

por:

LREML(y;θ, σ2,λ) = LREML(y∗;θ, σ2,λ)

n∏
i=1

∣∣Λ−1/2i

∣∣. (3.6)
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3.3 Decomposição da Matriz de Variância-

Covariância

As matrizes Λi podem ser decompostas num produto de matrizes

mais simples

Λi = WiCiWi (3.7)

onde Wi é uma matriz diagonal e Ci é uma matriz de correlação, ou

seja, uma matriz definida positiva com todos os elementos da diagonal

iguais a 1. A matriz Wi pode não ser única, na medida em que se

pode multiplicar cada uma das suas linhas por -1 e obter a mesma

decomposição. Para garantir a sua unicidade vai-se impor que Wi

tenha todos os elementos da diagonal principal positivos. Por outro

lado

var(εit) = σ2[Wi]
2
tt

e

corr(εit, εit′) = [Ci]tt′ ,

pelo que Wi descreve a variância e Ci descreve a correlação dos erros

εi dentro do grupo (medições repetidas sobre o mesmo indiv́ıduo, tal

como definido no Caṕıtulo 1). Esta decomposição de Λi em duas

componentes, uma de estrutura de variância e outra de estrutura

de correlação, permite a modelação destas estruturas separadamente

dando ao modelo linear misto geral grande flexibilidade.

3.4 Modelação da Heterocedasticidade

De acordo com a parametrização proposta por Davidian & Giltinian

(1995) a função variância dos erros dentro do grupo associada ao

modelo (3.1) pode ser definida da seguinte forma:

var(εit|bi) = σ2g2(µit,υit, δ), i = 1, . . . , n; t = 1, . . . , Ti, (3.8)
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onde µit = E[yit|bi]; υit é o vector de covariáveis da variância; δ é o

vector dos parâmetros da variância; g(.) é a função variância, cont́ınua

em δ. Esta função é escolhida de modo a reflectir a variabilidade

intra-indiv́ıduos, podendo ser, por exemplo, a função exponencial,

logaŕıtmica, potência ou uma combinação destas funções.

Esta formulação da função de variância proposta em (3.8) é bastante

flex́ıvel e intuitiva na medida em que permite que a variância den-

tro do indiv́ıduo dependa dos efeitos fixos β e dos efeitos aleatórios

bi, através dos valores esperados µit. No entanto, como discutido por

Davidian & Giltinian (1995), coloca alguns problemas teóricos e com-

putacionais, na medida em que os erros dentro do grupo e os efeitos

aleatórios deixam de ser independentes. Partindo do pressuposto que

E[εit|bi] = 0 então var(εit) = E[var(εit|bi)] pelo que a dependência

dos erros dentro do indiv́ıduo, em relação aos efeitos aleatórios, pode

ser evitada integrando-se em relação aos efeitos aleatórios.

Devido ao facto de a função variância g(.) não ser, em geral, linear em

bi a integração em relação aos efeitos aleatórios, tendo como função

de variância o modelo indicado em (3.8), é geralmente complicada do

ponto de vista computacional. Davidian & Giltinian (1995) sugerem

que se use um modelo aproximado em que os valores esperados µit

são substitúıdos pelos seus BLUP µ̂it = x>itβ + z>it b̂i em que xit e

zit representam, respectivamente as t-ésimas linhas de Xi e Zi, deste

modo:

var(εit) ≈ σ2g2(µ̂it,υit, δ), i = 1, . . . , n; t = 1, . . . , Ti. (3.9)

Com esta aproximação os erros aleatórios e os efeitos aleatórios dei-

xam de estar correlacionados, tal como acontece no modelo (3.1), pelo

que os resultados obtidos na Secção 3.2 continuam válidos (Pinheiro

& Bates, 2000).

É de salientar que se o modelo de variância condicional apresentado
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em (3.8) não depender de µit, então o modelo (3.9) fornece a vari-

ância marginal exacta, não sendo por isso necessário recorrer a uma

aproximação.

Na Tabela 3.1 são dadas algumas funções de variância que se en-

contram na biblioteca nlme do R, podendo ainda optar-se por uma

combinação daquelas funções de variância.

Tabela 3.1 Funções de variância.

Descrição da classe Variância (var(εit))

Variância fixa σ2υit

Variâncias diferentes por estrato σ2δ2sit

Potência de uma covariável σ2|υit|2δ

Exponencial de uma covariável σ2 exp(2δυit)

Constante + Potência de uma covariável σ2
(
δ1 + |υit|δ2

)2
υit-covariável; sit-variável de estratificação; δ1 > 0

3.4.1 Selecção do Modelo

Na selecção do modelo que melhor se ajusta aos dados, o teste de

razão de verosimilhanças (Secção 2.6.2) é o usado para comparar o

modelo que assume a homocedasticidade com qualquer um dos mode-

los que incorporam a heterocedasticidade, já que estão encaixados. O

mesmo acontece se duas estruturas de heterocedasticidade encaixadas

são comparadas. Quando a comparação é feita entre duas estruturas

não encaixadas são utilizados os critérios de informação AIC ou BIC

(Secção 2.6.3). Note-se que os modelos têm a mesma estrutura fixa.
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3.5 Modelação da Dependência

Historicamente as estruturas de correlação foram desenvolvidas para

dois conjuntos de dados particulares: as séries temporais e os dados

espaciais. Neste tipo de dados há, respectivamente, uma indexação

das observações a uma variável tempo (unidimensional) ou a um vec-

tor espaço (bidimensional). No contexto do modelo linear misto, são

usadas para modelar a dependência entre os erros aleatórios εit dentro

do grupo e no que se segue é assumido que as estruturas de correlação

são isotrópicas (Cressie, 1993), isto é, que a correlação entre dois erros

εit e εit′ depende dos vectores de posição pit e pit′ , respectivamente

a eles associados, apenas através da distância entre eles d(pit,pit′),

e não dos valores particulares que assumem. A expressão geral para

a estrutura de correlação dentro do grupo pode ser expressa como

(Pinheiro & Bates, 2000):

corr(εit, εit′) = h[d(pit,pit′),ρ], i = 1, . . . , n; t = 1, . . . , Ti, (3.10)

onde ρ é um vector de parâmetros de correlação e h(.) é uma função

de correlação que assume valores entre -1 e 1, cont́ınua em ρ e tal

que h(0,ρ) = 1 (Pinheiro & Bates, 2000). Desta forma, quanto mais

próximos (no espaço ou no tempo) estiverem dois erros aleatórios,

maior a sua dependência.

3.5.1 Estruturas de Correlação Serial

As estruturas de correlação serial são utilizadas para modelar a de-

pendência em dados de séries temporais, isto é, com observações feitas

sequencialmente ao longo do tempo. Simplificando o pressuposto de

isotropia, o modelo geral de correlação serial é dado por:

corr(εit, εit′) = h[|pit,pit′ |,ρ]
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onde a função de correlação h(.) é designada por função de autocor-

relação.

Função de Autocorrelação Emṕırica

A função de autocorrelação emṕırica, que consiste numa estimativa

não paramétrica da função de autocorrelação (Box et al., 1994), é

bastante útil para verificar a correlação serial em dados de séries tem-

porais. Sejam rit = (yit− ŷit)/σ̂it onde σ̂it é o estimador de var(εit),

os reśıduos padronizados do modelo linear misto ajustado. A função

de autocorrelação emṕırica no espaçamento (lag) l é definida por:

ρ̂(l) =

n∑
i=1

Ti−l∑
t=1

ritri(t+l)/N(l)

n∑
i=1

Ti∑
t=1

r2it/N(0)

(3.11)

onde N(l) representa o número de pares de reśıduos utilizados no

somatório do numerador da função. Quando as observações estão

igualmente espaçadas a função de autocorrelação emṕırica é o meio

gráfico usado para identificar o processo. Analisando esta função

pode-se concluir que:

• Se os valores se aproximam de zero gradualmente então o pro-

cesso pode ser identificado como auto-regressivo.

• Se a função de auto correlação é consistente dentro de

±z(1−α/2)/
√
N(l)z(1−α/2)

após o lag 2 ou 3 então o modelo pode ser identificado como

processo de médias móveis de ordem 1 ou 2.
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As estruturas de correlação serial mais frequentes são:

(i) Geral

Cada correlação entre as observações é dada por um parâmetro dife-

rente, correspondendo à função de correlação:

h(k,ρ) = ρk, k = 1, 2, . . .

Como o número de parâmetros aumenta quadraticamente com o nú-

mero máximo de observações dentro do grupo, esta estrutura conduz

frequentemente a modelos sobreparametrizados, sendo útil apenas

quando existem poucas observações por grupo.

(ii) Simetria Composta

Nesta estrutura assume-se uma correlação igual entre todos os erros

aleatórios pertencentes ao mesmo grupo. O modelo de correlação

correspondente é dado por:

corr(εit, εit′) = ρ,∀t 6= t′, h(k, ρ) = ρ, k = 1, 2, . . .

onde o único parâmetro de correlação ρ é designado por coeficiente

de correlação intraclasse.

Auto-regressivo - Médias Móveis Esta famı́lia de estruturas de

correlação inclui diferentes classes de modelos lineares estacionários

(Box et al., 1994). Nestes modelos, assume-se que as observações são

feitas em intervalos de tempo inteiros e, para simplificar a notação

vai-se omitir o ı́ndice referente ao indiv́ıduo, pelo que, εt designa a

observação que ocorreu no instante de tempo t. A distância (lag), ou

peŕıodo de tempo, entre duas observações εt e εs é dada por |t − s|,
pelo que o lag1 se refere a observações feitas com uma unidade de

distância, e assim sucessivamente.
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(iii) Modelos Auto-regressivos

Estes modelos expressam uma determinada observação como uma

função linear das observações anteriores acrescentada de um rúıdo

homocedástico, at, que se assume ter valor médio nulo e ser indepen-

dente das observações anteriores

εt = φ1εt−1 + . . .+ φpεt−p + at.

O número, p, de observações anteriores inclúıdas no modelo linear é

designado por ordem do modelo auto-regressivo e escreve-se AR(p).

Deste modo, existem p parâmetros de auto-correlação num modelo

AR(p) dados por Φ = (φ1, . . . φp).

• Auto-regressivo de ordem 1 - AR(1)

É o mais simples e um dos mais utilizados (Pinheiro & Bates,

2000). Neste modelo, os erros no tempo t são modelados como

uma função dos erros no tempo t− 1, juntamente com o rúıdo,

ou seja:

εt = φεt−1 + at, |φ| < 1.

A respectiva função de correlação decresce exponencialmente,

em valor absoluto, com o espaçamento (lag) e é dada por:

h(k, φ) = φk, k = 0, 1, . . .

O modelo AR(1) é uma das poucas estruturas de correlação

serial que pode ser generalizada para tempo cont́ınuo e designa-

se por CAR(1).

• Auto-regressivo para tempo cont́ınuo - CAR(1)

A função de correlação é dada por:

h(s, φ) = φs, s ≥ 0, φ ≥ 0.
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(iv) Modelos de Médias Móveis

Nestes modelos é assumida que determinada observação é uma função

linear de termos de rúıdo, isto, é,

εt = θ1at−1 + . . .+ θqat−q + at.

O número, q, de termos de rúıdo inclúıdos no modelo linear é a ordem

do modelo de médias móveis e designa-se por MA(q). Neste modelo

existem q parâmetros de correlação dados por θ = (θ1, . . . , θq). A

função de correlação para um modelo MA(q) assume a forma:

h(k,θ) =


θk + θ1θk−1 + . . .+ θk−qθq

1 + θ21 + . . .+ θ2q
, k=1,. . . ,q;

0, k=q+1, q+2,. . . .

As observações separadas por mais do que q unidades de tempo não

estão correlacionadas, uma vez que não partilham qualquer termo de

rúıdo at.

• Médias móveis de ordem 1- MA(1)

É o mais simples dos modelos com

εt = θ1at−1 + at,

e tem-se

h(1,θ) = ρ1 =
θ1

1 + θ21
, |ρ1| < 0.5.

(v) Modelos Auto-regressivo de Médias Móveis

Estes modelos, tal como o nome indica, são obtidos pela combinação

dos modelos auto-regressivos com os modelos de médias móveis, e são

designados abreviadamente por ARMA. Um modelo ARMA(p, q) é

dado por

εt =

p∑
i=1

φiεt−i +

q∑
j=1

θjat−j + at.
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Neste modelo tem-se p+ q parâmetros de correlação, que correspon-

dem à combinação dos p parâmetros auto-regressivos Φ = (φ1, . . . φp)

e dos q parâmetros de médias móveis θ = (θ1, . . . θq).

Por convenção ARMA(p, 0) = AR(p) e ARMA(0, q) = MA(q); desta

forma os modelos auto-regressivos e os modelos de médias móveis

constituem um caso particular do modelo auto-regressivo de médias

móveis geral.

A função de correlação de um modelo ARMA(p, q) é dada por:

h(k,ρ) =


φ1h(|k − 1|,ρ) + · · ·+ φph(|k − p|,ρ)+

θ1ψ(k − 1,ρ) + · · ·+ θqψ(k − q,ρ), k=1,. . . ,q;

φ1h(|k − 1|,ρ) + · · ·+ φph(|k − p|,ρ), k=q+1, . . . ,

onde ψ(k,φ,θ) =
E[εt−kat]

var(εt)
. É de salientar que ψ(k,φ,θ) = 0, k =

1, 2, . . . dado que, neste caso εt−k e at são independentes e E[at] = 0.

• ARMA(1, 1)

É um modelo “intermédio” entre os modelos AR(1) e MA(2)

que apresenta um decaimento exponencial da função de auto-

correlação para lags ≥ 2 mas que permite maior flexibilidade

na primeira auto-correlação (Pinheiro & Bates, 2000).

εt = φεt−1 + θat−j + at

h(1,ρ) = ρ1 =

(
1 + φ1θ1

)(
φ1 + θ1

)(
1 + θ21 + 2φ1θ1

)
h(k,ρ) = ρk = φk−11 ρ1, k ≥ 2.

3.5.2 Estruturas de Correlação Espacial

As estruturas de correlação espacial foram originalmente desenvol-

vidas para modelar a dependência em dados associados a vectores

de posição bidimensionais, tais como dados geoestat́ısticos, dados em
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treliça ou padrões pontuais. No entanto, a propriedade de isotropia

permite a sua generalização para outros casos, podendo ser utilizados

em séries temporais (Diggle et al., 2002; Pinheiro & Bates, 2000).

Seja εx a observação correspondente à posição x = (x1, . . . , xr)
>.

As estruturas de correlação espaciais isotrópicas podem apoiar-se em

qualquer distância sendo a mais comum a distância euclidiana, ou L2

definida por dE(εx, εy) =

√√√√ r∑
i=1

(xi − yi)2. Outras distâncias igual-

mente utilizadas são a distância Manhattan, ou L1, dMan(εx, εy) =
r∑
i=1

|xi− yi| e a distância máxima dMax(εx, εy) = maxi=1,...,r|xi− yi|.

As estruturas de correlação espacial são as indicadas para dados onde

as observações têm espaçamento irregular entre si (no tempo ou no

espaço).

Semivariograma

As estruturas de correlação espacial são geralmente representadas

através do seu semivariograma em vez da sua estrutura de correla-

ção (Cressie, 1993). O semivariograma de uma estrutura espacial

isotrópica com uma função distancia d(.) é definido por:

γ
[
d(εx, εy),λ

]
=

1

2
var(εx − εy) =

1

2
E
[
εx − εy

]2
.

Os erros dentro do grupo podem ser padronizados de modo a terem

variância unitária, sem que a sua estrutura de correlação seja alte-

rada. Assim, sem perda de generalidade, assume-se que var(εx) =

1, ∀x. Neste caso, γ(.) vai depender exclusivamente dos parâmetros

de correlação ρ e como

γ(s,ρ) =
1

2
var(εx − εy) = 1− corr(εx, εy),

tem-se

γ(s,ρ) = 1− h(s,ρ),
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sendo γ(0,ρ) = 0 pois h(0,ρ) = 1.

Um valor reduzido para γ(s,ρ) revela dependência entre observações

enquanto que valores superiores indicam independência. No semi-

variograma as distâncias entre observações são representadas no eixo

das abcissas e, no eixo das ordenadas, figuram os valores estimados do

semivariograma. Na Figura 3.1 está representado o semivariograma

referente ao modelo exponencial com a indicação dos elementos com-

ponentes do mesmo. O patamar (sill) é o valor do semivariograma

correspondente ao seu alcance (range), isto é, o valor da distância

máxima ente observações a partir da qual já não existe dependência

espacial entre observações.

Distância
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Figura 3.1 Semivariograma correspondente ao modelo exponencial.
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No caso em que junto à origem há pouca variabilidade isso vai provo-

car alguma descontinuidade em γ(.), ou seja, nos valores assumidos

por y quando a distância tende para zero. Para contornar esta ques-

tão é por vezes considerado o efeito de pepita c0, impondo-se que

γ(s,ρ)→ c0 quando s→ 0, com 0 < c0 < 1. Em termos de função de

correlação, o efeito de pepita traduz-se em h(s,ρ) → 1 − c0 quando

s → 0. A contribuição (c1) é a diferença entre o patamar (c) e o

efeito de pepita (c0).

O estimador clássico do semivariograma (Matheron, 1997) é:

γ̂(s) =
1

2N(s)

Ti∑
i=1

∑
d(pit,pit′ )=s

(rit − rit′)2

onde N(s) é o número de pares de reśıduos com distância s entre si.

Como o estimador γ̂(s) utiliza os quadrados das diferenças entre pares

de reśıduos, pode ser bastante senśıvel a outliers, pelo que Cressie &

Hawkins (1980) desenvolveram um estimador robusto dado por:

γ̂(s) =

(
1

2N(s)

Ti∑
i=1

∑
d(pit,pit′ )=s

|rit − rit′ |1/2
)4

(
0.457 +

0.494

N(s)

)
onde o termo do denominador é inclúıdo para assegurar o não envie-

samento (Jardim, 2001).

Existem diferentes estruturas de correlação espacial, que implicam

formulações matemáticas distintas para a função h(.). Na Tabela 3.2

apresentam-se alguns dos modelos de variogramas isotrópicos (Pi-

nheiro & Bates, 2000) e onde I(s < ρ) representa uma variável binária

que assume o valor 1 quando s < ρ e 0 caso contrário.

As funções de correlação para estruturas como as da Tabela 3.2 po-
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Tabela 3.2 Alguns modelos de variograma isotrópicos para estrutu-

ras de correlação espacial.

Esférico γ(s, ρ) = 1−
(

1− 1.5
s

ρ
+ 0.5

( s
ρ

)3)
I(s < ρ)

Exponencial γ(s, ρ) = 1− exp
(
−
s

ρ

)
Gaussiano γ(s, ρ) = 1− exp

[
−
( s
ρ

)2]
Linear γ(s, ρ) = 1−

(
1−

s

ρ

)
I(s < ρ)

Quadrático Racional γ(s, ρ) =

( s
ρ

)2
1 +

( s
ρ

)2
Efeito Pepita γ(s, c0, ρ) =

 c0 + (1− c0)γ(s, ρ), s > 0;

0, s = 0.

dem obter-se usando a relação h(s, ρ) = 1 − γ(s, ρ). Em estat́ıstica

espacial o parâmetro ρ é referido como range (Littell et al., 1996).

Na Figura 3.2 estão representados os gráficos dos semivariogramas

versus a distância para diferentes estruturas de correlação espacial.

Os modelos apresentados na Tabela 3.2 encontram-se na biblioteca

nlme do R.

3.5.3 Selecção do Modelo

A selecção do modelo com a estrutura de correlação adequada é feita

recorrendo-se ao teste de razão de verosimilhanças (Secção 2.6.2) sem-

pre que as estruturas a comparar se encontrem encaixadas. Quando

a comparação é feita entre duas estruturas não encaixadas são utili-

zados os critérios de informação AIC e BIC (Secção 2.6.3).

Uma vez modelada a matriz de variância-covariância dos erros ale-

atórios, procede-se novamente à verificação dos pressupostos para o
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Figura 3.2 Gráficos de semivariogramas versus distância para cor-

relações espaciais isotrópicas com ρ = 1 e efeito pepita=0.1.

novo modelo, recorrendo aos métodos descritos na Secção 2.8.

3.6 Efeitos Aleatórios versus Estrutura de

Correlação dos Erros

Não é invulgar o modelo de efeitos aleatórios e o modelo de correlação

dos erros dentro dos grupos competirem um com o outro, no sentido

em que o número de efeitos aleatórios necessários é menor quando as

estruturas de correlação dos erros dentro dos grupos estão presentes,

e vice-versa. Com efeito a matriz de variância-covariância do modelo
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linear misto geral

var(Yi) = Vi = σ2(ZiGZ>i + Λi)

é constitúıda por duas componentes que podem ser usadas para mo-

delar a heterocedasticidade e a correlação: uma componente associ-

ada aos efeitos aleatórios, ZiGZ>i , e uma componente, Λi, intra-

grupo. Nas sucessivas fases de construção do modelo que melhor se

ajusta aos dados estas matrizes vão sendo modeladas. Pode aconte-

cer que a matriz de variância-covariância, G, dos efeitos aleatórias

necessite de ser mais complexa quando se assume que Λi = ITi
e que

após se permitir que Λi tenha outras estruturas diferentes de ITi se

verifique que essa complexidade já não é necessária, podendo em al-

guns casos não ser mesmo necessária a presença de efeitos aleatórios.

O que se pode dizer é que existe um compromisso entre a complexi-

dade das duas componentes de Vi e que na modelação das mesmas

se deve ter o cuidado de prevenir problemas de não-identificabilidade

dos parâmetros no modelo.

3.7 Modelo Linear Geral para Dados Lon-

gitudinais Gaussianos

Em algumas aplicações práticas pode-se mesmo pretender evitar a

existência de efeitos aleatórios para acomodar a dependência entre

as observações preferindo-se utilizar a componente intra-grupo Λi

para modelar directamente a estrutura de variância-covariância. O

modelo para os dados é então

Yi = Xiβ + εi, εi ∼ N(0, σ2Λi) i = 1, . . . , n (3.12)

ao qual se dá o nome de modelo linear geral para dados longitudi-

nais (Diggle et al., 2002) A estimação dos parâmetros deste modelo,
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assumindo que Λi é conhecido, é designado por problema dos mı́ni-

mos quadrados generalizados.

Usando a transformação dada em (3.2), pode-se reescrever (3.12)

como um modelo “clássico” de regressão linear (Pinheiro & Bates,

2000)

Y∗i = X∗iβ + ε∗i , ε∗i ∼ N(0, σ2ITi
) i = 1, . . . , n. (3.13)

Assim, fixando λ, os estimadores ML de β e de σ2 são:

β̂(λ) =

(
X∗>X∗

)−1(
X∗>Y∗

)

σ2(λ) =

(
Y∗ −X∗β̂(λ)

)>(
Y∗ −X∗β̂(λ)

)
N

. (3.14)

A função log-verosimilhança perfilada que só é função de λ, é obtida

substituindo β e σ2 na função verosimilhança da amostra pelos seus

estimadores ML condicionados (3.14) e é dada por:

l(y|λ) = logL(y|λ)

= const− N

2
log

[(
y∗ −X∗β̂(λ)

)>(
y∗ −X∗β̂(λ)

)]
− 1

2

n∑
i=1

log |Λi|. (3.15)

Os estimadores de máxima verosimilhança são obtidos, primeiro op-

timizando (3.15) em relação a λ e depois substituindo em (3.14) λ

pelo seu estimador ML λ̂ para obter os estimadores ML de β e de σ2

(Pinheiro & Bates, 2000).

A função verosimilhança restrita para o modelo (3.12) é deduzida tal
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como foi feito para o modelo linear misto dado por (3.1)

lR(y|λ) = logLREML(y|λ)

= const− N − p
2

log

[(
y∗ −X∗β̂(λ)

)>(
y∗ −X∗β̂(λ)

)]
− log

∣∣X∗>X∗
∣∣− 1

2

n∑
i=1

log |Λi|. (3.16)

O estimador REML de σ2 é dado por

σ2
REML(λ) =

(
Y∗ −X∗β̂(λ)

)>(
Y∗ −X∗β̂(λ)

)
N − p

. (3.17)

O cálculo da maximização do logaritmo da função verosimilhança

assim como do logaritmo da função verosimilhança restrita é feito

recorrendo a métodos numéricos de optimização.

A modelação da matriz Λi é feita tal como foi descrito anteriormente

assim como a selecção do modelo. No que se refere à análise de

reśıduos esta é feita usando-se os gráficos de diagnóstico, tal como no

modelo linear misto.

3.7.1 Modelo Linear Misto versus Modelo Linear

Geral

De acordo com Pinheiro & Bates (2000) a escolha entre o modelo

linear misto e o modelo linear geral deve ter em conta os objectivos da

análise e não se limitar ao valor do AIC ou ao valor-p dado com base

no teste de razão de verosimilhanças. O modelo linear misto tem uma

estrutura hierárquica que, em muitas aplicações, fornece uma maneira

mais intuitiva de acomodar a dependência dentro do grupo do que

a modelação directa da estrutura marginal de variância-covariância

das respostas que é feita quando se usa o modelo linear geral. Além
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disso, no modelo linear misto, obtêm-se os valores preditos dos efeitos

aleatórios que podem, por si só, ter interesse.

O modelo linear geral para dados longitudinais, tal como o modelo

linear misto, é válido para os mecanismos de omissão de dados MCAR

e MAR.

A biblioteca nlme do R possui a função gls que permite ajustar o

modelo dos mı́nimos quadrados generalizados usando quer a máxima

verosimilhança quer a máxima verosimilhança restrita.
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Caṕıtulo 4

Equações de Estimação

Generalizadas

4.1 Introdução

Nos dois últimos caṕıtulos foram considerados dois métodos de análise

de dados longitudinais quando a resposta é cont́ınua, dando origem

a dois modelos: o modelo linear misto e o modelo linear geral. Em

qualquer um dos casos o modelo linear foi estendido de modo a aco-

modar a correlação entre observações de um mesmo indiv́ıduo e a

interpretação dos coeficientes de regressão é independente das hipó-

teses feitas acerca da correlação entre as medições repetidas, pelo que

é a mesma nos dois modelos.

Quando a resposta é discreta, como é o caso em que se têm dados

categorizados ou contagens, aqueles métodos não são apropriados pois

o modelo linear deixa de ser adequado para relacionar as alterações

do valor médio da resposta com as covariáveis. Os vários modelos

para analisar dados longitudinais discretos são então obtidos através

da extensão do modelo linear generalizado (GLM) do caso univariado

para o multivariado.

Um outro aspecto relacionado com a análise de dados longitudinais

discretos, e que se distingue da análise de dados longitudinais cont́ı-

nuos, é o facto de diferentes hipóteses acerca da fonte de associação

entre observações de um mesmo indiv́ıduo poder levar a coeficientes
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de regressão com interpretações diferentes.

A necessidade de distinguir os modelos para analisar dados longitudi-

nais discretos de acordo com a interpretação dos coeficientes leva ao

uso de termos como modelos marginais e modelos com efeitos aleató-

rios (Diggle et al., 2002). Os primeiros são muitas vezes designados

por population-average models (PA) e os segundos por subject-specific

models (SS) (Zeger et al., 1988). Estes modelos, devido ao facto da

interpretação dos coeficientes serem diferentes, têm objectivos de infe-

rência distintos. Para os modelos marginais o objectivo da inferência

é a população enquanto que para os modelos com efeitos aleatórios

o objectivo da inferência é o indiv́ıduo. A escolha do modelo para

analisar os dados longitudinais discretos tem então de ser feita tendo

em conta a questão a que se quer dar resposta.

Este caṕıtulo é dedicado aos modelos marginais e a estimação dos pa-

râmetros do modelo é feita usando o método de equações de estimação

generalizadas (método GEE) tal como foi proposto por Liang & Ze-

ger (1986). Nos últimos 20 anos esta metodologia tem-se mostrado

extremamente útil na análise de dados longitudinais, especialmente

quando a resposta é de natureza discreta podendo igualmente ser

usada quando a variável resposta é cont́ınua.

Este método baseia-se na estimação por quase-verosimilhança e como

tal não necessita que a distribuição conjunta de Yi seja especificada.

A sua popularidade deve-se ao facto de combinar, de forma simples

e flex́ıvel, a modelação do valor médio da variável resposta em fun-

ção das covariáveis, isto é, a componente de maior interesse, com

a acomodação da dependência entre as observações sobre o mesmo

indiv́ıduo sem necessitar de especificar a estrutura de dependência

(Fitzmaurice et al., 2004).

Em termos de dados omissos, a utilização deste método pressupõe o

mecanismo de omissão de dados MCAR (em oposição ao mecanismos
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de omissão de dados MAR assumido pelo modelo linear misto e pelo

modelo linear geral).

No que se segue apresenta-se o modelo marginal e o método GEE

e por último é feita uma referência à análise do modelo marginal

quando a distribuição conjunta de Yi é especificada.

4.2 Estrutura do Modelo Marginal

Os modelos marginais são uma maneira natural de estender os mo-

delos lineares generalizados a dados longitudinais (discretos ou con-

t́ınuos). Num modelo marginal o valor esperado marginal, E(Yit),

é modelado como função das covariáveis. O termo valor esperado

marginal é usado para realçar o facto de que não se está a condicio-

nar o modelo a outras variáveis resposta ou a efeitos aleatórios não

observáveis (Heagerty, 1999). Como as medições repetidas, em cada

indiv́ıduo, não têm tendência a ser independentes, a análise margi-

nal tem que incluir pressupostos em relação à correlação. O modelo

marginal tem a vantagem de o valor esperado da variável resposta e

a covariância serem modelados separadamente (Diggle et al., 2002).

À semelhança dos caṕıtulos anteriores seja yit a resposta observada

do i -ésimo indiv́ıduo no tempo t, onde t = 1, ..., Ti e i = 1, ..., n,

realização da variável resposta Yit. O vector das variáveis resposta

para o i -ésimo indiv́ıduo é dado por Yi = (Yi1, ..., YiTi
)> e xit =

(xit1, ..., xitp)
> representa o vector p× 1 das covariáveis associado ao

ponto (i, t) do desenho. Para cada componente de Yi, Yit, tem-se

E(Yit) = µit e var(Yit) = vit.

O modelo linear pode ser escrito na forma

Yit = β1xit1 + β2xit2 + . . .+ βpxitp + εit

= x>itβ + εit
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onde β = (β1, β2, . . . , βp)
> é o vector p× 1 dos parâmetros de regres-

são desconhecidos e εit é uma variável aleatória com valor esperado

zero.

Neste caṕıtulo vai-se considerar que Yit tem uma distribuição perten-

cente à famı́lia exponencial cuja densidade marginal é definida por:

f(yit) = exp

[
ωit
φ

(yitθit − c(θit)) + d(yit, φ)

]
.

Especificamente, um modelo marginal para dados longitudinais tem

as seguintes hipóteses:

1. A esperança marginal para cada variável resposta,

E(Yit) = µit = c′(θit),

dependente das covariáveis, xit, através de uma função de liga-

ção,

g(µit) = ηit = x>itβ,

tal como a identidade para respostas cont́ınuas, o logit para

respostas binárias e o log para contagens;

2. A variância marginal depende do valor médio marginal de acordo

com

var(Yit) = vit = V (µit)
φ

ωit
= c′′(θit)

φ

ωit
,

onde V é uma função de variância conhecida, φ é um parâmetro

de dispersão, ou de escala, que pode ser conhecido ou estimado

e ωit é uma constante conhecida;

3. A correlação entre Yit and Yit′ é uma função do valor médio mar-

ginal e possivelmente de parâmetros adicionais, α; e escreve-se

corr(Yit, Yit′) = ρ(µit, µit′) onde ρ(.) é uma função conhecida.

A especificação do modelo marginal nas três hipóteses acima indi-

cadas, torna evidente a extensão dos modelos lineares generalizados

para dados longitudinais.
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As duas primeiras hipóteses do modelo marginal descrevem o valor

médio e a variância de Yit, e correspondem ao modelo linear genera-

lizado standard ; a única diferença reside na passagem do caso univa-

riado para o multivariado. É a terceira hipótese, com a incorporação

da correlação entre as respostas referentes ao mesmo indiv́ıduo, que

representa a principal extensão dos modelos lineares generalizados

para dados longitudinais.

Seguidamente vão-se considerar alguns exemplos de modelos margi-

nais para dados longitudinais.

Modelo Marginal para Respostas Cont́ınuas

Seja xit = (1, t)> e β = (β0, β1)> e considere-se Yit uma variável res-

posta cont́ınua sendo a identidade a função de ligação. As hipóteses

do modelo marginal assumem a forma:

1. µit = β0 + β1t;

2. var(Yit) = φ;

3. corr(Yit, Yit′) = α|t−t
′|, 0 ≤ α ≤ 1.

A correlação entre medições feitas sobre mesmo indiv́ıduo é modelada

através de uma função do parâmetro α via um modelo AR(1).
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Modelo Marginal para Contagens

Seja xit = (1, t)> e β = (β0, β1)> e considere-se Yit uma variável

resposta sob a forma de contagens e o

log é a escolha natural da função de ligação. As hipóteses do modelo

marginal assumem a forma:

1. log(µit) = β0 + β1t;

2. var(Yit) = φµit;

3. corr(Yit, Yit′) = αtt′ .

O modelo marginal descrito é um modelo de regressão log-linear, em

que se tem como pressuposto uma função de variância de Poisson.

A associação dentro de cada indiv́ıduo é dada por uma estrutura de

correlação não definida. Outras escolhas para a função de ligação e

de variância são posśıveis, assim como outras estruturas de correlação

propostas por Liang & Zeger (1986).

Em muitas aplicações os dados sob a forma de contagens têm bas-

tante variabilidade, ou seja, existe sobredispersão. A sobredispersão

é uma regra, não a excepção, quando estamos na presença de dados

longitudinais em que a variável resposta está sob a forma de conta-

gens.

A sobredispersão pode ser considerada, incluindo um parâmetro de

dispersão ou escala, φ, na especificação da variância.

Modelo Marginal para Dados Binários

Seja xit = (1, t)> e β = (β0, β1)> e considere-se Yit uma resposta

binária tomando os valores 0 e 1 e o logit é a escolha natural para

a função de ligação. Neste caso as hipóteses do modelo marginal

assumem a forma:
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1. logit(µit) = log

(
µit

1− µit

)
= log

(
Pr(Yit = 1)

Pr(Yit = 0)

)
= β0 + β1t;

2. var(Yit) = µit(1− µit);
3. corr(Yit, Yit′) = α.

Ao modelo marginal acima indicado, dá-se o nome de modelo de

regressão loǵıstico, o qual assume o pressuposto de variância de Ber-

noulli, var(Yit) = µit(1− µit).

Para descrever a terceira hipótese, tem que se ter atenção ao uso

do termo correlação. Nas variáveis resposta discretas, as correlações

estão condicionadas pelo valor médio da variável resposta, e vice-

versa, como é o caso em que a variável resposta é binária.

Com efeito a correlação entre duas respostas binárias é dada por

corr(Yit−1, Yit) =
Pr(Yit−1 = 1, Yit = 1)− µit−1µit[
µit−1(1− µit−1)µit(1− µit)

]1/2 ,
onde Pr(Yit−1 = 1, Yit = 1) satisfaz a desigualdade

max(0, µit−1 + µit − 1) < Pr(Yit−1 = 1, Yit = 1) < min(µit−1, µit).

Por exemplo, se µit−1 = E(Yit−1) = Pr(Yit−1 = 1) = 0.2 e µit =

E(Yit) = Pr(Yit = 1) = 0.8, então corr(Yit−1, Yit) ≤ 0.25. O que

significa que a correlação não pode exceder 0.25, quando as probabi-

lidades de sucesso têm os valores 0.2 e 0.8.

Com este resultado verifica-se que, quando a variável resposta é bi-

nária, a correlação não é a medida mais natural de associação entre

as respostas para um mesmo indiv́ıduo pelo que, muitos autores uti-

lizam o odds ratio ou o log odds ratio (Liang et al., 1992; Azzalini,

1994a; Gonçalves & Azzalini, 2008).

Em qualquer um dos três exemplos apresentados o vector β descreve

o modo como o valor médio da população se comporta ao longo do

tempo e não como a resposta do indiv́ıduo depende da covariável.
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4.3 Equações de Estimação Generalizadas

Ao analisarem-se as três hipóteses do modelo marginal, verifica-se

que não é necessário qualquer pressuposto em relação à distribuição

subjacente às observações, apenas se necessita de um modelo de re-

gressão para o valor médio da variável resposta. Esta omissão de um

pressuposto em relação à distribuição é vantajosa sobretudo no caso

em que a variável resposta é discreta, onde especificar a distribui-

ção conjunta multivariada de Yi não é trivial. Por outro lado, ao

omitir-se a distribuição de Yi, os métodos de estimação baseados na

máxima verosimilhança não podem ser utilizados pelo que se recorre

ao método GEE.

O método GEE proposto por Liang & Zeger (1986) é a extensão mul-

tivariada do método de estimação por quase-verosimilhança (Wed-

derburn, 1974). Mais concretamente é a extensão do método de es-

timação por quase-verosimilhança quando o segundo momento não

pode ser completamente especificado em termos de valor esperado e,

além disso, é necessário estimar correlação adicional. Este método é

também conhecido por GEE1 e em Molenberghs & Verbeke (2005)

são descritas várias alternativas a este método.

O método GEE para β tem a mesma forma das equações score para

os modelos univariados o que difere é a forma de escolher a matriz de

variância-covariância.

Assim, tendo em atenção que as componentes de Yi = (Yi1, ..., YiTi
)>

para cada indiv́ıduo não são independentes, o método GEE para β

proposto por Liang & Zeger (1986) é dado por

Uβ(β,α) =

n∑
i=1

D>i Vi

[
(α)
]−1

(Yi − µi) = 0, (4.1)

onde Di =
∂µi
∂β

, é uma matriz Ti×p, Yi = (Yi1, ..., YiT )>, µi o vector
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do valor esperado de Yi e Vi(α) é uma matriz Ti × Ti que para o

i -ésimo indiv́ıduo é dada por

Vi(α) = φ
(
A

1/2
i Ri(α)A

1/2
i

)
, (4.2)

à qual se dá o nome de matriz de variância-covariância “corrente”. O

termo “corrente” é utilizado porque não se espera que seja, inicial-

mente, bem especificada.

Em (4.2) Ai, é uma matriz diagonal Ti×Ti, cujo elemento na diagonal

t é V (µit), função variância (var(Yit) = φV (µit)) e Ri(α) = corr(Yi)

é uma matriz Ti × Ti à qual se dá o nome de matriz de correlação

“corrente” (working correlation matrix ).

Se Ri(α) = I, matriz identidade Ti × Ti, então o método GEE

reduz-se às equações de quase-verosimilhança para um modelo li-

near generalizado que assume que as medições repetidas são inde-

pendentes. Quando Ri(α) está correctamente especificada então

Vi(α) = var(Yi).

O sistema de equações (4.1), concebido para estimar β, necessita de

α e φ mas, a estimação destes depende de β. Este processo de de-

pendência é quebrado através da utilização de um processo iterativo.

O processo iterativo proposto por Liang & Zeger (1986) divide-se em

quatro passos:

1. Determinar-se as estimativas iniciais de β, β̂(0), através do ajus-

tamento de um modelo linear generalizado, assumindo que as

observações são independentes;

2. (i) Calcular os reśıduos de Pearson eit.

(ii) Calcular α.

(iii) Calcular Ri(α).

(iv) Calcular φ.

(v) Calcular Vi(α) = φ
(
A

1/2
i Ri(α)A

1/2
i

)
;
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3. Actualizar a estimativa de β:

β̂(t+1) = β̂(t) −
[ n∑
i=1

D̂
>
i

[
Vi(α̂)

]−1
D̂i

]−1
×
[ n∑
i=1

D̂
>
i

[
Vi(α̂)

]−1
(yi − µ̂i)

]
; (4.3)

4. Repetir os passos 2-3 até o processo convergir.

As estimativas de α e φ são obtidas a partir dos reśıduos de Pearson,

eit, definidos por

eit =
(yit − µ̂it)√
var(µ̂it)

onde o parâmetro de dispersão ou de escala, φ, é estimado através de

φ̂ =
1

n

n∑
i=1

1

Ti

Ti∑
t=1

e2it

e a estimação de α, pode ser obtida de forma semelhante, dependendo

da estrutura de correlação definida. Liang & Zeger (1986) sugeriram

as estruturas de correlação apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 Estruturas de correlação propostas por Liang & Ze-

ger (1986).

corr(Yit, Yik) Estimativa

Independente 0 —

Dependente α α̂ =
1

n

n∑
i=1

1

Ti(Ti − 1)

∑
t 6=k

eiteik

AR(1) α|t−k| α̂ =
1

n

n∑
i=1

1

(Ti − 1)

∑
t<Ti−1

eitei,t+1

Não Definida αtk α̂ =
1

n

n∑
i=1

eiteik

Outras estruturas de correlação podem ser consideradas, em parti-

cular, para o caso em que a variável resposta é binária em que a



Propriedades dos Estimadores GEE 89

correlação através do odds-ratio marginal é uma escolha natural para

a estrutura de correlação.

4.4 Propriedades dos Estimadores GEE

Liang & Zeger (1986) mostraram que, sob certas condições de regu-

laridade, o estimador de β, β̂, solução das equações de estimação

generalizadas, possui as seguintes propriedades:

1. É um estimador consistente de β.

Esta propriedade é válida quer se tenha ou não, modelado cor-

rectamente a estrutura de correlação. Desta forma, para que β̂

proporcione estimativas válidas de β necessita-se apenas que o

modelo para o valor médio da variável resposta tenha sido cor-

rectamente especificado. Esta é uma importante propriedade

da robustez de β̂, que torna a metodologia das equações de

estimação generalizadas bastante apelativa nas mais variadas

aplicações.

2. Para grandes amostras, a distribuição amostral de β̂ é Gaus-

siana multivariada, com valor médio β e matriz de variância-

covariância

I−10 I1I
−1
0 (4.4)

com

I0 =

n∑
i=1

D>i
[
Vi(α)

]−1
Di

I1 =

n∑
i=1

D>i
[
Vi(α)

]−1
var(Yi)

[
Vi(α)

]−1
Di

calculada em (β̂, α̂). Este estimador da matriz de variância-

covariância é consistente à medida que o número de indiv́ıduos
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que contribuem para cada elemento da matriz tende para infi-

nito (Diggle et al., 2002) e é conhecido como estimador sandwich

de var(β̂), I0 é o “pão” e I1 é o “fiambre”.

Em śıntese, o método GEE possui um conjunto de propriedades in-

teressantes para a estimação dos parâmetros de regressão no modelo

marginal. Primeiro, porque, em muitos estudos longitudinais, o esti-

mador β̂ é quase tão preciso e eficiente como o obtido pelo método

de máxima verosimilhança. Segundo, porque o estimador β̂ para ser

consistente só necessita que o modelo para o valor médio da variável

resposta tenha sido correctamente especificado. Portanto, indepen-

dentemente da matriz de correlação “corrente” ter sido ou não bem

especificada, obtêm-se estimadores consistentes dos parâmetros de

regressão.

Embora com a metodologia GEE se obtenham estimadores consis-

tentes de β, mesmo quando a matriz correlação “corrente” não está

correctamente especificada, os erros padrão usuais dos estimadores

não são consistentes nesta situação. Felizmente, a utilização do esti-

mador sandwich de var(β̂) permite obter, em muitas situações, erros

padrão válidos para β̂. Baseados no estimador sandwich obtêm-se

igualmente versões robustas do teste Wald.

Apesar da importante propriedade de somente ser necessário que o

modelo para o valor médio da variável resposta seja correctamente

especificado para obter estimadores consistentes de β, a modelação

da covariância é bastante importante. São duas as razões para esse

facto. Primeiro porque quanto mais próxima a matriz de variância-

covariância, Vi, estiver da verdadeira matriz de variância-covariân-

cia, maior é a eficiência ou precisão com a qual β pode ser estimado.

Segundo, porque a propriedade de robustez é uma propriedade as-

sintótica, que é válida apenas para amostras de grandes dimensões.

Além disso, o estimador sandwich de var(β̂) ajusta-se melhor em
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estudos longitudinais equilibrados, onde o número de indiv́ıduos é

elevado e o número de medições repetidas é relativamente pequeno.

O estimador apresentado em (4.4) não é tão apelativo quando o nú-

mero de indiv́ıduos é pequeno (relativamente ao número de medições

repetidas), quando o delineamento não é equilibrado ou quando os

indiv́ıduos não podem ser agrupados sob a mesma matriz de cova-

riáveis. Em particular, quando o número de indiv́ıduos é reduzido

(n ≤ 30), o estimador sandwich de var(β̂) exibe enviesamento pelo

que Paik (1988) recomendou o uso do estimador jacknife de var(β̂)

dado por:

n− p
n

n∑
i=1

(
β̂−i − β̂

)(
β̂−i − β̂

)>
onde β̂−i é o estimador de β obtido após o i -ésimo indiv́ıduo ter sido

removido.

4.5 Inferência Estat́ıstica com base nos

Estimadores GEE

Quando se utiliza o método GEE o teste de razão de verosimilhanças

não pode ser usado em virtude da estimação se ter baseado na quase-

verosimilhança e não na verosimilhança. Este aspecto tem igualmente

repercursões para inferências quando existem valores omissos. No

entanto, tendo em atenção a distribuição assintótica dos estimadores

GEE, o teste de Wald pode ser usado.

Por exemplo, quando o objectivo é testar

H0 : βj = 0 vs H1 : βj 6= 0,

para j = 1, . . . , p a estat́ıstica de teste de Wald é dada por

W =
β̂j√

var(β̂j)
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que, sob H0, tem uma distribuição assintótica Gaussiana e onde

var(β̂j) é o j -ésimo elemento da diagonal da matriz (4.4).

Para testar a hipótese mais geral

H0 : Lβ = 0 vs H1 : Lβ 6= 0,

onde L é uma matriz r× p de caracteŕıstica completa r, a estat́ıstica

de teste de Wald é dada por

W =
(
Lβ̂
)>[

Lvar
(
β̂
)
L>
]−1(

Lβ̂
)

que, sob H0, tem uma distribuição assintótica de um qui-quadrado

com r graus de liberdade.

Fitzmaurice et al. (2008) consideram que embora a estat́ıstica do teste

de Wald permita a comparação de modelos encaixados, esta compara-

ção pode ser problemática no caso em que se tem dados longitudinais

binários. Os mesmos autores apresentam como alternativa um teste

baseado nos scores proposto por Rotnizky & Jewell (1990).

4.6 GEE e Valores Omissos

Quando há valores omissos as inferências com base em estimadores

obtidos com o método GEE só são válidas se o mecanismo de omissão

de dados é MCAR.

Quando o mecanismo de omissão de dados é MAR uma das soluções

é o método de equações de estimação generalizadas com pesos ou

pesado (WGEE - weighted generalized estimating equations) (Robins

et al., 1995; Fitzmaurice et al., 1995). Uma das versões mais simples

do método WGEE é a da contribuição individual para o método GEE

standard ser pesada inversamente pela probabilidade de ser observada

nos instantes de tempo dados.
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Neste livro este tema não é desenvolvido remetendo-se o leitor para

Molenberghs & Verbeke (2005); Molenberghs & Kenward (2007), ou

Daniels & Hogan (2007).

O método GEE encontra-se implementado num grande número de

programas estat́ısticos no entanto em muitos deles o parâmetro de

escala φ é invariante com o tempo pelo que Fitzmaurice et al. (2004)

não recomendam o seu uso na análise de dados longitudinais quando

a resposta é cont́ınua.

4.7 Análise de Reśıduos

A análise gráfica dos reśıduos continua a ser o método de diagnóstico

utilizado. No entanto, quando se analisa dados longitudinais não-

Gaussianos nem sempre é fácil essa análise, mesmo no caso simples

de regressão loǵıstica para dados independente essa análise é dif́ıcil

devido à extrema discretização dos dados binários.

Lin et al. (2002) desenvolveram técnicas de diagnóstico baseadas em

“somas acumuladas”ou“somas móveis”de reśıduos com o objectivo de

distinguir o “sinal” do “rúıdo” (Fitzmaurice et al., 2008). Infelizmente

esta metodologia não se encontra, até à data, nas bibliotecas do R

espećıficas para o método GEE.

4.8 Distribuição Conjunta no Modelo Mar-

ginal. Máxima Verosimilhança

A formulação do modelo marginal nas três hipóteses apresentadas na

Secção 4.2 não determina a distribuição conjunta de Yi. Para que

os métodos de estimação baseados na máxima verosimilhança (ou na

máxima verosimilhança restrita) possam ser utilizados é necessário
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especificar essa distribuição conjunta.

Quando os dados longitudinais são Gaussianos, Yi segue uma dis-

tribuição Gaussiana multivariada e a análise do modelo marginal,

usando o método ML ou o método REML foi apresentada nos Caṕı-

tulos 2 e 3.

No caso em que os dados longitudinais são não-Gaussianos a primeira

dificuldade surge logo na especificação da distribuição conjunta de Yi.

É uma tarefa dif́ıcil que requer a especificação do vector esperado

assim como a associação entre as respostas. A segunda dificuldade

está relacionada com a complexidade computacional no cálculo da

maximização da função verosimilhança.

Apesar das dificuldades alguns autores têm desenvolvido metodolo-

gias nesse sentido, em particular, para dados binários (Fitzmaurice

& Laird, 1993; Fitzmaurice et al., 1993, 1994; Gonçalves & Azzalini,

2008).

Na metodologia descrita em Gonçalves & Azzalini (2008) para dados

longitudinais binários, o método ML é o usado na estimação dos pa-

râmetros fixos do modelo marginal e a dependência entre sucessivas

observações de um mesmo indiv́ıduo é considerada do tipo Markovi-

ano de primeira ordem ψ1 ou de segunda ordem ψ2

OR(Yt−1, Yt−2) = ψ1 = OR(Yt−1, Yt) (4.5)

OR(Yt−2, Yt|Yt−1 = 0) = ψ2 = OR(Yt−2, Yt|Yt−1 = 1) (4.6)

onde a notação OR(U, V ) designa o odds ratio da distribuição con-

junta de um par de variáveis aleatórias (U, V ) e ψ1 e ψ2 são dois

parâmetros positivos. Alguns padrões de valores omissos são permi-

tidos assim como dados não equilibrados.

Esta metodologia encontra-se implementada na biblioteca bild do R.



Caṕıtulo 5

Modelo Linear Generalizado

Misto

5.1 Introdução

Os modelos lineares generalizados mistos (GLMM), propostos por

Breslow & Clayton (1993), são uma extensão dos modelos lineares

generalizados (GLM) que permitem a adição de componentes de va-

riabilidade devida a efeitos não observados. Os GLMM são portanto,

modelos lineares generalizados que incluem efeitos aleatórios no pre-

ditor linear além dos efeitos fixos.

A introdução destes efeitos aleatórios no preditor linear permite mo-

delar a estrutura de correlação entre observações que pertencem ao

mesmo indiv́ıduo. A correlação entre observações de um mesmo in-

div́ıduo surge assim do facto destas partilharem os mesmos efeitos

aleatórios não observáveis.

Os GLMM têm como objectivo descrever as alterações da resposta

média de cada indiv́ıduo e a relação destas alterações com as co-

variáveis. Assim sendo, estes modelos têm como finalidade realizar

inferências para o indiv́ıduo e não para a população.

A estrutura não linear associada à introdução de efeitos aleatórios

levanta dificuldades não só ao ńıvel computacional como também ao

ńıvel de interpretação de alguns parâmetros estimados.
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Ao longo deste caṕıtulo ir-se-á apresentar o modelo assim como algu-

mas das metodologias utilizadas nos cálculos numéricos. A interpre-

tação dos parâmetros do modelo é igualmente abordada e por último

é feita a comparação dos GLMM com os modelos marginais na aná-

lise de dados longitudinais discretos. Em termos de dados omissos,

estes modelos assumem os mecanismos de omissão de dados MCAR

e MAR.

5.2 Estrutura do Modelo Linear Genera-

lizado Misto

Tal como no caṕıtulo anterior, seja yit a resposta observada do indi-

v́ıduo i para o tempo t realização da variável resposta Yit onde t =

1, ..., Ti e i = 1, ..., n, sendo xit = (xit1, ..., xitp)
> o vector p×1 das co-

variáveis associado a cada vector resposta, Yit e β = (β1, β2, . . . , βp)
>

o vector p×1 dos parâmetros de regressão desconhecidos. Considere-

se agora zit um vector q × 1 de covariáveis (usualmente um subcon-

junto de xit) associado a um vector q × 1 de efeitos aleatórios bi.

Os GLMM podem ser especificados do seguinte modo:

1. Dado bi, as variáveis resposta Yi1, ..., YiTi
são mutuamente in-

dependentes e seguem um GLM com densidade

f(yit|bi) = exp

[
ωit
φ

(yitθit − c(θit)) + d(yit, φ)

]
.

O valor médio e a variância condicional são dados, respectiva-

mente, por:

E(Yit|bi) = µbit = c′(θit),

e

var(Yit|bi) = vbit = c′′(θit)
φ

ωit
,
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que se assume que satisfaçam,

g(µbit) = x>itβ + z>itbi,

e

vbit = V (µbit)
φ

ωit
,

onde g(.) é uma função de ligação e V uma função de variância,

ambas conhecidas, φ é um parâmetro de dispersão ou de escala

e ωit é uma constante conhecida;

2. os efeitos aleatórios, bi, i = 1, ..., n são independentes entre si

com uma distribuição multivariada comum F .

De uma maneira geral a equação do GLMM pode ser escrita na forma

g
{
E(Yit|bi)

}
= ηbit = x>itβ + z>itbi (5.1)

com as especificações dadas em 1 e 2, sendo a distribuição comum aos

efeitos aleatórios bi a Gaussiana multivariada com valor esperado zero

e matriz de variância-covariância D.

De forma a tornar mais clara a especificação do GLMM a partir do

GLM vai-se considerar o modelo linear generalizado com efeitos alea-

tórios na intersecção e no declive quando a variável resposta assume

a forma de contagens e quando é binária.

Seja zit = xit = (1, t)>, β = (β0, β1)> e bi = (b0i, b1i)
>, onde se as-

sume que bi é um vector aleatório independente com uma distribuição

Gaussiana bivariada, com valor médio zero e matriz de variância-

covariância, D.

Modelo Linear Generalizado Misto para Contagens

Yit é uma variável resposta sob a forma de contagens e o log é a

escolha natural da função de ligação.
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O GLMM tem as seguintes hipóteses:

1. Condicional ao vector de efeitos aleatórios, bi, Yit são indepen-

dentes e seguem uma distribuição de Poisson, com

var(Yit|bi) = E(Yit|bi), (φ = 1);

2. log(µbit) = x>itβ + zitbi = (β0 + b0i) + (β1 + b1i)t.

Modelo Linear Generalizado Misto para Dados Binários

Yit é uma resposta binária que assume os valores 0 e 1 e o logit é a

escolha natural para a função de ligação. Neste caso as hipóteses do

GLMM assumem a forma:

1. Condicional ao vector de efeitos aleatórios, bi, Yit são indepen-

dentes e seguem uma distribuição de Binomial, com

var(Yit|bi) = E(Yit|bi)
{

1−E(Yit|bi)
}

= µbit(1−µbit), (φ = 1);

2. logit(µbit) = x>itβ + z>itbi = (β0 + b0i) + (β1 + b1i)t.

5.3 Interpretação dos Coeficientes do Mo-

delo

A introdução de efeitos aleatórios quer no modelo linear quer no mo-

delo linear generalizado permite modelar a estrutura de correlação

entre observações que pertencem ao mesmo indiv́ıduo. No entanto,

enquanto que no modelo linear esses efeitos não afectam a interpreta-

ção dos parâmetros fixos do modelo, o mesmo não se passa no modelo

linear generalizado.

Com efeito E(Yit), é dado por

E(Yit) = E
{
E(Yit|bi)

}
= E

[
g−1

(
x>itβ + zitbi

)]
,
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e devido à não linearidade da função g−1(.) tem-se

E
[
g(Yit|bi)

]
6= g
[
E(Yit|bi)

]
.

Uma relação directa entre os parâmetros do modelo marginal e o do

GLMM só existe em alguns casos especiais (Molenberghs & Verbeke,

2005).

Assim no GLMM têm-se as seguintes interpretações para os parâme-

tros fixos e para a componente aleatória do modelo.

(i) Parte fixa As componentes de β, βk, têm uma interpretação

em termos espećıficos do indiv́ıduo. Isto é, elas representam a

influência das covariáveis na alteração da resposta esperada de

um indiv́ıduo espećıfico. Porque a interpretação de βk depende

dos efeitos aleatórios do i -ésimo indiv́ıduo assumirem um valor

fixo (não observado), designam-se por coeficientes de regressão

espećıficos do indiv́ıduo (subject-specific regression coefficients).

(ii) Parte aleatória Relativamente à componente aleatória uma ma-

neira de interpretar as estimativas das variâncias dos efeitos

aleatórios é produzir percentis dos efeitos baseados na hipótese

Gaussiana. Por exemplo, para um modelo com efeito aleatório

na intersecção, β̂0 − 1.96
√
d̂11 e β̂0 + 1.96

√
d̂11 dão-nos os per-

centis aproximados 2.5 e 97.5, respectivamente. Por outro lado,

com base nos percentis assim obtidos e aplicando a inversa da

função de ligação, obtém-se os limites de variação dos valores

esperados condicionais µbit. Uma outra maneira é a representa-

ção gráfica das trajectórias (perfis) condicionadas.
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5.4 Estimação

Os GLMM permitem a acomodação de variáveis resposta com dis-

tribuição não-Gaussiana, a especificação de funções de ligação não

lineares entre o valor esperado da resposta e os preditores, e podem

modelar a sobredispersão e a correlação através da introdução de efei-

tos aleatórios. No sentido de serem feitas inferências correctas esta

correlação tem de ser considerada e a distribuição conjunta, quer

do vector das respostas, quer do vector dos efeitos aleatórios, tem

de ser completamente especificada. Como resultado a função vero-

similhança é usada e, consequentemente, a estimação e a inferência

baseiam-se no método da máxima verosimilhança.

No GLMM a contribuição do i -ésimo indiv́ıduo para a função de

verosimilhança é

LAi (β, φ,D) =

∫ Ti∏
t=1

f(yit|bi,β, φ)f(bi|D)dbi. (5.2)

O sobrescrito A em LAi (β, φ,D) é a notação utilizada para indicar que

se trata da função verosimilhança do modelo com efeitos aleatórios.

Para os n indiv́ıduos a função verosimilhança é apresentada na forma

LA(β, φ,D) =

n∏
i=1

LAi (β, φ,D)

=

n∏
i=1

∫
LFi (β, φ|D)f(bi|D)dbi, (5.3)

com LFi (β, φ|D) =

Ti∏
t=1

f(yit|bi,β, φ), onde o sobrescrito F refere-se

ao modelo com efeitos fixos.

O logaritmo da função verosimilhança é dado por

`A(β, φ,D) =

n∑
i=1

logLAi (β, φ,D). (5.4)
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que assume a expressão

`A(β, φ,D) =

n∑
i=1

log

∫
LFi (β, φ|D) |D|−1/2

× 1

(2π)q/2
exp

(
− 1

2
b>i D−1bi

)
dbi. (5.5)

O problema chave da maximização de (5.3) ou, o que é equivalente, de

(5.5) é a existência de n integrais no espaço q-dimensional do vector

dos efeitos aleatórios. Em geral, o problema não tem uma solução

anaĺıtica, pelo que se tem de recorrer ao cálculo numérico para realizar

inferência com base na máxima verosimilhança. O cálculo numérico

possui igualmente várias limitações, uma vez que envolve integrais

complexos cuja dimensão depende da estrutura dos efeitos aleatórios.

Vários métodos têm sido propostos de forma a resolver este problema

numérico. De um modo geral podem-se dividir as aproximações nu-

méricas utilizadas em três grupos: as que são baseadas na aproxi-

mação dos dados, as que são baseadas na aproximação da função a

integrar e as que são baseadas na aproximação do integral (Molen-

berghs & Verbeke, 2005).

5.4.1 Método de Aproximação dos Dados

A metodologia adoptada na aproximação dos dados consiste na de-

composição dos dados em valor médio e uma componente apropriada,

com um desenvolvimento em série de Taylor em torno do valor médio

que é uma função não linear do preditor.

Considere-se o modelo,

Yit = g−1(ηbit) = g−1(x>itβ + z>itbi) + εit, (5.6)

onde g−1(.) é a inversa da função de ligação, e ηbit = x>itβ + z>itbi é

o preditor linear. O preditor linear é composto por uma componente
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fixa, x>itβ, e por uma componente aleatória, z>itbi, em que E(bi) = 0,

var(bi) = D, var(εi) = σ2I e var(bi, εi) = 0. O objectivo é, por-

tanto, linearizar a função de ligação de forma a realizar inferências

para os parâmetros de regressão. Inserem-se nesta última metodo-

logia o método de quase-verosimilhança penalizada (PQL), proposto

por Breslow & Clayton (1993) e o método de quase-verosimilhança

marginal (MQL) apresentado por Goldenstein (1991). A diferença

essencial entre estes dois métodos reside no facto do MQL não incor-

porar o efeito aleatório bi no preditor linear (Molenberghs & Verbeke,

2005).

5.4.2 Método de Aproximação da Função a Inte-

grar

A metodologia de aproximação da função a integrar tem como base

a aproximação de Laplace. O método de Laplace (Tierny & Kadane,

1986) consiste em aproximar integrais na forma

I =

∫
eQ(b)db, (5.7)

em que Q(b) é uma função limitada conhecida, de uma variável b,

com dimensão q. Seja b̂ o valor de b para o qual Q é maximizada.

Considere-se o desenvolvimento de Taylor de segunda ordem, pelo

que a função Q(b) assume a forma

Q(b) ≈ Q(b̂) +
1

2

(
b− b̂

)′

Q
′′
(b̂)

(
b− b̂

)
, (5.8)

onde Q
′′
(b̂) corresponde à matriz Hessiana de Q em relação a b̂.

Substituindo Q(b) em (5.7) pela sua aproximação em (5.8), obtém-se

I ≈
(
2π
)q/2∣∣∣∣−Q′′

(b̂)

∣∣∣∣−1/2eQ(b̂). (5.9)
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O integral da contribuição do i -ésimo indiv́ıduo para a função de

verosimilhança (5.2) é proporcional ao integral (5.7), para funções

Q(b) com a forma

Q(b) = φ−1
Ti∑
t=1

[
yit
(
x>itβ + z>itbi

)
− c
(
x>itβ + z>itbi

)]
− 1

2
b>D−1b,

onde o método de Laplace pode ser aplicado. O facto de Q(b̂) depen-

der de β, φ e D, todos parâmetros desconhecidos, faz com que em

cada iteração da maximização da verosimilhança, b̂ seja recalculado

de forma condicional às estimativas destes parâmetros. A aproxima-

ção de Laplace é exacta quando Q(b) é uma função quadrática de

b.

5.4.3 Método de Aproximação do Integral

Dos vários métodos de integração que podem ser usados, muitos dos

quais se encontram implementados em vários programas estat́ısticos,

salientam-se o método numérico da quadratura de Gauss-Hermite e o

método numérico adaptativo da quadratura de Gauss-Hermite. Estes

métodos baseiam-se na aproximação de integrais na forma∫
f(z)φ(z)dz, (5.10)

em que f(z) é uma função densidade conhecida e φ(z) é a função

densidade de uma distribuição Gaussiana multivariada. Começa-se

por padronizar os efeitos aleatórios de forma a obter-se a matriz de

variância-covariância. Seja δi, com δi = D−1/2bi, em que δi se-

gue uma distribuição de Gauss com valor médio zero e matriz de

variância-covariância dada por I. Desta forma o preditor linear as-

sume a forma

ηit = x>itβ + z>itD
−1/2δi

onde bi foi substitúıdo por D−1/2δi.
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A contribuição do i -ésimo indiv́ıduo para a função de verosimilhança

é, assim, dada por

LAi (β, φ,D) =

∫ Ti∏
t=1

f(yit|bi,β, φ)f(bi|D)dbi

=

∫ Ti∏
t=1

f(yit|δi,β,D, φ)f(δi)dδi. (5.11)

A expressão (5.11) está portanto na forma da expressão (5.10), a qual

é necessária para aplicar o método da quadratura de Gauss-Hermite

(ou o método adaptativo da quadratura de Gauss-Hermite).

Método da Quadratura de Gauss-Hermite

No método da quadratura de Gauss-Hermite,
∫
f(z)φ(z)dz é aproxi-

mado por uma soma pesada,∫
f(z)φ(z)dz ≈

Q∑
q=1

wqf(zq),

em que Q é a ordem da aproximação. Quanto maior for Q mais

precisa é a aproximação. Os pontos de quadratura, zq, são as soluções

de um polinómio de Hermite de ordem Q e wq são os pesos escolhidos.

Os pontos de quadratura, zq, e os pesos wq encontram-se tabelados.

No caso de integração univariada, a aproximação consiste em subdi-

vidir a região de integração em intervalos e aproximar a superf́ıcie de

integração numa superf́ıcie obtida através da aproximação de rectân-

gulos. Dependendo do suporte de f(z), os pontos de quadratura, zq,

corresponderão ou não à região de interesse. Neste sentido, a esco-

lha de zq é feita para que f(z)φ(z) se comporte, aproximadamente,

como φ(z), ou seja, como uma função densidade de uma distribui-

ção de Gauss. No caso presente a função f(z) assume uma função

densidade da famı́lia exponencial.
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Método Adaptativo da Quadratura de Gauss-Hermite

No método adaptativo da quadratura de Gauss-Hermite, os pontos de

quadratura são centrados e dimensionados para que f(z)φ(z) assuma

uma distribuição Gaussiana. O valor médio desta distribuição será

igual à estimativa, ẑ, de ln
[
f(z)φ(z)

]
, e a variância igual a[

− ∂2

∂z2
ln
[
f(z)φ(z)

]∣∣
z=ẑ

]−1
.

Assim sendo, a quadratura de pontos adaptativa assume a forma,

z+q = ẑ +

[
− ∂2

∂z2
ln
[
f(z)φ(z)

]∣∣
z=ẑ

]−1/2
zq

com os respectivos pesos,

w+
q =

[
− ∂2

∂z2
ln
[
f(z)φ(z)

]∣∣
z=ẑ

]−1/2
φ(z+q )

φ(zq)
wq.

De forma análoga à quadratura de Gauss- Hermite, o integral é apro-

ximado por uma soma pesada, dada por∫
f(z)φ(z)dz ≈

Q∑
q=1

w+
q f(z+q ).

De salientar o facto de que quando o método de quadratura de Gauss-

Hermite ou o método adaptativo são ajustados a um GLMM é apli-

cada uma aproximação à contribuição dos n indiv́ıduos na função

verosimilhança. De uma forma geral, quanto maior for a ordem de Q

melhor é a aproximação dos n integrais da verosimilhança.

Um caso particular é quando Q = 1. Seja Q(z) = ln
[
f(z)φ(z)

]
.

Como Q = 1, z1 = 0 e w1 = 1, obtém-se z+1 = ẑ, o máximo de Q(z).

Desta forma, os pesos adaptativos assumem a forma,

w+
q =

∣∣Q′′(ẑ)∣∣−1/2φ(ẑ)

φ(0)
= (2π)q/2

∣∣Q′′(ẑ)∣∣−1/2 eQ(ẑ)

f(ẑ)
.
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Pelo que,

∫
f(z)φ(z)dz =

∫
eQ(ẑ)dz

≈ w+
1 f(z+1 ) = (2π)q/2

∣∣Q′′(ẑ)∣∣−1/2eQ(ẑ).

Assim, o método adaptativo da quadratura de Gauss-Hermite é equi-

valente à aproximação do integral que utiliza o método de aproxima-

ção de Laplace quando Q = 1.

Na maioria dos casos o método adaptativo da quadratura de Gauss-

Hermite necessita de menos pontos de quadratura que o método da

quadratura de Gauss-Hermite. Por outro lado o método adapta-

tivo da quadratura de Gauss-Hermite necessita do cálculo de ẑ para

cada indiv́ıduo. Neste sentido o método adaptativo da quadratura de

Gauss-Hermite é muito mais lento a convergir.

O método adaptativo da quadratura de Gauss-Hermite é o mais ade-

quado para os GLMM e encontra-se implementado em vários progra-

mas estat́ısticos tais como o R (versão 2.12.2) na biblioteca lme4 e na

biblioteca bild.

Algumas alternativas têm sido propostas para evitar os problemas

de integração numérica tais como os Métodos de Monte Carlo (MC).

McCulloch (1997) propôs o método de Monte Carlo Newton-Raphson

(MCNR), cujo procedimento incorpora um passo Metropolis-Hastings

num algoritmo Monte Carlo EM (MCEM) que calcula e melhora a

utilização dos métodos simulated maximum likelihood (SML). Booth

& Hobert (1999) propuseram duas implementações do algoritmo EM

baseadas na máxima verosimilhança para ajustar GLMMs. Uma ou-

tra metodologia (Gilks et al., 1996) consiste na utilização de Modelos

de Cadeias de Markov via métodos MC (MCMC).
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5.5 Inferência

Tendo em atenção que os estimadores do GLMM são obtidos com base

no método da máxima verosimilhança, toda a inferência se baseia na

função verosimilhança e nas distribuições assintóticas dos estimado-

res de máxima verosimilhança. Com efeito, assumindo que o modelo

é apropriado, os estimadores obtidos têm assintoticamente uma dis-

tribuição de Gauss com valor médio igual ao parâmetro a estimar e

variância dada pelo inverso da matriz de informação de Fisher.

Assim, testes tipo Wald podem ser usados comparando as estimati-

vas padronizadas com a distribuição N(0, 1). Hipóteses compostas

podem ser igualmente testadas usando uma formulação mais geral da

estat́ıstica de Wald que neste caso é comparada com a distribuição

qui-quadrado.

Os testes de razão de verosimilhança são, em geral, os utilizados para

comparar a estrutura fixa de dois modelos encaixados que tenham os

mesmos efeitos aleatórios. Quando os modelos não estão encaixados

usam-se os critérios de informação AIC ou BIC. Quer neste caso, quer

quando os modelos estão encaixados, deve-se ter em atenção qual o

método utilizado na maximização de (5.3). A função verosimilhança

tem de se basear nos dados e não na aproximação dos dados.

Quando o objectivo é testar a presença de efeitos aleatórios, tem-se

um problema de fronteira e, tal como foi referido na Secção 2.6.3,

a distribuição assintótica sob a hipótese nula é uma mistura de qui-

quadrados.
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5.6 Análise de Reśıduos

A análise de reśıduos é feita recorrendo-se a métodos gráficos. Tendo

em atenção que se está a trabalhar com dados longitudinais não-

Gaussianos esta análise é particularmente complexa tal como se refe-

riu no Caṕıtulo 4.

No caso particular de dados longitudinais binários Gonçalves & Azza-

lini (2008) apresentam um método que consiste em agregar os reśıduos

ao longo dos indiv́ıduos para cada instante de observação de forma

a aliviar a discretização existente nos dados binários assim como a

reduzir o número de gráficos a analisar. Esta metodologia encontra-

se implementada na biblioteca bild do R e pode ser utilizada quer

se tenha considerado o modelo marginal para dados binários com as

estruturas de correlação referidas na Secção 4.8, quer se tenha consi-

derado um modelo com um efeito aleatório na intersecção e qualquer

uma daquelas estruturas de correlação.

5.7 Modelo Marginal versus Modelo com

Efeitos Aleatórios

Os modelos marginais e os modelos lineares generalizados mistos são

ambos uma extensão do modelo linear generalizado para dados lon-

gitudinais não Gaussianos mas possuem caracteŕısticas diferentes, no

sentido em que cada um possui diferentes especificações e pressu-

postos em relação à distribuição conjunta, assim como em relação à

correlação ao longo das medições repetidas num mesmo indiv́ıduo.

Quando se discutem as duas abordagens tem de se ter em conta que

E
[
g(Yit|bi)

]
6= g
[
E(Yit|bi)

]
.



Modelo Marginal versus Modelo com Efeitos Aleatórios 109

Considere-se o caso simples de dados binários em que o GLMM tem

efeito aleatório na intersecção. Neste caso o valor esperado condicio-

nal, E(Yit|bi), em função de t é dado por:

E(Yit|bi) =
exp

[
(β0 + b0i) + β1t

]
1 + exp

[
(β0 + b0i) + β1t

]
enquanto que valor esperado marginal E(Yit) é dado por:

E(Yit) = E
[
E(Yit|bi)

]
= E

[
exp

[
(β0 + b0i) + β1t

]
1 + exp

[
(β0 + b0i) + β1t

]]

6=
exp

[
β0 + β1t

]
1 + exp

[
β0 + β1t

] .
A representação gráfica das probabilidades de sucesso nas duas si-

tuações é dada na Figura 5.1 onde é evidente a diferença entre os

modelos com e sem efeito aleatório.

Designe-se por βA o vector dos parâmetros fixos no GLMM e por

βM vector dos parâmetros fixos no modelo marginal. O vector βA

modela a evolução de cada indiv́ıduo separadamente enquanto que

βM exprime o modo como, em média, a probabilidade de sucesso

evolui na população.

Não existe, em geral, uma relação directa entre os parâmetros do

modelo marginal e o do GLMM a não ser em alguns casos especiais

(Molenberghs & Verbeke, 2005). Estão nesses casos a regressão loǵıs-

tica e a regressão de Poisson com efeito aleatório, b0i, na intersecção

e b0i ∼ N(0, d11).

No caso da regressão loǵıstica Zeger et al. (1988) mostrou que

logit
[
E(Yit)

]
≈ x>itβ

(
c2d11 + 1

)−1/2
,

onde c =
16
√

3

15π
.
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Figura 5.1 Representação gráfica da probabilidade de sucesso num

modelo loǵıstico com efeito aleatório na intersecção para diferentes

realizações de b e da correspondente probabilidade no modelo marginal

(curva a preto).

Para a regressão de Poisson, a relação entre os parâmetros dos dois

modelos é dada por:

E(Yit) =

∫
exp(x>itβ) exp(b0i)

1√
2πd11

exp

(
− b20i

2d11

)
db0i

= exp(x>itβ)

∫
exp(b0i)

1√
2πd11

exp

(
− b20i

2d11

)
db0i

= exp

(
x>itβ +

d11
2

)
.

A interpretação dos parâmetros no GLMM é diferente da interpre-

tação desses parâmetros quando considerado o modelo marginal tal

como a Figura 5.1 ilustra.

Os parâmetros de regressão do modelo marginal têm uma interpre-
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tação que não depende da associação entre variáveis resposta de um

mesmo indiv́ıduo. Tem-se assim, que nos modelos marginais, os pa-

râmetros de regressão descrevem o efeito das covariáveis na variável

resposta média da população. Os GLMM têm como principal pres-

suposto a heterogeneidade de indiv́ıduo para indiv́ıduo. A função de

ligação não-linear nos GLMM leva a que os parâmetros de regressão

descrevam as alterações da variável resposta de cada indiv́ıduo e a

relação destas alterações com as covariáveis.

A escolha entre o modelo marginal e o GLMM para dados longitudi-

nais (não-Gaussianos) só pode ser feita consoante o estudo e as ques-

tões a que se pretende dar resposta. Neste sentido, qualquer que seja

o estudo longitudinal, a diferentes questões cient́ıficas correspondem

diferentes modelos.

Por último, refira-se que no GLMM a utilização da máxima verosi-

milhança leva a que as inferências sejam válidas se o mecanismo de

omissão de dados é MCAR ou MAR enquanto que no modelo mar-

ginal as inferências com base em estimadores obtidos com o método

GEE só são validas se o mecanismo de omissão de dados é MCAR.
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Caṕıtulo 6

Exemplos de Aplicação

6.1 Introdução

Os exemplos do Caṕıtulo 1 vão ser analisados a fim de ilustrar as

diferentes metodologias descritas. A selecção dos exemplos teve como

objectivo dar a conhecer diferentes domı́nios de aplicação de estudos

longitudinais e permitir ao leitor o fácil acesso aos mesmos assim como

a reprodução das análises aqui apresentadas. O programa R é o usado

e as bibliotecas são seleccionadas de acordo com o tipo de dados.

No caso em que se têm dados longitudinais Gaussianos a biblioteca

nlme (Pinheiro et al., 2011) é a escolhida quer se opte pelo modelo

com efeitos aleatórios ou não. Quando os dados longitudinais são

não-Gaussianos e o modelo marginal é considerado são usadas duas

bibliotecas. A biblioteca geepack (Højsgaard et al., 2011) quando

os dados são contagens sendo aplicado o método GEE. A biblioteca

bild (Gonçalves et al., 2010) quando se têm dados binários sendo

neste caso usado o método da máxima verosimilhança. Quando se

opta por um modelo com efeitos aleatórios para dados longitudinais

não-Gaussianos a biblioteca bild volta a ser a seleccionada quando

se têm dados longitudinais binários. Se os dados são contagens ao

longo do tempo é escolhida a biblioteca lme4 (Bates et al., 2011).

Seguidamente vai-se passar à análise dos dados correspondendo cada
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secção a um dos exemplos que passarão a ser referidos pelo nome pelo

qual são designados nas bibliotecas do R utilizadas para o efeito.

6.2 BodyWeight

Nesta secção o Exemplo 1.1 (BodyWeight) é analisado sendo a va-

riável resposta o peso, e portanto, uma resposta cont́ınua. Por outro

lado, o objectivo da experiência é o de se saber se as taxas de cres-

cimento das 3 dietas diferem ao longo do tempo. Isto é, pretende-se

inferir para a população mas, como se está a trabalhar com dados

longitudinais Gaussianos (pelo menos aproximadamente) a questão

entre modelo marginal versus modelo com efeitos aleatórios não se

coloca. Assim, neste exemplo, dois modelos podem ser ajustados aos

dados: (i) o modelo linear misto e (ii) o modelo linear geral para

dados longitudinais. Em ambos os casos é usada a biblioteca nlme

do R.

6.2.1 Modelo Linear Misto

Começa-se pela análise exploratória dos dados que compreende a

identificação dos diferentes elementos que constituem os dados, a sua

representação gráfica, e a identificação da estrutura fixa do modelo

através de um ajustamento não paramétrico. A função loess é a

usada para este ajustamento, sendo o método não paramétrico utili-

zado o método da regressão polinomial local, robusto face a outliers

(Cleveland, 1979). A identificação de quais os efeitos aleatórios a

considerar no modelo é muitas vezes sugerida nesta parte explora-

tória. Caso isso não aconteça é feito um ajustamento individual e

identificadas quais as estimativas dos parâmetros fixos do modelo

que mais variam de indiv́ıduo para indiv́ıduo. A selecção dos parâ-

metros da parte fixa do modelo é feita com base no teste de razão
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de verosimilhanças, se os modelos estão encaixados, ou com base nos

critérios AIC ou BIC caso contrário. O método de estimação usado é

o método ML. Finda a modelação da parte fixa do modelo, este é re-

ajustado usando-se o método REML a fim de se obterem estimadores

não enviesados das componentes da variância e passa-se à selecção

dos efeitos aleatórios assim como da modelação da matriz D. A vali-
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Figura 6.1 Gráfico dos perfis individuais, por dieta.

dação do modelo é feita tal como é descrita na Secção 2.8. No caso de

existir heterocedasticidade e/ou correlação entre os erros aleatórios

procede-se à modelação matriz de variâncias-covariâncias dos erros

aleatórios, de acordo com os métodos descritos no Caṕıtulo 3, e pos-

terior validação do novo modelo. No caso do BodyWeigth têm-se

11 observações por rato e 16 por cada instante de tempo num total de

176 observações. Os 16 ratos estão divididos por 3 dietas. A Dieta 1
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com 8 ratos e as restantes dietas (Dieta 2 e Dieta 3) com 4 ratos cada.

O peso dos ratos (em gramas) foi medido de sete em sete dias a partir

do dia 1 até ao dia 64, com uma medição extra no dia 44 (os instantes

de observação não estão igualmente espaçados). Cada grupo (rato) é

caracterizado pela respectiva dieta. Na Figura 6.1 está representada

a evolução do peso dos ratos ao longo do tempo por dieta.

Para cada dieta é feito o ajustamento não-paramétrico e a análise

desse ajustamento sugere uma relação linear entre o peso e o tempo

(Figura 6.2).
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Figura 6.2 Ajustamento não paramétrico (a negrito), por

dieta.

Quanto aos efeitos aleatórios a considerar faz-se um ajustamento li-

near individual a analisa-se quais os parâmetros que mais variam de

rato para rato. Essa análise é feita com base no gráfico da estimativa

dos intervalos de confiança para os parâmetros do modelo ajustado a
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cada rato (Figura 6.3).
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Figura 6.3 Estimativa dos intervalos de confiança para os

parâmetros do ajustamento individual.

Como se pode verificar há grande variabilidade nas estimativas quer

da intersecção quer do declive.Vão-se então considerar dois mode-

los ambos com dois efeitos aleatórios, um na intersecção e outro no

declive:

(i) Modelo I

Yit = (β0+b0i)+(β1+b1i)Tempoit+β2Dieta2i+β3Dieta3i+εit

(ii) Modelo II

Yit = (β0 + b0i) + (β1 + b1i)Tempoit + β2Dieta2i + β3Dieta3i

+ β4(Tempoit ×Dieta2i) + β5(Tempoit ×Dieta3i) + εit
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com i = 1, ..., 16, t = 1, ..., 11 e Tempoit = 1, 8, 15, 22, 29, 36, 43, 44, 50,

57, 64 e onde Yit é a variável variável aleatória associada ao peso, em

Tempoit, do i-ésimo rato, Dieta2i é uma variável binária que assume

o valor 1 se o i-ésimo rato recebe a Dieta 2; Dieta3i é uma variável

binária que assume o valor 1 se o i-ésimo rato recebe a Dieta 3. A

Dieta 1 é a dieta de referência, β0 e β1 são, respectivamente, o inter-

cept e o declive médios para os ratos que recebem a Dieta 1; β2 é a

diferença média entre os intercepts dos ratos que receberam a Dieta

2 e os que receberam a Dieta 1, β3 é a diferença média entre os inter-

cepts dos ratos que receberam a Dieta 3 e os que receberam a Dieta

1, β4 é a diferença média entre os declives dos ratos que receberam

a Dieta 2 e os que receberam a Dieta 1, β5 é a diferença média entre

os declives dos ratos que receberam a Dieta 3 e os que receberam a

Dieta 1. bi=(b0i, b1i)
> é o vector dos efeitos aleatórios e εit é o erro

aleatório cujas hipóteses subjacentes são as dadas no Caṕıtulo 2. Os

dois modelos foram ajustados aos dados usando o método ML. Da

comparação dos dois modelos, usando o teste de razão de verosimi-

lhanças, o Modelo I foi rejeitado (valor-p= 0.0021). As estimativas

ML dos parâmetros para o modelo seleccionado encontram-se na Ta-

bela 6.1 assim como os erros padrão (SE), graus de liberdade (GL),

valores da estat́ıstica de teste (valor-T) e respectivos valores-p.

Na Tabela 6.2 é dada a tabela da ANOVA para o Modelo II onde

GLnum e GLden se referem aos graus de liberdade do numerador e

do denominador, respectivamente.

Passa-se então ao reajustamento do modelo seleccionado, usando o

método REML, e testa-se se é posśıvel só haver um efeito aleatório

no intercept (Modelo III ) ou só um no declive (Modelo IV ). Para

comparar estes modelos com o Modelo II é usado o teste de razão

de verosimilhanças e, em ambos os casos, os valores-p são inferiores

a 0.0001 pelo que se continua com o Modelo II. Para estes dois tes-
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Tabela 6.1 Estimativas ML, erros padrão, graus de liberdade,

valores-T e valores-p para o Modelo II.

Parâmetro Estimativa SE GL valor − T valor − p

β0 251.652 12.009 157 20.955 0.0000

β1 0.360 0.084 157 4.302 0.0000

β2 200.666 20.801 13 9.647 0.0000

β3 252.072 20.801 13 12.118 0.0000

β4 0.606 0.145 157 4.185 0.0000

β5 0.298 0.145 157 2.061 0.0410

Tabela 6.2 Tabela da ANOVA para o Modelo II.

Parâmetro GLnum GLden valor − T valor − p

Intercept 1 157 2036.631 < 0.0001

Tempo 1 157 98.187 < 0.0001

Dieta 2 13 101.466 < 0.0001

Tempo×Dieta 2 157 9.004 2e− 04

tes o valor-p obtido no output do R é o valor naive (Secção 2.6.3)

em virtude de se estar perante um problema de fronteira, sendo a

distribuição aproximada da estat́ıstica de teste, em qualquer um dos

casos, uma mistura 0.5χ2
1+0.5χ2

2 e o verdadeiro valor-p inferior ao in-

dicado. Tendo em atenção que estimativa do intervalo de confiança a

95% para a correlação entre os efeitos aleatórios é (−0.6121, 0.3901)

vai-se testar se podem ser considerados independentes, isto é, se a

matriz D tem estrutura diagonal (Modelo V ). O teste de razão de

verosimilhanças é usado e o valor-p é de 0.6027, pelo que não se re-

jeita esta estrutura para a matriz D. Na Tabela 6.3 são dados os

valores do AIC e do BIC assim como o valor do teste de razão de

verosimilhanças e o respectivo valor-p para as comparações acabadas
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Tabela 6.3 Valores de AIC, BIC, logLIK, TRV e valores-p.

Modelos AIC BIC logLIK Teste TRV valor − p

Modelo II 1171.720 1203.078 −575.860

Modelo III 1248.245 1273.332 −616.123 IIIvsII 80.525 < 0.0001

Modelo IV 1573.269 1598.355 −778.635 IV vsII 405.549 < 0.0001

Modelo V 1169.991 1198.213 −575.995 V vsII 0.271 0.6027

de referir.

O gráfico dos reśıduos padronizados versus os valores ajustados para

o Modelo V é dado na Figura 6.4 e evidência um aumento da varia-

bilidade com os valores ajustados. A mesma representação gráfica,

mas por dieta, é dada na Figura 6.5 e sugere uma eventual heteroce-

dasticidade entre as Dietas.
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Figura 6.4 Reśıduos padronizados versus valores ajusta-

dos para o Modelo V.
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Figura 6.5 Reśıduos padronizados versus valores ajusta-

dos por dieta para o Modelo V.

Vai-se modelar esta heterocedasticidade através da função de vari-

ância potência de uma covariável, V ar(εit) = σ2|υit|2δ (Modelo VI ),

sendo igualmente plauśıvel a função variâncias diferentes por estrato

V ar(εit) = σ2δ2Sit
(Modelo VII ). Com base no teste de razão de vero-

similhanças compara-se cada um destes modelos com o Modelo V. Os

resultados estão apresentados na Tabela 6.4, onde se verifica que os

respectivos valores-p indicam forte evidência de heterocedasticidade

pelo que o Modelo V é rejeitado em cada um dos testes.

Segue-se a comparação entre o Modelo VI e o Modelo VII feita com

base no critério AIC em virtude destes dois modelos não estarem en-

caixados. Dessa comparação é seleccionado o Modelo VI em virtude

de ser o que apresenta o menor valor do AIC (Tabela 6.4).

A estimativa de δ é de 0.5435, isto é, a variância cresce aproxima-

damente com a raiz quadrada dos valores ajustados. Para o novo
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Tabela 6.4 Valores de AIC, BIC, logLik, TRV e valores-p.

Modelos AIC BIC logLik Teste TRV valor − p

Modelo V 1169.991 1198.213 −575.995

Modelo VI 1162.172 1193.530 −571.086 V vsV I 9.812 < 0.0017

Modelo VII 1162.194 1196.688 −570.097 V vsV II 11.797 0.0027

modelo (Modelo VI ) o gráfico dos reśıduos padronizados versus va-

lores ajustados é dado na Figura 6.6 onde é patente um padrão de

homocedasticidade com muito poucos outliers. O mesmo acontece

quando se considera o gráfico dos reśıduos padronizados versus valo-

res ajustados por dieta (Figura 6.7).
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Figura 6.6 Reśıduos padronizados versus valores ajusta-

dos para o Modelo VI.



BodyWeight 123

Fitted values (g)

S
ta

nd
ar

di
ze

d 
re

si
du

al
s

−3

−2

−1

0

1

2

300 400 500 600

7

7

8

8

Dieta1

300 400 500 600

Dieta2

300 400 500 600

14

14

Dieta3

Figura 6.7 Reśıduos padronizados versus valores ajusta-

dos por dieta para o Modelo VI.

Para analisar a correlação entre as observações de um mesmo rato usa-

se o variograma em virtude dos dados terem sido obtidos os instantes

de tempo não igualmente espaçados.

O gráfico do semivariograma amostral dos reśıduos padronizados do

Modelo VI está representado na Figura 6.8. A curva não paramétrica

ajustada ao semivariograma permite visualizar o padrão existente

concluindo-se que cresce até aos 20 dias após o que estabiliza. Este

tipo de comportamento sugere uma correlação espacial exponencial.

É então ajustado o Modelo VIII com esta estrutura de correlação

e, com base no teste de razão de verosimilhança (não há correlação

versus há correlação espacial exponencial) conclui-se (valor-p<0.001)

que a correlação existente é modelada através daquele modelo de

correlação.
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Figura 6.8 Semivariograma amostral dos reśıduos padro-

nizados do Modelo VI.

Na Figura 6.9 está representado o gráfico do semivariogram amos-

tral dos reśıduos normalizados para o novo modelo (Modelo VIII ),

verificando-se que o padrão agora apresentado pela curva não para-

métrica corresponde a um rúıdo branco.

O passo seguinte é ver se este modelo verifica os pressupostos reque-

ridos. O semivariograma é o indicado na Figura 6.9.

Nas Figuras 6.10 e 6.11 estão dados, respectivamente, o gráfico dos

reśıduos normalizados versus valores ajustados e o papel de probabili-

dades para os reśıduos normalizados. Da análise das figuras conclui-se

que as hipóteses subjacentes são verificadas.

As estimativas dos parâmetros para o modelo seleccionado (Modelo

VIII ) encontram-se na Tabela 6.5 assim como os erros padrão, valor

da estat́ıstica de teste-t (valor-T) e respectivos valores-p.

A tabela da ANOVA para o Modelo VIII é dada na Tabela 6.6.
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Figura 6.9 Semivariograma amostral dos reśıduos norma-

lizados do modelo de correlação espacial exponencial (Mo-

delo VIII).
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Figura 6.10 Reśıduos padronizados versus valores ajusta-

dos por dieta (Modelo VIII).
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Figura 6.11 Papel de probabilidades dos reśıduos norma-

lizados (Modelo VIII).

Tabela 6.5 Estimativas ML, erros padrão, graus de liberdade,

valores-T e valores-p para o Modelo VIII.

Parâmetro Estimativa SE GL valor − T valor − p

β0 251.485 13.023 157 19.311 0.0000

β1 0.363 0.086 157 4.238 0.0000

β2 200.749 22.597 13 8.884 0.0000

β3 252.585 22.607 13 11.173 0.0000

β4 0.625 0.153 157 4.101 0.0001

β5 0.307 0.153 157 2.000 0.0472

Pode-se finalmente dizer que o crescimento dos ratos é uma função li-

near do tempo sendo o aumento verificado na taxa de crescimento da

Dieta 2 em relação à da Dieta 1 estatisticamente significativo (valor-

p=0.0001). Quanto ao aumento verificado na taxa de crescimento da

Dieta 3 em relação à Dieta 1 (valor-p=0.0472) só se pode dizer que a
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Tabela 6.6 Tabela da ANOVA para o Modelo VIII.

Parâmetro GLnum GLden valor − T valor − p

Intercept 1 157 1585.774 < 0.0001

Tempo 1 157 91.592 < 0.0001

Dieta 2 13 78.612 < 0.0001

Tempo×Dieta 2 157 8.691 3e− 04

significância estat́ıstica é borderline. A diferença entre a taxa de cres-

cimento da Dieta 2 e da Dieta 3 não é estatisticamente significativa

(valor-p= 0.0775). Tem-se ainda que a estimativa da matriz

D =

[
σ2
0 σ2

01

σ2
10 σ2

1

]

é [
(36.74)2 0

0 (0.232)2

]
.

Relativamente à matriz dos erros aleatórios, Λiσ
2, a estimativa de σ2

é de 0.0186 e Λi = WiCiWi tem Wi modelada por uma função de

variância potência de uma covariável, V ar(εit) = σ2|υit|2δ onde a es-

timativa de δ é 0.5953 e a estrutura de Ci é explicada por um modelo

exponencial com ρ = 4.8931. Nas Figuras 6.12 e 6.13 estão represen-

tados, respectivamente, os gráficos dos ajustamentos individual e por

tratamento com base no Modelo VIII.
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Figura 6.12 Previsões a partir do Modelo VIII.
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VIII).
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6.2.2 Modelo Linear Geral para Dados Longitudi-

nais

Considere-se agora o ajustamento um modelo sem efeitos aleatórios

aos dados BodyWeigth. O método GLS é o escolhido e a metodo-

logia seguida no ajustamento deste modelo é a mesma utilizada na

secção anterior. Começa-se por ajustar o Modelo IX

Yit = β0 + β1Tempoit + β2Dieta2i + β3Dieta3i

+ β4(Tempoit ×Dieta2i) + β5(Tempoit ×Dieta3i) + εit

seguindo-se os passos do ajustamento anterior para a modelação da

estrutura de variâncias-covariâncias dos erros aleatórios. Neste caso

o modelo de heterocedasticidade escolhido foi a função variâncias di-

ferentes por estrato continuando a correlação a ser modelada pela

estrutura de correlação espacial. As estimativas dos parâmetros para

este modelo (Modelo X ) encontram-se na Tabela 6.7 assim como os

erros padrão.

Da análise da Tabela 6.7 verifica-se que as estimativas dos parâme-

tros fixos são semelhantes às do Modelo VIII ressaltando o facto de

no modelo sem efeitos aleatórios o aumento verificado na taxa de cres-

cimento da Dieta 3 em relação à Dieta 1 (p=0.1828) não ser estatisti-

camente significativo enquanto que no modelo com efeitos aleatórios

essa significância estat́ıstica é borderline.

A comparação entre este modelo (Modelo X ) e o melhor modelo ob-

tido no parágrafo anterior (Modelo VIII ) faz-se com base nos critérios

de informação uma vez que os modelos não se encontram encaixados

mas têm a mesma estrutura fixa. Para o Modelo X os valores do

AIC e do BIC são, respectivamente, 1146.683 e 1178.041 enquanto

que para o Modelo VIII são 1143.377 e 1177.871. O modelo com

efeitos aleatórios é o que apresenta menores valores do AIC e do BIC

e como tal parece dar uma melhor representação dos dados. Mas tal
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Tabela 6.7 Estimativas ML, erros padrão, valores-T e

valores-p para o Modelo X.

Parâmetro Estimativa SE valor − T valor − p

β0 250.338 9.659 25.918 0.0000

β1 0.3671 0.0761 4.831 0.0000

β2 202.263 21.4174 9.442 0.0000

β3 257.487 27.721 9.289 0.0001

β4 0.661 0.168 3.921 0.0000

β5 0.292 0.218 1.338 0.1828

como Pinheiro & Bates (2000) fazem notar a escolha entre um mo-

delo com efeitos aleatórios e um modelo sem efeitos aleatórios deve

ter em conta mais do que os critérios de informação e o teste de razão

de verosimilhanças (Secção 3.7.1).

6.3 Seizure

Neste exemplo a variável resposta é o número de episódios de epi-

lepsia e o objectivo do ensaio cĺınico é o de saber se o tratamento

com prograbide reduz ou não a taxa de episódios de epilepsia quando

comparado com o placebo. Para responder a esta questão vai-se com-

parar: (i) As alterações da baseline para o follow-up, na taxa de episó-

dios de epilepsia nos dois grupos de tratamento. Neste caso o modelo

marginal é considerado e é usado o método GEE. (ii) As alterações

espećıficas dos doentes da baseline para o follow-up, relativamente à

taxa de episódios de epilepsia nos dois grupos de tratamento, sendo

neste caso usado o GLMM. A utilização destas duas abordagens tem

como objectivo ilustrar as mesmas e, ao mesmo tempo, mostrar a

diferença que existe entre elas no que diz respeito à interpretação dos
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parâmetros. A representação gráfica do perfil de cada doente é dada

na Figura 6.12 onde se vê que os dados apresentam um valor extremo

ou outlier correspondente ao doente 49 (Thall & Vail, 1990). Este

doente apresenta 151 episódios ao longo das 8 semanas que consti-

tuem o intervalo de tempo da baseline e 302 (102 + 65 + 72 + 63)

episódios durante os quatro sucessivos peŕıodos de 2 semanas cada.

Este doente foi atribúıdo ao grupo com o tratamento prograbide e

como pode produzir impacto nas análises considera-se, em ambas as

abordagens, a análise dos dados com e sem o indiv́ıduo 49.
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Figura 6.14 Gráfico dos perfis individuais da taxa sema-

nal de episódios de epilepsia para os 59 doentes.
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6.3.1 Modelo Marginal. Método GEE

A aplicação do método GEE para a estimação dos parâmetros pres-

supõe a utilização de procedimentos que são comuns, quer se esteja

a modelar contagens ou dados binários. Começa-se por uma aná-

lise exploratória dos dados que inclui, quando necessário, um ajus-

tamento não paramétrico tal como foi descrito na Secção 6.2.1 que

permite estabelecer o tipo de relação existente entre a variável res-

posta e o tempo. A estrutura de correlação a utilizar é igualmente

sugerida nesta fase de análise com base na matriz de correlação dos

reśıduos de Pearson resultante do ajustamento do modelo linear ge-

neralizado apropriado ignorando a dependência entre as observações

de um mesmo indiv́ıduo. O teste de Wald é utilizado para a compa-

ração de modelos encaixados usados na modelação do valor esperado.

É utilizada a biblioteca geepack do R.

Os dados do exemplo Seizure apresentam variabilidade superior à

predita pelo valor esperado do modelo de Poisson pelo que o mo-

delo marginal considerado é um modelo de regressão log-linear, em

que se tem como pressuposto uma função de variância de Poisson,

V ar(Yit) = φµ
it, onde se assume φ > 1.

A equação do modelo marginal para o número esperado de episódios

de epilepsia por semana (baseline e follow-up) é dada por

log[E(Yit)] = log(µit) = log(tit) + β0 + β1Tempoit + β2Trati

+ β3(Tempoit × Trati)

com t = 0, 1, 2, 3, 4 e i = 1, ..., 59 e onde Yit é a variável aleatória

de Poisson que dá o número de episódios de epilepsia para o i-ésimo

doente no t-ésimo peŕıodo de observação e tit é o comprimento do

peŕıodo t (onde tit = 8 se t = 0 e tit = 2 se t = 1, 2, 3, 4).

O termo log(tit) é inclúıdo no modelo para englobar diferentes pe-
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Tabela 6.8 Matriz de correlação para as observações.

baseline visita1 visita2 visita3 visita4

baseline 1.000 0.792 0.828 0.676 0.840

visita1 0.792 1.000 0.872 0.745 0.897

visita2 0.828 0.872 1.000 0.745 0.897

visita3 0.676 0.745 0.807 1.000 0.829

visita4 0.84 0.897 0.897 0.829 1.000

ŕıodos de observações e entra no modelo como offset (Diggle et al.,

2002; Fitzmaurice et al., 2004). A variável binária Tempoit corres-

ponde aos peŕıodos baseline e follow-up, assumindo o valor 0 se t = 0

e o valor 1 se t = 1, 2, 3, 4. Trat é uma variável indicatriz que assume

o valor 0 se ao indiv́ıduo i foi atribúıdo o placebo e o valor 1 se foi

atribúıdo ao prograbide.

Como Tempoit só assume dois valores não é necessário fazer-se um

ajustamento não paramétrico para saber qual a relação entre a variá-

vel resposta e o tempo. Para obter a informação sobre a estrutura de

correlação a usar no método GEE procede-se tal como o descrito an-

teriormente, isto é, ignora-se a dependência entre observações de um

mesmo doente e ajusta-se um modelo de regressão de Poisson. Com

base neste ajustamento calcula-se a matriz de correlação dos reśıduos

de Pearson para cada doente, que se apresenta na Tabela 6.8, assim

como a estimativa do parâmetro de dispersão φ (19.4129).

Da análise da tabela é escolhida a estrutura corr(Yit, Yit′) = α. Passa-

se ao ajustamento daquele modelo usando o método GEE com aquela

estrutura de correlação. O grupo do placebo é a classe de referência

considerada e as estimativas dos erros padronizados, para os estima-

dores dos parâmetros de regressão, são obtidas através do estimador
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Tabela 6.9 Estimativas dos parâmetros, erros padrão,

valores-T e valores-p.

Parâmetro Estimativa SE valor − T valor − p

β0 1.348 0.157 73.342 0.0000

β1 0.112 0.116 0.931 0.3347

β2 0.028 0.225 0.015 0.9024

β3 −0.105 0.219 0.230 0.6317

φ 19.413 8.792 4.876 0.0272

α 0.777 0.080 94.654 0.0000

sandwich. O método jacknife foi igualmente utilizado não se tendo

verificado qualquer alteração dos resultados. As estimativas dos pa-

râmetros para o modelo encontram-se na Tabela 6.9 assim como os

erros padrão (sandwich), valor da estat́ıstica do teste de Wald (valor-

T) e respectivos valores - p. Na Tabela 6.10 encontra-se o sumário

da interpretação dos parâmetros do modelo em termos do logaritmo

do número esperado de episódios de epilepsia por semana, isto é, do

logaritmo da taxa esperada de episódios (vai-se omitir a palavra “es-

perada” sem perigo de confusão). Por exemplo, a taxa de episódios

na baseline (t = 0) no grupo do placebo é de eβ0 , já no folow-up

(t = 1) é de eβ0+β1 . Assim, eβ1 é o quociente da taxa de episódios

entre o folow-up e a baseline no grupo do placebo. Do mesmo modo,

no grupo do prograbide, eβ0+β2 é a taxa de episódios na baseline e

eβ0+β1+β2+β3 é a taxa de episódios no folow-up e, como tal, eβ1+β3 é

o quociente da taxa de episódios entre o folow-up e a baseline. Uma

comparação directa dos dois tratamentos em termos da alteração da

taxa de episódios é expressa em termos de β3, pelo que β3 é o pa-

râmetro de interesse. O parâmetro β3 representa a diferença dos

logaritmos das alterações das taxas comparando os doentes do grupo
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Tabela 6.10 Parâmetros do modelo de Poisson margi-

nal.

Grupo Tempo log(µit) = log
[
E
(
Yit
tit

)]

Placebo
Baseline(t = 0) β0

Follow − up(t = 1) β0 + β1

Prograbide
Baseline(t = 0) β0 + β2

Follow − up(t = 1) β0 + β1 + β2 + β3

prograbide com os do grupo placebo. Um valor negativo deste parâ-

metro significa uma maior redução da taxa de episódios no grupo do

prograbide. No presente caso (Tabela 6.9) a estimativa desse parâ-

metro é de -0.1047 não sendo a diferença entre os grupos do placebo

e do prograbide estatisticamente significativa (valor-p=0.6317) se o

doente 49 é considerado na análise. Por último faz-se notar que o

valor de 0.78 para a estimativa do parâmetro α (Tabela 6.9) indica

a existência de correlação significativa (valor-p=0.000) entre obser-

vações de um mesmo indiv́ıduo e que o valor aproximado de 19.4129

para a estimativa do parâmetro de dispersão revela sobredispersão,

relativamente à variabilidade de Poisson predita nestes dados.

Retirando o doente 49 e ajustando o mesmo modelo obtém-se as

estimativas indicados na Tabela 6.11. A estimativa do parâmetro β3

passa a ser de −0.3024 indicando, embora de forma modesta (valor-

p = 0.0827), que o tratamento com prograbide, comparado com o

placebo, reduz a taxa de episódios.

No que se refere à redução esperada da taxa de episódios esta é

de aproximadamente 17% no grupo do prograbide enquanto que no

grupo do placebo não se espera verificar qualquer alteração (e0.112 ≈
1).
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Tabela 6.11 Estimativas dos parâmetros, erros padrão, valores-

T e valores-p (sem o doente 49).

Parâmetro Estimativa SE valor − T valor − p

β0 1.348 0.157 73.342 0.0000

β1 0.112 0.116 0.931 0.3347

β2 0.107 0.195 3.000 0.5839

β3 −0.302 0.174 3.011 0.0827

φ 10.385 2.318 20.074 7.45e− 06

α 0.598 0.084 51.065 0.0000

6.3.2 Modelo Linear Generalizado Misto

A utilização do modelo linear generalizado misto significa que se res-

ponde à questão colocada no que se refere às alterações espećıficas

dos doentes relativamente à taxa de episódios de epilepsia, da base-

line para o follow-up nos dois grupos de tratamento. É utilizada a

biblioteca lme4 do R onde é usado o método adaptativo da quadratura

de Gauss-Hermite. O modelo com efeitos aleatórios na intersecção e

no declive é considerado sendo a parte fixa do modelo a dada na

secção anterior.

A equação do modelo é então

log[E(Yit|bi)] = log(µbit) = log(tit) + β0 + β1Tempoit + β2Trati

+ β3(Tempoit × Trati) + b0i + b1iTempoit

com t = 0, 1, 2, 3, 4; i = 1, ..., 59 e bi = (b0i, b1i)
T o vector de

efeitos aleatórios com distribuição Gaussiana multivariada com va-

lor esperado nulo e matriz de variâncias-covariâncias D. Dado bi,

assume-se que os Yit são independentes com distribuição de Poisson

e var(Yit|bi) = E(Yit|bi), (isto é, φ = 1). Neste modelo assume-se
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Tabela 6.12 Parâmetros do modelo de Poisson marginal.

Grupo Tempo log(µit) = log
[
E(Yit|bi)

tit

]

Placebo
Baseline(t = 0) (β0 + b0i)

Follow − up(t = 1) (β0 + b0i) + β1 + b1i

Prograbide
Baseline(t = 0) (β0 + b0i) + β2

Follow − up(t = 1) (β0 + b0i) + (β1 + b1i) + β2 + β3

que existe heterogeneidade entre os doentes no que diz respeito ao

número de episódios de epilepsia não só na baseline mas também na

alteração desse número ao longo do tempo. Na Tabela 6.12 encontra-

se o sumário da interpretação dos parâmetros do modelo em termos

do logaritmo do número de episódios de epilepsia por semana. Neste

caso, eβ1 é o quociente da taxa de episódios entre o folow-up e a ba-

seline para um doente no grupo placebo com um declive aleatório

não observado, b1i = 0, (o valor médio e a mediana de b1i). Quanto

a eβ1+β3 , é o quociente da taxa de episódios entre o folow-up e a

baseline para um doente no grupo do prograbide com um declive ale-

atório não observado b1i = 0. Uma comparação directa entre os dois

tratamentos em termos da alteração do número de episódios de epi-

lepsia é expressa em termos de β3 quando dois doentes são escolhidos,

um de cada grupo, de modo a terem o mesmo valor não observado

de b1i. As estimativas dos parâmetros para o modelo seleccionado,

considerando o doente 49, encontram-se na Tabela 6.13 assim como

os erros padrão, valor da estat́ıstica de teste e respectivos valores-p.

A hipótese H0 : β3 = 0 é rejeitada ao ńıvel de significância 5% (valor-

p=0.0405) e como tal pode-se afirmar que há diferença entre os dois

tratamentos em termos das alterações espećıficas dos doentes na taxa

de episódios para aquele ńıvel de significância. Para um doente no
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Tabela 6.13 Estimativas dos parâmetros, erros padrão,

valores-T e valores-p.

Parâmetro Estimativa SE valor − T valor − p

β0 1.068 0.139 7.663 1.82e− 14

β1 0.004 0.107 0.035 0.9721

β2 0.053 0.192 0.273 0.7848

β3 −0.306 0.149 −2.048 0.0405

d11 0.496

d22 0.228

d12 0.025

grupo placebo não há alteração da taxa de episódios entre o folow-up

e a baseline (e0.004 ≈ 1) mas, para um doente no grupo prograbide

já se espera uma redução de 26%(e0.004−0.306 ≈ 0.74) no número de

episódios de epilepsia.

A estimativa da variância de b0i, d11, é de 0.4962, o que implica grande

variabilidade entre os doentes no que se refere à taxa de episódios

na baseline. Por exemplo, aproximadamente, 95% dos doentes no

grupo do placebo têm uma taxa de episódios na baseline que varia de

exp(1.0684−1.96×
√

0.4962) a exp(1.0684+1.96×
√

0.4962), ou seja,

entre 0.73 e 12 episódios de epilepsia por semana. Do mesmo modo a

estimativa da variância de b1i, d22, é de 0.2279 o que implica grande

variabilidade na alteração da taxa de episódios entre os doentes. Por

exemplo, para os doentes tratados com o progabide a variação na

taxa de episódios vai de uma redução de 71% a um aumento de 88%

com aproximadamente 95% de confiança (exp[(0.0038 − 0.30573) −
1.96×

√
0.2279] a exp[(0.0038− 0.30573) + 1.96×

√
0.2279]).
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Tabela 6.14 Estimativas dos parâmetros, erros padrão,

valores-p e valores-p (sem o doente 49).

Parâmetro Estimativa SE valor − T valor − p

β0 1.067 0.133 8.009 1.16e− 15

β1 0.012 0.105 0.114 0.9091

β2 −0.007 0.185 −0.036 0.9709

β3 −0.346 0.148 −2.341 0.0192

d11 0.449

d22 0.215

d12 −0.009

Repetindo a análise anterior mas agora sem o doente 49, a hipótese

H0 : β3 = 0 continua a ser rejeitada (valor-p=0.0192). Na Tabela 6.14

são dadas as estimativas dos parâmetros assim como os erros padrão,

valor da estat́ıstica de teste e respectivos valores-p para o GLMM

sem o doente 49. A redução da taxa esperada de episódios entre o

folow-up e a baseline para um doente no grupo prograbide é agora

de 28% (e0.012−0.346 ≈ 0.72 ).

6.4 Locust

Neste exemplo a resposta é binária indicando se o gafanhoto se mexe

(1) ou não (0). Os gafanhotos foram divididos em dois grupos de tra-

tamento (“alimentado” e “não alimentado”) e, dentro de cada grupo,

os indiv́ıduos são alternadamente “macho” e “fêmea”. O objectivo

desta experiência, tal como foi referido na Caṕıtulo 1, é o de sa-

ber se a probabilidade de se mover é a mesma nos dois grupos. A

probabilidade marginal de sucesso é o parâmetro de interesse. À se-
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melhança dos exemplos anteriores o modelo marginal e o modelo com

efeitos aleatórios são apresentados. A biblioteca bild é a utilizada

no ajustamento dos dois modelos. Recorde-se que nesta biblioteca

a dependência entre observações de um memo indiv́ıduo é feita em

termos de odds ratio e é usado o método ML para obter as estima-

tivas dos parâmetros do modelo independentemente de ser marginal

ou com efeitos aleatórios. Na análise que se segue o sexo não foi

considerado pois em estudos realizados anteriormente o efeito corres-

pondente mostrou não ser estatisticamente significativo (Gonçalves,

2002).

6.4.1 Modelo Marginal

A probabilidade marginal de locomoção é modelada de acordo com o

modelo de regressão loǵıstica

logit[E(Yit)] = logit(µit) = β0 + β1Tempoit + β2Tempo
2
it + β3feedi

+ β4(Tempoit × feedi) + β5(Tempo2it × feedi)

com i = 1, ..., 24, t = 1, 2, ..., 161, Tempoit = t
120 (uma unidade

de tempo corresponde a 1 hora) e onde Yit é a variável aleatória

binária, que assume o valor 1 quando o i -ésimo gafanho se mexe na

t-ésima ocasião e 0 caso contrário. Quanto a feedi é uma variável

indicatriz que assume o valor 1 se o i -ésimo gafanho está no grupo

“alimentado” e 0 se está no grupo “não alimentado”.

No ajustamento do modelo é usado o método ML para estimar os

parâmetros e são consideradas três estruturas de correlação a que

correspondem outros tantos modelos. O Modelo I com uma estru-

tura de correlação independente, o Modelo II com uma estrutura de

correlação Markoviana de primeira ordem (MC1) e o Modelo III com

uma estrutura de correlação Markoviana de segunda ordem (MC2).

A classe de referência considerada foi feed=0. O teste de razão de
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Tabela 6.15 Valores de AIC, logLik, ∆D e valor-p.

Modelos AIC logLik Teste ∆D valor − p

Modelo I 3479.986 −1733.993

Modelo II 3227.979 −1606.989 IvsII 254.007 < 0.0001

Modelo III 3141.527 −1562.763 IIvsIII 88.452 < 0.0001

Tabela 6.16 Estimativas dos parâmetros, erros padrão,

valores-T e valores-p para o Modelo III-MC2.

Parâmetro Estimativa SE valor − T valor − p

β0 −1.530 0.255 −6.008 < 0.0000

β1 4.432 0.848 5.228 < 0.0000

β2 −2.415 0.597 −4.047 0.0001

β3 −2.153 0.533 −4.039 0.0001

β4 4.826 1.637 −2.947 0.0032

β5 4.217 1.098 3.842 0.0001

logψ1 1.459 0.112 13.035 < 0.0000

logψ2 0.914 0.097 9.454 < 0.0000

verosimilhanças é usado para comparar os modelos e na Tabela 6.15

encontram-se os valores do AIC, do logaritmo da verosimilhança, a

diferença dos desvios (∆D) e o respectivo valor-p. Da análise dos

resultados é seleccionado o modelo com uma estrutura de correlação

MC2 (Modelo III ). Na Tabela 6.16 são dadas as estimativas dos pa-

râmetros assim como os erros padrão, valores da estat́ıstica de teste e

respectivos valores- p para o Modelo III. Todos os parâmetros são sig-

nificativos ao ńıvel de significância 5% mostrando que o ajustamento

quadrático é adequado e que a diferença entre os dois grupos é esta-



142 Exemplos de Aplicação

tisticamente significativa. Em particular, os parâmetros λ1 = logψ1

e λ2 = logψ2 são marcadamente significativos indicando claramente

uma correlação serial de segunda ordem.

A análise gráfica dos reśıduos para o Modelo I e para o Modelo III

encontra-se nas Figuras 6.15 e 6.16, respectivamente. Da comparação

dos gráficos das funções de autocorrelação (ACF) e de autocorrelação

parcial (PACF) emṕıricas dos reśıduos para os dois modelos é posśıvel

ver o efeito da correlação MC2.
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Figura 6.15 Gráficos da análise de reśıduos para o Modelo

I (independente).

A estimativa da probabilidade de locomoção é dada por:

(i) feed=0

exp(−1.530 + 4.432× Tempo− 2.415× Tempo2)

1 + exp(−1.530 + 4.432× Tempo− 2.415× Tempo2)
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(ii) feed=1

exp(−3.683− 0.394× Tempo+ 1.802× Tempo2)

1 + exp(−3.683− 0.394× Tempo+ 1.802× Tempo2)

cujo gráfico está representado na Figura 6.17.
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Figura 6.16 Gráficos da análise reśıduos para o Modelo

III (MC2).

Por exemplo, a estimativa da probabilidade de locomoção nos tempos

0.5, 0.8 e 1 é de, respectivamente, 0.5205, 0.6153 e 0.6193 para o

grupo dos “não alimentados” (feed=0) e de 0.0314, 0.0549 e 0.093

para o grupo dos “alimentados” (feed=1).
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Figura 6.17 Gráfico da estimativa da probabilidade de lo-

comoção (Modelo III - MC2).

6.4.2 Modelo Linear Generalizado Misto

Considere-se o modelo de regressão loǵıstica dado na secção anterior

mas agora com efeito aleatório na intersecção

logit[E(Yit|bi)] = logit(µbit)

= β0 + b0i + β1Tempoit + β2Tempo
2
it + β3feedi

+ β4(Tempoit × feedi) + β5(Tempo2it × feedi)

em que b0i é uma variável aleatória Gaussiana com valor médio 0 e

variância d11, b0i ∼ N(0, d11). Para o modelo dado vão-se considerar

duas estruturas de correlação a que correspondem dois modelos. O

modelo com um efeito aleatório na intersecção e estrutura de corre-

lação MC1 (Modelo IV - MC1R) e o modelo com um efeito aleatório

na intersecção e estrutura de correlação MC2 (Modelo V -MC2R).
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Após o ajustamento dos modelos aos dados é feita a comparação entre

eles através do teste de razão de verosimilhanças obtendo-se o valor

de ∆D = 28.8869 a que corresponde um valor-p de 7.6729e− 08 pelo

que é seleccionado o Modelo V. Os gráficos referentes à análise dos

reśıduos para os Modelos IV (MC1R) e V (MC2R) encontram-se nas

Figuras 6.18 e 6.19, respectivamente.
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Figura 6.18 Gráficos da análise de reśıduos para o Modelo

IV (MC1R).

Na Tabela 6.17 são dadas as estimativas dos parâmetros assim como

os erros padrão, valores da estat́ıstica de teste e respectivos valores-

p para o Modelo V.

Para se obter a estimativa da probabilidade marginal utiliza-se o fac-

tor de aproximação indicado na Secção 5.7, sendo neste caso d11 =

0.9972. Na Figura 6.20 está representado o gráfico para aproximação
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Figura 6.19 Gráficos da análise de reśıduos para o Modelo

V (MC2R).

da estimativa da probabilidade de locomoção marginal (adjusted pa-

rametric fit) e a estimativa da probabilidade de locomoção para um

gafanhoto com o efeito aleatório não observado na intersecção b0i = 0,

em ambos os grupos, designada por unadjusted fit.

Com base no Modelo V podem ser calculadas as estimativas indivi-

duais da probabilidade de locomoção. Na Figura 6.21 apresenta-se o

gráfico dessas estimativas para os gafanhotos 8, 10, 13, 22 e 24.

Por último faz-se notar que as estimativas dos efeitos fixos no Modelo

V são maiores, em valor absolutos, do que as obtidas para o Modelo

III. Esta diferença tem a ver com a diferente interpretação dos β’s

nas duas classes de modelos.
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Tabela 6.17 Estimativas dos parâmetros, erros padrão,

valores-T e valores-p para o Modelo III.

Parâmetro Estimativa SE valor − T valor-p

β0 −1.815 0.368 −4.93 < 0.0000

β1 5.324 0.759 7.010 < 0.0000

β2 −2.939 0.532 −5.529 < 0.0001

β3 −2.305 0.662 −3.484 0.0005

β4 −6.074 1.565 −3.882 0.0001

β5 5.066 1.044 4.855 < 0.0000

logψ1 0.981 0.113 8.717 < 0.0000

logψ2 0.558 0.103 5.420 < 0.0000
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Figura 6.20 Gráfico da estimativa da probabilidade de lo-

comoção para o Modelo V (MC2R).
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Figura 6.21 Gráfico da estimativa da probabilidade de lo-

comoção para os indiv́ıduos 8, 10, 13, 22 e 24 (Modelo V

- MC2R).
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Gonçalves, M., Cabral, M., & Azzalini, A. (2010). bild: a

package for BInary Longitudinal Data. version 1.0-0.
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