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Editorial

... também com a importancia do Boletim SPE...

1. Os Editoriais mais recentes, envolveram algumas reflexdes sobre a tematica da politica de edi¢des
SPE, em particular o seu Boletim semestral. E fundamental uma sintese ¢ um ponto da situagio que
reforcem e fagam consolidar a sua relagdo com os socios e com a comunidade; dai resultando um
maior dinamismo da nossa associa¢do cientifica e, por conseguinte, da Ciéncia Estatistica portuguesa.
O Boletim SPE ¢ uma parte da SPE e que “nasceu antes dela” (Editorial de Boletim outono de 2016 e,
em especial, Boletim primavera de 2009).

E (também) através do Boletim que os socios devem partilhar ideias e todo o seu saber. E (acima de
tudo) seu munus, para melhor “afirmar a Estatistica” — o grande e primeiro objetivo estatutario da SPE.
Durante um Congresso, a reunido magna, ¢ (talvez) uma excelente oportunidade para (até mesmo nos
corredores) se “conversar sobre” ... Agendemos, para o proximo congresso, esse proposito.

O Boletim primavera de 2018 em termos de acabamento final, foi “agrafado” — uma opgao
ligeiramente diferente da tradicional “colagem” mas que faz reduzir os custos da edi¢do. No entanto,
aquela opg¢do ¢ condicionada pelo numero de paginas. Este, por sua vez, ¢ o resultado de diversas
variaveis — desde a diversidade de Noticias que devem ser divulgadas até a quantidade de autores que
cada Tema Central “aconselha” que sejam convidados e (também) da maior ou menor sintese que os
varios assuntos permitam... Assim aconteceu nesta edi¢do onde, de novo, recorremos a “colagem”,
diga-se, um aspeto final de melhor qualidade. O custo subiu outra vez, mas... Em relacido aos objetivos
anteriormente anunciados, fica, no final, o consolo de “em média” os termos reduzido. Norteados pelo
esfor¢o para reduzir pregos, o fundamental ¢ o Boletim SPE cumprir a sua missdo com o maior
equilibrio entre custos e beneficios. Dai advém e (também) se afirma a sua importancia.

2. No passado més de Julho faleceu o Prof. Bento Murteira. Nesta edi¢do, a partir da pagina 3, damos
noticia e incluimos alguns testemunhos. Com o falecimento do Prof. Bento Murteira, o “Mundo
Estatistico” perdeu um pioneiro em muitas areas cientificas e pedagdgicas.

J& Jubilado hd mais de dez anos e revelando um vigor extraordindrio de atividade cientifica, no
Memorial da Sociedade Portuguesa de Estatistica, em 2005, tivemos o prazer de ter (mais) uma
contribuicdo sua, excelente em todos os dominios. Na introdu¢@o desse texto e a jeito de “ponto da
situacdo” escreveu o Prof. Murteira: “Numa otica pessoal, portanto em termos subjetivos, versando
naturalmente os temas preferidos do Autor, ha muitos anos jubilado, a presente nota pretende esbogar
alguns dos aspetos que caracterizam a evolugd@o da estatistica em Portugal nos tltimos 25 anos, isto &,
desde os fins da década de 70 até hoje (2005)”. Em pouco mais de dez paginas com rigor e exceléncia
— apanagio de todo o seu trabalho — o Prof. Bento Murteira deixou-nos um documento precioso para a
Histoéria da Estatistica em Portugal. Uma singela homenagem ¢ reler esse texto “A Estatistica em
Portugal nos ultimos 25 anos”; um capitulo de Memorial SPE (Edi¢des SPE, 2005, p. 11-21) também
disponivel em muitas bibliotecas de todo o pais.

Mais recentemente, no Boletim outono de 2013 publicamos “Fundamentos da Inferéncia Bayesiana”.
Nesse texto, Bento Murteira parte do Problema Fundamental da Estatistica para uma viagem sobre um
dos grandes temas da Estatistica e da sua paixao.

Nas provas publicas para obten¢@o do meu Titulo de Agregado, em 1991, o Prof. Murteira foi arguente
principal. No final da “conversa cientifica” teve a oportunidade de me agradecer por lhe ter
apresentado “Os Qutliers”. Foi um prazer que o mais intimo do meu curriculum cientifico agora exige
que recorde! Obrigado Prof. Murteira pela Estatistica que nos ensinou a descobrir e, como Mestre, nos
estimula a aprofundar.

3. Aos autores dos textos “testemunhos de homenagem ao Prof. Bento Murteira”, reconhecidamente,
agradeco a sua disponibilidade e, em especial, também o desejo manifestar, a oportunidade que nos
dao de “fazer reviver” um pouco da historia de todos nos.

O Boletim SPE outono de 2018 teve a colaboragdo especial do Prof. Carlos Braumann, na elei¢do do
Tema Central, bem como dos autores convidados. Agradecimentos sdo devidos a todos pela

disponibilidade na partilha do seu saber com toda a comunidade cientifica.

O Tema Central do préximo Boletim SPE sera Séries Temporais de Valor Inteiro.



Mensagem da Presidente

Caros Socios da SPE,

Aproveito este espago para fazer um resumo dos acontecimentos de maior relevo nos ultimos 6 meses.

Comeco por dar destaque a realizacdo do III Encontro Luso-Galaico de Biometria, nos dias 28 a 30 de
junho 2018, na Universidade de Aveiro. O Encontro teve uma organizacdo excelente assim como um
elevado nivel cientifico pelo que s3o devidos agradecimentos as Comissdes Organizadoras e
Comissoes Cientificas.

O Prémio Iniciacdo a Investigagdo 2018 foi atribuido a Tese de Mestrado em Bioestatistica da autoria
de Pedro Nicolau, intitulada Estimating the spatio-temporal variation of bird phenology using citizen
science data.

As candidaturas aos Prémio SPE 2018 estdo a ser analisadas pelo Juri. Estes prémios serdo entregues
numa sessdo comemorativa, cujo programa sera divulgado oportunamente.

Decorreu mais um concurso Prémios Estatistico Junior 2018, com o patrocinio habitual da Porto
Editora. Detalhes sobre os premiados e a Sessdo de Atribuicdo dos Prémios podem ser consultados
neste Boletim.

Realizou-se, pela segunda vez, uma sessdo conjunta DStatG (Deutsche Statistische Gesellschaft) -
SPE, durante a “Statistische Woche”.

A iniciativa visa estreitar ¢ fomentar a cooperagdo entre estas duas sociedades e os respectivos
membros. A “Statistische Woche 2018” teve lugar em Linz, a terceira maior cidade austriaca, mais
concretamente na “Johannes Kepler Universitit” de 12 a 14 de Setembro.

Realizaram-se as Jornadas sobre Matematica no Acesso ao Ensino Superior — MAES 2018,
organizadas pela SPM e CIM e nas quais a SPE esteve representada.

Estd em marcha a organizacdo do XXIV Congresso da SPE que terd lugar em Novembro de 2019.
Detalhes serdo divulgados brevemente.

A compilacdo das Actas do XXIII Congresso da SPE estd em andamento.

A Sociedade ¢ dos socios e para os sécios e €, essencialmente, o que os socios fizerem dela. Assim, a
Direcgao estd aberta a apoiar todas as iniciativas em prol da Estatistica em Portugal.

Porto, 28 de Setembro de 2018
Cordiais saudagoes

Maria Eduarda Silva
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Noticias

e Faleceu o Professor Doutor Bento Murteira

O Professor Doutor Bento José Ferreira  Extraordinario e em 1963 a Professor Catedratico
Murteira, faleceu no dia 18 de Julho de 2018. categoria em que se Jubilou em Agosto de 1994.
No ambito da Fundac¢ao das Universidades
Portuguesas, fez parte em 1997 e 1998 das
Comissoes de  Avaliagdo  Externa  das
Licenciaturas em Economia e das Licenciaturas
em Matematica; em 2001 fez parte da
Subcomissdo de Avaliagdo Externa das
Licenciaturas em Estatistica.

O Prof. Bento Murteira deixou-nos um legado
cientifico onde se destaca uma extensa lista de
livros e publicagdes nas areas de Estatistica,
Econometria e Investigacdo Operacional embora
recentemente se dedicasse apenas a Estatistica.

O volume editado pelo ISEG, por ocasido da
Jubilagdo do Prof. Bento Murteira (Junho de
1994), contém uma boa parte dos artigos
publicados.

Licenciado em Finangas pelo Instituto
Superior de Ciéncias Economicas e Financeiras e
Doutor em Finangas pela Universidade Técnica
de Lisboa (1953), o Professor Bento Murteira foi
aluno de Bento de Jesus Caraga e discipulo e
assistente do Professor Leite Pinto.

Fez Doutoramento sob a orientagdo de
Maurice Kendall, uma referéncia do século XX.

Docente no Instituto Superior de Economia e
Gestao desde 1947; em 1954 passou de Assistente
a 1° Assistente; em 1961 a Professor

O Prof. Bento Murteira, em 1980, foi um dos
socios fundadores da Sociedade Portuguesa de
Estatistica e o primeiro Sécio Honorario da SPE,
eleito em 1993.

FR

Recordac¢oes do meu amigo Bento Murteira

Quando cheguei a Portugal, no inicio dos anos 80, travei conhecimento com o Bento Murteira,
passando a partir dai a ter com ele uma longa relagdo pessoal e profissional, durante a qual tive a
oportunidade de reconhecer e admirar muitas das suas qualidades. Talvez que, para mim, a qualidade
mais marcante do Bento, tenha sido a sua atitude sempre gentil e encorajadora para com as pessoas
(excepto a mesa do bridge...). Embora, por instinto, apresentasse uma atitude despretensiosa, foi
sempre muito competitivo e sempre se esforgou para ser um dos melhores, se nao o melhor, em tudo
pelo qual mostrava ter interesse. E trabalhava para isso! Durante o periodo em que, juntamente com o
Daniel Miiller trabalhamos no livro de Andlise de Sucessoes Cronologicas, o Bento foi, logo desde o
inicio, a grande for¢a motora. Foi ele que estabeleceu o prazo para terminar o trabalho e foi a garantia
para que o livro fosse produzido dentro desse prazo. O Bento tinha um espirito muito aberto, estava
sempre pronto para aprender coisas novas, mesmo até¢ nos ultimos periodos da vida. Por exemplo, e
apenas para mencionar algumas das muitas coisas pelas quais se interessou e procurou estudar nos
ultimos anos, para reescrever as ultimas edigoes dos livros de Probabilidades e de Estatistica que
sairam em 2012, aprendeu latex e programacdo em R. Tornamo-nos grandes amigos ja que
partilhavamos muitos interesses: tiro aos pratos, caca, ténis, bridge, boa comida e bebida...

O Bento era um excelente e muito perspicaz cagador e foi com muito prazer que o acompanhei em
diversas ocasides em cagadas em Portugal e Espanha. Costumavamos também ir ao Clube de Tiro em
Monsanto praticar tiro aos pratos, desporto no qual ele era extremamente competitivo. Tinha uma
Optima pontaria ¢ s6 deixou de praticar quando verificou que a visao nao lhe permitia dar o seu
melhor. Ele era um gourmet absoluto e os olhos brilhavam-lhe sempre que saimos para jantar e
encontravamos boa comida ¢ bom vinho. Foi sempre para mim um prazer partilhar esses grandes
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momentos com ele. Durante um curto periodo também jogamos ténis. Inicialmente jogavamos aos

pares, sendo também o Jodo Branco um dos nossos companheiros, mas houve uma ocasido em que o
desafiei a jogar a solo comigo. Apesar de o Bento ter mais trinta anos que eu e naquela época eu estar

na minha melhor forma, foi um jogo extremamente puxado em que o Bento deu tudo para ganhar o
jogo. Depois soube que ficou em casa atrapalhado das costas! Vim a saber que ele ja s6 jogava aos
pares para nao ter de se esforgar tanto. Eu ndo sabia disso e o Bento ndo era pessoa para recusar um
desafio!
O bridge foi, contudo, aquilo que mais nos ligou. Jogavamos, Bento, Jodo Faria, Luis Loura e eu, com
muita frequéncia, quer na casa dele, quer em minha casa ou na casa do Luis. Tardes bem passadas a
que depois se seguia um bom jantar. O Bento levava o jogo do bridge muito a sério e nao tinha
paciéncia para parceiros que nao davam o seu melhor ¢ cometiam erros! Eu, ndo sendo eximio no
bridge como os meus companheiros, cometia erros € nao estava a altura desejada pelo Bento. Como
consequéncia sofria muitos “abusos verbais” por parte do Bento, os quais eram logo esquecidos
quando nos sentdvamos a mesa para saborear um bom jantar.
Talvez que o momento mais alto da nossa
amizade e que a veio cimentar, foi quando no
Verao de 1998 fizemos, em Familia, um grande
passeio de carro pela Califérnia. Foram cerca de
quinze dias maravilhosos em que pudemos
apreciar, em companhia, muitas belezas naturais
e muitos gloriosos momentos. Diz-se que estas
viagens intensas costumam trazer o melhor e o
pior que had nas pessoas. S6 vi o melhor que
havia no Bento e na Manuela, sua mulher. Foi
um passeio inesquecivel e tenho a certeza de que
a Manuela concorda comigo.
Vou sentir a falta do Bento. Mas recorda-lo-ei sempre como um modelo de vida, um bom colega e,
mais do que tudo, um Grande Amigo.
Feridun Turkman

Do meu Amigo Bento
O Coragao

Nao tive oportunidade de o pesar, mas era enorme.

Tendo em minha posse um cartdo da Makro, e falando nisso ao Bento decidimos marcar uma visita em
busca de vinho bom e possivelmente mais barato que noutras proveniéncias.

Pois bem, mais de metade da nossa visita endloga foi consumida na busca de um “tijolo” (um misto de
toca cassetes com radio e se calhar cds) destinado a reparar o furto que um velhote, seguranga do
ISEGI, tinha sido vitima no exercicio da sua vigilancia. S6 depois do tijolo comprado e embrulhado o
Bento se lembrou que iamos ao vinho.

A Velocidade

E conhecida a sua paixdo pelas belas mecanicas.

Quando era novo a sua escolha eram os Porsche.

Estredmos um Honda Type R numa deslocacdo a herdade do Espor@o para um inevitavel torneio de
Bridge organizado pelo Ro.

O Bento guiava lindamente, pelo caminho ia-me dizendo acerca da méaquina:

- Ouve como este motor canta. O ponteiro saltitava alegremente bem acima dos 200...

Para me testar, quando a A12 bifurcou entre Evora e o Algarve, saiu-se com esta:

- E P4 diz-me se ¢ para a esquerda ou para a direita, que eu nio vejo!

Na altura comecei a estimar a probabilidade de nio chegar a Evora...

Mas percebi que o Bento estava a gozar comigo e sosseguei.

Mais tarde o Bento foi perdendo o gosto pela condugdo, nos inimeros torneios que jogamos no Paris
Bridge, com um inevitavel jantar prévio na Isaura (garrafeira ao nivel) era eu o condutor da Avenida
da Republica a Avenida Paris.
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A Paixao pela Vida

Do que fui contando percebe-se que o Bento amava a vida.

Amava a vida de uma forma solidaria, nunca vou esquecer as peripécias duma ida a Valéncia a um
Bayesian Statistics com um itinerario cuidadosamente preparado por mim, desde o carro alugado, um
Opel Vectra diesel que acomodava os quatro cientistas com razoavel conforto, a escala em Toledo,
num hotelzinho de charme, outrora a residéncia do Bispo da Cidade.

Saimos de manha, pela fresquinha, como o Bento costumava dizer, e planedvamos comer qualquer
coisa pelo caminho.

Quado ouvi o Bento a antecipar uma almocgarada na pousada de Elvas ou equivalente, pensei nos
600km do percurso, mas também na bolsa e decidi ir andando com uma esperanga de comer qualquer
coisa frugal, num posto da Galp a meio caminho de Madrid.

Quando o Bento descobriu que ja estdivamos em Espanha, a coisa ficou preta.

Obrigou-me a sair na primeira viloria fez-me parar numa praga de taxis para perguntar num portunhol
escorreito, onde era o melhor restaurante da localidade.

Colhida a informagao, 1a fomos, eu um pouco envergonhado da minha fuga para Espanha.

Comemos divinamente e para minha vergonha, o Bento fez questao de pagar a conta.

Eu e as minhas colegas fizemos questdo de retribuir, mas obviamente ficAmos muito aquém.

Nessa deslocagao cada refeigdo era uma festa.

Num horario ndo muito interessante do congresso, escolhido pelo Bento, s6 nds os dois, fizemos 200
Kms para ir saborear uma paelha a Valéncia.

Depois de eu o proibir de pagar a conta, ele exigiu, como contrapartida cada um pagar a sua.

Mais uma vez a mesma generosidade.

O Bento comeu o dobro do que eu comi.

Desde a garrafinha Monopole inteirinha para o Bento e reduzida a meia para mim, tudo o resto na
mesma propor¢ao.

As peripécias da viagem alongariam este escrito em demasia.

O Bridge

O Bento era um excelente jogador.

Tinha essa qualidade muito frequente nos bons jogadores de ser muito intransigente com os erros do
parceiro.

Comigo sempre conseguimos ultrapassar quaisquer desentendimentos momentaneos.

Jogamos no Paris e no Paldcio da Fronteira inimeras vezes, na embaixada da Turquia pela mao do
Feridun e o charme do embaixador Jan.

Numa reta final dos torneios semanais do Paris, com o Bento bem colocado para ganhar a competicao
anual de melhor jogador do clube, convidou-me para jogar comigo os ultimos 3 ou 4 torneios
semanais.

Com o cerimonial acima descrito, boleia, os inevitaveis jantarinhos na Isaura, ganhdmos os torneios
todos e o Bento levou para casa o almejado trofeu de melhor jogador do clube nesse ano.

O sorriso, de que falo mais abaixo, iluminou-o.

Acredito que o trofeu o fez, no momento, imensamente feliz

Jogamos também em sua casa, com bar aberto, € um fantéstico jantar de caril de gambas, confecionado
pelo Passu, acompanhado por um Alvarinho Quinta da Pedra dificil de esquecer. Como se ndo bastasse
o Bento pediu desculpa por termos de jantar no restaurante pois a casa do Estoril, em férias, ndo podia
oferecer o mesmo banquete com que nos brindou.

O Sorriso

O sorriso de satisfacdo do Bento ¢ uma das minhas melhores recordagdes. Exibia-o sempre que, num
momento de humor ou satisfacdo todo o semblante parecia iluminar-se.
Quando penso nele, vejo sempre esse sorriso, misto de miudo travesso e sabio, dono deste mundo.
Do que foi o seu contributo para a minha formagao cientifica. Poderei falar noutra altura.
Hoje falei apenas do meu Amigo Bento.
Jodo Faria
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“Sabe aquele livro que encomendei?”

Do Professor Bento Murteira guardo gratas recordagdes. Primeiro, como autor dos meus primeiros
livros de Probabilidade e Estatistica, que comprei quando entrei para a faculdade, e me acompanharam
por varios anos. Depois, como membro do juri das minhas provas de doutoramento, um “gigante” a
minha frente, e, finalmente, quando tive a felicidade e o privilégio em colaborar na nova edi¢cao
daqueles que tinham sido os meus primeiros livros de Estatistica. "Nao quero mais do mesmo", foi a
primeira coisa que me disse. "Para isso, ndo estava aqui a Marilia. Quero coisas novas, quero um livro
mais moderno, ¢ nisso que quero que me ajude. Aceita?". Foram muitos meses de trabalho, com
reunides quinzenais, as quais cheguei sempre pontualmente mas nunca me livrando do "J4 estava a sua
espera" entusiasmado com que sempre me recebia. Nessas reunides, o tempo voava. Entre as
sugestoes, as instrugdes ¢ os pedidos de opinido para a nova edi¢dao, houve tempo para ouvir algumas
historias antigas mas sobretudo relatos e reflexdes sobre o que mais lhe interessava na altura, sobre os
varios livros de cabeceira, sobre o que estudaria a seguir - R, LaTex, Fisica Quantica, Logica e a vida e
obra de Alan Turing foram alguns dos assuntos do momento. Agradego-lhe o muito que aprendi e o
quanto me elevou pelo respeito e consideragao que sempre demonstrou pelo meu trabalho e as minhas
opinides.

Recordo-o como a pessoa mais curiosa que conheci, como recordo a encantadora impaciéncia com que
frequentemente protestava "Sabe aquele livro que encomendei? Pois ainda ndao chegou!"

Marilia Antunes

O Professor Bento Murteira, Pai da Estatistica Bayesiana em Portugal

Sempre tive uma grande admira¢do e imenso carinho pelo Professor Bento Murteira. Quando comecei
a escrever estas notas fui levada a recordar-me do inicio, de quando soube pela primeira vez da sua
existéncia, de quando o Professor entrou pela primeira vez na minha vida e como ¢ que essa admiragao
e carinho foram sendo nutridos. A primeira vez que ouvi falar do Professor Bento Murteira foi em
1972, tinha eu acabado de entrar na FCUL como assistente estagidria, quando ele deu aulas de
Programac¢do Matematica na Faculdade de Ciéncias, em substituicdo do Professor Tiago de Oliveira
que se encontrava em licenga sabatica. Nao cheguei a assistir a nenhuma das suas aulas, mas os alunos
comentavam que ele era um excelente Professor e que as suas aulas eram muito interessantes. Apesar
de ele fazer parte, desde o inicio da sua criagdo em 1975, do Centro de Estatistica e Aplicacdes, ao
qual eu também pertencia, na realidade o meu contacto mais directo com o Professor Bento Murteira
comecou apds o meu regresso de Sheffield em 1980. Fiz a minha tese de doutoramento na area da
Estatistica Bayesiana. Nessa altura o Professor Bento Murteira era o inico doutorado em Portugal com
conhecimento na matéria e, naturalmente, foi ele o escolhido para avaliar a minha tese com vista a
obtencdo da equivaléncia ao grau de doutor. Penso que este foi o nosso primeiro elo de ligagdo. Bento
Murteira era, entre inimeros outros assuntos, um apaixonado pelos Fundamentos da Estatistica, pela
Teoria da Decisdo e pela Metodologia Bayesiana. Partilhdvamos esses interesses € consequentemente
trocaimos muitas ideais sobre fundamentos da estatistica em geral e inferéncia bayesiana em particular.
Aprendi muito com ele durante o periodo em que ele esteve integrado no CEAUL na linha de
investigacdo “Decisdo Estatistica: Fundamentos e Aplicacdes”. Havia uma humildade nata na sua
maneira de ser, comec¢ando pelo facto de ndo querer ser ele, como seria natural, a liderar esta linha de
investigacao, deixando essa tarefa para uma principiante como eu. Nas nossas conversas ia ensinando,
sem mostrar que o estava a fazer, como se 0s nossos conhecimentos estivessem ao mesmo nivel.
Quando escreveu o livro “Estatistica: Inferéncia e Decisdo” publicado em 1988 pela Imprensa
Nacional, pediu-me para o ler ¢ comentar antes de o submeter. E um livro notavel, tendo levado
muitos anos a ser concluido e, tal como ele refere no prefacio, resultou de muitos
aperfeicoamentos e extensoes — efectuados em grande parte quando o Autor estava integrado no
Centro de Estatistica e Aplica¢oes da Universidade de Lisboa”. Mais adiante acrescenta “A énfase
dada a Inferéncia Bayesiana e a Decisdo Estatistica, sobretudo a esta, visa, assim, contrabalangar o
peso talvez excessivo que a Estatistica Cldssica tem no ensino”. Para frisar a minha afirmagdo na
humildade nata do Bento, aqui vai a ultima frase do prefacio desse livro “Finalmente, como prova de
grande reconhecimento, dedica-se o presente trabalho a todos aqueles que pacientemente escutaram o
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Autor, estimulando-o com o seu interesse”. A esta nossa ligacdo e ao interesse na divulgacdo da
Estatistica Bayesiana juntou-se o Carlos Daniel Paulino, meu primeiro aluno de Mestrado com uma
dissertagdo sobre “Regressdao, uma Optica bayesiana”, e Jodo Pedro Faria, meu primeiro aluno de
doutoramento com uma tese intitulada “Compatibilidade Crisscross em Estruturas de Probabilidade
Comparativa”, ambas brilhantemente discutidas por Bento Murteira. Chegou uma altura em que os
quatro achdmos que era propicio oferecermos um curso intensivo em Estatistica Bayesiana. Isso
acabou por acontecer em Fevereiro de 1999 e em 2003 o livro, “Estatistica Bayesiana”, baseado nas
notas que entdo distribuimos aos alunos do curso, foi publicado pela Fundacdo Calouste Gulbenkian.
O 1° capitulo dedicado aos Fundamentos da Inferéncia Bayesiana, praticamente todo da autoria do
Bento Murteira, continua hoje tdo actual como o era naquela altura. A segunda edi¢ao deste livro levou
década e meia a ver a luz do dia e lamentavelmente saiu precisamente no dia em que o Professor
Murteira faleceu, nao tendo tido ele oportunidade de ver esta nova edigao.

Estes dois livros que aqui refiro fazem parte de uma vasta cole¢dao de livros da sua autoria. Sdo bem
conhecidos os seus livros de Probabilidades e Estatistica em dois volumes, Introducao a Estatistica,
Analise Exploratoria de Dados, Estatistica Descritiva, Analise de Sucessdes Cronologicas entre outros.
O livro “Jubileu Bento Murteira” publicado pelo ISEG, por ocasido da homenagem que lhe foi
prestada em Junho de 1994, ano em que se jubilou, contém o texto de alguns dos trabalhos mais
representativos da sua actividade de investigacao, assim como depoimentos de colegas e alunos que
mais directamente privaram com ele. Esses textos constituem uma Optima leitura para se perceber a
importancia do percurso académico e cientifico de Bento Murteira, muito particularmente, para
perceber a importancia do Professor Bento Murteira na divulgac¢do e desenvolvimento da Estatistica
em Portugal. Como docente no ISCEF (actual ISEG), onde iniciou a sua carreira académica em 1947,
introduziu logo no inicio dos anos 50 uma disciplina de Estatistica Matemdtica com um
desenvolvimento metodologico actualizado a época, elevando o nivel do ensino da Estatistica (que a
data no ISCEF se limitava ao ensino da Estatistica Descritiva) ao que de melhor se fazia na época na
Europa. O seu espirito inovador ndo se limitou a Estatistica Matematica. Iniciou também nessa década,
pela primeira vez em Portugal, o ensino da Econometria, tendo introduzido ainda nessa disciplina
conceitos de Programacgao Linear, Teoria dos Jogos e Teoria da Decisao.

Felizmente o mérito do Professor Bento Murteira foi bem reconhecido por todos os seus pares. Foi
sempre extremamente respeitado pela comunidade cientifica € muito particular pela comunidade
estatistica. Em Maio de 2003 foi-lhe atribuido o titulo de Doutor Honoris Causa pela Universidade de
Lisboa, titulo atribuido “a personalidades eminentes, nacionais ou estrangeiras, que se tenham
distinguido na atividade académica, cientifica, profissional, cultural, artistica, civica ou politica, ou
que hajam prestado altos servicos a Universidade, ao Pais ou a Humanidade™, ¢ em Dezembro de
2013, durante o XXI Congresso da Sociedade Portuguesa de Estatistica, foi-lhe justamente atribuido o
“Prémio Carreira - SPE”, prémio especificamente destinado a “reconhecer a atividade de estatisticos
portugueses com papel de releviancia no desenvolvimento cientifico, pedagogico e de divulgacdo da
Estatistica em Portugal®. Ao nivel Nacional foi agraciado como Grande Oficial da Ordem de
Santiago de Espada, tendo sido condecorado pelo Presidente da Republica durante as cerimonias do
dia 10 de Junho.

Para terminar tenho de referir que os interesses do Professor Murteira ndo se limitavam de modo
algum a Estatistica ou a Economia e Financas. Bento Murteira era na realidade uma figura impar.
Extremamente culto, falava com todo o a vontade em questdes de Filosofia, Fisica, Teoria Quantica,
Religido, Musica! Falava apaixonadamente nos assuntos que dominavam o seu interesse do momento
e era um verdadeiro prazer ouvi-lo falar.

O Professor Bento Murteira deixa-me muitas saudades. E deixa com certeza muitas saudades a todos
aqueles que, como eu, tiveram o grande privilégio de com ele privar.

Maria Antonia Amaral Turkman

Y https://www.ulisboa.pt/info/honoris-causa
2 hitp://www.spestatistica.pt/index.php/176-premio-carreira-spe
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Bento Murteira, mestre de geracoes'

Bento Murteira foi um professor marcante para o desenvolvimento e modernizag¢do da sua escola, o
atual ISEG, e para o progresso da econometria, da estatistica e da matematica aplicada em
Portugal. Era um homem da sua escola, que se preocupava com os seus alunos, com as suas cadeiras,
com o progresso do seu departamento e com o centro de investigacdo que criamos, o Cemapre. Mas
era um homem do mundo, da ciéncia e da vida. Abstinha-se de intervir em polémicas individuais, de
influenciar as escolhas particulares das pessoas ¢ dos departamentos. Ficava feliz quando os seus
discipulos progrediam, quando a sua escola progredia, quando a estatistica se desenvolvia.

Aluno de Bento de Jesus Caraga, discipulo e assistente do professor Leite Pinto desde 1947, Bento
Murteira dirigiu o ensino da Estatistica a partir de 1951, regeu a nova cadeira de econometria a partir
de 1953 e deixou marcas, durante décadas, na modernizagdo do ensino da matematica aplicada a
economia em Portugal.

Nos anos anteriores, essas matérias eram tratadas de forma muito rudimentar. Quase que se
limitavam a constru¢do de graficos e ao célculo de médias e de outras estatisticas descritivas — ndo se
desenvolviam métodos de estimagao e inferéncia proprios da Estatistica Matematica. Tomando partido
da melhor preparacdo matematica dos alunos do entdo ISCEF, devida a reforma de 1949, Bento
Murteira transformou radicalmente o estudo da Estatistica, modernizou o ensino da econometria €
elevou o nivel e o rigor dos estudos quantitativos de economia no ISEG. Essa modernizacdo veio a
contagiar todas as escolas de Economia e Gestdo do nosso pais.

As suas Probabilidades e Estatistica, de folhas de acompanhamento das suas cadeiras
transformaram-se em manual de referéncia da estatistica em Portugal. Ainda hoje, atualizadas e
ampliadas por trés dos seus discipulos e colaboradores, rebatizadas de Introdugdo a Estatistica, sdo o
manual de referéncia utilizado na nossa escola e noutras do nosso pais. Bento Murteira foi um
professor marcante para o desenvolvimento e moderniza¢do do ISEG e para o progresso da economia,
econometria, estatistica e matematica aplicada em Portugal. A Investigagdo Operacional foi outra das
areas que Bento Murteira introduziu no nosso pais. A ele se devem as primeiras licdes de Programacao
Linear, Teoria dos Jogos e Teoria da Decisao.

Em 1953, realizou o seu doutoramento no estudo dos processos autorregressivos com orientagdo de
Maurice Kendall, um dos grandes estatisticos do século XX. Desenvolveu um interesse precoce pelo
estudo de séries temporais e previsdo, matérias que impulsionou no inicio da década de 1980, quando
tais temas eram ainda pouco conhecidos no nosso pais.

Pela mesma altura introduziu a perspetiva bayesiana no estudo da estatistica e produziu, como era
sua regra em todos os temas que estudava e introduzia, um excelente e pormenorizado texto de
introdugd@o a essa matéria. Regressando a Estatistica Descritiva na década de 1990, voltou a inovar o
ensino dessa matéria colocando a énfase na Andlise Exploratoria de Dados, percursora do interesse
contemporaneo pelo estudo de "Big Data".

Bento Murteira ¢ um dos raros mestres que durante décadas e décadas conseguiu inovar-se
cientificamente, e inovar cientificamente o ensino; um dos raros mestres cuja influéncia se propagou e
se propaga ainda hoje no ensino e na investigagdo. Um otimista que ndo gostava de criticar ¢ muito
menos de maldizer, antes contribuia com o seu exemplo. Um grande exemplo, professor Murteira!

Nuno Crato

! Este texto baseia-se numa nota publica que escrevi para tomada de posi¢@o oficial do ISEG. Divulgo-a e assino-a aqui,
ligeiramente adaptada, com autorizagdo da presidéncia do Instituto.
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Homenagem ao Professor Bento Murteira

Nao quero perder a oportunidade que o Professor Fernando Rosado me dé& para escrever algumas
palavras sobre o Professor Bento Murteira que nos deixou recentemente em 18 de Julho de 2018. Nao
¢ que eu tenha tido profunda convivéncia com o Professor Bento Murteira mas quero aproveitar para
pensar nele, para recordar momentos especiais de convivio, para lhe agradecer esses momentos e para
lhe prestar a minha homenagem pelo imenso legado que nos deixou em resultado da sua brilhante
actividade académica.

Eu gosto de trocar as coisas por miudos

Conheci pessoalmente o Professor Bento Murteira em 1981 no II Coloquio de Estatistica e
Investigacdo Operacional que se realizou no Funddao. Desconhecendo o ambiente nacional,
timidamente apresentei uma comunicagao que na altura me pareceu fora da moda. Mas fiquei contente
quando o Professor Bento Murteira que presidia a respectiva Sessdo me disse que tinha gostado do
tema e da abordagem. Mais tarde, recordando esse Coldquio, uma colega dir-me-ia que eu tinha sido
mal tratado naquele Coléquio. Eu ndo senti nada disso e nem quis saber o como, quando, quem e
porqué pois s6 me lembrava de duas coisas: cabrito assado e o bem-estar que o Professor Bento
Murteira me tinha proporcionado ao abordar-me para me cumprimentar daquela maneira simpatica.

Antes disto, deste coléquio, embora ndo conhecendo o homem, eu ja conhecia a obra, e nessa altura a
obra para mim era o seu livro de Probabilidades e Estatistica que eu comecei a folhear mesmo antes de
se tornar livro, isto é, quando era ainda o conjunto de notas que serviram de base, durante anos, ao
curso de Estatistica leccionado no antigo ISCEF, agora o actual ISEG. Afinal eu era seu aluno, um seu
aluno virtual. O que sempre me cativou no livro ndo era o conjunto de topicos tratados, esses
encontram-se em muitos outros livros, ndo era sequer o rigor, ha muitos livros que sdo igualmente
rigorosos, era mais o estilo do autor, a sua atitude, a sua ambicdo, o seu desejo de ser claro e de ser
completo, e sem divida a coragem de se ter aventurado a escrever o seu livro num tempo em que nada
de relevante havia sido publicado com estes objectivos lectivos. Muitos que vieram depois, laborando
em condi¢des muito mais vantajosas, ndo tiveram o mesmo arrojo e o velho livro, com as actualizagdes
de varia ordem que o tempo foi requerendo, continua a ser ainda hoje a grande referéncia para o ensino
e aprendizagem da Estatistica em Portugal. Um dia, depois de uma partida de ténis (eu tinha a mania
que jogava ténis) com o Professor Feridun ( o responsavel pela minha aproximagdo a Bento Murteira)
e o proprio Professor Bento Murteira, a proposito de uma conversa breve que se levantou sobre
Estatistica ele virou-se para mim e disse: sabe, eu gosto de trocar as coisas por miudos. Era essa a frase
que eu ha muito estava a espera de ouvir e que acabaria por ser Bento Murteira a dizé-la, alids em
consonancia com a ideia que de facto o seu livro sempre me transmitiu.

Ao longo do tempo fui-me apercebendo da real dimensdo da contribuicdo de Bento Murteira:

1) na matematiza¢do da Economia que empreendeu no ISCEF e que se propagou
a outras escolas do pais,

1) no ensino e divulgagao da Estatistica em Portugal,

ii1) no ensino de outras disciplinas como a Investigagdo Operacional,

1v) na investigacao cientifica em varios dominios revelando a sua capacidade de
diversificar e de inovar.

Bento Murteira foi um homem de ideias e um incansavel obreiro na sua area de actividade. Sobre estes

aspectos muito haveria para dizer mas por agora quero terminar com um breve relato da conversa que
tive com o Professor Bento Murteira durante o nosso antepenultimo encontro.
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Despacha-te que ja tenho 90 anos

Na sequéncia da aposentagdo da Professora Antonia Turkman foi organizada, em 3 de Outubro de
2014, uma festa em sua homenagem que incluia um workshop. Dias antes a homenageada pediu-me
para passar por S. Jodo do Estoril e dar boleia ao Professor Bento Murteira que também ia participar
no evento. A viagem até a Faculdade de Ciéncias ¢ um instante mas deu para uma conversa
“multivariada” e extremamente interessante. O Professor reflectindo sobre a grave situagdo econdmica
e financeira do pais relembrou alguns dos seus alunos com ligagdes e grandes responsabilidades nestas
areas (aquele Salgado era tdo bom rapazinho...). Mas olhe, dizia-me ele, tanta conversa, tanta agitacao
e esquecem-se que sO 5% do universo € matéria visivel, o resto ¢ tudo negro, onde ndo se enxerga
nada. E que, por esta altura, Bento Murteira ndo estava mais interessado em Estatistica mas sim em
problemas relacionados com a complexidade do universo que nos envolve, buracos negros e outros
fendmenos misteriosos. Alids, acabaria por se referir brevemente ao assunto, com uma curta
intervencdo a seguir & minha apresentacao no workshop quando falei dum conjunto de dados sobre
galaxias “Galaxy Zoo” em que andava a trabalhar.

Muitos outros temas vieram a lume na nossa breve e ecléctica conversa, ¢ um deles foi a culinaria, a
comida, os petiscos. E quando o Professor disse que adorava mexilhdes eu avancei revelando, com
modéstia, que cozinhava uns bons mexilhdes e que o melhor seria ir a minha casa provar o petisco. Foi
ai que ele disse imediatamente: “entdo despacha-te que eu ja tenho 90 anos”. Adorei a rapidez, a
naturalidade e a sua franqueza. Mas “o despachar” para um alentejano ndo ¢ um empreendimento facil.
La adubei e reguei as minhas raizes alentejanas e ao fim de alguns meses surgiu (devagarinho) a
necessaria arvore da pressa. Finalmente o almogo consumou-se, algures no principio de 2015. Ainda
estou a ver o Professor Bento Murteira a entrar em nossa casa muito feliz munido do vinho preferido,
aconchegadamente frio. Que ricos momentos de alegria e satisfacdo na companhia dos restantes
amigos. E os mexilhdes até estavam no ponto!

O milagre de nascer e viver ¢ uma dadiva. E quando conseguimos cultivar ao longo da vida momentos
de convivio e de alegria, produzir obra e fazer escola, como aconteceu com o Professor Bento
Murteira, entdo a dadiva é absolutamente enorme.

Jodo A. Branco
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* Sobre a sessao de entrega dos Prémios “Estatistico Junior 2018”

A Sociedade Portuguesa de Estatistica promove anualmente o Prémio Estatistico Junior, com o
patrocinio da Porto Editora.
Com esta iniciativa pretende-se incentivar o interesse pelas areas de Probabilidades e Estatistica dos
estudantes dos Ensinos Basico e Secundario, ¢ dos Cursos de Educagdo ¢ Formacao (CEF) ¢ de
Educagao e Formagao de Adultos (CEFA).
O Prémio Estatistico Junior (PEJ) distingue anualmente sete trabalhos e ¢ atribuido aos estudantes que
os realizaram e a alguns dos professores orientadores, sendo a sua entrega formal realizada numa
sessdo que lhe é expressamente consagrada.
A entrega dos PEJ 2018 decorreu numa sessao especial, realizada em Coimbra no passado dia 29 de
setembro e da qual, mais adiante neste Boletim, damos o devido destaque.
O Jari dos Prémios Estatistico Junior 2018 integrou a Doutora Maria Eugénia Graga Martins e a
Doutora Manuela Neves.

FR

* Sessdo de entrega do Prémio “Iniciacao a Investigacao 2018”

Pedro Nicolau, com o trabalho “Estimating the spatio-temporal variation of bird phenology using
citizen science data “ foi o vencedor do Prémio Iniciacio a Investigacio (2018).
A cerimonia de entrega do referido prémio decorrera, na sede da SPE, no préoximo dia 28 de
novembro, dia de aniversario da Sociedade Portuguesa de Estatistica.
Pedro Nicolau obteve o grau de Mestre em Bioestatistica na Faculdade de Ciéncias da Universidade de
Lisboa sob a orientac¢io dos Profs. Tiago Marques e Alison Johnston. E estudante de doutoramento em
Tromso, na Noruega.

FR

* ECAS 2019 on Statistical Analysis for Space-Time Data

Os Cursos Europeus de Estatistica Avancada (ECAS) destinam-se a providenciar formagdo pos-
graduada em 4reas especiais de Estatistica a investigadores, professores universitarios e profissionais
em geral interessados na aplica¢do de novos métodos estatisticos.
O ECAS2019 terd lugar na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa de 15 a 17 de Julho de
2019, sendo organizado pela Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE) e pela Sociedad de Estadistica
e Investigacion Operativa (SEIO), com apoio do Centro de Estatistica e Aplica¢des da Universidade de
Lisboa (CEAUL). Ha um niimero limitado de participantes e a lingua oficial do ECAS2019 ¢ o inglés.
O programa engloba quatro cursos que serdo ministrados por especialistas de renome em Estatistica
espago-temporal: Adrian Baddeley (Curtin University, Australia), Patrick Brown (University of
Toronto, Canada), Liliane Bel (AgroParisTech, Franca) e Haavard Rue (King Abdullah University of
Science and Technology, Arabia Saudita). Os participantes sdo também convidados a apresentar seu
proprio trabalho em formato de poster.
Para mais informagdes, incluindo datas importantes, consulte a pagina do ECAS2019 disponivel em
https://ecas2019.math.tecnico.ulisboa.pt/
ou contacte a comissdo organizadora no endereco de correio eletronico ecas2019pt@gmail.com.
Giovani Silva
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e II1 Encontro Luso-Galaico de Biometria

Biometria na cidade dos marnotos!

Dando continuidade aos encontros cientificos de Biometria,
organizados conjuntamente pela SPE e pela SGaPEIO, com o
primeiro encontro realizado em Braga (I Encontro Luso-Galaico de
Estatistica em Ambiente e Ecologia, 2013), ao qual se seguiu um
encontro tematico em Vila Real (I Encontro Luso-Galaico de
Estatistica em Ambiente e Ecologia, 2014) e o segundo em Santiago
de Compostela (II Encontro Galaico-Portugués de Biometria, 2016),
teve lugar no Departamento de Matematica da Universidade de
Aveiro (DMat-UA), entre 28 e 30 de junho deste ano, o III Encontro
Luso-Galaico de Biometria (EB102018).

O EBi02018 contou com um total de 107 participantes para um vasto programa cientifico composto por
um minicurso, quatro sessoes plenarias, oito sessdes convidadas, uma mesa-redonda, onze sessoes
paralelas com 39 comunicagdes orais € 27 comunicagdes em posteres divididas em duas sessoes.

O primeiro dia do encontro iniciou-se no periodo da
manhd com o minicurso intitulado “Biometry with
compositional data" e ministrado pelo jovem especialista
na area dos Dados Composicionais, Karel Hron da
Universidade de Palacky (Republica Checa). No periodo
da tarde, foi dado o inicio oficial as sessoes de trabalho do
encontro com a realizagdo da sessdo de abertura do
EBi02018, que contou com a presenca do Vice-Reitor
Luis Castro, em representacio da Reitoria da
Universidade de Aveiro, do diretor do DMat-UA, Jodo
Santos, dos presidentes de ambas as sociedades
| cientificas, Maria Eduarda Silva da SPE e César Sanchez-

— Sellero da SGaPEIO, e da Presidente da Comissdo
Organizadora do EBi02018, Magda Monteiro.

Ap6s a abertura oficial dos trabalhos,
decorreu a primeira sessdo plenaria,
proferida pelo colega Ricardo Cao da
Universidade da Corunha, e o
primeiro conjunto de comunicacdes
orais e em posteres, num total de 25
trabalhos apresentados.
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Para finalizar o primeiro dia do encontro, o EBi02018 ofereceu aos seus participantes um agradavel
momento descontraido. Os congressistas desfrutaram de um passeio a pé até a Fabrica Centro de Ciéncia
Viva de Aveiro onde assistiram e fizeram parte de um divertido espetaculo, o Show da Fisica.

No espetaculo foram desafiadas as proprias leis da gravidade! Por
fim, todos degustaram uns bons petiscos onde ndo faltaram os
famosos ovos moles de Aveiro, entre muitas outras iguarias!

TRl oewr oy s v WS opl P

A manha do segundo dia do EBi02018 contou com trés sessoes
em paralelo, num total de 12 comunicagdes orais, duas sessdes
convidadas, de Elizabeth Juarez-Colunga (Universidade de
Colorado) e de Maria
Xosé Rodriguez Alvarez
(Centro Basco de
Matematica Aplicada), a
segunda e ultima sessdo
de posteres com 14

apresentacdes, terminando com a sessdo plenaria de Alessandro

Fasso da Universidade de Bérgamo.

No periodo da tarde discutiu-se “O papel do Estatistico nas varias fases do ensaio clinico” com o
contributo de Aurora Baluja (Universidade de Santiago de Compostela), Elsa Branco (Novartis-
Portugal) e Jodo Branco (IST- Universidade de Lisboa) numa mesa-redonda moderada por Julio da
Motta Singer (Universidade de Sao Paulo). Houve varias intervengdes dos participantes do EBi02018
mostrando tratar-se de um tema bastante atual, com pano para muita mangal!
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Seguiram-se as sessOes convidadas de Ruwanthi Kolamunnage-Dona
(Universidade de Liverpool) e Daniel Farewell (Universidade de CardifY),
prosseguindo-se com a sessdo plenaria de Carlos Daniel Paulino (IST-
Universidade de Lisboa). Apds o final das sessdes de trabalho os
participantes tiveram mais

um momento de exercicio

fisico indo a pé até ao

Rossio, local de embarque

para um passeio de barco

tipico pelos canais da Ria de

Aveiro.

O dia ficou concluido com o jantar do encontro onde, antes da refei¢ao, os participantes foram agraciados
com um momento musical apresentado pelo Coro de Camara VOZNUA, muito apreciado por todos.

Durante o jantar decorreu a cerimdnia de entrega dos prémios:

1° Prémio Melhor Comunicagdo Oral apresentada por um jovem investigador

Ana Tavares - DETECAO DE GRUPOS DE OBSERVACOES ATIPICAS: UMA APLICACAO
EM DADOS GENOMICOS

2° Prémio Melhor Comunicagdo Oral apresentada por um jovem investigador

Andreia Monteiro - NOVAS ABORDAGENS PARA MODELACAO DE AMOSTRAGEM
PREFERENCIAL NA DIMENSAO TEMPORAL

Prémio Melhor Comunica¢do em formato de Poster

Marta Alves - INFECOES POR PROTOZOARIOS INTESTINAIS E DEFICE DE
CRESCIMENTO EM LACTENTES DE SAO TOME: UM ESTUDO DE COORTE DE
NASCIMENTO
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Na manhd do ultimo dia do EBi02018
decorreram 9 comunicagdes orais em trés
sessdes paralelas, seguidas das sessOes
convidadas proferidas por Bruno Falissard
(Universidade de Paris XI) e Luiz Alexandre
Peternelli (Universidade Federal de Vigosa). A
manha foi concluida com a sessdo plendria de
Peter Miiller (Universidade do Texas Austin).

No periodo da tarde tiveram lugar as duas

ultimas sessoes convidadas, apresentadas por Lurdes Inoue (Universidade de Washington) e Raquel
Meneses (Universidade do Minho). Antes da sessdo de encerramento do encontro foram apresentadas 6
comunicagdes orais em duas sessoes paralelas.

O EBi02018 terminou com uma sessdo de encerramento
presidida pela Presidente da Comissdao Organizadora do
encontro, pelos presidentes das sociedades cientificas
promotoras e pelo Presidente da Comissdao Cientifica,
Giovani Silva. Nesta sessao foi unanime o reconhecimento
do sucesso do encontro na sua componente cientifica, mas
ndo s6. Foi dado um agradecimento publico a todos
quantos contribuiram para a organizacao do evento, nao
descurando a fantastica equipa de alunos voluntarios no
apoio logistico € nem os parceiros do EB102018. No final
do encontro os elementos da Comissdo Organizadora
estavam bastante agradados pelo apreco recebido e felizes
por terem cumprido a missao que lhes foi confiada.

Adelaide Freitas, Laetitia Teixeira, Magda Monteiro e Marco Costa
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e Conferéncia DYNSTOCH’2018

Realizou-se nos dias 6 a 8 de Junho de 2018, no Porto, a 26* edicdo da conferéncia internacional
denominada “DYNSTOCH’2018”. Esta conferéncia ¢ organizada anualmente no ambito da rede
DynStoch (Métodos Estatisticos para Modelos Estocasticos Dindmicos) e a edi¢do deste ano decorreu
na Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto. As préximas edigdes do evento decorrerdo, em
2019, na TU Delft e, em 2020, na Universidade de Aarhus, que concorreram em simultaneo com a
UPorto na candidatura para o evento de 2018. Este encontro nunca, nas suas 25 edi¢des anteriores,
tinha sido realizado em Portugal e as cidades de Copenhaga e Helsinquia sdo aquelas que mais vezes o
receberam no passado. Outras prestigiadas instituicdes que o receberam foram as Universidades Pierre
et Marie Curie (Paris), Lund, Warwick e Heidelberg.

Este prestigiado encontro cientifico, que pretende reunir a comunidade de investigadores e utilizadores
da area de "estatistica inferencial para processos estocasticos", conta habitualmente com a participacao
de investigadores reconhecidos da Europa e do Japdo. Este encontro anual ¢ visto como uma ocasiao
de intercambio de ideias e de conhecimentos, muitos deles extremamente recentes, uma oportunidade
para estabelecimento de colaboragdes, € um evento profissionalmente bastante proveitoso. A
conferéncia estd e esteve, naturalmente, aberta a participacao de todos aqueles que na comunidade
cientifica manifestem interesse pela atividade nela discutida. Esta edicdo contou com 48 participantes,
provenientes de 9 paises. Pela primeira vez contou com a participagdo de um convidado vindo de
Israel, Pavel Chigansky (The Hebrew University of Jerusalem).

A Comissao Cientifica foi constituida por: Michael Serensen (U. Copenhagen), Peter Spreij (U.
Amsterdam), Arnaud Gloter (U. Evry), Dasha Loukianova (Fondation Mathématique Jacques
Hadamard) e Paula Milheiro-Oliveira (U. Porto).

O objetivo principal da conferéncia Dynstoch € de contribuir para o desenvolvimento da teoria e
pratica da inferéncia estatistica para processos estocdasticos, aproveitando as ferramentas da moderna
Teoria da Probabilidade, incluindo o Célculo Estocastico e usando métodos intensivos de computagao.
O foco situa-se em métodos de estimagao, testes e predi¢ao para modelos dindmicos complexos, como,
por exemplo, difusdes ou processos de ramifica¢do. E bem conhecido o interesse destas técnicas, por
exemplo, na modelagdo e analise de dados em finangas, turbuléncia, neurociéncias, epidemiologia,
telecomunicagdes, sistemas de energia ou hidrologia. Contribuem também com metodologias para
tratamento de “Big Data”.

O programa da conferéncia deste ano incluiu 35 comunicagdes orais distribuidas por 2 dias e meio.
Destaque, este ano, para os oradores Masayuki Uchida, Nakahiro Yoshida, Mark Podolskij, Markus
Bibinger, Jeannette H.C. Woerner, Dasha Loukianova e Frank van der Meulen, Yuri Kutoyants e Pavel
Chigansky. O estudante Dmytro Marushkevych e a oradora Patricia Filipe foram parcialmente
financiados pelas verbas angariadas pela organiza¢do da conferéncia, assim como os convidados Yuri
Kutoyants e Pavel Chigansky. A organizagdo tem a agradecer a SPE o seu contributo financeiro que,
com os restantes contributos, permitiu a realizagdo do encontro com €éxito.

A divulgacdo do evento foi feita usando os canais usuais, a nivel nacional recorrendo a Sociedade
Portuguesa de Estatistica e, a nivel internacional, recorrendo a organismos como por exemplo a U.
Copenhaga.

Website da conferéncia: http://dynstoch2018. fe.up.pt/,
https://sites.google.com/gcloud.fe.up.pt/dynstoch2018/home

Paula Milheiro Oliveira
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* Prof. Carlos Braumann - ultima licao em 23 de Maio de 2018

Realizou-se, no passado dia 23 de maio, no
Colégio Espirito Santo da Universidade de Evora,
a Ultima Licdo do Professor Carlos Alberto dos
Santos Braumann, que contou com a presenca de
muitos colegas, amigos, ilustres académicos e
convidados. O sentimento de todos os presentes
foi de emoc¢do evidente na ovagdo ao Professor
Carlos Braumann, quando este terminou a sua
ultima licdo intitulada “A Matemadtica, o Acaso e a
Vida”.

Num momento de testemunhos
de colegas e ex-alunos, as
palavras de apreco e de
reconhecimento foram
inumeras, recordando varias
fases do seu percurso pessoal,
como membro
academia e como docente.

Professor Catedritico do Departamento de
Matematica da Universidade de Evora, lecionou,
com mais dois colegas, a primeira aula da
Universidade de Evora restaurada, em 1975.

ativo da

Para além de professor brilhante, teve ao
longo do seu percurso um papel bastante
importante na Universidade, tendo sido Reitor,
Vice-Reitor, Presidente do Conselho
Cientifico, Presidente do Conselho do
Departamento de Matemdtica e da Area
Departamental de Ciéncias Exatas e Diretor do
Centro de Investigacio em Matemadtica e
Aplicacoes.

A sua atividade cientifica centra-se sobretudo
na drea das equagoes diferenciais estocasticas
e suas aplicagoes.

Reconhecido a nivel nacional e internacional
na divulgacdo desta drea, e da drea da
Matematica/Probabilidades e Estatistica no
geral.

Foi Presidente da FEuropean Society for
Mathematical and Theoretical Biology e da

Sociedade Portuguesa de Estatistica.

Jodo Nicolau e Patricia Filipe

e Centenario do Nascimento do Prof. Pedro Braumann

outono de 2018

Em memoria do centendrio do nascimento do
Prof. Pedro Braumann, no passado dia 3 de
outubro, o Centro de Matematica e Aplicacdes
da Universidade Nova de Lisboa, em
colaboragdo com a Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da mesma universidade e com a
NOVAL.FCT Editorial, organizou uma sessao de
homenagem.
Nessa ocasido, foi efetuado o langamento do
livto "Obras de Pedro Bruno Teodoro
Braumann - Participagoes em Diversos Ramos
da Matemadtica".
O Prof. Pedro Bruno Teodoro Braumann, em
1980, foi um dos socios fundadores da
Sociedade  Portuguesa de Estatistica e
outorgante na Escritura de Formacao.

FR
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Equacoes diferenciais estocasticas e algumas aplicacoes

Modelos de crescimento populacional usando equacoes diferenciais
estocasticas — tempos de extincao e influéncia da incorreta especificacao
do modelo

Clara Carlos, clara.carlos@estbarreiro.ips.pt

Escola Superior de Tecnologia do Barreiro, Instituto Politécnico de Setiibal
Centro de Investigagcdo em Matemdtica e Aplicagoes, Instituto de Investigagdo e Formagdo Avangada,

Universidade de Evora

1. Introducao

Foi com muito prazer que aceitei o convite do Professor Fernando Rosado para escrever um texto
para o Boletim da Sociedade Portuguesa de Estatistica, cujo tema central € "Equacdes diferenciais es-
tocdsticas e algumas aplicacdes”(ver Braumann C. A. (2005)).

Sendo uma das principais aplicagdes bioldgicas das equagdes diferenciais estocdsticas a dinamica de
populacdes, apresentamos um modelo geral de crescimento populacional em ambiente aleatorio mode-
lado por uma equacdo diferencial estocéstica com ruido aditivo, e particularizamos para dois modelos
classicos de crescimento populacional, o0 modelo logistico € o modelo de Gompertz, pela sua simplici-
dade e aparente boa especificacdo do seu crescimento.

Os tempos de primeira passagem que podem ser consultados em Gihman, I.1. e Skorohod, A. V.
(1972) ou Karlin, S. e Taylor, H. (1981), por exemplo, podem ser utilizados para estudar a extin¢gdao de
populacdes, em que se considera extinta qualquer populagdo que atinja um limiar de extin¢do adequa-
damente escolhido. Neste caso, interessa determinar o tempo que demora para a populacdo atingir um
limiar inferior. Quando escolhido um limiar superior, os tempos de primeira passagem podem represen-
tar, por exemplo, o tempo que demora para a populagdo atingir o limiar de perigo de uma peste.

A verdadeira taxa de crescimento per capita pode afastar-se dos modelos cldssicos e nada nos garante
que os modelos especificos utilizados retratem o comportamento da populacdo. Contudo, a utilizagdo
de modelos especificos € ttil para estimar pardmetros e fazer previsdes para populacdes reais, podendo
estas seguir um modelo que ndo coincide exatamente com o modelo especifico utilizado.

2. Modelo
Seja X (¢) o tamanho (nimero de individuos, biomassa ou densidade) de uma determinada populagao
no instante 7. No caso deterministico, a taxa de crescimento per capita representa-se por

1 dX(r)
X(t) di

= f(X(0)), (D

com X(0) = x > 0 conhecido e f uma fungio de classe C!, definida para X > 0. Um dos primeiros
modelos aplicados ao crescimento populacional foi o modelo malthusiano ou modelo exponencial com
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f(X) = r, onde r é constante, ou seja, a taxa de crescimento per capita é independente do tamanho da
populagdo. Este modelo € bastante simples mas pouco realista, uma vez que pressupde a inexisténcia de
restricdes ao crescimento. Dois modelos classicos usados na literatura sdo o modelo logistico, corres-
pondea f(X)=r (1 — %) , € 0 modelo de Gompertz, corresponde a f(X) = rln (g) ,com K a capacidade
de sustento do meio, mais realistas que o anterior, uma vez que, a taxa de crecimento diminui a me-
dida que a populag@o aumenta, refletindo a diminui¢do de recursos para sobrevivéncia e reproducdo de
individuos a medida que a populacdo vai aumentando. Estes modelos nao incluem os conhecidos efeitos
de Allee. Em Braumann C. A. e Carlos, C. (2013) apresentimos o estudo do modelo geral de cresci-
mento populacional com efeitos de Allee forte e em Braumann C. A. e Carlos, C. (2015) estudamos o
crescimento populacional para um modelo geral com efeitos de Allee fracos. Em Carlos, C. e Braumann,
C. A. (2017) estudamos o modelo geral de crescimento populacional sem efeitos de Allee, com efeitos
de Allee fraco e com efeitos de Allee fortes.

E natural admitir que as flutuacdes aleatérias do ambiente afetam a taxa de crescimento populacional
e o seu crescimento pode ser modelado por uma equacdo diferencial estocastica

1 dx(t)

(S)m 0

= f(X(2)) + oe(1), 2

onde f passa a ser a taxa média (geométrica) de crescimento per capita, porque usamos o célculo de
Stratonovich (S), €() é o ruido branco padrdo e 6 > 0 a intensidade do ruido. Se usarmos o cdlculo de
It6, f representa a taxa média (aritmética) de crescimento per capita. Para mais detalhes sobre qual o
calculo que devemos utilizar consultar Braumann, C. A. (2007a), Braumann, C. A. (2007b) e Braumann,
C. A. (2007c). Na literatura ver, por exemplo, Lange, R., Engen, S. e Saether, B.E (2013) ou Panik, M.J.
(2017) sobre aplicacdes em dinamica de populagdes.

Supondo que f € estritamente decrescente, f(07) > 0 e f(+o0) < 0, 0 que acontece para os mode-
los logistico e de Gompertz, a equacdo diferencial estocdstica (2) tem solucdo tinica € € um processo
de difusdo homdégeneo com coeficientes de tendéncia (média infinitésimal) e de difusdo (variancia infi-
nitésimal)

G2
a(X):rXf(X)-l—?X 3)

b(X) = o?X?, 4)

respetivamente. O espaco de estados (0,+o0) tem fronteiras X = 0 ¢ X = +o0, ambas ndo atrativas e,
portanto inatingiveis, ou seja, ndo ha extingdo matematica e ndo existem explosdes. Estes resultados
podem ser vistos em Braumann, C. A. (1999). Definimos, no interior do espaco de estados, as medidas
de escala e de velocidade, cujas densidades sd@o dadas por

2a(0
s(y) :=exp (— ny ba((ﬂ))de> 5)
e
1
S 6
"0 B0 ©
respectivamente.

Existe densidade estaciondria, o que significa que hd uma distribui¢ao de equilibrio com densidade
para a qual converge a distribui¢do de probabilidade do tamanho da populagdo quando t — +oo.

3. Tempos de extin¢ao

Nestes ultimos anos tenho-me dedicado a estudar os tempos de extin¢gdo das populagdes, tema par-
ticulamente interessante no contexto atual. O nimero de populagdes em risco de extincao cresce cada
vez mais, decorrente dos mais diversos problemas ambientais € humanos. Podemos definir dois tipos de
extingdo, a extingdo matematica e a extingao realista. Considera-se que ha extingdo matematica quando
o tamanho da populagdo — 0 quando t — 4. Como o tamanho da populacdo varia continuamente,
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X (t) admite tamanhos da popula¢do muito pequenos (como, por exemplo, 0.1 individuos) impossiveis
de ocorrer, e, embora ndo esteja extinta do ponto de vista matematico, a populagdo deve considerar-se ex-
tinta. Também sabemos que muitas populacdes quando atingem um determinado niimero de individuos
nao tém qualquer hipétese de sobreviver e reproduzir-se, devendo nesse caso considerar-se extintas.

Assim iremos definir a partida um limiar realista de extin¢do, que designamos por g, com g < x, onde
x € a populagdo inicial. Como o processo € ergddico significa que passard quase certamente (mais cedo
ou mais tarde) pelo limiar realista de extin¢c@o. Interessa por isso saber se leva muito ou pouco tempo a
ocorrer. Definimos 7, como o tempo de primeira passagem por g,

T,=inf{r >0:X(t) = q}, (7)

que designamos por tempo de extin¢do da populagdo.
Em Carlos, C., Braumann, C. A. e Filipe, P. A. (2013) apresentimos a expressdao do momento de
ordem n do tempo de primeira passagem de X (¢) por ¢, supondo que X (0) =x > 0,

M (x) = E[(T,)"|X(0) =2 =2 / '5(©) /;mnMé”‘l)(e)m(e)dedc, ®)

(0)

com M, ’(x) = 1. Fazendo n = 1 obtemos o tempo médio de extingdo
X o0
EITX(0=]=2 [ 5(0) [ m(@)doat ©)
q

Com os momentos de primeira e segunda ordem e fazendo algumas manipulacdes algébricas, obtemos a
expressao da variancia do tempo de extingao

VITX(©) =4 =8 | s(©) /;ws(u) ( / *°°m<e>de)2dyd<;. (10)

Em Carlos, C. e Braumann, C.A. (2005) e Carlos, C. e Braumann, C.A. (2006) fizemos o estudo
detalhado dos tempos de extingao para os modelos logistico e de Gompertz, usando ndo s6 o calculo de
Stratonovich mas também o calculo de 1t6. Apresentdmos as expressdes do comportamento da média
e do desvio padrdo dos tempos de extingdo e ilustrdmos os resultados obtidos com alguns exemplos
numéricos. Concluimos que o tempo de extingdo € tanto maior quanto maior for a populacao no instante
inicial e diminui quando o pardmetro de crescimento intrinseco diminui ou quando a capacidade de
sustento do meio se aproxima do limiar de extin¢gao. O desvio padriao tem a mesma ordem de grandeza
do tempo médio.

Também se pode obter os momentos de ordem n do tempo de primeira passagem pelo limiar superior
0, com x < Q, em particular, a média e a variancia do tempo de primeira passagem por Q, relevante,
por exemplo, para a preservacdo de algumas espécias e previsdo de surtos de pragas agricolas. Estas
expressdes podem ser consultadas em Carlos, C., Braumann, C. A. e Filipe, P. A. (2013) ou Filipe, P. A.,
Braumann C. A. e Carlos C. (2015), embora aplicados noutro contexto, o de modelos de crescimento
individual.

4. Efeito de incorreta especificacao do modelo

A verdadeira taxa de crescimento per capita pode afastar-se ligeiramente do modelo estocdstico, em
particular pode haver um pequeno desvio no termo deterministico, onde o modelo logistico e o modelo de
Gompertz sdo apenas aproximagdes a0 modelo real que se desconhece. Estamos perante uma incorreta
especificacdo do coeficiente de tendéncia.

Suponhamos que a verdadeira taxa de crescimento per capita f € apenas aproximada pelo modelo
logistico com pardmetros r e K e suponhamos que o desvio é o(X) = f(X) —r (1 — %) isto €, temos o
modelo aproximadamente logistico, definido por

f(X):r(l—%) +a(X). (11)
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Por outro lado, se a verdadeira taxa de crescimento per capita f € apenas aproximada pelo modelo
de Gompertz com pardmetros r e K e supondo que o desvio é a(X) = f(X) —rln ( ), temos o modelo
aproximadamente de Gompertz, definido por

F(X) = rin (g

)+a@) (12)

X)) ( ) <9, sendo 0 < § < 1 (espera-se que

Suponhamos que a funcio o é uma fungio de classe C!, com
d esteja proximo de zero).

O comportamento qualitativo dos ”verdadeiros modelos”’coincide com o comportamento dos mode-
los cléssicos aproximados, o modelo logistico e o0 modelo de Gompertz. As fronteiras do espaco de
estados sdo 0 e 4o, ambas ndo atrativas. A extin¢gdo matemadtica ocorre com probabilidade zero e ndo
existem explosdes, garantindo a existéncia e unicidade de solucdo da equacao diferencial estocastica (2),
bem como a existéncia de densidade estaciondria. A extingdo realista ocorre com probabilidade um. Para
mais detalhes consultar Carlos, C. e Braumann, C.A. (2014).

Também pode suceder que seja o termo estocdstico da taxa de crescimento per capita, isto €, a inten-
sidade do efeito das flutuacdes aleatorias, a afastar-se ligeiramente da constante G, sendo, em vez disso,
aproximadamente constante. Estamos perante uma incorreta especificagao do coeficiente de difusao.

Deste modo, a taxa de crescimento per capita € descita pela equacao diferencial estocdstica

1 dX(r)
X(t) di

= f(X(1)) + (o +a(X))e(r), (13)

com f(X) =r(1—%) no caso do modelo logistico ou f(X) = rIn (%) para o modelo de Gompertz.

Suponhamos que a fungio o é uma fungio de classe C2, com ‘a X)l <d,sendo0<d< 1.

Também neste caso o comportamento qualitativo do Verdade1r0 modelo”(13) coincide com o com-
portamento do modelo (2). O espago de estados é o intervalo (0,+o0), com ambas as fronteiras nao
atrativas. As fronteiras sdo inatingiveis em tempo finito ou infinito, isto €, X nado tende para 0 nem tende
para +oo quando ¢ tende para +oo. Em particular, ndo hé extincdo matemdtica e, como nao existem ex-
plosdes, garantimos a existéncia e unicidade de solucdo da equacgdo diferencial estocéstica (13). Também
neste caso existe densidade estaciondria.

Para estes modelos fizemos o estudo dos tempos de extin¢cdo, em particular, escrevemos as expressoes
da média e do desvio padrao. Apresentdmos alguns exemplos numéricos do comportamento da média
e do desvio padrdao dos tempos de extin¢gdo. Obtivemos minorantes € majorantes para a média e para o
desvio padrao dos tempos de extingdo, o que nos permite estudar o erro cometido nos cdlculos dos tempos
de extin¢do quando o modelo real ndo € exatamente o usualmente utilizado na literatura. Estes limites
podem ser escritos em fungdo das expressdes do comportamento da média e o desvio padrao dos modelos
classicos com outros parametros. Assim, poderemos obter os modelos cldssicos como aproximagao e
estimar o erro cometido quando o fazemos. Ao comparar estes dois erros de aproximagao podemos
concluir que, se o erro de especificacdo do modelo estiver no coeficiente de tendéncia, o erro no célculo
da média e da variancia do tempo de extingdo € menor do que se o erro de especificacdo estiver no
coeficiente de difusdo.

5. Exemplos graficos

Terminamos com a apresentacao de alguns exemplos graficos do tempo médio de extin¢ao para os
modelos logistico e de Gompertz. Pode ver-se em Carlos C. (2013) muitos outros exemplos gréficos e
um estudo comparativo para os diferentes parametros.

Para facilitar a anélise e como € tradicional em estudos de sistemas dindmicos trabalhdmos com gran-
dezas adimensionais, considerando R = 6—’2 (R € uma espécie de relacdo sinal/ruido), d = % (d representa

o limiar de exting¢do expresso como fracdo da capacidade de sustento do meio) e z = § (z o afastamento

relativo da populagio inicial relativamnette ao limiar de extingiio). Consideramos R = 1, ou seja, r = 62,

o que significa que temos um ruido de forte intensidade relativa e d = 0,01 ou d = 0,1, equivalente a
q= 1—150 ouqg= 1%’ respetivamente.
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Figura 1: Comportamento da média rE[T,|X (0) = x| do tempo de extin¢do da popula¢do em fungdo de
7= g para o modelo logistico (linha a cheio). A figura também mostra o minorante e o majorante para o
modelo aproximadamente logistico, com o erro relativo de 8 = 0.01 (linhas a tracejado) € 8 = 0.1 (linhas
a ponteado). Consideramos R:= 5 = 1,d := £ =10.01 (a esquerda) e d := £ = 0.1 (a direita).
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Figura 2: Comportamento da média rE[T,|X (0) = x| do tempo de extin¢do da popula¢do em fungdo de
7= g para o modelo de Gompertz (linha a cheio). A figura também mostra o minorante € majorante
para o modelo aproximadamente de Gompertz, com o erro relativo de & := 0.01 (linhas a tracejado) e
d := 0.1 (linhas a ponteado). Consideramos R := é =1,d:= % =0.01 (aesquerda) e d := % =0.1(
direita).

Na figura 1 apresentamos exemplos graficos ndo do tempo médio de extingdo mas da grandeza adi-
mensional rE[T;|X(0) = x] em fun¢do de z = 7, para 0 modelo logistico ¢ modelo aproximadamente
logistico (com erro relativo da taxa de crescimento per capita relativamente ao modelo logistico de
8=0,01 ede d=0,1). Na figura 2 apresentamos exemplos graficos de rE[T;|X (0) = x| em fungdo de
z= ;{, para o modelo de Gompertz e modelo aproximadamente de Gompertz (com erro relativo da taxa

de crescimento per capita relativamente ao modelo de Gompertz de d = 0,01 e de § =0, 1).
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1. Introducao

As relagOes entre as Probabilidades e as Equacgdes as Derivadas Parciais estdao na base da construcao
de processos estocasticos, nomeadamente do movimento Browniano. Entre outros, lembremos alguns
exemplos dessas relagdes. Seja B; um movimento Browniano com valores em R?. Sabemos que

v(t,x) = Ex(f(By)),
onde E, denota a esperancga condicionada a By = x, resolve a equacgao do calor, que por sua vez descreve

a evolugdo do calor ao longo do tempo e numa certa regifio do espaco (neste caso simplesmente R¥):
1
oy = EAV

com condigdo inicial f. Mais geralmente, solu¢des da equagdo as derivadas parciais dyv = %Av +b.Vy
podem ser representadas probabilisticamente pela célebre férmula de Girsanov,

vit,0) = Ed (B exp ([ b(3).aB,— 3 [ b8 Pas))

e solugdes da equagdo d,v = %Av + Vv pela féormula de Feynman-Kac,

v(1,0) = Ec(f(B,) exp (/OZV(BS)ds)).

Também equacgdes estaciondrias sao passiveis de representagcdo probabilistica. Por exemplo a solu¢do
do problema de Dirichlet

1
EAV"‘VV:O

num dominio regular D sujeito a condi¢@o de fronteira v = g em dD, pode escrever-se (assumimos nesta
introducao que todas as fungdes sdo regulares),

v(t.x) = Ee( £(Be) exp /O TV(BS)ds)>,

onde agora o limite superior de integragdo é o tempo aleatério T = inf {7 : B; ¢ D}, By = x.

Todas estas formulas de representagdo probabilistica se podem generalizar para o caso em que, em
vez do Laplaciano, consideramos um operador (digamos, eliptico) da forma

1§ T 2
Lf(x)=5 Y (667)i;(x)37;f +b.VS.
ij=1

A chave da generalizacdo encontra-se na possibilidade, descoberta por K. Itd nos anos cinquenta do

século passado, de associar ao operador L uma equagao diferencial estocdstica,
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onde dB; refere ao diferencial em relacdo ao movimento Browniano conhecido como diferencial de Itd.
Entdo as formulas de representacdo para as equagdes as derivadas parciais andlogas as referidas acima
onde se substitui o operador Laplaciano por L, escrevem-se substituindo o movimento Browniano pelo
processo estocastico X;.

Existe uma vasta literatura sobre as relagdes entre Analise Estocéstica e Equagdes as Derivadas Parci-
ais. Aqui citamos, a titulo de exemplo, [6], [14], [18], [20].

Todas as equagdes as derivadas parciais de que faldmos até agora sao lineares (L € um operador linear),
mas existem também relacdes entre equacdes ndo lineares e processos estocdsticos, uma classe das quais
constitui o objecto deste artigo.

2. A equacao de Navier-Stokes

Embora a teoria que passamos a expOr seja bastante mais geral, concentrar-nos-emos no caso da
equacdo de Navier-Stokes que, como € sabido, modeliza o escoamento de fluidos viscosos e incom-
pressiveis. Esta equagdo escreve-se,

du=VAu— (u.V)u—Vp, divu=0.

A constante v > 0 representa a viscosidade, p a pressdo, e a condi¢c@o de divergéncia nula corresponde
a incompressibilidade do fluido. De notar que a pressdo ndo € um dado do problema, mas também uma
incognita.

Em Dinadmica dos fluidos € comum distinguir entre dois tipos de abordagem, a Euleriana, que refere
a velocidade do fluido representada pelo campo de vectores u solucdo da equagdo de Navier-Stokes, e
a abordagem Lagrangiana. Esta tltima consiste no estudo das trajectdrias associadas a0 movimento ou
seja, dos fluxos integrais g que satisfazem

atg(t7x) = u(t,g(t,x)).
Aparentemente equivalentes, as duas abordagens ndo o sdo em geral, uma vez que nem sempre 0 campo
de vectores velocidade tem regularidade suficiente para que exista solucdo da equacdo para o fluxo
Lagrangiano.

Quando a viscosidade € nula, a equacao de Navier-Stokes reduz-se a famosa equacgdo de Euler incom-
pressivel, du = —(u.V)u—Vp, divu=0.

Num célebre artigo de 1966, Vladimir Arnold ([5]) mostrou que a equagdo de Euler corresponde a
equacdo de uma geodésica num certo espaco de funcdes. Mais precisamente as correspondentes tra-
jectdrias Lzagrangianas sao “pontos” criticos do funcional de ac¢do dado pela energia cinética associada
anorma L~:

Alg=3 [ [ 1000 Patsd =3 [ 11800 g

onde L? refere 2 integragiio no espaco subjacente (aqui R?, mas mais geralmente uma variedade), g
designa a derivada de g em relagdo ao tempo.

Com efeito, escrevendo L(g,¢,t) = %|| g(1)] |i2( i) © Lagrangiano daquela ac¢@o, € simples deduzir que
as equagoes de Euler-Lagrange
d (8L) _JdL
dt dg’ dg
se reduzem a
d
—1g()] =0
S 18(0)]

ou seja obtém-se, formalmente, a equacio de Euler (no sentido fraco L?). Devido & condi¢do de incom-
pressibilidade hd que acrescentar a posteriori na equagdo um termo do tipo —Vp(t), sendo p(t) a pressdo
no instante ¢.

Uma referéncia bastante completa sobre este tema e sobre as consequéncias do uso de métodos
topolégicos e geométricos no estudo da equacao de Euler € o livro [21].
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A equacdo de Euler € um sistema conservativo (ou seja, a energia é conservada ao longo da evolugdo
no tempo), contrariamente a equagdo de Navier-Stokes. A questdo de saber se existe também uma
formulacdo variacional para esta equacgdo € portanto ndo trivial. A resposta € no entanto afirmativa, se
recorrermos a Anélise Estocdstica, como veremos na proxima sec¢do. Descreveremos igualmente que o
termo Laplaciano da equacdo de Navier-Stokes estd (naturalmente) associado ao movimento Browniano.

3. Um principio variacional estocastico

De modo a generalizar o principio variacional da equacdo de Euler, consideramos, em vez de tra-
jectdrias Lagrangianas regulares, solugdes das seguintes equacoes diferenciais estocdsticas:

dg" = 2vdB, +u(t,g")dt, gi=x
e escrevemos por vezes g;(x) de modo a sublinhar a dependéncia da condi¢@o inicial x.

Na realidade em certas aplicacOes consideram-se mais geralmente coeficientes de difusdao ndo con-
stantes, admitindo-se portanto correlagdes espaciais. Tal € o caso, em dinamica dos fluidos, onde por
vezes esses coeficientes de difusao sdo escolhidos a partir dos dados estatisticos observados (c.f. [17]).

Para campos de vectores suficientemente regulares estas equagdes definem fluxos (homeomorfimos)
no espaco e, se impusermos a condi¢do div u = 0 V¢, esses fluxos conservam a medida de Lebesgue, ou
seja tem-se

JEat)dr = [ fiods

para todo o ¢ e f suficientemente regular.

A primeira dificuldade com que nos deparamos para escrever um funcional de ac¢cao € que os processos
estocasticos g“ nao sdo diferencidveis no tempo. No entanto é possivel definir a seguinte “derivada
generalizada”, denotada D;:

1
D, f(t,g8) = lime—0 (EP’f(t +€,8'e) —f(t,g?)>

onde E” denota a esperanca condicional relativamente  filtracdo P, gerada pelo passado do processo no
instante 7. Do Calculo de Itd sabemos que D € o gerador do processo g, ou seja que

Dif(1,8/) = (VAf + . Vf)+ i f)(t,&) qs.
Em particular D,g, = u(t,g)) g.s., o que justifica a interpretacdo do drift (1) do processo estocastico
como uma derivada.
Definimos entdo o seguinte funcional de acc¢do estocdstico sobre a classe de processos estocdsticos g
com coeficiente de difusdo /2V e drift u, como acima, onde u € L*([0,T] x R%:

Alg') =58 [ [1Dgh(o)adr.

A questio de saber se, apenas com a regularidade L? do drift, o processo estocdstico g* esta bem definido
e fornece um fluxo de homeomorfismos, nao € uma questao trivial. De facto, em principio este tipo de
resultados exige muito mais regularidade. No entanto, e usando a condi¢ao div u = 0 € possivel provar
tais resultados, pelo menos no caso de se considerar, em vez do espaco R¢, um toro (c.f. [8] para o
caso de dimensao dois), o que corresponde a impor condicdes periddicas no espago as equagdes do
movimento.

Finalmente, de modo a deduzir o principio variacional, devemos precisar que tipo de variagdes sdao
admissiveis. Escolhemos variagdes do tipo exponencial, nomeadamente

u,e,v

g =e(ev)(el),

onde

e(ev)(x) =x+e /Ot d5v(s,es(ev)(x))ds
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com € > 0 e onde v(z,-) é um campo de vectores regular, dependente do tempo, tal que v(0) = v(7) =0
e divv(t,-) =0 paratodoot € [0,T].
Observe-se que, na primeira ordem em € se estd a variar nas direc¢des de v, uma vez que

e (ev)(x) ~x+ev(t,x).
Por defini¢do g € ponto critico de A se, para todo o v como acima, se tem

4
de

A [g”’s’v] =0.
e=0
Pela formula de 1to,

dg?’” = Ve, (ev)(g)')V2VdB; + [die;(ev) + (u.V)e, (ev) + vVAe, (ev)](gV)]dt
e, consequentemente,

d
de e=0
Usando a invariancia da medida de volume tem-se ainda

% A g = /0 ! / (1. + (1. )+ vAV]) (1, x)drdx

A" = E /0 ' / (u(t, ). [0+ (.Y )v + VAY]) (1, ) drdx

e=0

- —/OT/([8,u—|—(u.V)u—vAu].v)dtdx

onde usdmos integracdo por partes, a condi¢do div u = 0 e ainda o facto de v(0) = v(T) = 0.

Concluimos assim que a derivada do funcional de ac¢do A quando se consideram as variacdes acima
¢ igual a zero (ou seja, 0 processo estocdstico g € critico para A) se e s6 se o campo de vectores u(z,-)
satisfaz a equagio de Navier-Stokes no sentido fraco L.

O principio variacional estocéstico para a equacao de Navier-Stokes que descrevemos foi introduzido
em [8] no caso do toro de dimensao dois e posteriormente generalizado para variedades em [3] (ver
igualmente o artigo [4]). Na base das ideias subjacentes estdo os trabalhos [24] e [25]. De referir que
existem diferentes tipos de abordagem probabilistica aquela equagdo: [9], [15], [19], por exemplo.

4. Equacoes diferenciais estocasticas ¢ forward-backward”

Com uma simples mudanga de varidvel, nomeadamente considerando g* = g%, onde i(t,x) = —u(T —
t,x), e aplicando o Célculo de Itd, facilmente verificamos que

= diu+uVu—vAu

ou seja, se u verifica a equacao de Navier-Stokes, entdo D;D, g} = —Vp;.
De outra forma, podemos escrever
gl =V2vdB, +Y,, gj=x
dY; =dM; —Vp;
onde M, designa uma martingala (o termo de difusdo do processo estocdstico ¥; = ii(z,g;)).

Este ultimo par de equagdes € um sistema de equacdes “forward-backward” estocastico. Trata-se, no
mundo das probabilidades, do sistema de equag¢des mais proximo das de segunda ordem da Mecanica
classica. De modo a constituirem um problema bem posto a equacgdo para ¥; deve ser dado um valor final
Yr 0 que corresponde, no nosso caso, a especificar o valor inicial de u, tal como no problema de Cauchy
usual para a equacdo de Navier-Stokes.

As equagdes diferenciais estocdsticas “forward-backward” sdo um tema de investigacdo bem con-
hecido, relacionado com a teoria do Controle Optimo. Entre muitas outras possiveis referéncias a este
tema indicamos [13] e [22].
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No entanto a situacdo que aqui nos interessa € bastante mais complicada. Em primeiro lugar, a
imposicao da condi¢do de incompressibilidade obriga-nos a trabalhar ndo num espagco de dimensdo
finita (caso das referéncias acima), mas num espago funcional, necessariamente de dimensao infinita.
Em segundo lugar, conforme ja observamos, a pressdao nio é um dado do problema, mas também uma
incognita. Ou seja, se podemos observar com facilidade que, partindo de uma solu¢do da equacdo de
Navier-Stokes se chega a um sistema diferencial estocastico “forward-backward”, o problema reciproco
(como chegar a solucdo de Navier-Stokes resolvendo um sistema “forward-backward” estocéstico) nao
€ simples. Para este problema fazemos referéncia aos artigos [11] e [12]. Neste dltimo obtivémos
um resultado de existéncia para a equacdo da vorticidade associada a Navier-Stokes no caso bidimen-
sional. O primero trata da representacao das solugdes de Navier-Stokes em termos de sistemas “forward-
backward” estocdsticos.

5. Generalizacoes

O funcional de acc@o A considerado na seccdo 3 estd definido sobre processos estocdsticos g que
tomam valores nos difeomorfismos do espaco de configuracdes subjacente. Este conjunto constitui
um grupo (relativamente a composi¢ao) de dimensdo infinita. Trata-se de facto “apenas” de um caso
particular de uma teoria mais vasta, que poderemos chamar Mecanica Geométrica Estocastica. Na
Mecanica Geométrica cldssica sdo considerados principios variacionais formulados em grupos de Lie,
cujas equacdes do movimento correspondente sdo as equacdes de Euler-Poincaré (c.f. [16], [23]). O caso
dos grupos de difeomorfismos dé4 origem precisamente a equacao de Euler, mas muitas outras equacoes
sdo assim obtidas, tanto em grupos de dimensao finita como de dimensao infinita.

Uma generalizagdo estocédstica da Mecanica Geométrica, e as correspondentes equacdes de Euler-
Poincaré dissipativas, foi feita em [1] e continua actualmente a ser desenvolvida pelos seus autores e por
outros colaboradores (c.f. por exemplo [7]). Vdrias questdes sdo (e serdo) investigadas, nomeadamente
questdes de existéncia e unicidade das equacdes (em varios sentidos), estudo das simetrias dos sistemas,
métodos numéricos geométricos, etc. Outros modelos para além da equagcdo de Navier-Stokes foram
estudados (por exemplo as equacdes de Camassa-Holm e Leray-alpha dissipativas, c.f. [10]).

Finalmente observamos, embora a explicacdo devesse necessdriamente ser um pouco longa, que existe
uma relacao entre o tipo de problemas aqui expostos e a teoria do Transporte Optimo. Para os leitores
interessados, referimos o recente trabalho [2].
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1 Introducao

O célculo infinitesimal desenvolvido por Newton e Leibniz no século XVII ¢ provavelmente o
ramo da Matematica com maior sucesso € com maior nimero de aplicagdes em diferentes areas
cientificas. As teorias das equacgodes diferenciais ordindrias e parciais que assentam no calculo
infinitesimal sdo particularmente importantes nas aplicagdes, uma vez que uma boa parte dos modelos
usados nas mais diversas areas sao formulados precisamente em termos de equagdes diferenciais. Em
muitos modelos € essencial considerar perturbagdes aleatorias, o que se traduz na transformagdo das
equagoes diferenciais deterministicas em equagdes diferenciais estocasticas. Para analisar as questdes
fundamentais da existéncia e unicidade de solugdes, assim como as propriedades das mesmas, €
essencial aplicar o correspondente estocastico do calculo infinitesimal: o calculo estocastico ou analise
estocastica.

As aplicacoes da analise estocastica e das equagdes diferenciais estocasticas sdo inimeras € nas
mais variadas areas cientificas. Destacamos algumas aplicagdes em Finangas como modelos de
avaliacdo de opgdes e ativos financeiros derivados (modelos de Black-Scholes, modelos de volatilidade
estocastica, modelo CEV)) e modelos de evolugdo de taxas de juro (modelos de Vasicek, CIR,
Hull-White, CEV com drift linear). Outras aplicacdes importantes ocorrem nas areas de Biologia
(modelos populacionais), Fisica (osciladores aleatorios, difusdo turbulenta), Engenharia (problemas de
filtragem de ruido, controlo estocastico, estabilidade de oOrbitas de satélites), Psicologia Experimental
(modelo de Schoner) e medicina (modelo de actividade neuronal de Kallianpur). Para uma discussao
detalhada de algumas destas aplicagdes, recomendamos a consulta de [3, 4, 13, 14, 15, 21, 24]. Uma
breve historia do calculo estocastico e das suas aplicagdes financeiras € apresentada no artigo de Jarrow
e Protter [12], cuja leitura vivamente se recomenda. A referéncia [6] ¢ excelente para uma introducdo
rigorosa as equacoes diferenciais estocasticas.

Relativamente as aplicagdes financeiras da andlise estocastica e das equagdes diferenciais
estocdsticas, o autor pioneiro foi Louis Bachelier, que na sua tese de doutoramento em 1900 [2], usou o
movimento Browniano para modelar a evolugdo dos precos de ativos financeiros. Este foi o primeiro
modelo estocéstico financeiro a ser proposto e descreve a evolugdo do preco de um ativo financeiro
através do processo estocastico

S¢ =Sy +ut + oWy,
onde Sy > 0 é o prego inicial, u e o sdo os parametros do modelo e W = {W,,t € [0,T]} é um
movimento Browniano standard. Este modelo apresenta a caracteristica indesejavel de permitir precos
negativos para o ativo financeiro. De forma a remediar este problema, Samuelson introduziu o
movimento Browniano geométrico em [22], considerando o processo

S¢ = Spexp [(u - %2) t+ aWt]. (1)
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O movimento Browniano geométrico S; tem uma distribuicdo lognormal.

Em 1973, Black, Scholes [5] e Merton [17] desenvolveram o modelo conhecido na literatura
como o modelo de Black-Scholes, que revolucionou o mundo financeiro e desencadeou o crescimento
imparavel do mercado de produtos financeiros derivados. Na sua versdo mais simples, o modelo
considera um mercado sem atritos e com apenas dois ativos. O primeiro ativo € um ativo com risco, com
processo de prego S = {S;,t € [0,T]} descrito pelo movimento Browniano geométrico (1). O segundo
ativo ¢ um ativo sem risco. O modelo de Black-Scholes ¢ um modelo completo, no sentido em que
qualquer direito contingente (derivado financeiro ou op¢ao) pode ser replicado por uma carteira dos
ativos considerados no modelo. Avaliando o valor da carteira replicante, obtém-se um prego Uinico para o
prego do direito contingente (ou derivado financeiro).

O modelo de Black-Scholes tornou-se bastante popular a partir dos anos 70 do século passado.
Contudo, apresenta alguns problemas. Um dos problemas ¢ que a assimetria e a curtose que caracterizam
a distribuicdo empirica dos retornos logaritmicos sdo consideravelmente diferentes da assimetria e
curtose associadas a distribuicdo normal, o que significa que os movimentos bruscos e de grande
amplitude nos precos dos ativos sdo muito mais frequentes que o que seria de esperar de um processo de
preco dado pelo movimento Browniano geométrico (ver [8] e [23]). A distribuicdo empirica dos retornos
logaritmicos apresenta “caudas pesadas”, quando comparada com a distribuicdo Gaussiana. Por isso,
outros modelos mais sofisticados tém sido propostos para modelar a dindmica do pre¢o do ativo com
risco, como por exemplo modelos baseados em processos de Lévy ou processos de volatilidade
estocdstica. Para uma introdugdo a este tipo de modelos mais sofisticados, recomendamos a consulta de
(3,9, 13, 23].

Neste artigo apresentaremos de forma sucinta o modelo de Black-Scholes na sua versdao mais
elementar, apresentaremos exemplos de equagdes diferenciais estocasticas para modelar taxas de juro,
assim como discutiremos o problema da estimagao de parametros.

2 Modelo de Black-Scholes

Consideremos um espago de probabilidade (,F, P), o movimento Browniano W = {W;;t > 0}
e a filtracdo {F;, t > 0} gerada pelo movimento Browniano.
As equagoes diferenciais que definem o modelo de Black-Scholes sdo as seguintes:
dB; = rB.dt, (2)
dS; = uS;dt + oS, dW,, 3)
onde r,u e o sdo constantes (parametros do modelo). Representa-se por B; o preco de um ativo sem
risco (obrigagdo ou deposito bancario) - ¢ uma fungdo deterministica, S; € o processo de preco de um
ativo com risco (acao ou indice) e € um processo estocastico, W; ¢ um movimento Browniano standard
relativamente & medida de probabilidade P, r ¢ a taxa de juro sem risco, 4 ¢ a taxa média de
rendibilidade (ou a taxa média de crescimento do prego - E[S;] = Sye#t) e o é a volatilidade do ativo
com risco. A equacdo diferencial estocastica (3) ¢ uma equagdo linear que obviamente tem uma unica
solugdo (dada a condigdo inicial S;). Essa solugdo é o movimento Browniano geométrico:

S; = Spexp ((u — %02) t+ aWt>.

Consideremos um direito contingente com maturidade T (por exemplo, um derivado financeiro ou
op¢ao), com payoff da forma

x=o(s(D), 4
e cujo processo de prego € tal que
() = F(t,S,), vt € [0,T], (5)
onde F ¢ uma funcio diferenciavel de classe C12.
Considere-se também uma carteira de ativos (ho (t),h! (t)) onde h°(t) representa o niimero de
obriga¢des (ou niimero de unidades do ativo sem risco) e h'(t) representa o nimero de a¢des (ou o
numero de unidades do ativo com risco) no instante t. O valor da carteira no instante t ¢

Vh(t) = h°(t)B, + h'(t)S,.
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Supde-se que a carteira ¢ auto-financiada, isto € que
avl = h°(t)dB, + h1(t)dS,.
Na forma integral, temos
VI = Vo + [, h'(s)dSs + [ h°(s)dB,
=V, + fot (uh*(s)S; + rh°(s)B,)ds + o fot hl(s)S,dW,. (6)
Assumimos que a carteira (h°(t), h*(¢)) é uma carteira replicante, ou seja, que o valor desta carteira é
igual ao prego do direito contingente, i.e.

Vit =F(t,S,), vt €[0,T].
Aplicando a férmula de It6 a (5) e considerando (3), obtemos

F(t,S)) = F(0,50) + [, (% (r,S,) + AF(r, Sr)> dr 7)

t oF

+f; (08,2050 am,

onde
2
Af(t,x0) = e L (t,0) + 20202 2L (1,2)

¢ o gerador infinitesimal associado a difusdo S; com EDE (3). Comparando (6) e (7), temos que

oF :

- (8,55) = h'(s),

oF oF 1 0%F
E(s, S+ rSSa(s, S + 50252 —(s,8,) —rF(s,S,) = 0.

S 9x2
Temos entao:

» Uma carteira h com valor V*, constituida a custa de ativos com risco de prego S, e de
ativos sem risco com preco B;.

* A carteira h replica em cada instante t o direito contingente (ou derivado) com payoff y
() =Vt =F(,S,).

* Em particular
V# =F(T,Sp) = ®(S(T)) = x.

A carteira deve ser continuamente atualizada com a compra (ou venda) de h'(t) unidades do
ativo com risco e h°(t) unidades do ativo sem risco, onde

W) =2 (¢,5,),

ho(t) = Vi-n1(t)s, _ F(t,St)—hl(t)St.
Bt Bt
Podemos portanto enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.1 (Eq. de Black-Scholes): Assuma que o mercado é especificado pelas equagoes (2)
-(3) e consideremos um derivado financeiro com payoff da forma (4). Entdo, a unica fun¢do de preco
que é consistente com o principio de auséncia de arbitragem é a solu¢do F do seguinte problema de
valores na fronteira, definido no dominio [0,T] X R*:

oF oF 152y20F _ -
o (t,x) +rx ™ (t,x) + SO0°X" = (t,x) —rF(t,x) =0, (8)
F(T,x) = ®(x).
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3 A avaliacio de opcoes

A equagao de Black-Scholes (8) pode ser resolvida por via analitica (¢ essencialmente uma
equacao diferencial parcial parabodlica do tipo da equacdo do calor) ou por via probabilistica. A obtencao
de uma solucao explicita na forma fechada ¢ apenas possivel em alguns (poucos) casos. De forma a obter
uma expressdo para a solucdo em termos probabilisticos, aplicaremos o resultado de representacdo
estocastica também conhecido como férmula de Feynman-Kac (ver [3] e [21]) e que enunciamos na
proposicao seguinte.

Proposicao 3.1 (Formula de Feynman-Kac): Assuma que F é solugdo do problema de valores

na fronteira

oF oF 1 5 9%F .
e (t,x) + a(t,x) P (t,x) + 50 (t, x)ﬁ (t,x) —rF(t,x) =0, ©)

F(T,x) = &(x).
Entao
F(t,x) = e "T-DE[D(X7)],
onde X satisfaz a E.D.E.
dX, = a(s,Xs)ds + o(s,X;)dBs, s € [t,T],

Xt = X.
Aplicando a formula de Feynman-Kac da proposi¢a@o anterior a eq. (8), obtemos
F(t,x) = e "TOE[D(X,)], (10)
onde X ¢ um processo estocastico que satisfaz a E.D.E.
dX; = rXds + oX,dW, (11)

X = x.

Note-se que o processo X ndo ¢ o nosso processo S, pois o coeficiente de derivade X ¢ rX e
nao pX. Ou seja, S tem como taxa média de rendibilidade u, enquanto X tem como taxa média de
rendibilidade a taxa de juro sem risco r. A ideia agora ¢ “passar” do processo X para o processo S
aplicando o Teorema de Girsanov (ver [21]).

Denotemos por P a medida de probabilidade original (medida de probabilidade “objectiva”). A
dindmica-P do processo S ¢ a dada em (3). Note-se que (3) € equivalente a

= rS,dt + oSed (St + W),

w
Pelo Teorema de Girsanov, existe u;na medida de probabilidade Q (equivalente a medida de
probabilidade P) tal que no espago de probabilidade (Q, Fr, Q), o processo
Wt: = % t+ W,
¢ um movimento Browniano e S tem a dindmica (sob Q):
dS, = rS,dt + oS, dW,. (12)
Considere-se a notagdo seguinte: E denota o valor esperado sob a medida original P, E? denota o
valor esperado sob a nova medida Q, W, denota o movimento Browniano original (sob a medida P) e
W, denota o movimento Browniano sob a medida Q.
Voltando a (10) e (11), tendo em conta que, sob a medida @Q, as equagdes (11) e (12) sdo as

mesmas, podemos representar a solucao da Equacao de Black-Scholes pela formula de Feynman-Kac e
enunciar o teorema seguinte.
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Teorema 3.2 O preco (na auséncia de arbitragem) do direito contingente @ (St) ¢é dado pela
formula
F(t,s) = e TT-OEC[d(Sp)], (13)
onde a dindmica de S sob a medida Q ¢
dS, = rS,du + ¢S, dW,, u € [t,T],
S¢ =s.

A medida Q designa-se por medida equivalente de martingala. A razdo para esta terminologia
tem a ver com o facto de que o processo de preco descontado
Spi= e LS,
¢ uma martingala sob a medida Q. A férmula (13) é conhecida como formula de “avaliagdo neutra face
ao risco”.
Calculando explicitamente o preco do derivado, temos
F(t,s) = e TTOER[D(Sy)] = 70 [1 7 b (se?) f(1)dy, (14)
onde f ¢ adensidade da v.a. gaussiana Z. O integral em (14), para uma funcdo @ dada, deve em geral
ser calculado usando métodos numéricos. Existem contudo alguns casos particulares em que (14) se
pode reduzir a uma férmula relativamente simples. Por exemplo, para uma opg¢ao Europeia de compra,
que ¢ uma opgao que da o direito (mas nao a obrigagdo) de comprar, na data de maturidade T, uma
unidade do ativo subjacente pelo preco de exercicio K, e caracterizada pelo payoff
®d(Sr) = max{S; — K, 0},
¢ possivel mostrar que
F(t,s) = sN[d(t,s)] — e "T=OKN[d,(t,s)], (15)
onde N[x] é a fun¢do de distribuicdo cumulativa da distribui¢cdo N(0,1) e
_ 1n(s/K)+(r+%02)(T—t)

d,(t,s) = \
g4/ (T;t)z

d (t S) _ ln(s/K)+(r—Ecr )(T—t)
23l o/(T—t)

A formula (15) € conhecida como a férmula de Black-Scholes.
4 Alguns exemplos de modelos de taxas de juro

Em Finangas, para além da avaliagdo e cobertura de risco de produtos financeiros derivados e
opgoes, a analise estocastica e as equagdes diferenciais estocasticas também encontram numerosas
aplicagdes na area da modelacdo de taxas de juros e risco de crédito. Em particular, ¢ importante ter
modelos adequados para a evolucdo das taxas de juro formulados em termos de equagdes diferenciais
estocasticas. Sobre modelos de taxas de juro em geral, recomendamos a consulta de [3] e [4].

A hipotese tipica em modelacao de taxas de juro (sob a medida equivalente de martingala Q ou
modelacdo de martingala), ¢ que a taxa de juro 1 ¢ solug@o da equacdo diferencial estocastica (EDE)

dry = u(t,r)dt + o(t,r)dW,,
onde Wt ¢ um movimento Browniano sob a medida de martingala Q (ver [4]), 4 € o sdo fungdes que
representam o coeficiente de deriva e de difusdo da taxa de juro. Consideremos alguns exemplos de
equacdes diferenciais estocdsticas populares na modelagdo de taxas de juro.

O modelo de Vasicek ¢ especificado pelas solucao da EDE

dry = a(b — ry)dt + odW,, (16)
onde a, b e o sdo constantes (pardmetros do modelo). Este modelo ¢ caracterizado por um
comportamento de reversio para a média b. E possivel deduzir expressdes explicitas para a solucio de
(16) e deduzir o prego para obrigacdes de cupao zero (ver [4]).

As solugdes do modelo de Vasicek podem tomar valores negativos, essencialmente porque o
termo de difusio ¢ odW,. Como alternativa a este modelo, Cox, Ingersoll e Ross propuseram um
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modelo em que as taxas de juro sdo sempre positivas, o modelo CIR que ¢ especificado pela EDE

dr, = a(b — rp)dt + o\ [r,dW,,
cuja diferenga relativamente a dinamica do modelo de Vasicek € o termo de difusdo O'\/Ft, 0 que vai
provocar precisamente que as taxas de juro se mantenham sempre ndo negativas e prova-se que sao
estritamente positivas se 2ab/o? > 1. E também possivel deduzir a forma explicita da estrutura
temporal das taxas de juro para este modelo, assim como expressoes na forma fechada para opgdes de
compra Europeias sobre obrigagdes de cupao zero (ver [4]).

Hull e White propuseram uma generalizagdo do modelo de Vasi¢ek com o objetivo de ter um
modelo com capacidade para se ajustar de forma perfeita a estrutura temporal de taxas de juro iniciais.
Este modelo ¢ especificado pela EDE

dr, = (6(t) — ary)dt + adW,,
onde a e o s3o constantes e O(t) ¢ uma fungdo deterministica do tempo. A fungdo O(t) ¢
determinada de forma a que a calibragdo dos precos teoricos iniciais das obrigagdes com diferentes
maturidades seja perfeita (precos iguais aos observados no mercado). Este modelo é conhecido como o
modelo de Hull-White. No contexto deste modelo, € possivel deduzir formulas explicitas para os pregos
das obrigagdes de cupdo zero e de opg¢des de compra Europeias sobre estas obrigacdes (ver, por
exemplo, [4]).

Como ultimo exemplo, consideremos o modelo de difusdo CEV (“constant elasticity variance”)
com deriva linear, para a evolucao das taxas de juro a curto prazo proposto em [7] e que ¢ especificado
pela EDE

dX; = a(b — X,)dt + cX’dB,, (17)
ondea>0,b>0¢p=> % O processo solugdo X ¢ distribuido no intervalo ]0, +oo[. Note-se que se

1 r r . . ~ . . A
pP=5 obtemos o modelo CIR e, neste caso, ¢ necessaria a restricdo adicional sobre os parametros

2ab/o? > 1 para garantir que X, €]0, +oo[. E possivel provar que o processo solugdo nio admite uma
densidade de transicdo em forma fechada, a ndo ser que b = 0 (ver [10]), mas nesse caso 0 modelo nao
¢ realista na descri¢do de taxas de juro, ou entdo no caso do modelo CIR (em que p = 1/2). Para mais
detalhes sobre o modelo (17) recomenda-se a consulta de [1, 7, 16].

5 Estimacao de Parametros

Nas aplicagdes de equagdes diferenciais estocasticas em finangas ¢ essencial ter bons métodos de
estimag¢do de parametros. Por exemplo, para aplicar os modelos de taxas de juro considerados na sec¢do
anterior ¢ importante dispor de métodos de estimagdo com boas propriedades e eficientes, de forma a
estimar os pardmetros dos modelos a partir de dados reais sobre taxas de juro ou obrigacdes.

O estimador de méaxima verossimilhanca para processos de difusao baseado em observacdes
discretas apresenta as boas propriedades habituais (ver, por exemplo, [11]). Infelizmente, as densidades
de transicdo (ou condicionais) de um processo de difusdao, necessarias para construir a fungdo de
verosimilhanga, sdo geralmente desconhecidas. Nessas circunstancias, varias outras abordagens tém
sido propostas (ver, por exemplo, [18]). As mais interessantes sdo, todavia, aquelas que replicam o
estimador de maxima verosimilhanca. Apresenta-se a seguir um método baseado na simulagdo da
verosimilhanga, que permite obter um estimador assintoticamente equivalente ao estimador de maxima
verosimilhang¢a, mesmo desconhecendo-se as probabilidades de transi¢cdo [19].

Dacunha-Castelle e Florens-Zmirou [11] provam, sob certas condi¢des de regularidade, que a
densidade de transi¢do p(A4,x,y;0), (acrescentamos nesta especificagdo 8, o vetor dos pardmetros
desconhecidos) associada a equagdo diferencial estocastica dX; = a(X;; 6)dt + gdB;, tem a seguinte

expressao geral:

1 (x-»?* | 6()-Gx)
P(8,%,7;0) = == exp{— S0+ 2 E(Y), (18)

onde
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Y = exp {O’ZA fol 9(z,(x,y) + VUZABBu)du},

G(y) = foy a(u; 8)du,
Z, (6, y) = x(1 —u) + yu,
BB, = B, —tB;,0 <t <1, (Brownian Bridge)

1 (a(x;0)? | da(x;0) 1
9 = = (0 ) (19)

A dificuldade em avaliar (18) reside na expressdo E (). Dacunha-Castelle e Florens-Zmirou [11]
fornecem condicdes (relativamente restritivas) nas quais i pode ser expresso com uma soma infinita de
termos. E possivel, todavia, avaliar E () através de simulagdes de Monte Carlo (ver [19]). Observe-se
que Y € uma quantidade aleatoria 1 = (w) onde a dependéncia face a w € Q decorre do processo
Brownian Bridge {BB,(w),0 < u < 1}. Assim, para estimar E () é possivel considerar

~

P =50 on(w),

onde
Yy () = exp{o?ATET N71g (2, (x,y) + Vo?BBE, ()},
comt; =i/N (i=0,1,..,N)e {a)j i 1} ¢ uma sequéncia de variaveis aleatdrias i.i.d. Pode provar-se,

sob certas condigdes, que Y converge q.c. (quase certamente) para E(y) quando N — +oo e
ng = +oo (ver [19]). Consequentemente, quando N = +o e ng = +00 vem que, para cada x ¢ y,

H . __1 x-y)? | GON-G) +
p(A' 0 6.5, N) ~ V2no? exp { 202A + o2 } 1/)
converge q.c. para p(4A, x,y; 6).

Para obter ) por simulagdo, fixando N e ng suficientemente grandes, procede-se da seguinte
forma:

1. Obter' le(wj) paracada j =1,...,n;.

(a) Para cada j, simular independentemente BB nos instantes t; = i/N, i =0,1,...,N
através de BB, = By, — t;B, onde B, = Y _oJ1/Neg com gy =0 e {eg,k =1,...,N} éuma
sucessdo de variaveis aleatorias i.i.d com distribuicdo N(0,1).

(b) Calcular Yy (w) = exp {O’ZA YN NTIg (Zti(x, y) + \/UZABBti(a)))}.

2. Calcular i = nisz;lil tl)N(wj).

Em exercicios de simulagdo a estimativa p(4A,x,y; 0,5, N) revelou-se muito precisa para ng e
N moderadamente “baixos”. Naturalmente, para ng e N finitos 1) ¢ apenas uma aproximacao para
E(y) podendo ocorrer algum enviesamento se, em particular, N for baixo. No entanto, a qualidade do

estimador 1 pode ser completamente controlada pelo analista (isto é, a sua precisdo pode ser tdo
elevada quanto se deseje).

O estimador SML (Simulated Maximum Likelihood, [19]) é 8,, sy = argmaxL, (6), onde
~ 1 ~
L.(6) =-%i, logp(A, X¢,_, Xt 6,S,N).
Com a condigdo adicional n/S — 0, pode provar-se que o estimator 9,1,5, n € assintdticamente eficiente,
i.e. Vn(B,sy — @) converge em distribuigdo para Z onde Z~N(0,171(0)) e 1(8) ¢ a matriz de

. ~ . _— ~ ~ P ~
informacao de Fisher. Nestas condi¢des, com S,N — oo, tem-se |9n,s,1v —9n| -0, sendo 6, o

' O procedimento admite primeiro N — +oo e depois ng — +oo.
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estimador de maxima verosimilhanga.
Este método de estimagao aplica-se diretamente a equagdo com coeficiente de difusdo constante
dX: = a(X;; 0)dt + adB;. Se a equacdo exibe volatilidade instantdnea ndo constante, por exemplo, se

for do tipo dX; = a(X;; 0)dt + o(X;; 0)dB;, usa-se a chamada transformagdo de Lamperti
Xr 1
Vo= FX) = [} = du.
Pela férmula de 1t6, a nova equagédo ¢ dY; = ay(Y;; 6)dt + dB; sendo
a(F'G)6) 1

. 0) = 1 ~1(1)).
Por exemplo, no caso dX; = B(t — X,)dt + a\/EdBt, e usando a transformacdo Y; = th\/%du =

2,/ X;, tem-se
2
dy, = (2% (47 — Y2) — ;’—Yt) dt + odB,.

Note-se que a nova densidade de transi¢do para Y = g(X) = 2vVX ¢
pr(8,x%,5) = px(8, 971 (), g7 )y /2 = px (A x%/4,y* /8y /2.
Naturalmente, dada a propriedade de invariancia, os parametros de interesse definidos na equagao
original podem ser estimados a partir da equagdo transformada.
O método da verosimilhanga simulada pode ser também aplicada a equacdes diferenciais ndo
homogéneas do tipo dX; = a(t, X;; 6)dt + a(t, X;; 8)dB; (ver [20]).

6 Comentarios finais

Neste artigo apresentamos alguns exemplos de aplicagdes de equacdes diferenciais estocasticas
em finangas e discutimos brevemente alguns métodos de estimacao de pardmetros. Com a apresentacao
do modelo de Black-Scholes, pretendemos ilustrar de que forma as equagdes diferenciais estocasticas e a
analise estocastica sdo essenciais em Matematica Financeira. Em particular, na teoria de avaliagao de
opgoes, a utilizacdo de ferramentas tedricas como a Foérmula de 1t6, a Formula de Feynman-Kac ou o
Teorema de Girsanov sdo essenciais. Na sec¢do sobre modelos de taxa de juro, o nosso objetivo foi
apenas apresentar alguns modelos paramétricos importantes baseados em equagdes diferenciais
estocasticas, de forma a ilustrar a ubiquidade deste tipo de equagdes em modelos financeiros.
Finalmente, com a seccao final sobre estimagao de parametros, pretendemos apresentar de forma sucinta
alguns métodos tteis para estimagdo de pardmetros em equagdes diferenciais estocasticas ou em
processos de difusdao, uma vez que, na aplicagao de modelos estocasticos em finangas, este ¢ um tema de
grande importancia. Os modelos e métodos referidos nesta modesta introdugao ao tema sdo uma infima
parte das inimeras aplicagdes de equagdes diferenciais estocasticas e analise estocastica em finangas.
Nao abordamos temas tdo importantes como os Teoremas fundamentais da avaliagdo de ativos,
aplicagdes de modelos com saltos (ou processos de Lévy), modelos com volatilidade estocastica,
modelos de risco de crédito, métodos numéricos para resolugao de equagdes diferenciais parciais do tipo
da Equacao de Black-Scholes ou modelos baseados em processos ndo Markovianos como 0 movimento
Browniano fracionario. O leitor interessado nestes temas podera consultar as referéncias [3, 4, 9, 13, 23].

Referéncias

[1] Yacine Ait-Sahalia (1999), Transition Densities for Interest Rate and Other Nonlinear Diffusions,
The Journal of Finance 54, 1361-1395.

[2] Louis Bachelier (1900), Théorie de la spéculation, Annales Scientifiques de I’Ecole Normale
Supérieure, Vol. I1I-17, 21-86, Thesis for the Doctorate in Mathematical Sciences (defended March
29, 1900). Reprinted by Editions Jacques Gabay, Paris, 1995.

[3] N. H. Bingham and R. Kiesel (2010), Risk-Neutral Valuation - Pricing and Hedging of Financial
Derivatives, 2nd Edition. Springer, 2010.

38 Boletim SPE



[4] Tomas Bjork (2004), Arbitrage Theory in Continuous Time, 2nd Edition. Oxford University Press,
2004.

[5] Fischer Black and Myron Scholes (1973), The pricing of options and corporate liabilities, Journal of
Political Economy 81, 637-654.

[6] Carlos A. Braumann (2005), Introducao as Equagdes Diferenciais Estocasticas e Aplicagdes. Edigoes
SPE, 2005.

[7] K. C. Chan, G. A. Karolyi, F. A. Longstaff and A. B. Sanders (1992), An empirical comparison of
alternative models of the short-term interest rate, Journal of Finance 47, 1209-1227.

[8] Rama Cont (2001), Empirical properties of asset returns: stylized facts and statistical issues, Quant.
Finance 1, 223-236.

[9] Rama Cont and Peter Tankov (2004), Financial Modeling with Jump Processes, Chapman &
Hall/CRC, 2004.

[10] John C. Cox (1996), The Constant Elasticity of Variance Option Pricing Model, The Journal of
Portfolio Management, 1996.

[11] D. Dacunha-Castelle and D. Florens-Zmirou (1986), Estimation of the coefficients of a diffusion
from discrete observations, Stochastics 19:4, 263-284.

[12] Robert Jarrow and Philip Protter (2004), A short history of stochastic integration and mathematical
finance: The early years, 1880—1970. IMS Lecture Notes Monograph, vol. 45 (2004), pages 1-17.

[13] M. Jeanblanc, M. Chesney and M. Yor (2009), Mathematical Method for Financial Markets.
Springer, 2009.

[14] F. C. Klebaner (2005), Introduction to Stochastic Calculus with Applications. Imperial College
Press, 2005.

[15] P. E. Kloeden, E. Platen and H. Schurz (1994), Numerical solution of SDEs through computer
experiments. Springer, 1994.

[16] Vadim Linetsky and Rafael Mendoza (2009), Constant Elasticity of Variance (CEV) Diffusion
Model. Encyclopedia of Quantitative Finance, John Wiley & Sons, 2010.

[17] Robert C. Merton (1973), Theory of Rational Option Pricing, Bell J. Econ. Man. Sci. 4, 141-183.

[18] Jodao C. H. C. Nicolau (2001), Modelacao e estimacao de séries financeiras através de equacdes
diferenciais estocasticas. PhD Thesis, ISEG/UTL, Lisbon.

[19] Jodo Nicolau (2002), A new technique for simulating the likelihood of stochastic differential
equations, The Econometrics Journal 5(1), 91-103.

[20] Jodo Nicolau (2010), Transition density and simulated likelihood estimation for
time-inhomogeneous diffusions, Communications in Statistics-Simulation and Computation 39(7),
1435-1454.

[21] Bernt Oksendal (2003), Stochastic Differential Equations, 6th Edition. Springer, 2003.

[22] Paul A. Samuelson (1965), Rational Theory of Warrant Pricing, Industrial Management Review 6,
13-31.

[23] Wim Schoutens (2003), Lévy Processes in Finance: Pricing Financial Derivatives, John Wiley,
2003.

[24] Steven Shreve (2004), Stochastic Calculus for Finance II: Continuous-Time Models. Springer,
2004.

...m...

outono de 2018 39



Politicas 0timas de pescas usando equacoes diferenciais estocasticas

Nuno M. Brites, brites@uevora.pt
Carlos A. Braumann, braumann@uevora.pt

Centro de Investigagdo em Matematica e Aplicagoes,
Instituto de Investigagdo e Formagdo Avancgada,
Universidade de Evora

1. Introducao

As equagdes diferenciais estocasticas (EDE) tém sido estudadas como forma de explicar muitos
fendmenos fisicos, bioldgicos, econdmicos e sociais. Uma aplicacdo particular ¢ o estudo do cresci-
mento do tamanho de uma populacao sujeita a pesca em ambiente aleatorio, com o intuito de obter
politicas 6timas de pesca.

Uma politica de pescas eficaz tem como objetivo o desenvolvimento sustentavel da atividade
pesqueira que permita as geragdes futuras beneficiarem dos recursos existentes. No entanto, uma poli-
tica de pescas 6tima que vise unicamente o lucro da pesca podera, em alguns casos, levar a extingao da
populagao.

Suponhamos que o crescimento de uma populagdo sujeita a pesca decorre em ambiente aleato-
rio, e que pode ser modelado por uma EDE da forma

dX(t) = f(X(&)X(t)dt — H(t)dt + oX(t)dW (1), X(0) = x5 >0, t>0, (1)

onde X(t) representa o tamanho da populacdo (nimero de individuos, biomassa) no instante t,
f(X(t)) ¢ a taxa média de crescimento per capita, H(t) a taxa de captura (ou yield na literatura ingle-
sa), o mede a intensidade do efeito das flutuagdes aleatorias do ambiente sobre a populagdo ¢ W (t) é
um processo de Wiener padrao que representa o efeito acumulado das flutuagdes aleatorias do ambien-
te até ao instante t.

O problema da otimizagao deste sistema dindmico estocastico pode ser encarado como um pro-
blema de controlo 6timo estocastico. A taxa de capturas H(t) pode considerar-se como um controlo
(uma vez que a trajetoria X (t) dependera da sua escolha) a qual, através da politica de pescas que vier
a ser definida, ¢ da responsabilidade do gestor da pescaria.

Métodos de controlo 6timo foram aplicados a modelos deterministicos (Clark (1976, 1990)) e a
modelos estocasticos (Alvarez (1998, 2000), Alvarez e Sheep (1998, 2001), Lungu e Oksendal (1996),
Lande ef al. (1994, 1995)), no sentido de otimizar o lucro total descontado (por uma taxa social) num
determinado horizonte temporal T. No caso de modelos estocasticos otimiza-se o lucro total esperado
descontado.

No caso deterministico, a politica 6tima consiste em pescar com a maxima (minima) intensida-
de quando a populacao se encontra acima (abaixo) de um determinado limiar critico. Uma vez atingido
o limiar, basta manter a taxa de capturas no valor adequado para que a populagdo se mantenha no limi-
ar.

No caso estocastico, devido as constantes oscilagdes do tamanho da populagdo, impostas pelas
alteragdes ambientais (que ocorrem constantemente), a politica 6tima de pesca prevé um regime bang-
regular-bang. Isto quer dizer que o esforco de pesca deve ser ajustado de cada vez que o tamanho da
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populacdo se desvie de um limiar critico, o que acontecerd constantemente. Estas politicas ndo sao
compativeis com a logistica da atividade pesqueira. Com efeito, a constante alteragdo do esforgo de
pesca, que frequentemente obriga a sua paragem ou a utilizagao do esfor¢o maximo admissivel, traduz-
se na constante alteragdo do numero de embarcagdes disponiveis, de instrumentos de pesca (redes,
anzdis, linhas, etc.), mao-de-obra, entre outras. Por outro lado, quer no caso deterministico quer no
estocastico, ha situagdes em que a politica 6tima leva a extingdo da populagao.

Politicas 6timas de pesca foram estudadas por Suri (2008) através de modelos deterministicos e
estocasticos que usam varias técnicas de otimizacdo (incluindo a teoria do controlo 6timo e programa-
¢do dindmica) e aplicagdo da teoria das opgdes, onde considerou que o crescimento da populagdo e a
dinamica do prego sdo ambos sujeitos a flutuacdes aleatorias.

Foram também feitos alguns estudos de politicas de pesca em regime estacionario para modelos
muito particulares (Beddington e May (1977, 1978), Braumann (1993, 1999, 2002)) em termos de ma-
ximizagao da taxa de capturas em regime estacionario. Braumann (1993), para modelos particulares, e
Braumann (1999, 2002), para modelos gerais, consideraram politicas deste tipo e determinaram as
condi¢des que H(t) devia satisfazer para a existéncia de densidade estacionaria e a ndo extingdo da
populagdo de peixes. Nao foi considerado, porém, o problema da otimiza¢do do lucro esperado des-
contado por unidade de tempo em regime estacionario, o que ¢ diferente da acima referida maximiza-
¢do do lucro esperado acumulado descontado num horizonte temporal finito T

Aqui, iremos apresentar politicas de pesca em ambiente aleatério que ndo provocam o efeito
bang-regular-bang, ao sabor das flutuacdes aleatérias do tamanho da populacdo, mas em que, pelo
contrario, o esfor¢o de pesca ¢ mantido constante ao longo do tempo. Sob certas condi¢des, estas poli-
ticas conduzem a populagdo para um regime de equilibrio sustentado em que X (t) possui uma distri-
buicao assintotica (quando t— + o), absolutamente continua e com densidade de probabilidade, tam-
bém chamada de densidade estaciondria, p(x), garantindo-se ainda a ergodicidade da solugdo. Quando
se dispde de uma expressdo para p(x), o problema de otimizacdo ¢ de natureza deterministica apesar
de o problema inicial ser estocastico.

Finalmente, comparamos as duas politicas, a de esforco variavel determinada pela teoria do
controlo 6timo estocastico, que maximiza o lucro esperado acumulado descontado em [0,T], e a de
esfor¢o constante, que maximiza o lucro esperado por unidade de tempo em regime sustentado.

2. Politica 6tima de pesca de esforco variavel

As politicas de pesca de esforgo varidvel consideram, usualmente, uma taxa de captura da for-
ma H(t): = qE(t)X(t), onde g > 0 ¢ o coeficiente de capturabilidade (fragdo da populagdo capturada
por unidade de tempo e unidade de esforgo) e E(t) >0 ¢ o esforgo de pesca no instante t. A EDE (1)
passa a escrever-se

dx(®) = fF(X(©)X()dt — qE(©)X()dt + oX (£)dW (t). (2)
O lucro por unidade de tempo proveniente da atividade pesqueira, P(t), pode ser definido co-

mo a diferencga entre as receitas da venda do pescado, R(t), e o custo do esforgo de pesca, C(t). Aqui,
iremos considerar

R(t) = pH(t) = pqE(£)X(¢)

C() = (¢ + E@®)E(E), comp > 0,¢, = 0,¢;, > 0,
ou seja,

P(t) = R(t) — C(t) = pgEM®X(®) — (c1 + 2E(O))E(®).
Existem outras formulagdes, porventura mais realistas, mas também mais complexas, para a estrutura

das receitas e dos custos. Por exemplo, podemos introduzir pregos unitarios de venda, p, que depen-
dam da oferta do pescado no mercado, isto é, dependam de H(t). Nao consideramos aqui a introdugdo
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de custos fixos em C(t), porque tal ndo altera o esforgo 6timo de pesca, apenas o valor final do lucro
obtido.

A estrutura de custos aqui escolhida, com ¢, > 0, representa o caso em que os pescadores pre-
cisam de usar embarcagdes e tecnologias de pesca menos eficientes e/ou pagar horas extraordinarias
para implementar um esfor¢o mais elevado do que o usual.

A politica 6tima de pesca de esforgo varidvel consiste em maximizar o lucro esperado acumu-
lado descontado no intervalo de tempo [0, T], isto €,

V*=J*(x,0) = max E, [fOTe‘&P(t)dt], 3)

0<t<T

onde E,[...] abrevia E[...|X(0) = x], e 6 > 0 é um fator de desconto relacionado, por exemplo, com os
custos de oportunidade ou desvalorizagdo monetaria.

Para t € [0, T], representamos por J(y,t) = E [ftTe“s(s‘t)P(s)ds |1X(t) = y], 0 lucro futuro
descontado esperado quando o tamanho da populagdo no instante t ¢ y. Representamos por J*(y,t) o
seu valor quando se usa o esforgo 6timo.

A expressao (3) traduz um problema de controlo 6timo estocéstico sujeito a dindmica da popu-
lagao dada pela EDE (2), a restrigdes no esfor¢co de pesca 0 < Ej;p, < E(t) < Eppgx < +0 (onde
Enmin © Eqmax s30, respetivamente, o valor minimo e maximo admitido para o esfor¢o) e a condigcdo
terminal /*(X(T),T) = 0. Assumimos que a pesca ¢ iniciada no instante t = 0 e que ‘termina’ no ins-
tante t = T, ou seja, a otimizagdo compreende apenas o intervalo [0, T]. Este problema pode ser resol-
vido através da teoria da programacao dinamica estocastica, recorrendo ao principio de otimalidade de
Bellmann (ver Hanson (2007)).

A equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellmann associada a este problema de controlo ¢ a solugdo do
problema (3), e ¢ dada por

—Ji X (), = @
maxg{ P(8) — 8] (X(6), )3 (X (O, D(F (X(D) — GEEDX(O)0.5/2 (X (D), DX},

onde J;(.,.),Jx(.,.) so as derivadas parciais de 1* ordem relativamente a t e a x, respetivamente, e
Jxx(.,.) representa a derivada parcial de 2% ordem relativamente a x.

Uma particularidade da equacdo (4) € a sua natureza deterministica sendo, no entanto, origina-
ria de um problema de controlo 6timo estocastico.

O esforgo 6timo ¢ obtido através da equacao (4). Com efeito, considerando D uma fungdo que
representa os termos em (4) que dependem apenas do esforgo, obtemos

D(E) = (pgX(t) — c1 — E(8) )E(t) — Jx(X(£), ) qE(D)X(L).

Representando por Ejj,,..(t) o valor 6timo do esforgo, livre de restrigdes, que maximiza D, obtido co-

mo solugdo da equacao 4D() _ 0 em ordem a E, resulta que

(p-1xX(®©.0)ax®-c1
2¢cp *

El*ivre(t) =

O esforco 6timo, considerando agora as condic¢des de restri¢des do esforgo, &

Emin ’ El*ivre (t) < Emin
E*(t) = El*ivre(t) v Emin < El*ivre (t) < Enax
Emax , El*ivre(t) > Emax-

42 Boletim SPE



A equacdo (4) ¢ uma equagao diferencial com derivadas parciais, ¢ parabolica, e a sua solugao
pode obter-se recorrendo a métodos numéricos, aplicando um esquema de discretizacdo como, por
exemplo, o esquema de Crank-Nicolson (ver Brites (2017)).

Um caso particular da fun¢do f(X) é o modelo logistico, cuja expressao ¢ dada por f(X) =
r(1 — X/K), onde r representa a taxa intrinseca de crescimento da populagdo e K denota a capacidade
de sustento do meio (valor de equilibrio em ambiente deterministico). Sera este modelo, bastante utili-
zado na modelagao de populagdes de pescado, que utilizaremos na comparagao entre as duas politicas.

3. Politica sustentavel 6tima de pesca de esfor¢o constante

Na presenca de uma politica de pesca de esfor¢o constante, E =E(t), a EDE (2) toma a forma
dX(t) = f(X(&)X(t)dt — qEX(t)dt + oX (t)dW (¢t), X(0)=x,>0, t>0. (5

Em Braumann (1985), podemos verificar que, caso a fungdo f satisfaca condi¢des apropriadas,
existe uma distribui¢do estacionaria para o tamanho da populagdo X(t), ou seja, existe uma distribui-
¢do de equilibrio com densidade dada por p(x). Denotamos por X, a variavel aleatoria com fungéo
densidade p(x), ou seja, X, define a variavel aleatéria que representa o tamanho da populagdo em
regime estacionario. A expressdo para p(x) também pode ser encontrada em Braumann (1985) e ¢
dada por

m(x)

f0+°° m(z)dz’

p(x) =

_ 2045 2 (2@ ,
comx € (0,4), m(x) = Cx 2’ exp <02 fzo . dz) e C ¢ uma constante.

Em termos de lucro por unidade de tempo, faz todo o sentido agora trabalhar com X, em vez
de X(t), e utilizaremos a expressao lucro sustentavel por unidade de tempo. Assim, a semelhanca do
que feito anteriormente, definimos o lucro sustentavel por unidade de tempo como a diferenca entre as
receitas e os custos por unidade de tempo, ou seja,

Pyp:=Ren —C =pqEX, — (¢ + ,E)E,

onde Ry, = pHy, = pqEXy e C = (¢c; + cE)E, comp > 0,c; > 0,c, > 0.
A politica 6tima de pesca de esfor¢o constante consiste em maximizar o lucro sustentavel espe-
rado por unidade de tempo em regime estacionario, isto &,

( Mo, (E) )E_<p22M02(E)

q m"‘cz) E?, (6)

max E, [Po] = max

o D e aE
onde M, (E) = f0+ (Inz)/ 2720+ exp (% fxz%dy) dz. Representamos o maximizante da ex-

pressdo (6) por E**, denominando-o por esfor¢o 6timo sustentavel.
Em Brites e Braumann (2017) encontra-se, para o caso particular do modelo logistico, f(X) =
r(1 — X/K), as expressdes para o esforco 6timo sustentavel e lucro 6timo sustentavel esperado:

2
-9 (7)
PrE 2r pqkK
E™ = =
q Pq’K
€
(o2 c 2
1
i P(1-55ar)
E[py] = D ®)
PqK
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Para este modelo, ¢ ainda possivel obter explicitamente o valor esperado da populagdo em regime de
equilibrio, o qual representamos por

a? 2cpr 2 Cc1
1-—)(1+—) I
( 2r pq’K) " pak 9)
CoT .
1+—%
Pa’K

E[X&] =

e

Fazemos notar que o primeiro fator r/2q na expressao de E** representa o esfor¢o que conduz
a populagdo ao nivel MSY (Maximum Sustainable Yield) no caso deterministico (¢ = 0). O segundo
fator na expressao de E** corrige esse valor de modo a incluir a estrutura do lucro e a intensidade das
flutuacoes aleatorias do ambiente.

4. Comparacao de politicas

A comparagdo entre a politica 6tima de pesca com esfor¢o variavel e a politica sustentavel oti-
ma de esforco constante ndo pode ser feita de modo direto. Com efeito, a primeira produz o lucro 6ti-
mo esperado acumulado descontado considerando um horizonte de tempo finito, VV*, e a tiltima devolve
o lucro étimo sustentavel esperado por unidade de tempo, E[Px*], considerando um horizonte temporal
infinito, isto &, T — +o0. No entanto, ambas as politicas podem ser comparadas se usarmos simulacdes
de Monte Carlo. Para isso, definimos as seguintes quantidades

P*():=pqE* ()X (t) — (c1 + . E*(O))E"(¢)

P (t):=pqE”X(t) — (¢, + c,E™)E™

como sendo o lucro 6timo por unidade de tempo para cada uma das politicas de pesca.

Tendo por base os lucros por unidade de tempo P*(t) e P**(t), podemos calcular, para ambas
as politicas, o lucro descontado acumulado esperado no intervalo [0, T] (* refere-se a politica 6tima e
** refere-se a politica sustentavel 6tima):

V= E, [ N e-&P*(t)dt], Vo= E, [ fOTe-&P**(t)dt]. (10)

A determinagdo dos valores V* e V** requer calculos numéricos. Em vez de valores de parame-
tros arbitrarios, decidimos configurar um cendrio base com valores realistas. Encontramos em Hanson
(1998) um conjunto bastante completo com os parametros , K, q, p, ¢, € ¢, para o Alabote-do-Pacifico
(Hippoglossus hippoglossus) e estes foram os valores escolhidos para construir o cenario. Para os ou-
tros valores de parametros para os quais nao tinhamos informacgoes, E,,,,, 0, X € 8, atribuimos valores
realistas e escolhemos como horizonte de tempo T = 50 anos. O conjunto completo de valores de pa-
rametros encontra-se na Tabela 1.

Os lucros V* e V** foram obtidos aproximando os valores esperados pelas médias amostrais de
1000 trajetérias simuladas pelo método de Monte Carlo, usando uma discretizagdo de Euler da EDE.

Das simulagdes resultaram (ver Brites e Braumann (2017) e Brites (2017)) os seguintes valores:
V* =413.6 (38.3) e V** = 396.4 (35.0), onde os valores entre paréntesis representam o desvio-
padrdo e a unidade considerada ¢ o milhdo de ddlar. A perda percentual média no valor do lucro ao
usar a segunda politica em vez da primeira ¢ de apenas 4.1%.

Note-se que estas pequenas redugdes de lucro ocorrem quando se considera um esfor¢o de pes-
ca constante em vez de um esforco varidvel. Com a aplicagdo de um esforco constante, o gestor da
pescaria nao precisa de preocupar-se com constantes alteragcdes do esforco, ou seja, o0 nimero de em-
barcagdes, o nimero de redes ou o numero de horas de trabalho (s6 para citar algumas possibilidades
para o esfor¢o) é sempre constante ao longo dos anos. Isto é extremamente vantajoso em termos de
implementagao e evita custos extra (que nao foram aqui considerados), como a compra de novos equi-
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pamentos devido a esfor¢os mais elevados ou o pagamento de subsidios de desemprego devido a redu-
¢oes no esforgo.

Tabela 1: Valores dos parametros utilizados nas simulagoes do cendrio base.
UEFE representa a Unidade Estandardizada de Esfor¢o e encontra-se definida
em Hanson e Ryan (1998). § representa o dolar americano.
Fonte: Brites e Braumann (2017)

Parametro Valor e Unidade Descrigao

T 0.71/ano Taxa intrinseca de crescimento
K 80.5 x 10° Kg Capacidade de sustento do meio
q 3.30 x 107%/(UEE x ano) Capturabilidade

Enin 0 UEE Esfor¢co minimo admissivel

Enmax 0.7r/q UEE Esfor¢o maximo admissivel
o 0.2/ ano'” Magnitude das flutuagdes aleatorias
x 0.5K Kg Populagdo inicial
p 1.59 $/kg Preco por unidade de captura
c1 96 x 107 $ /(UEE x ano) Parametro linear do custo
cy 1077 $ /(UEE” x ano) Parametro quadratico do custo
T 50 anos Horizonte temporal

Desenvolvemos outros cenarios semelhantes ao cenario base, onde alteramos, a vez, os valores
dos parametros apresentados na Tabela 1. Os resultados obtidos sdo, com algumas excegdes, muito

semelhantes aos aqui apresentados, € podem ser consultados em Brites (2017) e em Brites ¢ Braumann
(2017).
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—— Populacho (média das 1 000 tra).) = = = = E[¥"]= 39118 ton
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‘m
&=,
g 4e+07
=
§ ]H”?’ ’HDT'i LMY i |
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w
S | 1 J'
i
5
R i 1)
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Figura 1: Média de 1000 trajetorias simuladas (linhas grossas) e duas trajetorias aleatoriamente escolhidas
(linhas finas) para a populagdo, esforco e lucro para a politica otima de esfor¢o variavel (lado esquerdo) e
politica otima sustentavel de esfor¢o constante (lado direito). Para esta ultima, as linhas horizontais a traceja-
do (praticamente impercetiveis) determinam os valores esperados em regime estacionario obtidos na Sec¢do 3.
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A Figura 1 mostra, para o periodo temporal de 50 anos (t € [0, 50]), o que aconteceria se fos-
sem implementadas as duas politicas 6timas de pesca. O lado esquerdo da Figura 1 refere-se a politica
otima de esforco variavel e o lado direito refere-se a politica sustentavel 6tima de esfor¢o constante.
Sao mostradas as seguintes variaveis:

e Tamanho da populagdo (em cima): duas trajetorias escolhidas ao acaso de X*(t) e X™*(t) e
média das 1000 trajetorias simuladas; para a politica de esfor¢o constante ¢ ainda mostrado o
valor esperado da populagdo em regime de equilibrio (valor constante com linha a tracejado),
dado pela expressao (9);

e Esfor¢o 6timo (no meio): as correspondentes duas trajetorias de E*(t) e E**(t) e média das
1000 trajetdrias simuladas;

e Lucro 6timo por unidade de tempo (em baixo): as correspondentes duas trajetorias de P*(t) e
P**(t) e média das 1000 trajetorias simuladas; para a politica de esfor¢o constante ¢ ainda mos-
trado o valor esperado do lucro por unidade de tempo em regime de equilibrio (valor constante
com linha a tracejado), dado pela expressao (8).

As linhas finas na Figura 1 (linhas preto e cinzento) mostram duas trajetorias escolhidas alea-
toriamente, correspondendo a dois dos possiveis comportamentos particulares das condi¢gdes ambien-
tais. Isto ilustra o que os pescadores veriam acontecer em dois cendrios distintos. Naturalmente, a traje-
toria real, ou seja, o comportamento real do ambiente que ocorreria, depende do acaso e seria diferente
das escolhidas aleatoriamente para este estudo, mas teria um comportamento semelhante.

A Figura 1 mostra também os valores esperados das variaveis (linhas tracejadas quase imper-
cetiveis) quando somos capazes de calcula-los exatamente (o que acontece para a politica 6tima sus-
tentavel de esforgo constante, a direita) ou aproximacdes muito boas (linhas sdlidas a preto) baseadas
nas 1000 trajetdrias simuladas. Estes valores ndo sdo o que se veria, mas sim as nossas expectativas, ou
seja, a média assumida sobre todos os possiveis comportamentos ambientais (aquele que efetivamente
ocorre € 0s outros que podem ocorrer).

Na politica de esfor¢o constante, aplicamos o esfor¢o 6timo E** ao longo de 50 anos, qualquer
que seja o comportamento do ambiente (o mesmo valor E** aplica-se a todas as trajetorias). Assim, a
logistica da implementacdo ¢ extremamente simples e a quantidade de embarcagdes, redes e mao-de-
obra utilizada ¢ sempre a mesma.

Na politica de esforco varidvel, os pescadores aplicam um esforco altamente variavel que de-
pende do tamanho da populagdo em cada momento. Isto requer a constante estimacdo do tamanho da
populagdo, o que ¢ um processo bastante dificil, impreciso e dispendioso. Outra grande desvantagem
desta politica é, como pode ser visto na parte central esquerda da Figura 1, a frequente variacdo do
esforco com periodos de auséncia de pesca (E* = 0) e periodos de pesca com esforco maximo
(E™ = Epqx), valido para ambas as trajetorias escolhidas e também para as restantes 998 simuladas.
Estas transi¢cdes frequentes e repentinas sdo dificeis de acomodar em situagdes reais. Além disso, os
periodos de ausé€ncia ou baixa captura correspondem ao fecho ou redugdo substancial da atividade pes-
queira e acarretam encargos sociais e custos econdmicos relacionados com o desemprego (incluindo
subsidios de desemprego nao considerados na nossa estrutura de custos).

As politicas de esfor¢o constante sdo sustentdveis e ndo sofrem das desvantagens da politica
otima de esforgo variavel. Aplica-se sempre o mesmo esfor¢o 6timo E™**, seja qual for o comportamen-
to do ambiente (0 mesmo valor E** aplica-se a todas as trajetorias). Assim, o valor esperado E[E**] =
E™* e, consequentemente, ndo conseguimos distinguir as linhas fina, tracejada e sélida no meio a direi-
ta da Figura 1. Do ponto de vista pratico, essa politica de esfor¢o constante ¢ muito facil de implemen-
tar. O numero de embarcagdes, equipamentos, redes e mao de obra, sio mantidos constantes em todos
os instantes. Além disso, a pescaria ndo fecha e nao existe desemprego.

Com a implementagdo da politica 6tima sustentavel, o tamanho da populagdo ¢ direcionado
para uma distribuicdo de probabilidade de equilibrio com um tamanho médio ligeiramente maior rela-
tivamente ao tamanho médio da populacdo da politica de esforco varidvel. Este tamanho esperado em
equilibrio € o valor médio da distribuicao estacionaria referida na Secgao 3.

Em Brites (2017), consideramos outro modelo de crescimento, o também conhecido o modelo
de Gompertz. Foi efetuado um estudo semelhante ao aqui apresentado e as conclusdes sao bastante
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semelhantes, até com diferencas mais pequenas entre os lucros 6timos das duas politicas, mostrando
que a politica 6tima sustentavel ¢ robusta no que concerne a escolha do modelo de crescimento e dos
dados utilizados.

Estudamos ainda, para ambas as politicas 6timas, as comparagdes do lucro quando se conside-
ra um modelo de crescimento do tipo logistico com efeitos de Allee fracos, e concluimos que, quando
estes efeitos existem, devem ser levados em consideracao.

5. Conclusoes

Neste trabalho apresentdmos uma aplicacdo das equagdes diferenciais estocasticas no desen-
volvimento de politicas 6timas de pesca. As politicas obtidas através da teoria do controlo 6timo esto-
castico implicam que o esfor¢o de pesca se altere brusca e constantemente, de acordo com as oscila-
¢oes do tamanho da populagdo, provocadas pelas constantes flutuagdes aleatorias do ambiente. Do
ponto de vista pratico, estas politicas ndo podem ser implementadas, uma vez que a atividade pesquei-
ra nao € compativel com constantes alteragdes do esfor¢o de pesca.

Como alternativa, desenvolvemos politicas 6timas sustentaveis de pesca com esfor¢o constante.
Estas politicas sao totalmente compativeis com a atividade pesqueira, uma vez que, a manutengao do
esforco de pesca num nivel constante, traduz-se na utilizagdo do mesmo nimero de embarcagdes e
instrumentos de pesca ao longo do tempo.

As politicas 6timas sustentaveis sdo sub-6timas relativamente as politicas 6timas de esforco va-
riavel. A partida, poder-se-ia pensar que o lucro médio obtido pela aplicagdo da politica sub-6tima em
vez da politica 6tima, resultaria numa perda significativa. Mostramos aqui, através de um exemplo
com dados realistas do Alabote do Pacifico, que esta redu¢do do lucro ¢é bastante pequena, situagcdo que
se mantém (ver Brites (2017)) com outros modelos de crescimento, outras populagdes de pescado e
outros valores dos pardmetros. No caso do modelo de Gompertz, a perda do lucro médio €, de facto,
bastante reduzida.
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Avaliacao de opc¢oes standard e barreira com o modelo CEV
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Empresarial (UNIDE-IUL)

1 Introducao

Caso um investidor espere a valorizacdo do preco de uma determinada acc¢do, poderd, naturalmente,
assumir uma posicao longa no mercado spot, i.e., comprar a accdo em apreco. Em alternativa, e de
modo a alocar menores recursos financeiros a sua estratégia de investimento, o investidor poderd assumir
uma posicao longa numa op¢ao de compra standard cujo activo subjacente € a ac¢do em questdo. Mas
como definir, sinteticamente, este instrumento financeiro? Uma opcao standard € um contrato que dé
ao comprador (que assume uma posicao longa) o direito, mas ndo a obrigagdo, de comprar (no caso de
uma op¢ao de compra, i.e, uma call option) ou de vender (no caso de uma op¢ao de venda, i.e., uma put
option) ao vendedor da op¢do (que assume uma posic¢ao curta) uma determinada quantidade (unidade de
transacc¢do), de um determinado activo (activo subjacente), a um determinado preco de exercicio (strike
price).

O vendedor do contrato cede o direito de exercicio da op¢ao ao comprador em troca de um determinado
montante designado de prémio da opcdo. Tomando como exemplo uma opg¢ao de estilo europeu (i.e., a
opc¢ao s pode ser exercida na maturidade do contrato), o detentor de uma op¢ao de compra (resp., venda)
ird exercer a op¢ao se a cotagdo spot do activo subjacente na maturidade for superior (resp., inferior) ao
preco de exercicio.

As opg¢oes barreira sdo extensdes das opcoes standard. Enquanto que nas opg¢des standard o payoff
depende do prego de exercicio (e, naturalmente, da cota¢do spot do activo subjacente na maturidade do
contrato), as opgoes barreira tém payoffs que dependem do preco de exercicio e da(s) barreira(s) (i.e.,
depende do valor de uma barreira no caso de op¢des com uma Unica barreira ou dos valores de duas
barreiras no caso de op¢des com dupla barreira). Os contratos de opc¢des barreira sdo iniciados (no caso
de in barrier options) ou extintos (no caso de out barrier options) se o valor do activo subjacente tocar
na(s) barreira(s) até a data de maturidade do contrato.

O detentor de uma opg¢ao barreira de tipo knock-in tem direito a receber a correspondente op¢ao stan-
dard se um determinado nivel de barreira for tocado pelo valor do activo subjacente até a maturidade.
Caso o valor do activo subjacente ndo toque na barreira até a maturidade do contrato um valor de com-
pensacdo, denominado de rebate, poderd ser pago ao detentor da op¢do knock-in. Uma opgdo barreira
de tipo knock-out é uma opg¢do standard que ird ser extinta se uma barreira for tocada pelo valor do
activo subjacente antes da maturidade do contrato. Se isto suceder (i.e., a extingdo da op¢ao barreira de
tipo knock-out), o seu detentor podera ter direito a receber o rebate. Note-se que em qualquer um dos
contratos knock-in e knock-out o valor do rebate pode ser previamente definido como sendo igual a zero.
Mas quais as vantagens de utilizar op¢des barreira em detrimento de opg¢des standard? Pode apontar-se
trés razdes essenciais:

1. Os payoffs associados as op¢Oes barreira poderdo ser mais consistentes com as expectativas que o
investidor tenha sobre o comportamento futuro do mercado.

2. As opcgoes barreira podem ser mais adequadas as necessidades de cobertura de risco (hedging) do
que as correspondentes opcoes standard.

3. Os prémios das opc¢des barreira sdo geralmente mais baixos do que os das correspondentes op¢des
standard.
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Os trabalhos embriondrios de [5] e [28] tém servido de base para o desenvolvimento de varios modelos
de avaliacdo de opcdes financeiras. [5] apresentam uma metodologia geral para a avaliacdo de opcoes
sobre accoes ndo geradoras de quaisquer dividendos durante a vida da op¢do e derivam uma férmula
simples para avaliar uma opc¢do de compra de estilo europeu. [28] generaliza o0 modelo de avaliacdo de
opg¢oes de Black-Scholes para os casos em que existem pagamentos de dividendos (sob a forma de um
dividend yield constante) durante a vida da opcao e taxas de juro estocdsticas.

Em termos gerais, qualquer modelo de avaliacdo de op¢des financeiras tem por base uma determinada
equacdo diferencial estocastica com o objectivo de modelizar o comportamento dindmico do preco dos
activos financeiros. Isto implica que se assume um pressuposto fundamental relativamente a fun¢do de
distribui¢do de probabilidade a utilizar no cédlculo do valor actual do payoff esperado da opcao. Este valor
esperado ¢ tipicamente calculado através da integrac@o da funcdo payoff numa funcdo de densidade de
probabilidade num mundo risco-neutral.

No modelo com distribui¢ao lognormal de Black-Scholes-Merton (modelo BSM) assume-se que o preco
do activo subjacente segue um movimento Browniano geométrico (GBM) com volatilidade constante.
Contudo, este pressuposto tem sido rejeitado na literatura financeira de forma convincente. Por exem-
plo, [24, 25] documentam que o pressuposto de lognormalidade € incapaz de incorporar os efeitos de
assimetria negativa e curtose elevada que estdo usualmente implicitos nas distribuicdes empiricas da
rendibilidade dos activos.

O denominado modelo de elasticidade constante da variancia de [11], geralmente conhecido como cons-
tant elasticity of variance model (modelo CEV), € consistente com duas regularidades empiricas que
tém sido suportadas na literatura financeira: a existéncia de uma correlagao negativa entre a rendibili-
dade das accdes e a volatilidade (usualmente conhecida como efeito de alavancagem), observada, por
exemplo, em [4], [2], [10] e [3]; e a relacdo inversa entre a volatilidade implicita nos precos de mercado
das opcoes e o preco de exercicio dos contratos de opg¢des (geralmente designada como efeito sorriso
da volatilidade implicita), documentada, por exemplo, em [17] e [1]. Além disso, sendo um modelo de
volatilidade local, o processo de difusdo CEV € consistente com o pressuposto de mercado completo e,
assim, permite a cobertura de posi¢des curtas nas opcoes apenas através do activo subjacente.

O objectivo essencial deste artigo consiste na apresentagdo do modelo CEV para a avaliacdo de op¢oes
standard e barreira de estilo europeu. Neste sentido, o artigo estd organizado da seguinte forma: a seccao
2 ilustra, de forma sintética, o modelo CEV. A sec¢do 3 apresenta a metodologia de avaliacao de opcoes
standard com o modelo CEV. A sec¢do 4 utiliza a abordagem do tempo de paragem de [20] para avaliar
opcdes barreira de estilo europeu com 0 modelo CEV. Na seccdo 5 sintetizam-se as principais conclusdes
deste artigo e sugerem-se algumas linhas orientadoras para um maior aprofundamento destas temadticas.

2 Modelo de elasticidade constante da variincia

O modelo CEV constituiu uma das primeiras tentativas de correc¢ao do pressuposto de volatilidade cons-
tante que é assumido no modelo BSM. Apesar da hipétese de lognormalidade permitir um tratamento
analitico simples e ser uma aproximacao razoavel para o comportamento dos precos de alguns activos
financeiros, existem varios argumentos tedricos e evidéncia empirica que justificam a existéncia de uma
relacdo entre o preco do activo subjacente da opcao e a volatilidade que nao estd contemplada no modelo
BSM.

O modelo CEV permite que a volatilidade instantanea das rendibilidades dos activos dependa dos niveis
dos precos dos activos subjacentes, permitindo, assim, incorporar o denominado efeito sorriso eviden-
ciado nas curvas de volatilidade observadas nos precos de mercado de opg¢des financeiras. Por outro
lado, o modelo CEV ¢ também consistente com o chamado efeito de alavancagem financeira verificado
nos mercados de accoes, cuja racionalidade econdmica é geralmente suportada através do seguinte ar-
gumento: quando o preco de mercado das ac¢des aumenta, o racio divida/capital proprio da empresa
diminui e, por conseguinte, a volatilidade do preco das ac¢des tem tendéncia para diminuir.

Assim, este modelo utiliza um pressuposto mais geral para modelizar o processo estocdstico da varidvel
de estado de modo a conseguir incorporar as regularidades empiricas observadas na literatura financeira.
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No contexto da medida de probabilidade risco-neutral QQ, o processo de difusao CEV assume que o preco
dos activos {S;,t > 0} € descrito pela seguinte equagdo diferencial estocéstica:

B
dS; = (r — q) Sydt + 6 52 dW2, (1)
com uma fun¢do de volatilidade local dada por

o(s)=d57 ", @
parad € R, e § € R, sendo r > 0 a taxa de juro instantinea sem risco, ¢ > 0 o dividend yield do activo
subjacente, o (.5;) a volatilidade instantdnea por unidade de tempo da rendibilidade dos activos e VVtQ eR
um movimento Browniano standard na medida de probabilidade Q gerando a filtragdo F = {F;, ¢t > to}.
Note-se que os pressupostos assumidos no modelo BSM mantém-se, com excep¢do de que o processo
estocdstico € agora generalizado para um processo de difusdao CEV o qual tem a flexibilidade de permitir
alteragcOes na volatilidade.
A especificacdo CEV dada pela equagdo (1) representa um processo de difusdo geral com varios casos
especiais: o modelo BSM (8 = 2) e os modelos de [12] baseados na difusdo absoluta (5 = 0) e na
difusdo com raiz quadrada (5 = 1). Quando 3 < 2 (resp., 5 > 2) a volatilidade local dada pela equacao
(2) é uma funcgdo decrescente (resp., crescente) do preco do activo subjacente. Se § = 2, o preco do
activo nao tem qualquer influéncia na volatilidade, na medida em que a volatilidade serd um parametro
constante ao longo do tempo, o (.S;) = ¢, independentemente do preco do activo subjacente.
A elasticidade da variancia das rendibilidades em relagéo ao prego € igual a 5—2 dado que dv(S;)/v(S;) =
(B — 2)dS,/S;, onde v(S;) = 02572 representa a varidncia instantinea das rendibilidades do activo
subjacente. Dado que a volatilidade é proporcional a um expoente do preco do activo subjacente, a elasti-
cidade da variancia é independente do preco do activo. Se 5 = 2, a elasticidade € zero o que implica que
os precos dos activos seguem uma distribui¢do lognormal e a variancia das rendibilidades € constante, tal
como ¢é assumido no modelo BSM. O parametro § do modelo deve ser interpretado como um parametro
de escala que fixa a volatilidade instantdnea no momento t = ty, oy, = 0(Sy,) = 9 Stﬁo/ 1
Apesar de [11] ter inicialmente restringido o pardmetro 3 na banda de valores 0 < [ < 2, os valores
tipicos de 3 implicitos nos precos de opcdes sobre o indice de ac¢cdes S&P 500 chegam a atingir valores
de 8 = —6 no periodo pés-crash de 1987. Valores de 5 < 2 (i.e., com um efeito de alavancagem directo)
sdo esperados em opgdes sobre accdes, indices de ac¢des e precos do petrdleo e valores de 5 > 2 (i.e.,
com um efeito de alavancagem inverso) sdo uma caracteristica dos precos a vista de algumas mercadorias
e opgoes sobre futuros com volatilidades implicitas de declive ascendente — ver, por exemplo, [9], [14],
[22] e [18].
Em termos gerais, o activo subjacente de um processo de difusdo CEV pode ser uma accado, um indice
de acg¢des, uma taxa de cambio, ou um contrato de futuros financeiros, desde que o parametro ¢ seja
entendido como um dividend yield, um dividend yield médio, uma taxa de juro sem risco externa, ou
uma taxa de juro sem risco doméstica.

3 Avaliacao de opcoes standard de estilo europeu

A férmula de avaliacdo de opg¢des standard de estilo europeu com base no modelo CEV foi inicialmente
expressa em termos da fungdo de distribui¢do gama complementar por [11] para o caso § < 2 e por [21]
para 8 > 2. Subsequentemente, [35] expressou a férmula de avaliacdo do modelo CEV em termos da
func¢ao de distribuicdo chi-quadrado ndo central com o pre¢o de uma opgao de compra (se ¢ = —1) oude
venda (se ¢ = 1) no momento de avaliacdo ¢, sobre o preco do activo subjacente .S, preco de exercicio
K e maturidade no momento 7" a ser dado por!

v (S, K, T 9) = e Eg [(9K — 6Sr)"| Fi
= ¢K€*T(T*tO)FQ <t07 Sto; T7 K) - ngtoeiq(TitO)FQS <t07 Sto; T7 K) ) (3)

'Note-se que o caso 3 > 2 requer um cuidado especial em algumas aplicagdes financeiras— ver, por exemplo, [16], [14,
Footnote 8 e Appendix B] e [20, Remark 7].
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com as necessdrias fungdes de distribuicdo de probabilidade a serem definidas por

(

F(22(,); ﬁ,zy(Bu)) =B<2p=—1
F (2y(B,);2 + -2, 22(S, 2,0 =—1
Fo (0 S B o Y(B):2+5%5.20(S,)) < B>20 “
Q (22(S,); 525, 2y(Bu) =pB<2,9=1
| Q(2u(B)2+ 5%5.20(5,)) «B>2,0=1
¢ (
Q (2y(B.);2+ 5%5,20(5,)) «B<2,6=-1
22(5,); 25, 2y (B, 2.6=—1
Fos (v, Sp;u, By) = Q\20(50); 5= 20(B) S0 )
F (2y(Bu):2 + ﬁ,zx(sv)) =B<2,6=1
| F (20080 5%5.20(B) = B>2,0=1

com F' (z; a, b) representando a fungdo de distribui¢do chi-quadrado ndo central com a graus de liberdade
e parAmetro de ndo centralidade b e () (z; a, b) a sua respectiva fun¢io de distribui¢do complementar e

2(r — q)

ko = 32(2 — B)[er—0C=A)u=0) _ 1]’ ©)
5 =0 (Sy) St 72, )
2(S) =k, ,§2 B elr=a)2=h)(u—v) 8
and
y(B) =k, B>, 9)

As medidas de sensibilidade do preco de uma opg¢do face a variagdes infinitesimais de cada um dos seus
determinantes de valor (conhecidas como Greeks na literatura financeira) é de crucial importancia na
implementacdo de estratégias adequadas para a gestdo do risco. No caso do modelo CEV, o seu cédlculo
pode ser efectuado através das solugdes analiticas (expressas em termos da funcdo de distribui¢do chi-
quadrado ndo central) derivadas por [27]. Note-se também que existe uma extensa literatura dedicada
a computagdo eficiente destas fungdes de distribui¢do para efeitos do calculo do preco de opcdes e dos
Greeks—veja-se, por exemplo, [27], [13] e [19].

4 Avaliacao de opcoes barreira de estilo europeu

A avaliacdo de opcdes barreira de estilo europeu assumindo que o preco do activo subjacente segue um
processo GBM esta bem desenvolvida na literatura— ver, por exemplo, entre outros, [34] ou [33] para o
caso de op¢des com uma tnica barreira e [26], [23], [36], [32] ou [7] para o caso de op¢des com dupla
barreira.

[6],[14],[15] e [29] sugerem metodologias de avaliacdo de op¢des barreira no contexto do modelo CEV,
enquanto que [20] avaliam op¢des barreira para um modelo CEV mais geral proposto por [8] que admite
a possibilidade de haver um salto do prego do activo subjacente para zero.

O objectivo essencial desta sec¢do € ilustrar a abordagem do tempo de primeira passagem proposto por
[20] para o caso particular do modelo CEV, cuja metodologia de avaliacdo tem por base o cdlculo de
tempos de primeira passagem do preco do activo subjacente pela(s) barreira(s).

4.1 Definicoes

A proxima defini¢do especifica as condigdes contratuais de opc¢des de tipo knock-out e knock-in com
dupla barreira.
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Definicao 4.1 O preco no momento T' de opcdes knock-out e knock-in de estilo europeu com dupla
barreira sobre o preco do activo subjacente S, com prego de exercicio K, rebate nulo, niveis de barreira
inferior L : T — R, niveis de barreira superior U : T — R, e maturidade no momento T (> t,) sd@o
iguais a

EKODBy (S, K, L,U,T;¢) = (6K — ¢Sr)" 1r,, o1 (10)
e
EKIDBr (S, K,L,U,T;¢) = (¢K — ¢Sr)" sy, <19, (11)
onde ¢ = 1 para uma op¢do de venda, p = —1 para uma op¢do de compra e
Ty c=inf{u>ty:S, =L, ou S,=U,} (12)

€ o tempo de primeira passagem do preco do activo subjacente por uma das duas barreiras, com L, <
Uy parau € T = [to, T].

Note-se que o tempo de primeira passagem 77 pode ser reescrito como

Ty =Tr N Ty, (13)
onde
T := inf {u >ty: Sy, = Ly, sup (S, —U,) < 0} (14)
to<v<u

€ o tempo de primeira passagem do preco do activo subjacente pela barreira inferior antes de tocar na
barreira superior e
Ty = inf {u >ty Sy =U,, inf (S, —L,) > O} (15)

to<v<u

representa o tempo de primeira passagem do preco do activo subjacente pela barreira superior antes de
tocar na barreira inferior.

Observacio 4.2 Seja B € {L,U}. Tipicamente, as barreiras (dependentes do tempo) poderdo ser
representadas pela equagdo de uma recta se By = By + ot ou por uma fung¢do exponencial se By =
Byexp (at). No caso particular de o = 0, as barreiras serdo independentes do tempo, i.e., serdo
constantes durante a vida da opgdo barreira.

4.2 A abordagem do tempo de paragem

A proxima proposicao especializa [20, Proposi¢do 3.2] para o caso particular da avaliagdo de op¢oes
knock-out e knock-in com o modelo CEV.

Proposicao 4.3 Assumindo o modelo CEV descrito pelas equacées (1) e (2), o valor no momento t, de
uma op¢do de compra knock-out de estilo europeu com dupla barreira (se ¢ = —1) ou opgdo de venda
knock-out de estilo europeu com dupla barreira (se ¢ = 1) sobre o preco do activo subjacente S, com
preco de exercicio K, rebate nulo, niveis de barreira inferior L : T — R, niveis de barreira superior
U:T — R, e maturidade no momento T (> ty) € igual a

EKODBy, (S, K, L,U,T; ¢) = vy, (St,, K, T; ¢) — EKIDBy, (S, K, L,U,T; ¢), (16)

onde vy, (Sy,, K, T'; ¢) € o preco no momento t, de uma opgdo de compra standard de estilo europeu (se
¢ = —1) ou opgdo de venda standard de estilo europeu (se ¢ = 1) sobre o preco do activo subjacente
S, com prego de exercicio K e maturidade no momento T, tal como definido na equacdo (3),

T
EKIDB,, (S,,,K,L,UT;¢$) = / e ")y, (Ly, K, T; ) Q(71, € du| F) (17)

to
T

+ / e rutoly (U, K, T;¢)Q(Ty € du| Fy,)
to

e Q(Tp € du| F,,) representa a fun¢do de densidade de probabilidade do tempo de primeira passagem
Tp,com B € {L,U}.
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Observacdo 4.4 Note-se que EKI1DB,, (Sy,, K, L, U, T; ¢) representa o valor, no momento t,, de uma
op¢do knock-in de estilo europeu com dupla barreira sobre o preco do activo subjacente S, com preco
de exercicio K, rebate nulo, niveis de barreira inferior L : T — R, niveis de barreira superior
U : T — R, e maturidade no momento T (> t;).

4.3 Densidades dos tempos de primeira passagem

A implementacdo da férmula de avaliagdo oferecida na Proposi¢do 4.3 necessita do conhecimento prévio
das duas densidades dos tempos de paragem Optima contidas na equagao (17). Tendo por base [31,
Teorema 2], ambas as densidades podem ser calculadas como a solu¢do implicita de duas equacdes
integrais que envolvem simplesmente a funcdo de densidade de transi¢do do prego do activo subjacente.

Proposicao 4.5 Assumindo o modelo CEV descrito pelas equagées (1) e (2), as duas densidades dos
tempos de primeira passagem Q (T, € du| Fy,) e Q (Ty € du| Fy,) sdo as solucbes implicitas de

F(t07sto;u7 Lu) (18)
= / F (v, Ly;u, L,) Q (7T € dv| Fy,) +/ F(v,Uy;u, L,) Q(7Ty € dv| Fy,)
to to
e
- F<t07 Sto;u7 Uu) (19)
= / [1—F (v, Ly;u,U,)] Q (7L € dv| Fy,) —i—/ 1—F(v,U,;u,U,)]Q(Ty € dv| F,)
to to
com

Q (22(5,): 52, 2y(Eu)> =B <2

F(v,Ey;u, E,) =
Q (2y(E.)i2+ 5, 23:(EU)) =pB>2

(20)

representando a funcdo de densidade de transicao Q (S, < E,| S, = E,) do processo CEV, dada por
[35, Equagdo 1] para 3 < 2 e por [21, Equagdo 7] para 5 > 2 e onde Q) (z; a, b) representa a fungdo
de distribuicdo chi-quadrado ndo central complementar com a graus de liberdade e pardmetro de ndo
centralidade b.

Observacao 4.6 Um exemplo numérico da implementacdo computacional da abordagem do tempo de
primeira passagem com o modelo CEV pode ser consultada em [20, Table 1].

5 Conclusao

A avaliagdo de opg¢des financeiras tem por base os modelos embrionarios desenvolvidos por [5] e [28].
A importancia destes modelos para a literatura financeira foi claramente reconhecida em 1997 através da
atribui¢do do Prémio Nobel da Economia a Robert Merton e Myron Scholes.> Uma das caracteristicas
fundamentais do modelo BSM € o pressuposto do activo subjacente seguir um movimento Browniano
geométrico com volatilidade constante.

Neste artigo utilizou-se um pressuposto mais geral para o comportamento dindmico dos precos dos
activos subjacentes de opg¢oes financeiras através do modelo CEV que consegue incorporar de forma
mais apropriada as regularidades empiricas observadas na literatura financeira.

Por simplifica¢do e questdes de espaco, estd-se a apresentar apenas a metodologia de avaliacao de opcodes
com dupla barreira e com rebate nulo assumindo o modelo CEV. Contudo, a mesma metodologia pode
ser facilmente utilizada no cédlculo de op¢des com uma tunica barreira € com pagamento de um rebate
utilizando para o efeito o exposto em [20] e [30].

2Fischer Black nio recebeu este prémio dado que tinha falecido em 1995.
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Aplicacoes das equacoes diferenciais estocasticas em Engenharia

Paula Milheiro Oliveira, poliv@fe.up.pt

Universidade do Porto, Faculdade de Engenharia e CMUP

1 Introducao

O mundo real dita que muitos problemas de engenharia envolvam a andlise de sistemas ou a sua modela-
¢do, com a particularidade de serem estes sistemas do tipo que responde dinamicamente a perturbacoes
aleatérias. E o caso de cargas ambientais como forcas devidas ao vento, ondas ou terramotos que atuam
em estruturas. E também o caso de uma grande diversidade de sistemas mecinicos e estruturais que
regularmente estdo sujeitso circunstancias operacionais incertas. Alguns circuitos elétricos e sistemas
de energia sdo igualmente exemplos de sistemas que exibem dindmica estocastica. Nao é, portanto, de
estranhar que as equacgdes diferenciais estocasticas (EDEs), quer de baixa quer de elevada dimensao,
aparecam frequentemente em aplicagcdes de engenharia, com especial énfase nestas dltimas. Os proble-
mas que surgem, na pratica, traduzem-se matematicamente de diversas formas, variariando da prépria
andlise do sistema estocéstico, a estimagao dos parametros da equacdo ou do sistema, andlise do ajuste
do modelo, testes de ruptura do modelo e incluindo o controlo e a simulagdo do sistema. Também pode
acontecer que alguns aspectos da sua dindmica ou, por outras palavras, do seu comportamento evolutivo,
sejam observados através de um conjunto de sensores em instantes discretos, geralmente envolvendo
algum tipo de erro de medi¢do. O sistema subjacente sendo intrinsecamente dinamico e evoluindo em
tempo continuo, esta ultima situacdo conduz frequentemente a problemas ditos de sistemas parcialmente
observados.

Neste artigo, pretende-se fazer realgar a utilidade do uso de EDEs na abordagem de uma classe
de problemas de engenharia, recorrendo a uma variedade de aplicagcdes e a exemplos ilustrativos. Natu-
ralmente muitos outros exemplos poderiam ter sido invocados. Uma breve contextualizacdo do tipo de
uso que fazemos das EDEs é apresentada na Seccdo 2, de modo a introduzir resumidamente as idéias
principais sobre este tema.

2 O uso de modelos de equacoes diferenciais estocasticas

As EDEs que surgem em contextos de Engenharia apresentam-se exibindo uma variedade de familias de
processos estocdsticos para representar a componente de “perturbacdo”, sendo os processos de Wiener
os mais simples e os mais comuns, mas aparecendo também com alguma frequéncia Movimentos Brow-
nianos Fracciondrios e até processos com saltos, de uma forma mais geral, processos de Lévy. EDEs
deste tipo mostraram a sua adequacdo e a sua utilidade como modelos matematicos em diversas situacoes
(Bar-Shalom et al. (2004); Bodo et al. (1987); Milano and Zarate-Minano (2013); Gelb (2001); Serrano
(1990); Mendelson and Tenno (2009), entre muitos outros).
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Considera-se habitualmente uma EDE ou SDE (Sistema Diferencial Estocéstico, que mais ndo €
do que uma equacao diferencial estocdstica vectorial) que representa o estado do sistema em estudo:

dX, = f(t,X;)dt +b(t,X;)dW;, Xo=... (1)
sendo
fl(tvxt) Vth
1, X W?
f(6.X) = fZ(_,’, 2 , o beX)=1| |, W=
£(6.X) W
Se o sistema for linear, ou seja,
1
fit o o fin ?2 biy -+ - by,
feX)=| + + T beX)=| o ]
fal o o fan X bpy -+ -+ bpy

com os f;;,b;; constantes, estamos perante um processo de Ornstein-Uhlenbeck em dimensao n.

Se o sistema for parcialmente observado, isto é, as medi¢des que fazemos nao sdo do processo
{X;}; propriamente dito mas sim de alguma quantidade, um outro processo, com ele relacionado, a
equacdo (1) adicionaremos uma nova equagdo, dita equacdo de observacgdo. Ela serd

4, — h(t,Y,)dt + g(t,Y,)av,
para observagdes em tempo continuo ou
Y= h<k7Xk) + g(k,Xk)Vk

para observacdes em tempo discreto. O processo {V; };, em tempo continuo, ou {V; }; em tempo discreto,
representam o erro de medi¢do estandardizado.
E também, naturalmente, teremos de ter em conta as observacdes se as houver (Figura 1).

o) o T T A B v T
. — Al
e 2=} — Walwy
a
e
A o} 4
€
3
- 15 L [ 1 1 | L
7 | ] [ ] 10 " 12 13 14 1s
A v T — T —~
b1
[
o ) 4
P
=
< o} 1
d
- 4 . . " _— . a
7 [} [ ] 10 11 12 n 16 16
E “ T T T T L L T
= 7
5 12
- 1}
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3
. 1 1 1 1 1 - |
7 [ ] [ 10 1" 13 1 14 16
June 2007

Figura 1: Exemplo de recolha de observa¢des num sistema de monitorizagdo em tempo continuo.

Os problemas que surgem nas aplica¢des sao também, do ponto de vista matematico, muito vari-
ados, podendo ir do problema de modelagdo ou de estimagdo de parametros a problemas de andlise do
processo estocdstico solucio da equacao propriamente dito.
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3 Aplicacao na modelacao de recursos hidricos e contaminacao

Consideremos o exemplo de um lago em que existe uma fonte de contaminacdo. Um modelo simples
para a concentra¢do do contaminante € o seguinte (Serrano (2001) para mais detalhes):

1
dC; + (t_ +K) Cdt = hdt +64dW;, Co=c,
d

onde

e (; ¢ a concentragdo de contaminante no instante ¢;

t; € o tempo de reten¢do do lago (assumido como constante);

K é o coeficiente de decaimento do contaminante (assumido como constante);

e /¢ a carga média anual do contaminante por unidade de volume (assumido como constante);

O, € 0 desvio padrao da carga média do contaminante por unidade de volume e de tempo;

e () € a concentragdo inicial (varidvel aleatoria);

{W;}; é um processo de Wiener padronizado ou um ruido colorido com fun¢éo de correlagdo
EW, W] = e Pln—ol,

Seja no caso da perturbagdo ser modelado por um processo de Wiener seja no caso de ser modelada
por um ruido colorido com as caracteristicas descritas acima, obtém-se, sem dificuldade, as curvas da
média, da variincia e da autocorrelacdo, dado estarmos a tratar com sistemas estocdsticos lineares, sendo
portanto gaussianos os processos envolvidos:

E[C]= h (1 - e‘(ﬁ’()[)
K

1

tq

2

Y 1
var|Cy| = 1 f , (p<t—+K, t elevado)
(L+K) (L+K+p) a
h? (L (1
E[Cnctz] = —2(1—e <’d+K)t1> <1—€ <’d+K)t2)
LK

Num
(L+K) (L+k+p) (L+K-p)

com

Num = ¢ P1) —pe_(é*’K) (=) (p-l—tl—i-K) e—(é—i—K)(tl—l—lz)
d
- (l—f—K) (e(;1+K>11Pf2+e<,:1+1(>12p11) .
ld

Outras aplica¢des na mesma area incluem: (i)transporte de dgua e solventes em meios porosos, em
que as trajectdrias moleculares sdo descritas por EDEs, por exemplo em reactores quimicos; (ii)modelos
de comportamento de bacias de bacias de drenagem, de rios (ditas hidrogréificas) ou de sistemas de
drenagem de dguas pluviais urbanas, idealizando a bacia de drenagem como reservatérios em cascata e
modelando as entradas no sistema como ruidos gaussianos; (iii) previsdo e controlo de cheias ou fluxos
em tempo real.
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4 Navegacao e seguimento (fracking)

Nos sistemas de navegacio e nos modelos usados para o seguimento de objectos que se movem (trac-
king), o modelo € geralmente linear (Bar-Shalom et al. (2004)):

dX; = FX;dt +XdW;, Xy = & (equacdo de estado) 2)
e parcialmente observado:
Y = h(tx, Xy, ) + €Vk (equagdo de observacdo). 3)

O objectivo do estudo € estimar o estado X; em cada instante ¢, em tempo real, dadas as observacdes até
esse instante #. Naturalmente uma medida do erro de estimacdo também € geralmente necessaria.

Um exemplo € a navegacdo e seguimento de veiculos submarinos auténomos (AUVs) (ver Figura
2) observados através de bdias acusticas para navegacdo. Neste caso, em particular, tem-se

() (b)

Figura 2: Navegacgdo e seguimento de veiculos submarinos auténomos: (a)veiculos submarinos auténo-
mos (AUVs); (b)bdia acustica portdtil, para navegacao.

Vol —an + 6 b2+ 6 -
h(te,X,) = \/ o — a2+ (P = b2+ (Y — )2 |
VD —a2 4 (2 — by + (1) — 32

sendo (a;,b;,c;) as coordenadas de localizag@o das béias e considerando 3 béias. A dimensdo de & tem
obviamente a ver com o nimero de bdias, ou de instrumentos de medicao no caso mais geral.

No que respeita a solu¢do do problema, a melhor estimativa de X; (no sentido do erro minimo
quadritico) é dada por X; = E[X;|6({Y;}s</)] (ou, de uma forma mais geral, E[0(X;)|o({Y;}s<;)]). En-
quanto que determinar o estimador X; num modelo linear é bastante facil, uma vez que estaremos a lidar
com distribui¢des (condicionais) gaussianas, num modelo que envolva alguma nao linearidade, como é
o caso do modelo (2)—(3) ja ndo serd assim. A solucdo exacta do problema de estimacgdo exigiria a re-
solucdo de uma equagao em derivadas parciais, a equacao de Duncan-Mortensen-Zakai (Pardoux, 2001;
Fleming and Pardoux, 1982), para obtencdo da densidade condicional. Em termos computacionais, difi-
cilmente conseguiremos resolver esta equacdo em tempo real pelo que sdo usados, na pritica, métodos
aproximados. O mais popular destes métodos serd o filtro de Kalman-Bucy (Gelb, 2001) que, neste caso,
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fica:

passo de propagacao
dX, = FX,dt
dP, = FPdt+PF" +3xx7
passo de actualizagdo
Ryr = Xy + Ki[Ve = h(t, X, )]
P = [1—KiH (X, )P,
Ke = P H! (R ) [He(R, )P, HI (%, ) +ee’]

H = matriz jacobiana de h

Este algoritmo permite, para além de estimar o processo ndo observado, em cada instante (no exemplo,
a posicdo e velocidade de um AUV) estimar a covariancia do erro de estimacao P;. Os sistemas de GPS
e de seguimento por satélite geram problemas deste tipo também.

5 Analise de sistemas de energia

As EDEs podem ser usadas para modelar tanto as cargas ou solicitacdes do sistema como o estado da
linha de transmissao, na producdo de energia (Milano and Zarate-Minano (2013)). O problema da gestao
equilibrada de um sistema de energia, de hora a hora, pode ser abordado pela via destes modelos. Uma
vantagem que fica logo realgada é a de termos uma metodologia que pode ser aplicada a sistemas de
qualquer ordem ou complexidade. As EDEs permitem ainda avaliar o peso de perturbacdes estocasti-
cas no comportamento transitério dos sistemas de poténcia. As fontes de perturbacdo consistem, neste
contexto, em variacdes estocdsticas das cargas ou das solicitagdes, nas vibracdes de caracter transitério
nos rotores de maquinas sincronas, variacdes nas harmoénicas, EMTs, erros de medicdo em dispositivos
de controlo, etc. A titulo de exemplo, a Figura 3 representa o comportamento da tensdo num sistema
complexo, obtida recorrendo a EDEs, segundo (Milano and Zarate-Minano, 2013). Mais concretamente,

Figura 3: Comportamento da tensio obtida num sistema complexo usando um modelo de EDEs (Milano
and Zarate-Minano, 2013).

neste exemplo, estd a ser estudado um sistema constituido por 145 bus e 50 méaquinas. O modelo para
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as cargas € uma EDE do tipo de reversdo para a média, a velocidade do rotor e das mdquinas sincro-
nas € considerada linear enquanto que os phasors de tensdo de barramento sdo nao lineares. As curvas
representadas na figura foram obtidas na simulag¢do de 1000 trajectérias e permitem observar que cerca
de 38% das trajectérias ndo cumprem o limite MVTL (Minimum Voltage Technical Limit), permitindo
portanto estimar probabilidades de ocorréncia de estados desadequados para estes sistemas.

As EDEs permitem também uma andlise bastante cuidada e realista do comportamento transiente
de sistemas eléctricos (ver e.g. Brancik and Kolarova (2012)).

6 Monitorizacao de torres edlicas e outras estruturas de grande porte

Em termos de engenharia, as modernas turbinas edlicas sdo compostas de estruturas de suporte muito
altas, juntamente com grandes pds de rotor, levando a sistemas altamente dindmicos, propensos a pro-
blemas de degradacdo. Com o objetivo de detectar danos numa fase inicial, € frequentemente usada uma
metodologia bacada na estimativa de certos parametros da estrutura, ditos as frequéncias modais, a partir
de dados de vibracdo da estrutura recolhidos no seu funcionamento normal. O problema de estimar es-
ses parametros € equivalente ao problema de estimar os parametros de EDEs num modelo parcialmente
observado, assumido como sendo linear (ver e.g. Dai et al. (2017)):

dX, = AXidt+XdW;, Xy=E (equagdo de estado)
Y, = CX; +GV; (equagdo de observagdo)

sendo

e X, um vector representando deslocamento e velocidade em cada nodo da estrutura (ver Figura 4,
em que as cruzes assinalam os nodos considerados na estrutura);

e Y G sdo matrizes, em geral consideradas conhecidas, sendo Y¥T e GGT as matrizes de covariincia
das respectivas perturbacoes;

e A, (C sdo matrizes geralmente desconhecidas.

Figura 4: Torre éolica com indica¢@o dos nodos considerados na estrutura, assinalados por cruzes.

O problema consiste portanto em estimar A e C, nomeadamente a matriz A, com base nas observacoes
obtidas pelos instrumentos de medida instalados da estrutura, ou em testar hipdteses sobre esses mesmos
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parametros desconhecidos, tendo em conta, para além destes, dados de referéncia sobre essa mesma
estrutura (Figura 5).

Figura 5: Exemplo de um registo feito por dois dos aparelhos de medicao.

Trata-se tipicamente de problemas que envolvem elevadas dimensdes nas matrizes, logo também
no espago de parametros desconhecidos, problemas esses para os quais sdo habitualmente usadas algu-
mas simplificacdes, por exemplo restringindo o conjunto de pardmetros que se vai efectivamente moni-
torizar a um subconjunto dos parametros mais relevantes (apds uma andlise estatistica e de engenharia
cuidadas), ou adoptando estimadores subdptimos, entre os quais o Filtro de Kalman ou os Métodos de
Subespaco (Peeters and de Roeck (1999)).

Problemas semelhantes surgem em estruturas de pontes e edificios altos, entre outros.

7 Comentarios finais

Nao restam duavidas de que as EDEs sdo muito uteis em problemas reais de engenharia. Os célculos, ou
mesmo a manipulacdo matemaética, podem ser dificeis mas as expressdes que obtemos com base nestes
modelos sdo, em geral, elegantes e faceis de implementar em muitos casos, com vantagens sobre modelos
alternativos de tipo discreto como os que se baseiam em séries temporais. Métodos de estimacao, testes
de hipdteses, esquemas de simulagdo, etc. estdo ja implementados em algumas linguagens ou pacotes de
cddigo (em R, por exemplo) que podem ajudar-nos a analisar e a resolver problemas que surgem nesta
area.
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Problemas de tempo 6timo de paragem com critério integral
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1 Introducao

Um dos problemas com maior relevancia na drea financeira prende-se com o estudo do tempo em que
uma op¢ao (financeira ou investimento) deve ser exercida, de forma a maximizar o valor esperado do
retorno da decisdo. O instante em que a decisdo € tomada é conhecido na literatura como instante
de paragem, e o problema de decisdo € designado por problema de tempo otimo de paragem. Neste
artigo revisitamos um problema tipico de tempo 6timo de paragem, apresentando uma versao geral, que
permite considerar fun¢des de retorno, adiante definidas, o mais gerais possiveis. Dadas as limitacdes
de espaco, serdo apresentados os resultados mais relevantes, dispensando-se as demonstragdes. Serdo
referidas apenas as referéncias mais abrangentes, sendo que destacamos o livro de Peskir e Shiryaev [6]
para uma leitura aprofundada sobre o problema de paragem 6tima.

Ao longo do trabalho consideramos que X = {X(¢),¢ > 0} é um movimento geométrico Browni-
ano, solugdo de
dX(t) = aX(t)dt + o X (t)dW (t)
com X (0) = x, sendo W = {W(t),t > 0} um movimento Browniano. Além disso, considera-se a
funcdo I1, usualmente designada na literatura por fungdo recompensa, onde II(x) representa a recom-
pensa quando o estado processo X € x. Definidos X e 11, estamos em condi¢des de definir o problema
de otimizag¢ao da seguinte forma:

V(z)=supE {/ e "II(X(s))ds| X (0) = x|, (1)
TES 0

onde S € o conjunto dos tempos de paragem admissiveis, e r representa, nas aplicagoes de indole finan-

ceira, a taxa de juro. A funcdo V' € designada por funcdo valor, e é frequentemente estudada no contexto

de opc¢odes reais, descrevendo, por exemplo, o retorno esperado de uma empresa enquanto esta ativa no

mercado, sendo 7 o instante em que decide abandonar o mesmo. Vide, por exemplo, Dixit e Pindyck [1],

Trigeorgis[7] e Hagspiel, Huisman, Kort e Nunes [3]).

Neste trabalho estudamos condi¢des minimas sobre a fungdo II que ainda assim levam a existéncia

de solugdo de (1). De entre vérios trabalhos que se focam nesta questao, salienta-se Knudsen, Meister e
Zervos [4]. Neste artigo os autores assumem que

B, { | ermnees)s| < . @
0

(onde a notagdo £, designa valor esperado condicional em X (0) = z) hipétese essa que relaxaremos.
Ao invés, assumimos as seguintes condi¢des sobre a fungao II.
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Hipoétese 1.1. A fungdo 11 : I — R é Borel mensurdvel, tal que os conjuntos {x € I : lI(x) > 0} e {x €
I : I(z) < 0} tém medida de Lebesgue positiva e v} (x) := E [ [[7 e7"II* (X (s))ds| X (0) = 2] < o0
para todo o x € I. Além disso, {x > 0 : II(z) < 0} C]0,a1[ e {z > 0 : II(z) > 0} Clag, o[ (ou
vice-versa), com 0 < a1 < a9 < 00.

2 Equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

A resolucdo dos problemas de tempo 6timo de paragem passa pelo estudo de uma equacao variacional,
designada por equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Um dos elementos desta equacdo € uma
equacgdo diferencial, pelo que para garantirmos unicidade da solu¢do (uma vez que o problema de oti-
mizacdo tem solucgdo tnica), é necessario impor certas condi¢des de fronteira, assim como restricdes no
comportamento limite da solu¢do. A correspondente equacdo de HIB para o problema definido em (1)

7z

| min {—Lo(x) — TI(x), v(x)} = 0. 3)

Ex[e (X (1) —¢(=)]

onde o operador £, que aparece associado ao process X, é definido por L¢H(x) = lim ’ ,

t—0t+
que, para o caso do movimento geométrico Browniano, toma a seguinte forma:

£olr) = —rola) + axd!(2) + T 0(a). @

Consequentemente, para resolver a equacao de HJB € necessario encontrar uma solugdo, v, para a equa-
cdo diferencial ordindria, que serd candidata a solu¢do do problema de optimiza¢do. Aqui nota-se que a
equacgdo de HJIB pode ndo ter nenhuma solugdo classica, no sentido que pode ndo existir nenhuma fungao
v € C? que a satisfaca. Para evitar esse constrangimento, podem ser considerados outros conceitos de
solu¢do, nomeadamente as solu¢do de Carathéodory (ou até solugdes de viscosidade quando considera-
mos problemas de com processos n—dimensionais). De forma a garantirmos existéncia e unicidade de
solugdo (de Carathéodory), impomos a seguinte hipStese sobre IT: IT é localmente somédvel em R™.

O préximo teorema garante a existéncia e unicidade de solu¢@o para o problema de tempo 6timo de
paragem definido em (1), sendo uma variante do Teorema 3.2 apresentado em Knudsen, Meister and
Zervos [4]. Relaxa algumas das hipdteses habitualmente impostas, uma vez que se exige apenas que

vi (z) < oo paratodo o x € R™ em vez de (2).

Teorema 2.1. Consideremos o problema de tempo otimo de paragem descrito em (1), com as hipoteses
sobre 11 atrds referidas. Seja ainda v : Rt — R uma solugdo da equagcdo de HIB (3), tal que
veC'(RY), v € AC(RT) e

lim e " E, [0(X(t))Z{r+>1y] =0, (5)

t—o00

onde 7° = inf{t > 0 : v(X(t)) = 0} e Iy representa a fun¢do indicatriz. Entdo, a fungdo valor verifica
V(z) = v(x) para todo o x € R™.

De realcar que € possivel dividir o espago de estados R* em duas regides: a regido de continuagio,
dada por D¢ = {x > 0 : v(z) > 0}, e a da paragem, dada por D = {x > 0 : v(x) = 0}. Além disso, o
tempo de paragem (em que se exerce a decisdo) € dado por 7%, definido no teorema anterior.

Para referéncia futura, notamos que, utilizando a mudancga de varidvel dada por t = In(z) e u(t) =

¢(e'), o gerador infinitesimal anterior é dado por Lu(t) = —ru(t) + (a - %2> u'(t) + %u”(t). Por sua
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vez, o polinémio caracteristico associado ao operador L é dado por
2 2
P(d):%cﬁ— (U——a)d—r 6)

(%—a) - (%—002—&—2027”

€ as suas raizes sfo d; := edy =

De acordo com o Teorema 2.1, a solu¢do do Problema (1) deve verificar v € C'(RT") com v/ €
AC(R™). Uma vez que v(z) = 0, para todo o x € R*, temos em consideragéo as seguintes condi¢des
de fronteira:

v(z*) ='(z*) =0, (7)

onde z* € R é um valor a determinar. Usando a mudanga de varidvel acima introduzida € facil obtermos
o seguinte problema de valor inicial (PVI):

{—Zu(t) —T(et) = 0

u(log(a*)) = u(log(*)) =0 ®

com L atrés definido.

Notamos que, na literatura sobre problemas de tempo 6timo de paragem, € usual assumir que a funcao
IT é tal que (2) é vélida, o que garante que a solugdo particular da EDO associada a HIB, v, : R — R,
pode ser dada pela funcao

vy(z) = E, { /0 N e‘”H(X(s))ds} ©)

2 d/m —di—1 d/oo —do—1 ]
= (g™ S 1 HSdS‘}'l‘Q S 2 HSdS . 10
i | (5 x (5 (10)

Na verdade, a condi¢do (2) € equivalente a termos
r— o " HI(x) € LYN]0,w]) e x— 272 '(2) € L' (Jw, o), (11)

para todo o w €]0, 0] e dy,d; reais. Estes resultados podem ser encontrados em Knudesen, Meister
e Zervos [4] e em Kobila [5]. Neste trabalho, relaxamos a referida hipétese, assumindo apenas que
U;’_ (x) < oo, pelo que a fungdo apresentada em (9) pode ndo estar bem definida e ndo coincidir com a
solucdo particular da ODE. A préxima proposi¢ao € apenas um coroldrio do Teorema 4.1 em Knudsen,
Meister e Zervos [4], mas que se apresenta num formato mais 1til para as sec¢des seguintes.

Proposicao 2.1. Nas condicoes atrds impostas para 11, e sendo X um GBM, com b > 0 uma constante
dada e d; e dy as raizes do polinémio caracteristico, entdo as afirmacdes seguintes sdo verdadeiras:

o B, [T e I(X (s))|Zix(s)»b}] < oo, qualquer que seja a condigdo inicial x> 0, se e s6 se
r — 272 (z) € Li(Jw, oc[) para todo o w > b;

o B, [T e I(X(s))|Zx(s)<b}] < oo, qualquer que seja a condi¢do inicial x> 0, se e s6 se
r — =1 I(z) € Li(]0,w[) para todo o w < b.

Esta caracterizacdo, apesar de completa, ¢ de dificil utilizagcdo quando pensamos nas aplicagdes.
Assim, o proximo resultado fornece uma regra de facil utilizacdo que permite excluir muitos dos casos
em que v;; (r) = oo, com = > 0, e que poderiam ter interesse nas aplicagdes.

Proposicao 2.2. Nas condicoes assumidas sobre 11, as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:
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1. sevf(x) < oo entdo dy < dy;
2. sedy < dy e, além disso, uma das seguintes condicoes é verdadeira

a) se lim II(z) > 0 e existem constantes < dy e B > 0 tais que
T—00

II(x) < Bx”?, para todo o x > 0; (12)

b) ou se lim+ II(x) > 0 e existem constantes 3 > dy e B > 0 tais que
z—0

II(z) > Bx”, paratodo o x > 0; (13)

entdo a condi¢do v (r) < oo é verdadeira.

o2

Notamos que as raizes d; e dy sdo reais e distintas se e s se r > —# <7 — a). Esta condigao

permite acomodar, em particular, taxas de juro negativas.

3 Soluc¢ao do Problema de Optimizacao

Nesta sec¢do, apresentamos uma solug@o analitica para o problema de tempo 6timo de paragem (1). A
representacio da solu¢do do PVI aqui apresentada difere das representacdes habitualmente utilizadas na
literatura, pelo facto de ndo termos a garantia que x — x~ % II(z) € L.(]0,w|) para todo o w > 0.
A proxima proposi¢do apresenta uma solucdo para o PVI apresentado em (8) e, consequentemente, uma
solugdo para a HIB (3).

Proposicdo 3.1. A solucdo do PVI, definido por (7) e (8), € a fungdo v :]0, co|— R que verifica:

o)) _ =2 2 B s
(v’(x)) Coda—d) {1 e )P g ) "

xTx S

pelo que a solucdo do problema de otimizacdo inicial formulado em (1) é dada por

0, re A

v(az) = . (%)dz_(z

)" » (15)
02(d_22—d1>fx*‘ ——1(s)ds x e A°

onde A, A e x* sdo dados por uma das seguintes condigoes:

Cc

1) se existe a > 0 tal que I1(x) € ndo positiva, para todo © < a, entdo A = (0,7], A° = (7,00) e
x* =, onde vy é dado por:

e ()
fy:inf{x>0:5|0>0,/ . 2 H(S)dSZO}; (16)

2) se existe a > 0 tal que 11(x) é ndo negativa para todo x < a, entdo A = [(,0), A° = (0,() e
x* = (, onde ( ¢ dado por:

(99"
¢ =sup {x>0:30>0,/ < s H(s)dsZO}. (17)
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Uma vez que em muitas aplicacdes, nomeadamente na drea das opgdes reais, a fungdo v apresenta-se
normalmente com outro aspeto, na préxima observacao estabelecemos o paralelo entre as duas represen-
tacoes.

Observagdo 3.1. Se, adicionalmente, a fungao I for tal que verifique v, () := E, [ [;~ 117 (X (s))ds] <
00, com I1~(x) = maxz(0, —1I(x)), entdo, nesse caso, temos

_ —2 & [* _ i /z —d—1
v(z) = T (:E /x s I(s)ds —z . s I(s)ds

= a7 + agx™ + v,(v),

onde v, é dada por (9), a; = Widl) fox* s~h=1(s)ds e ay = WZ—M [ s7%I(s)ds. Esta dltima

representacdo € aquela que normalmente encontramos na literatura das opcdes reais.

Estd implicito na obten¢do da solucdo da equacdo de HIB as chamadas condicdes de colagem que
permitem garantir que a fun¢do v € continuamente diferencidvel e com derivada absolutamente conti-
nua. No entanto, este tipo de problemas sd@o conhecidos na literatura como problemas de fronteira livre
(vide por exemplo Peskir e Shiryaev [6]), uma vez que o dominio onde pretendemos obter a solug¢do da
ODE ¢ desconhecido. Assim sendo, opta-se algumas vezes por obter a solu¢cdo da equacdo de HIB, e
respetivamente do problema de tempo 6timo de paragem, como o limite das solu¢des de um problema
de tempo 6timo truncado (vide por exemplo Guerra, Nunes e Oliveira [2]), o que motiva o aparecimento
das Defini¢des (16) e (17). Apesar disso, em alguns casos, € possivel obter v e 6 como a solugdo de uma
equagao integral, que coincide com a proposta em Knudsen, Meister e Zervos [4] no caso das funcdes 11
nao decrescentes.

Proposicao 3.2. Consideremos 7y e ( definidos em (16) e (17), respetivamente, tais que v # 0 e ¢ # 0.
Entdo, vy e ¢ sdo as tinicas solugdes das equagoes

S ¢
/ s 2 l(s)ds =0 e / s 17 I(s)ds = 0. (18)
gl 0

4 Conclusao

Para um problema de tempo 6timo de paragem do tipo

-
sup F / e "II(X(s))ds| X (0) =z
T 0
€ possivel encontrar-se solu¢do para fungdes mais genéricas que o habitual, exigindo apenas que 11
seja mensurdvel e localmente integravel. Embora a apresentacdo aqui feita considere apenas o caso do
processo X ser um movimento geométrico Browniano, € possivel uma anélise similar para outro tipo de
difusdes.

No caso presente, assumindo entdo que X segue um movimento geométrico Browniano e que a
funcdo II muda de sinal apenas uma vez, a representacao integral que se propde leva ainda a solucdes
analiticas em forma fechada para o problema.

Embora este topico seja omitido neste pequeno artigo, € possivel analisar ainda problemas de tempos

de paragem com taxas de juro negativas, que levam a resultados inesperados de acordo com o senso
comum das opcdes reais.
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Um breve olhar sobre a Estatistica das Equacoes Diferenciais
Estocasticas em Portugal

Manuel L. Esquivel, mle@fct.unl.pt
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Introduciao

A Estatistica das Equagdes Diferenciais Estocésticas (EDE) ¢ essencial para a aplicacao deste tipo de modelos a
problemas praticos. Nesta breve nota propomo-nos desenvolver uma descri¢do informal de alguns dos trabalhos
de matematicos Portugueses que contribuiram para o desenvolvimento das técnicas da Estatistica das EDE. Pro-
curaremos enquadrar os resultados obtidos nos problemas da Estatistica e, da simulagdo de Monte Carlo, das
EDE nas areas respectivas de onde proveio a modelagao.

Num caso particular muito frequente nos estudos que vamos referir, a equacao diferencial estocastica
(EDE) que nos interessa pode ser representada na formula seguinte,

u

X0 =x¢ +jf(X@ u @)du+jh(X@ u,0)dB
t 0 > u 2" u
0 0

em que (X / )z>0 ¢ desconhecido e € o processo estocastico — familia de variaveis aleatorias indexada pelos

, s~ . ~ (O e e .
numeros reais ndo negativos — que resolve a equagdo, X, o ¢ a condi¢do inicial e onde Bt =0

estocastico de Wiener; processo este muitas vezes também denominado movimento Browniano. O simbolo ®

¢ o0 processo

. N .y . . . o .
designa um pardmetro que pode ser multidimensional e que determina, tanto o drift f (X ; U, @) — também

conhecido como o coeficiente infinitesimal de tendéncia da equagdo — como determina o coeficiente infinitesi-

mal denominado volatilidade h()(t@, u, @). A representacdo diferencial da EDE acima escreve-se na forma:

dx® = (X u,0) dt +HX° u,0)dB,
No caso das EDE deste tipo, o objectivo das técnicas estatisticas é a estimagio do pardmetro @ . Sublinhamos
que os processos estocasticos semelhantes ao processo de Wiener podem ser vistos como uma variavel aleatoria
em que os valores sdo, ndo nimeros ou vectores mas sim, fun¢des continuas sem derivadas e sem variagdo limi-
tada. A defini¢@o do integral de uma fungdo relativamente ao processo de Wiener, integral como o que figura no
termo a direita da equagdo EDE acima, foi introduzida em 1944 ¢ 1946 em [t6 K (44) ¢ It6 K (46) na sua forma
mais correntemente utilizada, pelo matematico Japonés Kiyosi Ito (1915-2008) e requer uma aproximagao dife-
rente da que se pode usar para os integrais de Riemann, Stieltjes ou de Lebesgue; a necessidade de uma tal
aproximagdo diferenciada decorre da impossibilidade de definir o integral, do termo mais a direita no segundo

membro da EDE acima, como um integral de Stieltjes uma vez que as trajectorias de (Bt ) nao tém variagdo

>0
limitada.

Sdo muito variadas as areas do conhecimento cientifico em que — nas investiga¢des em curso — se estu-
dam e estimam modelos quantitativos com EDE do tipo representado acima. Em Portugal destacam-se as areas
da Dindmica das Populagoes em Ambientes Aleatorios (Braumann, Brites, Filipe, Roquete), a Mecdnica e a
Engenharia Estrutural (Milheiro, Prior) e a Matemdtica Financeira e a Econometria (Dias, Esquivel, Gaspar,
Larguinho, Mota, Nicolau, Vidal Nunes). Seguidamente vamos detalhar algumas contribuigdes, pelos au-
tores referidos, em cada uma destas areas.
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Dinadmica das Populacées em Ambiente Aleatério

Os modelos de dinamica de populagdes mais comuns partem de equagdes diferenciais que descrevem o compor-
tamento médio das populagdes de um certo tipo. Quando se pretende um modelo mais completo que possa des-
crever, a mais do comportamento médio das populacdes, outras propriedades da dindmica pode considerar-se
que ao termo da equagdo diferencial usual - por exemplo logistica ou Gompertz — que se pode sempre represen-
tar, na forma integral, por:

t
(] (2] (0]
X, =X, +If(Xu ,u,@)a’u
0
se adiciona um termo estocastico, uma perturbacdo aditiva aleatdria do tipo
t
(2]
[1(x?.u,0)as,
0

sendo o resultado dessa soma uma EDE do tipo referido na introducao. Assim, com esta EDE, fica-se com um
modelo que pode representar as variagdes da dinamica das populacdes em torno da evolugdo de uma populagdo
média que se pode considerar como populacdo de referéncia. A partir desta ideia inicial muitos outros modelos
podem ser estudados. Os trabalhos pioneiros Braumann C (83), Braumann C (85) ¢ Braumann C (88) introdu-
zem modelos onde, para além de se estudarem os métodos de estimag@o que permitem a aplicacdo dos modelos
a populagdes reais, se determinam a partir dos modelos ajustados, quantidades relevantes como a probabilidade
de extingdo de uma populacdo do tipo da que é modelada pela EDE. Mais recentemente, no trabalho Filipe et al
(10), os autores desenvolvem estudos para de estimagdo ndo paramétrica dos coeficientes de tendéncia e de vo-
latilidade para dados provenientes de varias trajetdrias e ndo uniformemente espagados. Sublinhe-se que os mé-
todos ndo paramétricos anteriores s6 consideravam uma trajectoria, situacdo usual nos dados financeiros para os
quais se tem um volume de dados suficiente para que a estimacdo nao paramétrica seja bem sucedida. No caso
que ¢ o objecto deste estudo, tratando-se de um modelo de crescimento individual de bovinos, cada trajectoria
tinha apenas um pequeno niimero de observagdes mas, em compensagao, os dados continham muitas trajectérias
— correspondentes a muitos animais — com caracteristicas relativamente uniformes, sendo admissivel terem um
modelo comum e com 0s mesmos parametros.

Mecanica e Engenharia Estrutural

O estudo da oscilagao um sistema mecanico pode ser feito através de um modelo com uma equacdo diferencial
ordinaria linear de segunda ordem com coeficientes constantes, que € a equacao do oscilador linear para o des-
locamento. Quando no modelo se considera uma excitagdo aleatdria no segundo membro, obtém-se uma equa-
¢do do tipo da equagdo de Langevin; a esta, por sua vez, pode associar-se o sistema de equagdes diferenciais
estocasticas dado por :

0 1 Xd
dX,d:k C-,+00'd5’
dx' | | T Tm)lx7] L0 o]|ar

no qual, (X td )tZO ¢ o deslocamento linear, (X ; )

t
massa e ¢, 0 amortecimento, sdo parametros do modelo. Em Prior et al (14) estimam-se os parametros k e ¢ do
modelo, descrito pela EDE multi-dimensional acima, supondo que num dado instante fixo o pardmetro &£ muda
de valor; trata-se, pois, de um problema de EDE com regimes de um tipo especial em que o tempo em que o
regime muda é ndo aleatorio. A estimagdo € feita pelo método da verosimilhanga maxima recorrendo a solugdo
explicita da EDE multi-dimensional do modelo. Posteriormente em Prior et al (16) os autores consideraram um
modelo do tipo anterior s6 que com parametros matriciais e obtém resultados muito gerais de regularidade para
o estimador de verosimilhanga méxima do coeficiente de tendéncia — que ¢ matricial — do sistema de EDE recor-
rendo a nogdo de modelo regular segundo Ibragimov—Khasminskii que é explorada em Ibragimov et al (81). O
trabalho apresenta ainda estudos de simulagdo para modelos com relevancia na engenharia de estruturas. O tra-
balho Milheiro et al (03) trata da construgdo de um estimador aproximado (filtro) para o estado de um sistema
com comportamento ndo linear, parcialmente observado, para ser usado em tempo real quando o erro de medi-
¢do ¢ fraco. Mostra-se que o estimador proposto converge para o estimador 6ptimo quando a intensidade do
ruido de observagao tende para zero. Investiga-se também uma aplicag¢do ao seguimento da queda de um corpo
atravessando a atmosfera.

5o ¢ a velocidade do deslocamento e onde £, a rigidez, m, a
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Matematica Financeira e Econometria

No ambito da Matematica Financeira e da Econometria ha muitos temas que admitem uma modelagdo eficaz por
meio das EDE. Referiremos, entre outros cultivados em Portugal, os modelos com regimes auto-induzidos e
modelos que rotineiramente sdo aplicados a problemas de matematica financeira e para os quais se desenvolvem
métodos, mais eficazes, de estimac¢do e simulacdo de Monte Carlo.

Os modelos com regimes auto-induzidos aparecem naturalmente quando o fenémeno aleatorio, que
pretendemos modelar com uma EDE, pode exibir alteragcdes estruturais no tempo que levem a admitir que os
termos de tendéncia e de volatilidade, da EDE que descreve o fendmeno, possam mudar a sua estrutura. Nessas
condi¢des a EDE — generalisada — que descreve o fenémeno pode ser, por exemplo, do seguinte tipo:

Tj+ Titl
X =X+ [f(XO 0.6, )du+ [H(XO u.0,)aB, i=12
z; 7;

em que 7; <7, <...<7, <.. ¢ uma sucessdo de tempos aleatorios, tempos nos quais o pardmetro muda de

@1 para @2 ou vice versa. No trabalho Esquivel et al (14) € feita a construcao deste tipo de modelos no caso

em que os tempos aleatédrios sao definidos pelo atravessamento de limiares — limiares superiores e inferiores, ou
barreiras — pelas trajectdrias do processo solucdo; propde-se também um método de estimacao dos pardmetros —
com estimadores que se demonstra serem consistentes — que combina estimadores conhecidos com a minimiza-
¢do de uma funcdo de contraste de minimos quadrados; esta minimizagdo € realizada sobre uma grelha que dis-
cretiza o espaco de parametrizacao dos limiares. Ha, na literatura, outros modelos com regimes em que os tem-
pos aleatorios em que ocorre a mudanca de regime sdo, eles proprios, definidos por um outro processo estocasti-
co, por exemplo por uma cadeia de Markov; a vantagem dos modelos com regimes auto-induzidos é que ndo ha
outra fonte de aleatoriedade para além da que rege a EDE e esta caracteristica confere propriedades notaveis aos
modelos. Por exemplo, os modelos com regimes auto-induzidos de precos de activos sdo completos — isto €
permitem a defini¢do de um prego Unico para produtos financeiros derivados — e tal é conseguido em condigdes
muito gerais. O trabalho Mota et al (14) explora a aplicagdo das técnicas estatisticas desenvolvidas — com dados
reais da Bolsa de Nova York — a um modelo com regimes auto-induzidos de tipo Browniano geométrico, conse-
guindo-se por simulacdo de Monte Carlo o apregamento de produtos financeiros derivados simples de tipo call-
option. O trabalho Mota et al (16) faz um estudo estatistico de modelos sem e, com regimes, € mostra que na
perspectiva de critérios estatisticos standard — tais como o AIC ou o BIC — os modelos com regimes sdo preferi-
veis.

Na segunda area tematica que identificamos, os novos métodos para modelos classicos, temos uma vari-
edade apreciavel de resultados. Os trabalhos notaveis que referimos seguidamente, da autoria de Jodo Nicolau,
que foi aluno de doutoramento de Carlos Braumann, focam-se na estima¢ao nao paramétrica de difusdes homo-
géneas ¢ ndo homogéneas. Nicolau (02) apresenta um método para determinar, por simulagdo de Monte Carlo
uma aproximacao ao estimador de verosimilhanga maxima do parametro de uma difusdo homogénea a partir da
densidade de transi¢do. Nicolau (03) quantifica e, propde um ajustamento para, o viés assimptédtico do estimador
de Florens-Zmirou e do estimador de Jiang and Knight do coeficiente infinitesimal de volatilidade — estimadores
estes que sdo ndo paramétricos, isto €, baseados num nucleo (kernel) - sendo que o ajustamento proposto man-
tém todas as propriedades assimptdticas dos estimadores modificados. Nicolau (07) propde estimadores nao
paramétricos para os coeficientes infinitesimais de tendéncia e volatilidade de difusdes homogéneas, num siste-
ma de EDE correspondente a uma EDE de segunda ordem do tipo seguinte,

dY, = X ,dt
dX, =a(X,)dt+n(X,)dB,

estimadores estes que mostra serem consistentes e assimptoticamente normais sob hipoteses ndo muito restriti-
vas. A motivagdo subjacente recai nos modelos em que as observagdes, a uma certa data, podem ser considera-
das como a acumulacdo de todas as pequenas perturbagdes do passado até essa data, dando origem a um proces-
so integrado que ¢ depois considerado como uma SDE de segunda ordem que, finalmente, ¢ reescrito como o
sistema de EDE acima. Nicolau (10) propde um método — baseado em simulagdes de Monte Carlo — para esti-
mar as densidades de transi¢cdo de difusdes ndo lineares e ndo homogéneas, método este que se mostra ser as-
simptoticamente equivalente ao estimador de verosimilhanga maxima; consegue-se assim um método eficiente
para estimar os parametros da difusdo e os momentos condicionais do processo. Em Mota et al (18) mostra-se
que para difusdes ergodicas se podem aplicar, com bons resultados, os estimadores derivados dos estimadores
de verosimilhan¢a maxima; a ideia consiste em utilizar a densidade invariante, como se as observacdes do pro-
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cesso fossem independentes e, identicamente distribuidas com a distribuigdo invariante. Os autores de Beleza
Sousa et al (12), com o objectivo de calibrar o modelo, aplicam ao modelo de Vasicek para taxas de juro a téc-
nica de regressdo de processos Gaussianos denominada também machine learning for Gaussian processes ou,
na terminologia da Geologia, o kriging. Em Beleza Sousa et al (15), introduz-se um método, vectorial para a
simulacdo de trajectorias de variados processos, solucdes de EDE, baseado na regressdo de processos Gaussia-
nos, método este que permite uma reducao dos tempos de execugdo em cerca de nove vezes em comparacao
com a simulacgdo recursiva usual. Em Dias et al (18) propde-se um algoritmo de recorréncia para o calculo de
momentos de uma variavel com distribui¢ao de qui-quadrado ndo central e para o calculo de fungdes especiais —
Nuttall, Marcum generalizadas e Toronto — que se demonstra ser muito eficiente. A utilidade de um algoritmo
deste tipo fica patente quando se pretende o calculo rapido e preciso de pregos produtos financeiros derivados de
um subjacente cujo prego tenha como modelo uma EDE descrita por,

5
— — 2
ds, =(r—q)S,dt +o(S,)S,dB,, o(S,)=5S> , f=0
em que o coeficiente infinitesimal de volatilidade ¢ uma fungdo ndo linear — de tipo poténcia — do prego do sub-
jacente; veja-se o trabalho Larguinho et al (13).

Conclusao

Fica claro neste breve sumario dos trabalhos desenvolvidos — e publicados em revistas — na area da Estatistica
das EDE por alguns matematicos Portugueses, que h4 um conjunto de tematicas que vém sendo desenvolvidas
com notavel sucesso — estimagao por verosimilhanga maxima, por simulagdo de Monte Carlo, por regressdo de
processos Gaussianos, estimagdo ndo paramétrica — em variadas areas de aplicagdo distintas: Dinamica das Po-
pulagdes, Mecanica e Engenharia Estrutural e Matemadtica Financeira. Houve publica¢gdes muito relevantes para
a tematica que exploramos e que ndo foram referidas neste trabalho, nomeadamente, as dissertagdes de douto-
ramento de Carlos Braumann, de Jodo Nicolau, de Pedro Mota e de Jodo Beleza e Sousa; sendo trabalhos nado
facilmente acessiveis mereceriam ainda assim referéncia e analise detalhada num trabalho mais amplo que este e
que esperamos seja realizado em breve. Nao podemos deixar de referir que, sobre o tema mais alargado das
EDE — sem a particularizagdo que seguimos nesta nota a Estatistica e a simulacdo de Monte Carlo — ha uma
quantidade muito apreciavel de trabalhos de excelente qualidade por autores Portugueses, traballhos que mere-
cem, sem duvida, uma recensdo cuidada.
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1. Introducao

Os modelos de crescimento individual representam alteracdes no tamanho de um uUnico individuo ao
longo do tempo. Apesar deste texto ser exclusivamente dedicado ao crescimento individual, muitos dos
modelos aplicados ao crescimento populacional sdo também utilizados para modelar o crescimento in-
dividual.

Virios padroes sdo frequentemente observados nas taxas de crescimento de organismos. O chamado
padrdo exponencial € tipico para o crescimento em certos periodos de tempo geralmente curtos e logo
ap6s o nascimento. O padrdo de crescimento assimptotico, aplica-se ao comprimento de alguns orga-

nismos, ao tamanho do créinio e do cérebro. E caracterizado por um decrescimento positivo e constante
da taxa de crescimento, portanto nao possui ponto de inflexdo. O peso e volume do corpo e da maioria
dos 6rgdos apresentam um padrdo de crescimento sigmoéide ou em forma de S. Inicialmente, a taxa de
crescimento em massa € baixa mas a aumentar. A taxa de crescimento atinge um maximo, que corres-
ponde ao ponto de inflexdo da curva e depois vai decrescendo para zero a medida que o animal atinge o
seu peso na maturidade. A curva sigmoide € prevalente entre animais de crescimento determinado, e isto
conduziu ao surgimento de uma classe especfﬁca de “funcgdes sigm(’)ides” para descrever o crescimento.
Uma curva de crescimento em forma de sino € observada em orgaos que degeneram (Thymus, bursa de
Fabricius, ossos nos mais idosos, etc.). Neste caso o tamanho dos 6rgaos primeiro aumenta, € apds atin-
gir um maximo comeca a decrescer. O crescimento pode apresentar padrdes complexos, tais como nao
mondtonos, alteragdes oscilantes em massa (por exemplo animais sujeitos a fortes diferencas sazonais
na qualidade do alimento) e em plantas perenes.

Grande parte dos modelos de crescimento frequentemente aplicados sdo de natureza deterministica e
€ usual tratar variacOes aleatdrias dos dados através de modelos classicos de regressdo. A suposi¢ao
tradicional dos modelos de regressd@o que considera que os desvios da curva de regressdo observados
s@o independentes para diferentes instantes seria realista se tivéssemos desvios provocados por erros de
medi¢do mas € totalmente irrealista quando os desvios sdao devido a alteragdes aleatdrias nas taxas de
crescimento induzidas por flutuagdes aleatérias ambientais. Por exemplo, nestes modelos de regressao
um atraso no crescimento num certo instante nao tem repercussdes em tamanhos futuros. Com os mo-
delos de equacdes diferenciais estocasticas (EDE) isto ndo se passa, uma vez que estes sao construidos
precisamente de forma a incorporar a dinamica do processo de crescimento e o efeito que as flutuagdes
aleatdrias do ambiente t€ém nessa dindmica.

Apresentamos uma classe de modelos de EDE para descrever o crescimento individual de organismos
(animais ou plantas) em ambiente aleatdrio. Esta classe de modelos conduz a versdes estocdsticas de um
modelo deterministico geral simples e flexivel que inclui como casos particulares alguns dos modelos
de crescimento deterministicos mais conhecidos com tamanho assimptético A (tamanho na maturidade),
como € o caso, por exemplo, do modelo monomolecular, do modelo logistico, do modelo de Gompertz
e do modelo de Bertalanffy-Richards. A classe de modelos de EDE desenvolvida possui um termo adi-
cional, que incorpora o efeito das flutuagdes aleatérias do ambiente no préprio crescimento e utiliza
uma funcdo crescente continuamente diferencidvel & que permite converter o tamanho X;, em determi-
nado instante (idade) ¢, num tamanho modificado ¥; = h(X;) que segue um equacgdo dindmica simples.
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Comecamos por admitir que existe uma Unica forma funcional para descrever a dindmica média da curva
de crescimento completa e generalizamos para o caso multifasico, em que consideramos que o coefici-
ente de crescimento assume valores diferentes para diferentes fases da vida do individuo.

De forma a melhor captar a variabilidade entre individuos, usamos modelos mistos em que os parametros
da equagdo sdo agora varidveis aleatdrias dependentes do individuo. Podemos considerar que os parametros
do modelo seguem uma determinada distribui¢do de probabilidade, como por exemplo, admitindo que

o tamanho na maturidade € gaussiano. Estudamos mais recentemente um modelo misto de equagdo
diferencial estocéstica com parametros que sdo varidveis aleatérias dependentes de caracteristicas dos
individuos.

Abordamos aqui, brevemente, topicos de estimagdo, previsao e optimizacao, no contexto de aplicacdo a
dados do peso de bovinos, dos modelos de EDE expostos.

2. Modelos de equacoes diferenciais estocasticas

Grande parte dos modelos deterministicos classicos utilizados na literatura para descrever o crescimento
individual de um animal (ou planta) em termos do seu tamanho X; (peso, volume, altura, comprimento,
etc.) no instante (idade) ¢ correspondem a uma equacgdo diferencial autbnoma da forma

dY,

— =Bla—1).%, =y, (1)
onde ¥; pode ser visto como um tamanho modificado, ou seja, ¥; = h(X;), onde 4 é uma fungdo estri-
tamente crescente continuamente diferencidvel (que assumimos conhecida). Temos, entdo, yg = h(xp)
e oo = h(A), onde xp é o tamanho observado em #( (¢ a primeira observacdo) e A representa o tamanho
assimptotico ou tamanho na maturidade do individuo tal como descrito anteriormente. O pardmetro J3,
positivo, é o coeficiente de crescimento e representa a taxa de aproximacao a maturidade. De acordo com
a escolha da fun¢do h em (1) assim podemos obter alguns dos modelos de crescimento mais frequen-

temente utilizados. Quando A(x) = x temos 0 modelo monomolecular; se 4(x) = —x~! coincide com o
modelo logistico; se i(x) = Inx corresponde ao modelo de Gompertz, e para h(x) = x¢, ¢ > 0 estamos
perante o modelo de Bertalanffy-Richards.

O crescimento individual de organismos deve ter em conta as flutuacoes aleatérias do ambiente que afec-
tam a taxa de crescimento e os modelos de equacdes diferenciais estocdsticas sdo mais adequados para
descrever este fendmeno. Assim, se um individuo cresce num ambiente sujeito a flutuacdes aleatdrias,
podemos modelar o crescimento através de uma EDE da seguinte forma

dY; = B(o—Y,)dt +cdW;, Y (o) = yo. )

A intensidade do efeito das flutuagdes ambientais no crescimento é medida pelo parametroc > 0e W; é
o processo de Wiener padrao. Este modelo € conhecido no contexto da dindmica de taxas de juro como
modelo de Vasicek (Vasicek, 1977) e é também designado por modelo de Ornstein-Uhlenbeck genera-
lizado. A escolha adequada da fun¢do & conduz as versdes estocésticas de modelos deterministicos ja
referidos.

Tendo por base o modelo (2), podemos considerar que o tamanho assimptético A € fixo, ou seja, 0 mesmo
para todos os individuos, e que o coeficiente de crescimento 3 é constante ao longo de toda a curva de
crescimento. Este é o caso mais simples, em que existe uma unica forma funcional para descrever a
dindmica média da curva de crescimento completa, e existem inumeros trabalhos na literatura onde é
possivel encontrar as suas principais propriedades analiticas. A solucdo desta EDE auténoma existe e
¢ unica, e € um processo de difusdo homogéneo com coeficiente de tendéncia dado por B (o.—y) e co-

eficiente de difusdo 62 (ver por exemplo, Braumann, 2005). Em Garcia (1983) e em Rennolls (1995),
podemos ver uma aplicagdo deste tipo de modelos aos crescimento de drvores. Qiming e Pitchford
(2007) aplicaram-no ao crescimento de peixes.

Numa outra situa¢do, podemos supor que o coeficiente de crescimento B tem valores diferentes para
diferentes fases da vida do individuo, conduzindo a uma generalizacdo do modelo estocéstico referido
ao caso multifasico (Filipe et al., 2012). Por simplicidade, se considerarmos duas fases com coeficientes
de crescimento B; e B, (o caso multifasico geral € uma generalizagdo trivial), ou seja, assumindo duas
fases distintas na curva de evolu¢ao do tamanho, o modelo de crescimento pode escrever-se da seguinte
forma

t <
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O parametro 3 depende agora de ¢, sendo u o instante (idade) de mudanca de fase. Neste caso, os resul-
tados, dependem da fase de crescimento em que o individuo se encontra. Por exemplo, até atingir este
o instante u o individuo encontra-se na primeira fase de crescimento e o seu tamanho modificado pos-
sui as propriedades do modelo de Ornstein-Uhlenbeck generalizado bastando substituir 3 por B;. Para
idades superiores a u, o individuo estd na segunda fase de crescimento e caimos no primeiro caso com
B = B>. No que diz respeito as probabilidades de transi¢do entre duas idades, se ambas se encontra-
rem na primeira fase ou ambas se encontrarem na segunda, estas probabilidades vao coincidir com as
correspondentes ao primeiro caso substituindo B por B; e Ba, respectlvamente Caso uma idade este]a
na primeira fase e outra na segunda, na distribui¢do de transic@o as expressdes da média e da varidncia
apresentam a contribui¢do da ambas as fases (Filipe et al., 2012).

E natural pensarmos que a evolucio do tamanho pode diferir de organismo para organismo devido a
caracteristicas proprias de cada individuo, por exemplo, devido a diferengas genéticas ou outras. Conse-
quentemente, podemos admitir que os parametros da equacao sdo agora varidveis aleatorias. Neste caso,
o modelo resultante também pode ser designado como modelo de EDE misto ou modelo de EDE de
efeitos mistos. Em particular, podemos construir uma extensao do modelo (2) ao caso em que o tamanho
assimptotico médio varia aleatoriamente de individuo para individuo. Mais concretamente, por exemplo,
que o é uma variavel aleatéria independente de W; com distribuicio gaussiana de média u e variancia 2.
Este tipo de modelos € estudado, por exemplo, em Ditlevesen et al. (2005), Donnet e Samson (2008),
Donnet et al. (2010) e Picchini ef al. (2007). Podemos obter a distribuicao de probabilidade do tamanho
modificado do individuo. Em termos do tamanho modificado, a sua média € dada pela mesma expressao
da correspondente ao caso do o ser fixo, mas aqui usamos o valor médio de o em vez do seu valor
fixo. A variancia do tamanho modificado € constituida por dois termos, um traduz a variabilidade devido
as variacdoes ambientais ao longo da vida do individuo (equivalente a variancia no caso do o fixo) e o
outro traduz a variabilidade resultante das diferencas do tamanho médio assimptético existentes entre os
individuos (Braumann et al. 2009).

Pretendemos melhorar este modelo incorporando a dependéncia dos parametros nas estimativas conhe-
cidas dos valores genéticos do individuo, de forma a explicar parte da variacdo desses parametros.

Para cada uma das situacOes descritas, podemos aplicar o método de maxima verosimilhanga, obtendo-
se as expressoes analiticas explicitas para a funcdo de log-verosimilhanca, as estimativas de méxima
verosimilhanca e os intervalos de confianga assimptoticos para os parametros dos modelos (Filipe et al.
2010, 2012, Braumann et al. 2009). Em Filipe et al. (2013), apresentamos um estudo de previsio,
com base neste tipo de modelos. Para a classe de modelos descrita, é possivel caracterizar o tempo que
um individuo demora a atingir um determinado tamanho (Carlos et al. 2013). Quando se trata de um
tamanho de interesse econdmico, podemos destacar a importancia destes resultados e, neste contexto,
abordar problemas de optimizacao (Filipe et al. 2015).

3. Exemplo de aplicacao ao crescimento de animais

[lustramos brevemente a aplicacdo dos modelos descritos a evolucdo do peso de bovinos. Em particular,
a dados do peso de bovinos das racas Mertolenga e Alentejana (Figura 1) fornecidos pela Associagdo
de Criadores de Bovinos Mertolengos (ACBM) e pela Associacdo de criadores de Bovinos de Raca
Alentejana (ACBRA).

Figura 1: Bovinos de raga Mertolenga (www.mertolenga.com) e bovinos de raca Alentejana
(www.bovinoalentejano.pt)

Neste caso, em que trabalhamos com o peso de animais, verificou-se que as transformacgdes mais ade-

quadas eram /(x) = Inx e h(x) = x'/3, que conduzem ao modelo de Gompertz estocastico (MGE) e a um
modelo de Bertalanffy-Richards estocastico (MBRE), respectivamente.
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A Tabela 1, apresenta alguns resultados da aplicacdo do método de maxima verosimilhanga a dados
do peso de 97 fémeas da raga Mertolenga, 16021 machos da raca Mertolenga e 9479 machos da raca
Alentejana.

97 Fémeas ACBM 16021 Machos ACBM 9479 Machos ACBRA
MGE MBRE MGE MBRE MGE MBRE

A| 411.2+£8.1 425.7+9.5 630.1+£6.4 886.5+14.1 748.4+5.8 935.24+9.8

B |1.676+0.056 1.1824+0.056 | 1.422+0.012 0.811+£0.011 | 1.5694+0.011 0.964+0.010

o | 0.302+£0.009 0.597+£0.019 | 0.340+0.002 0.6224+0.031 | 0.336+:0.002 0.700 4 0.004

Tabela 1: Estimativas de maxima verosimilhanca e intervalos a 95% de confianca aproximados para os
parametros do modelo (2).

Comparando os vérios modelos aplicados, no caso das fémeas Mertolengas, observamos que o modelo
de efeitos-mistos € significativamente melhor do que o modelo admitindo & fixo para o caso do MGE.
Para o MBRE ndo se observou uma melhoria significativa do modelo com o varidvel relativamente ao
modelo com « fixo. O modelo bifasico revelou ser significativamente melhor do que o modelo mo-
nofésico, quer no caso do modelo de Gompertz quer no de Bertalanffy-Richards.

Em termos de previsdo de valores do peso de bovinos com base nos modelos de EDE monofasico e
bifasico, em Filipe et al. (2013) mostramos que, de facto, os nossos modelos de EDE sdo os mais
adequados quando comparados com os correspondentes deterministicos para os quais sdo usualmente
aplicados métodos de regressao classicos. Os intervalos de confianga assimptoticos para a previsao, po-
dem ser obtidos com base em simula¢@o ou utilizando o método delta. Podem ser obtidos os resultados
de previsdo de valores futuros do peso de um animal trabalhando com dados passados desse animal e a
previsdo desses mesmos pesos no caso em que nao temos dados anteriores desse animal mas temos dados
de outros animais semelhantes os quais presumimos terem os mesmos parametros. O modelo bifasico
mostrou ser melhor em termos de previsao.

A aplicag¢do dos modelos apresentados pode ser de extrema utilidade no contexto econdémico. Filipe et
al. (2015) é dedicado precisamente a questdo de optimizagdo do lucro médio de venda de um animal. Por
um lado, com base nos nossos modelos, podemos calcular o lucro esperado para diferentes idades do ani-
mal, e em particular, podemos determinar a idade 6ptima de venda do animal de forma a que esse lucro
seja maximo. Podemos também obter a distribuicdo de probabilidade do lucro de venda e calcular pro-
babilidades envolvendo esse lucro. Por outro lado, sabendo qual o peso do animal exigido pelo mercado,
podemos estudar as propriedades do tempo que o animal demora a atingir esse peso pela primeira vez.
Podemos obter expressdes para a média e variancia destes tempos (tempos de primeira passagem), assim
como expressoes para a sua funcdo densidade de probabilidade e func¢do distribui¢do. Com base nestes
resultados podemos determinar qual o peso 6ptimo de venda do animal em termos de maximizacao do
lucro médio de venda. Foi feita a comparagdo entre as duas metodologias, uma consistindo em vender o
animal numa idade fixa (escolhida de forma a optimizar o lucro médio) independentemente do seu peso
e a outra consistindo em vender o animal quando atinja pela primeira vez um peso fixo (escolhido de
forma a optimizar o lucro médio) independentemente da idade. Verificou-se que a segunda metodologia,
para valores tipicos do mercado, era preferivel pois permitird um lucro 6ptimo mais elevado do que a
primeira até, no caso do modelo de Gompertz estocdstico, com um menor desvio-padrao desse lucro
optimo.

4. Consideracoes finais

Temos vindo a desenvolver e aplicar modelos de equacdes diferenciais estocasticas a dados do peso de
bovinos. Em particular, come¢amos por trabalhar com dados do peso de fémeas da raca Mertolenga,
uma raga autdctone com elevada representacdo na regido do Alentejo. Actualmente, encontramo-nos a
trabalhar com dados de machos das ragcas Mertolenga e Alentejana, no ambito do projecto Go Bov+, que

envolve a participacio da Universidade de Evora, do INTAV - Instituto Nacional de Investigagio Agraria
e Veterindria, da Associa¢do de Criadores de Bovinos Mertolengos, da Associacdo dos Criadores de
Bovinos da Raca Alentejana e de varios produtores. Pretende-se continuar a aprofundar o estudo de mo-
delos de EDE, incluindo no modelo a dependéncia dos parametros dos valores genéticos do individuo
disponiveis, de forma a explicar parte da variagdo desses parametros e assim melhorar a margem de erro
das previsdes. Com base nos custos de producdo e precos de venda no mercado, poderemos obter a
previsdo individual do peso futuro, da idade 6tima de abate e do lucro associado, em fungao do peso

outono de 2018 79



atual do animal e dos valores genéticos, tornando-a mais precisa e individualizada, com a consequente
melhoria dos lucros.
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Breve introducao as equacoes diferenciais estocasticas
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1. Introducao

O objetivo deste texto € o de proporcionar uma breve primeira apresentagao informal das
equagoes diferenciais estocasticas, num contexto simples que evite questdes de natureza muito técnica,
j& que a principal preocupagdo ¢ a de permitir ao leitor ndo familiarizado com esta matéria a
compreensdo dos aspetos fundamentais. Foi este o objetivo fixado no convite, que muito agradeco, do
Editor do Boletim da SPE, Professor Doutor Fernando Rosado, com o objetivo de enquadrar a leitura
deste niimero do Boletim dedicado as equagdes diferenciais estocasticas e suas aplicagdes. Sendo este
0 objetivo, este texto segue de perto, nalgumas partes, o texto Braumann (2008b) anteriormente
publicado neste Boletim. O leitor interessado em aprofundar esta matéria pode consultar livros como
Arnold (1974), Oksendal (2003), Braumann (2005) ou Braumann (2019).

E bem sabido que as equacdes diferenciais ordinarias (EDO) tém uma longa tradi¢io e grande
sucesso como modelos matematicos do comportamento de fendémenos dindmicos nas mais variadas
areas da Ciéncia e da Tecnologia. De facto, é por vezes mais facil e natural descrever regras de
comportamento da taxa de variagdo (derivada) de uma variavel temporal (regras que podem envolver
essa variavel e/ou outras varidveis com as quais interage) do que descrever diretamente as regras de
evolucdo da propria variavel. Obtém-se assim uma EDO que, por integragdo, permite obter o
comportamento da variavel de interesse e fazer previsdes sobre a sua evolugdo futura. No caso de uma
so variavel X(¢) teremos um modelo da forma

TU _Fx@®) o dX() = F(6,X(®) de M)

com uma condi¢do inicial X(0)=Xo. A extensdo a varias varidveis € relativamente simples,
trabalhando-se com um vetor de variaveis e usando também um vetor de fun¢des das varias variaveis
em vez de uma fungdo escalar F. Para ndo complicar a notagdo, consideraremos aqui o caso
unidimensional.

Raramente ¢ possivel ou desejavel introduzir nesses modelos todas as varidveis que afetam a
taxa de variacdo, muitas vezes desconhecidas ou dificeis de medir ou de prever e em nimero elevado.
E, pois, natural, que a taxa de variagdo de uma variavel X(t) seja expressa na forma de uma taxa média
F dependente das varidveis explicitamente consideradas no modelo e de um termo estocéstico
adicional relativo aos desvios em relagdo a essa média decorrentes das alteracdes das variaveis nao
consideradas explicitamente no modelo (a que chamaremos genericamente variaveis ambientais). Tao
natural como o tratamento probabilistico que usamos para descrever o resultado do langamento de uma
moeda ao ar em vez de pretendermos introduzir de forma deterministica as diversas forgas resultantes
da gravidade e da forma exata como posicionamos ¢ movimentamos a mao ao lancar a moeda e ao
recolhé-la.

Se admitirmos que as varidveis ambientais sdo em numero elevado, € natural que os desvios
(em relagdao ao comportamento médio da taxa de variagdo) provocados pelas suas perturbagdes possam
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ser aproximadamente descritos por um processo estocastico gaussiano de média zero. E mais facil
considerar o efeito acumulado dessas perturbacdes entre o instante 0 e o instante £ Se admitirmos que
as perturbacdes que atuam em intervalos de tempo ndo sobrepostos sdo aproximadamente
independentes, entdo € natural que esse efeito acumulado possa ser aproximado por um processo com
incrementos independentes. Admitindo no limite a continuidade temporal das perturbagdes (também ¢
possivel considerar perturbagdes descontinuas mas disso ndo falaremos aqui), se os incrementos
fossem estacionarios, o processo estocastico referido seria o processo de Wiener (Unico que conjuga as
propriedades de ser continuo, gaussiano de média zero e ter incrementos independentes estacionarios).
Como, porém, para um intervalo de tempo infinitesimal d?, a variancia dos incrementos pode depender
do instante ¢ e do valor nele tomado pelas variaveis consideradas no modelo, o incremento do termo
estocastico assumira a forma do produto duma fun¢do G desse instante e desses valores (em que G2 é
a taxa de varia¢do da variancia do processo) pelo incremento dW (t) do processo de Wiener padrao
MW(t). O processo de Wiener diz-se padrao se o seu incremento num intervalo de tempo tem
variancia igual (e ndo apenas proporcional) a duragdo do intervalo.
Assim, no caso unidimensional, obtemos a equagao diferencial estocastica (EDE)

dx(t) = F(t,X(t)) dt + G(t, X (£))aw (t) (2)

com a mesma condicdo inicial X(0)=2Xo. Como o valor inicial pode ser desconhecido, nada impede que
Xo seja uma variavel aleatoria (v.a.) com variancia finita, desde que seja independente de WA ¢). Note-
se que podemos generalizar, sem dificuldades, ao caso de varias varidveis e varios processos de
Wiener. Também podemos generalizar, embora disso ndo tratemos aqui, ao caso de processos com
saltos.

Naturalmente, pressupde-se um espago de probabilidade subjacente (Q,&,P) e, representando
por we 0 “acaso”, convém lembrar que W £) é um processo estocastico, isto ¢ depende do tempo e
do acaso, pelo que rigorosamente deveriamos escrever W( ¢ ), mas abreviamos para W ). Podemos
pensar que um @ concreto representa um estado concreto do “ambiente” que determina os valores
concretos (ao longo de toda a histéria do processo) dos fatores perturbadores do nosso fendmeno;
entdo Q representard o conjunto de todos os possiveis estados “ambientais”, de entre os quais o estado
observado w ¢ “escolhido ao acaso” de acordo com a lei de probabilidade P. Para ¢ fixo, temos uma
v.a. (fun¢do mensuravel-§ do acaso). Para w fixo, M(t,®) ¢ uma fungdo do tempo (uma trajetdria ou
realizacdo do processo) que descreve a evolucdo do efeito acumulado (entre 0 e ¢) das perturbagdes de
base quando o estado do “ambiente” ¢ w. Claro que, a diferentes estados “ambientais”, correspondem
em geral trajetorias diferentes. Obviamente, a solu¢do X(£)=X(tw) da EDE, se existir, ¢ um processo
estocastico pois também depende do estado do “ambiente”. Agora, as previsdes futuras dos valores de
X(©) sdo de natureza probabilistica, ja que, para ¢ fixo, X(£) é uma v.a.

As EDE tém um vasto campo de aplicagdo em todas as areas da Ciéncia e da Tecnologia
sempre que os fatores “ambientais” aleatorios ndo sejam negligenciaveis. Elas sdo predominantes
quando esses fatores assumem um papel fundamental, como sucede, por exemplo, nas muitas
aplicagdes financeiras (bolsas, futuros, opgdes, etc.) ou em sismologia. Este nimero do Boletim da
SPE dara exemplos ilustrativos de trabalho desenvolvido por investigadores portugueses nalgumas das
areas de aplicagao das EDE.

2. Breve introducio as equacoes diferenciais estocasticas

Naturalmente, entende-se por solucdo da EDE (2), a solucdo X(£)=X(tw) da correspondente
equagao integral

X() =X, + fOtF(s,X(s)) ds + fOtG(s,X(s)) dw (s). (3)
Sob condig¢des de regularidade adequadas, para cada trajetoria o fixa, o primeiro integral pode
ser interpretado como um vulgar integral de Riemann. Porém, o segundo integral ndo pode ser

interpretado como integral de Riemann-Stieltjes porque o processo integrador WA(¢) tem variacdo
ilimitada para quase todas as trajetorias.
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Por essa razdo, quando aproximamos o segundo integral por somas de Riemann-Stieltjes para
uma sucessdo de decomposi¢des 0 =tg, <t;p, <<t 1, <tpp,=t m=12..) (com
didmetro convergente para zero) do intervalo de integragdo, o limite dessas somas depende da escolha
dos pontos intermédios onde ¢ calculada a funcdo integranda G(s,X(s)). Diferentes escolhas
correspondem a diferentes integrais estocasticos.

Se fizermos a escolha (ndo-antecipativa) dos pontos iniciais de cada subintervalo (a escolha em
que a dinamica presente nao ¢ afetada pelas perturbagdes aleatorias futuras), temos, sob condi¢des de
regularidade adequadas, o integral de It6

[y 6, X())AW(S) = LiMyrpoe Tiey G(temsn X (tko1,)) (W (ten) = W (to1,0)); )

onde usamos o limite em média quadratica representado por l.i.m. (convergéncia L2 com respeito a @)
para a obtenc¢do do limite das somas de Riemann-Stieltjes. O integral de Itd6 pode generalizar-se a uma
classe mais vasta de fungdes integrandas substituindo essa convergéncia por uma convergéncia em
probabilidade.

O integral de It6 tem excelentes propriedades probabilisticas para funcdes G satisfazendo
condi¢des de regularidade adequadas, como ter esperanga matematica nula, varidncia igual a
fot E[G?(s,X(s))]ds e ser, como fungdo de ¢, uma martingala. Porém, ndo segue as regras usuais de
calculo. Tal obriga a um novo célculo, o célculo estocastico de It6, que pode ser caracterizado pela
regra de diferenciacdo da fun¢do composta. Sob condi¢des de regularidade adequadas de Fe G e para
uma fungdo h(t,x) com derivadas parciais continuas em ¢ e primeiras e segundas derivadas parciais

continuas em x, a fun¢do composta Y (t) = h(t, X(t)) tem diferencial baseado na expansio de segunda

2
ordem em x, isto é dY(t) = g—f:dt +S—ZdX(t) +% ZTZ (dX(t))%. O termo de segunda ordem nio

apareceria no calculo ordinario pois (dX(t))? seria de ordem inferior a dt. Aqui, porém, como
E[(W(t + At) — W (t))?] = At, vem (dX(t))? = F2(dt)? + 2FGdtdW (t) + G*(dW (t))? =0 +
0 + G2dt, uma vez que os dois primeiros termos sio de ordem inferior a dt mas o ultimo nio ¢,
devido a irregularidade das trajetdrias de W (t). Substituindo dX(t) e (dX(t))? pelas suas expressoes,
obtemos a regra de diferencia¢do de Ito (com F, G ¢ h e suas derivadas calculadas no ponto (£ X(?)))

on 1 0%

dy (t) = (Z—’;+—F +

oh
UF +2 2562 dt + 52 GaW (¢). (5)

Ha outros integrais correspondentes a outras escolhas ou combinacdes de escolhas dos pontos
intermédios. O mais popular deles ¢ o integral de Stratonovich que, sob condi¢des de regularidade
adequadas, ¢ dado por (o “(S)” ¢ para assinalar que se usa o calculo de Stratonovich)

(8) f, G(s,X(s))dw (s) =

. X(tr—1,n)+X(trn)
Limg, e Z%:l G (tk—l,n' %) (W(tk,n) - W(tk—l,n))- (6)

Dado que ele contempla uma suavizacdo da trajetoria, segue as regras usuais de calculo, isto &,
, dh  oh oh ~ . .
teriamos dY(t) = (E-'_EF ) dt+aGdW(t). Nao tem em geral, porém, as boas propriedades
probabilisticas do integral de Ito.
Como ¢ natural, as EDE de It6 e de Stratonovich com idénticas fun¢des Fe G, tém em geral

solugdes diferentes. Alids, usando (4) e (6), ¢ facil mostrar que a EDE de 1t6 dX = Fdt + GdW ¢
equivalente a (tem a mesma solugdo da) EDE de Stratonovich (S) dX = F*dt + GAW com
. 1,06
F*=F — EG a
Em qualquer dos calculos, as fun¢des e G devem satisfazer certas condi¢des de regularidade
para se poder garantir a existéncia e unicidade de solucao da EDE; felizmente, com condi¢des de
regularidade adequadas, a solugdo ¢ um processo de Markov e até um processo de difusdo,
satisfazendo portanto as equacdes de Kolmogorov. Se a EDE for autébnoma (F(t,x) =F(x) e
G(t,x) = G(x)), a solugdo ¢ mesmo um processo de difusdo homogéneo. Mais pormenores podem
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ver-se em livros como os referidos no inicio da sec¢do anterior ou, em versao resumida, em Braumann
(1998).

Devo referir que tem havido uma certa controvérsia na literatura sobre qual dos calculos, It6 ou
Stratonovich, ¢ mais adequado em cada tipo de aplicagdes, uma vez que eles dao resultados que, até do
ponto de vista qualitativo, sdo aparentemente diferentes. Por exemplo, em modelos de crescimento
populacional com aleatoriedade ambiental, um calculo prevé que, em certas condi¢des, a populagdo se
extingue com probabilidade um, enquanto o outro prevé que, nas mesmas condi¢des, a probabilidade
de extingdo ¢ nula. Braumann (2007a,b,c), ilustrando com modelos de crescimento populacional e de
pesca, resolve a controvérsia mostrando que a razdo da aparente discrepancia de resultados resulta da
suposi¢ao implicita feita na literatura de que F (¢, x) (taxa “média” de crescimento da populagdo) tem o
mesmo significado para os dois calculos. Isso é falso pois F(t,x) representa geralmente médias
diferentes da taxa de variacdo. No caso do calculo de Itd representa sempre a taxa média aritmética. No
caso do calculo de Stratonovich, o tipo de média depende da funcdo G(t,x); se ¢ ndo depender de x,
F(t,x) representa igualmente a taxa média aritmética e os dois calculos ndo se distinguem; se G
depender linearmente de x, como sucede nos modelos de crescimento populacional com aleatoriedade
ambiental, F(t, x) representa a taxa média geométrica; noutros casos representa outros tipos de média.
Se atendermos as diferengas entre as médias, os resultados dos dois calculos coincidem. A moral da
historia ¢ que temos de ter cuidado ao escolher a fungdo F(t,x). Por exemplo, nos modelos de
crescimento populacional com aleatoriedade ambiental, se usarmos o calculo de It6, devemos
naturalmente escolher para F(t, x) a expressdo correta para a taxa média aritmética de crescimento da
populagdo; se, porém, usarmos o calculo de Stratonovich, devemos escolher a expressao correta para a
taxa média geométrica de crescimento. Se tivermos esse cuidado elementar, os dois célculos ddo
resultados totalmente coincidentes.

3. Equacgoes diferenciais estocasticas autonomas

Consideremos o caso particular de uma EDE auténoma. Vamos, por simplicidade, considerar o
caso unidimensional, embora tudo possa ser facilmente generalizado ao caso multidimensional. Temos
entdo a EDE autonoma

dx(t) = F(X(t)) dt + G(X(©))dW (¢) (7)

e, para t > s, designemos por X, (t) a solu¢do, caso exista, desta EDE com a condi¢do inicial
X(s) =x. Caso F e G satisfagam uma condi¢do de Lipschitz, pode assegurar-se a existéncia e
unicidade da solugdo, que ¢ um processo de difusdo homogéneo. Devido a homogeneidade, os
processos Xs,(s+7) e Xp,(7) tém, para T=>0, a mesma distribuicdo inicial, as mesmas
probabilidades de transi¢do e, portanto, as mesmas distribuicdes de dimensdo finita. Assim, se
condicionarmos a condi¢do inicial, s6 interessam as probabilidades de transi¢do, pelo que, do ponto de
vista probabilistico, ¢ indiferente trabalhar com um processo ou outro e podemos designar
simplesmente por X (t) uma solugdo genérica de (7) sem especificar a priori qual ¢ a condi¢ao inicial
no instante 0. Fixada uma condicdo inicial, a solu¢do serd unica. Para a esperanca matematica
condicional de uma fun¢do A da solugdo usaremos, para 7 >0, a notacdo E,[h(X(7))]:=
E[h(X (1)) | X(0) = x] = E[h(X(s + 7)) | X(s) = x]. O processo X(t) tem coeficiente de tendéncia

ou média infinitesimal a(x): = lim,_ o+ E, [X(AA)_x] = F(x) e coeficiente de difusdo ou variancia
a2
infinitesimal b(x): = limp_,o+ E, [@] = G%(x).
2
Designando por 9 = a(x)% + %b(x)% o operador de difusdo, dada uma fungdo A

mensuravel-Borel de classe C?de suporte compacto (algumas destas exigéncias podem ser atenuadas),
obtém-se a formula de Dynkin E,[h(X(t))] = h(x) + E, [ fot @h(X (s))ds] tirando partido da regra

de It6. Ela ¢ igualmente valida se substituirmos o tempo fixo ¢ por um tempo de Markov T com
esperan¢a matematica finita. Um exemplo de tempo de Markov ¢ o tempo de primeira passagem
T, =:inf {t = 0: X(t) = a} do processo X(t) por um limiar a, pois, para saber se T, <t ou nao,
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precisamos apenas de conhecer os valores do processo até (inclusive) o instante £ note-se que, para as
trajetorias de X (t) que porventura ndo passem por a, se considera que T, = +oo.

Da féormula de Dynkin e nas mesmas condigdes para A, deduz-se que a funcdo u(t,x) =

E, [h(X(t))] satisfaz au;i’x) = E,[Dh(X(t))] e satisfaz também a equagdo de Kolmogorov regressiva

ou

P Pu com condicdo inicial u(0*,x) = h(x). Pode obter-se uma generaliza¢gdo muito util para o

estudo de produtos financeiros derivados (como, por exemplo, opgdes), a formula de Feynman-Kac, a
qual, dada uma fungdo ¢q ~continua e limitada inferiormente, nos diz que
v(t,x) =E, [exp (— fot q(Xx (s))ds) h(X (t))] satisfaz Z—Z =9Pv—qv  com condi¢cdo inicial
v(0%,x) = h(x).

Um resultado fundamental para a Matematica Financeira ¢ o teorema de Girsanov, do qual
daremos apenas uma breve ideia do que trata. Ele permite mudar, sem alterar a solu¢cao do ponto de
vista probabilistico, o coeficiente de tendéncia de F(x) (por exemplo, de um ativo com risco
satisfazendo a EDE (7)) para um outro que nos seja mais conveniente F*(x), através da mudanca do
processo de Wiener W (t) para um novo processo W*(t). Porém, W™*(t) geralmente ndo serd um
processo de Wiener para a probabilidade P, mas ¢ um processo de Wiener para uma nova medida de
probabilidade P* convenientemente construida (a qual distorce as probabilidades dos varios
“ambientes” ou cenarios dos mercados). Normalmente escolhe-se para F*(x) a taxa de variacdo de um
ativo sem risco, do que resulta que, na perspetiva de P*, o ativo com risco parece ter a mesma taxa de
rendimento média que o ativo sem risco, caso em que P* ¢ conhecida como probabilidade neutral ao
risco. P* também ¢é conhecida por medida martingala equivalente porque, utilizando o valor
descontado do ativo com risco (valor que resulta de lhe aplicar uma taxa de desconto igual a taxa de
rendimento do ativo sem risco), este processo estocastico descontado ¢ uma martingala para a
probabilidade P*. O mesmo sucede ao valor descontado de certos ativos financeiros derivados para os
quais se conhece, por satisfazer certas regras acordadas contratualmente, a expressao do seu valor num
certo instante futuro. A propriedade de martingala implica que ¢ possivel obter (para efeitos contratuais
ou de mercado) o seu valor descontado presente. Este valor é simplesmente a esperanga matematica
condicional (sob a probabilidade P*) da expressdao do seu valor descontado futuro condicionada pela
informacao disponivel até (inclusive) o instante presente.

4. Equacgoes diferenciais estocasticas autonomas unidimensionais

O estudo das EDE autonomas unidimensionais ¢ mais simples porque a continuidade das
trajetorias implica que a transicao da solucdo entre dois instantes s ¢ t > s de um valor x para outro
valor y obriga a solugdo a passar por todos os valores intermédios z no intervalo de tempo |s, t[. Isso
facilita o estudo dos tempos de primeira passagem por limiares, bem como permite, através do estudo
do comportamento nas fronteiras do espago de estados, inferir algumas propriedades gerais da solucao.
Estes resultados, porém, ndo sdo generalizaveis ao caso multidimensional.

Consideremos a EDE autéonoma unidimensional (7) e suponhamos que o espaco de estados
(espago de valores que a solugdo X (t) pode tomar para a condigdo inicial X(0) = x que for escolhida)
tem fronteiras r; € r, com —oo < 1; < x <1, < 400, Qualquer das fronteiras pode pertencer ou nao
a0 espaco de estados. Vamos supor o coeficiente de difusdo b(x) = G2(x) > O parar; < x <1, e que
os pontos no interior do espaco de estados comunicam entre si (isto €, a probabilidade de transicdo em
tempo finito entre dois desses estados € positiva).

Aqui nem precisamos de exigir que Fe G satisfacam uma condi¢do de Lipschitz. Suporemos
apenas que sdo func¢des de classe C!, o que no caso unidimensional garante existéncia e unicidade da
solucdo, mas apenas até¢ a um possivel instante de explosao (instante finito em que a solugdo se torna
infinita). Naturalmente, no caso particular de as derivadas de F e G serem limitadas no espaco de
estados, 1sso automaticamente implica a satisfacdo de uma condi¢do de Lipschitz e a existéncia e
unicidade global da solugcdo. Mas, mesmo quando isso ndo sucede (situagdo frequente em varias
aplicacdes), pode conseguir provar-se por outra via a inexisténcia de explosdes, caso em que fica
estabelecida também a existéncia e unicidade global da solugdo.

Um estudo particularmente interessante ¢ o do tempo de saida de um intervalo |a, b[ com
1 <a<x<b<r,ousecjaT,, = min{T,, Tp}. Seja u(x) a probabilidade de, partindo da condigdo
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inicial X(0) = x, sair do intervalo através do limite superior b, isto € u(x) =:P[T, < T,] =
P[T, < T, | X(0) = x]. Esta probabilidade pode obter-se resolvendo a EDO 9Du(x) =0 com as
condi¢des inicial u(a) = 0 e terminal u(b) = 1. Para A fungdo continua limitada (restri¢do que em
certos casos pode ser relaxada) e g funcdo de classe C?, seja Up,q(x) =:E, [q ( ) OT“"’ h(X (s))ds)]; esta
esperanga matematica pode obter-se resolvendo a EDO DUj, 4(x) = —h(x)U}, 4 (x) com as condigdes
inicial e terminal Uy, ;(a) = Uy 4(b) = q(0), onde q' ¢ a derivada da fungdo g. No caso particular de
q(x) = x, a EDO simplifica-se para DU, 4(x) = —h(x) com condi¢des Uy 4(a) = Uy 4(b) = 0. No
caso particular de q(x) =x e h(x) =1, vem Up,(x) =E, [Ta,b] ¢ a EDO simplifica-se para
DPUp,q(x) = —1 com condigdes Up 4(a) = Up4(b) = 0.

As medidas de velocidade e de escala sao absolutamente continuas com respeito a medida de
Lebesgue, tendo densidades que se podem obter a custa dos coeficientes de tendéncia a(x) = F(x) e
de difusdo b(x) = G2(x). As densidades de escala e de velocidade sdo dadas, respetivamente, por

1
b(§)s(§)

s@ =exp(— [ 2Bdn) e m) = Eelrnnh,  ®

b(m)
onde &, ¢ um ponto interior do espago de estados (cuja escolha ¢ arbitraria, pelo que as densidades
estao definidas a menos de uma constante multiplicativa). Os seus integrais

S) = [, s(©ds e M@ =[m@d «elnD. O

onde x, ¢ arbitrariamente escolhido, sdo denominados de funcdo de escala e de velocidade,
respetivamente. As medidas de escala e de velocidade de um intervalo (aberto, semiaberto ou fechado)
de extremos a e b > a contido no interior do espago de estados sdo dadas, respetivamente, por
S(b) — S(a) e por M(b) — M(a), estando definidas a menos de uma constante multiplicativa.

Verifica-se que u(x) =:P.[T, <T,] = % e que Dh(x) = % #(x) (%). Tirando

partido destes factos, Carlos e Braumann (2005, 2006), Carlos, Braumann e Filipe (2013) e Filipe,
Braumann e Carlos (2015), obtém solucdes explicitas das EDO requeridas e obtém expressdes para a
média e a variancia de T, ), e também (para comportamentos adequados nas fronteiras do espago de
estados) de T, e de Tp, quer para o caso geral, quer para modelos particulares de crescimento de
populagdes e de crescimento individual de bovinos.

A semelhanca do que se passa com as EDO, em face do comportamento de X(t) na sua
vizinhan¢a, uma fronteira pode ser atrativa ou nao-atrativa. Prova-se que uma condicdo necessaria e
suficiente para que uma fronteira seja nao-atrativa ¢ que a medida de escala de uma sua vizinhanga seja
infinita; se isso se verificar para uma vizinhanga, verifica-se para qualquer outra vizinhanga. Assim, a

fronteira r; & ndo-atrativa sse S(|ry,x5]) = S(xo) — S(r7") = frios(f)df for =+oo para x;, no

interior do espago de estados (podemos escolher livremente esse x, pois, se a propriedade se verificar
para um deles, verifica-se para todos); isto é equivalente a S(r;") = —oo0. Caso contrario, a fronteira ¢

atrativa. A fronteira r, é ndo-atrativa sse S(]xy,12[) = S(r;) — S(xo) = fxrj s(&)dé for =+ para

Xo no interior do espago de estados; isto é equivalente a S(r; ) = +. Uma fronteira ndo-atrativa
também ndo ¢ atingivel num tempo finito £ nem quando t — +oo. Se alguma ou ambas as fronteiras
forem infinitas, bastara provar que essas fronteiras ndo sdo atingiveis em tempo finito para ficar
obviamente provado que ndo ha explosdes e, consequentemente, existe uma solug¢do global tnica. Uma
condic¢do suficiente ¢ que as fronteiras infinitas, se as houver, sejam ndo-atrativas.

No caso de populagdes, um bom modelo devera ter a fronteira r; = 0 e a sua atratividade ou
ndo-atratividade tem a ver com a extingdo da populacdo no sentido “matematico” do termo (tamanho
da populagdo a convergir para zero quando t = +0). Claro que estes modelos tém o mesmo problema
das EDO, de a variavel de estado X ser continua e poder tomar valores nao-inteiros, pelo que pode ser
mais adequado utilizar um conceito mais “realista” de extingdo. Veja-se, a respeito da extingdo de
populagdes, por exemplo, Braumann (1999, 2002, 2007a, 2007b, 2007¢, 2008a), Brites e Braumann
(2017) e Carlos e Braumann (2005, 2006).
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Intuitivamente, a semelhangca das EDO, pode haver pontos de equilibrio estaveis mas isso
requer condigdes muito exigentes; além de uma tendéncia média de atratividade do equilibrio, o termo
estocastico da equagdo devera aproximar-se de zero na vizinhanga do equilibrio pois, caso contrario,
ele induzird flutuacdes aleatorias consistentes em torno do candidato a equilibrio. Mais vulgarmente,
poderemos ter o que podemos chamar um equilibrio estocastico, no sentido de que, embora X(t) nao
se aproxime de nenhum valor de equilibrio quando t — +o0, a distribuicdo de probabilidade de X (t)
converge quando t — +o0o para uma distribuicdo limite (denominada distribui¢do assintdtica ou
estacionaria) com func¢do densidade de probabilidade p(x), que designamos por densidade
estacionaria. Isso sucede em particular se as fronteiras r; e r, forem ambas ndo-atrativas e a medida

de velocidade for finita, isto ¢ M(Jry, 15[) = f:: m(&)dé < +oo. Neste caso, a densidade estaciondria

sera dada por

__m®
p(x) = [T m(§)ag

(x € Jr, 12D )
e, além disso, X(t) sera um processo ergodico. Em termos informais, isso significa que todos os
estados do interior do espaco de estados sdo visitados infinitas vezes e, por isso, podemos aproximar,
em regime estaciondrio (isto € para valores grandes de t), as esperangas matematicas (que sao médias
ao longo de todas as possiveis trajetérias) por médias temporais (num longo periodo de tempo)
baseadas numa Unica trajetéria do processo. Isso € particularmente importante, porque, na esmagadora
maioria das aplicagdes, ndo podemos replicar o fendmeno ou a experiéncia para conseguir uma
amostra de varias trajetorias, dispondo apenas de uma unica trajetéria de X(t), a que corresponde ao
estado do “ambiente” w que efetivamente ocorreu.

Um estudo mais detalhado do comportamento nas fronteiras pode ver-se, por exemplo, em
Karlin e Taylor (1981).

5. Conclusao

Apresentdmos uma breve panoramica, muito informal, sobre alguns aspetos relevantes das
EDE, alguns dos quais particularmente importantes nas aplicacdes tratadas neste nimero do Boletim
da SPE. Outros aspetos muito importantes nas aplicagdes que ndo focamos aqui, mas que sdo objeto de
outro artigo deste nimero, sdo as questdes estatisticas como a estimacao de parametros, os testes de
hipdteses, a escolha do modelo e a previsdo, podendo ainda, se desconhecermos a forma das funcdes
F(x) e/ou G(x), proceder a estimagdo ndo-paramétrica destas fungdes em caso de haver um equilibrio
estocastico com densidade estacionaria.

Se o leitor deste nimero do Boletim ficar com uma ideia, ainda que relativamente vaga, do que
sdo as EDE e do seu enorme potencial de aplicacdo, ja terd valido a pena o esfor¢o investido pelo
Editor do Boletim e pelos autores dos artigos. Se, além disso, for possivel atrair alguns investigadores
ou futuros investigadores para esta area ou atrair investigadores de outras areas para a utilizacao destas
metodologias quando elas se revelem apropriadas para o estudo de algum problema a que se dediquem,
entdo o esforc¢o terd sido amplamente compensado.
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Titulo: Stochastic differential equation harvesting models: Sustainable policies and profit optimization
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Orientador: Carlos Alberto dos Santos Braumann

Na minha tese, estudei a dinamica de crescimento de uma populacdo sujeita a pesca em ambiente
aleatorio e descrita através de modelos de equagdes diferenciais estocasticas, onde o termo de captura
depende de um esfor¢o de pesca constante ou varidvel. Comparei o lucro obtido pela atividade da
pesca usando dois tipos de politicas de pesca, uma inaplicavel e baseada em esforgo varidvel e a outra
aplicavel, sustentavel e socialmente vantajosa, baseada em esforgo constante. As comparacdes foram
realizadas com recurso a dados reais e considerando dois modelos de crescimento, o0 modelo logistico
e o modelo de Gompertz. Para ambas as politicas 6timas, as comparagdes do lucro também foram
estudadas quando se considera um modelo de crescimento do tipo logistico com efeitos de Allee
fracos. Foram determinados a média e a varidncia dos tempos de primeira passagem por um limite
inferior e por um limite superior e, para um determinado valor limite, a fungdo de densidade do tempo
de primeira passagem foi estimada, recorrendo a transformada de Laplace inversa.

Nuno M. Brites
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Orientadoras: Raquel Menezes da Mota Leite e Susana Margarida Ferreira S4 Faria

A minha tese apresenta um estudo de modelagdo por regressdo incorporando dependéncia
espacial e temporal para estimar o numero de notificacdes de casos de dengue no estado de Goias,
Brasil, a partir das varidveis meteoroldgicas precipitacdo, temperatura minima, temperatura maxima,
humidade relativa do ar e velocidade do vento. Sabe-se que o clima tropical favorece a proliferacao do
principal vetor transmissor da doenga, o0 mosquito Aedes aegypti, e que a dengue ¢ uma doenga viral
com tratamento sintomatico, devendo o vetor transmissor ser eliminado para evitar epidemias e
mortes.

Neste estudo analisa-se os dados de notificagcdes semanais dos casos de dengue na cidade de
Goiania, capital e principal cidade do Estado. Aplica-se a metodologia das Equacdes de Estimagao
Generalizadas, uma vez que os valores semanais das notificagdes de casos de dengue poderdo ser
temporalmente correlacionados, o que viola o pressuposto da independéncia das observagdes. Neste
contexto, ajustam-se modelos de regressdao com as distribui¢des de Poisson e Binomial Negativa para
prever o numero de notificagdes de casos de dengue em fungao das variaveis meteorologicas.

Numa andlise englobando 20 cidades do estado de Goias, onde os dados dizem respeito a
informacdes repetidas no tempo para diversos locais, torna-se necessario considerar a eventual
existéncia de correlagdo espacial e/ou temporal. Por tratar-se de dados agrupados, o nimero de
notificacdes de casos de dengue ¢ estudado recorrendo-se aos Modelos Lineares Generalizados Mistos,
os quais permitem incorporar os efeitos fixos associados as varidveis meteorologicas e os efeitos
aleatorios para explicar as influéncias espago-temporais caracterizadas pelos fatores cidade, ano e
semana. Nos modelos ajustados, o numero de notificacdes de casos de dengue ¢ estimado utilizando as
variaveis meteorologicas e as estagdes do ano como efeitos fixos e os fatores cidade e ano como
efeitos aleatorios de modo a caracterizar a dependéncia espacial e temporal.

Para analisar a significancia das componentes de variancia, associadas aos efeitos aleatorios,
aplicam-se métodos de reamostragem bootstrap em dados simulados e em dados reais, obtendo-se
probabilidades de cobertura superiores a 90 % quando o processo de reamostragem no nivel do fator
em estudo envolve cerca de 50 % dos dados originais.

Os resultados obtidos indicam uma associagdo direta entre as variaveis meteorologicas € o
nimero de notificacdes de casos de dengue, sendo o verdo e o outono as estacdes do ano com maior
numero de casos registados. A precipitacdo, a temperatura minima e a humidade relativa do ar sdo as
varidveis que mais contribuem para o aumento no numero de casos de dengue. O ano e a localizagdo
da cidade sdo os fatores determinantes na incidéncia de casos de dengue. A partir dos resultados
obtidos, tem-se a indicagdo da necessidade de politicas publicas, juntamente com ag¢des conjuntas da
populagdo local, para combater o vetor transmissor da dengue e evitar periodos epidémicos.

Anténio Neco de Oliveira
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Sessao de entrega dos Prémios Estatistico Junior 2018

Porto
Editora

29 de Setembro de 2018, FNAC — Forum, Coimbra

A Sociedade Portuguesa de Estatistica promove anualmente o Prémio Estatistico Junior, com o
patrocinio da Porto Editora. Com esta iniciativa pretende-se incentivar o interesse pelas areas de
Probabilidades e Estatistica dos estudantes dos Ensinos Basico e Secundario, € dos Cursos de
Educacdo e Formacgao (CEF) e de Educacgao e Formagao de Adultos (CEFA).

O Prémio Estatistico Junior (PEJ) distingue anualmente sete trabalhos e ¢ atribuido aos estudantes que
os realizaram e a alguns dos professores orientadores, sendo a sua entrega formal realizada numa
sessdo que lhe é expressamente consagrada.

A sessdo de entrega dos PEJ 2018 iniciou-se pelas 16 horas com breves palavras da Presidente da SPE
sobre este Prémio e com a entrega dos prémios aos estudantes e professores distinguidos nesta edigao.

Em seguida tivemos o prazer de ouvir o Doutor Jaime Carvalho e Silva, docente da Faculdade de
Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Coimbra, com uma palestra intitulada “Os nlimeros também
nos enganam!”. Depois de destacar a importancia da existéncia de dados e do seu tratamento estatistico
cuidado, reconhecida por fontes tdo diversas como H.G. Wells, Sherlock Holmes, Aaron Levenstein ou
Ronald Coase, foram apresentadas multiplas situacdes, baseadas em dados reais, que podem levar a
conclusdes ou interpretagdes desprovidas de sentido. Uma breve panoramica sobre os Numeros no
Humor foi também apresentada. A concluir a palestra ficaram sugestdoes de leitura sobre o tema (Os
numeros (ndo) mentem de Charles Seife, Asesinatos matematicos de Claudio Alsina, Como mentir
com a Estatistica de Darrel Huff, entre outros) bem como a mensagem de que ¢ fundamental a
escolaridade estatistica em todos os ciclos de estudo.

A Direccao da SPE agradece a presenca nesta sessao dos estudantes premiados, seus professores e
familiares, assim como as Doutoras Maria Eugénia Graga Martins e Manuela Neves, membros do jari
dos PEJ 2018. Um agradecimento especial ¢ dirigido ao Doutor Jaime Carvalho e Silva pela
interessante palestra com que, generosamente, enriqueceu o programa desta iniciativa.

Esmeralda Gongalves
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Palavras dos premiados

Ana Beatriz Gomes Silva ¢ Miriam de Faria Ferreira, da Escola Secundaria do Castelo da Maia

Porque concorreram ao Prémio Estatistico Junior? Despertou-nos curiosidade em saber mais sobre as
Preferéncias Escolares dos estudantes face a atual sociedade em que vivemos.

Como souberam dos PEJ? Através dos nossos professores.

O que é, para vos, ser Estatistico? Ser estatistico ¢ estudar problemas tratados e analisar as conclusdes.

Carolina Horta, Daniela Silva e Margarida Confraria, do Colégio do Senhor dos Milagres, Leiria

Porque concorreram ao Prémio Estatistico Junior? Concorremos ao Prémio Estatistico Junior porque
elaboramos um trabalho no Clube de Saude, recolhemos e analisamos dados e estabelecemos
conclusdes.

Como souberam dos PEJ? Os professores deram-nos conhecimento deste projeto, nds achamos
interessante e decidimos participar.

O que é, para vos, ser Estatistico? Ser estatistico € recolher dados, trabalhé-los e tirar conclusdes.

Daniel Pereira, da Escola Secundaria do Castelo da Maia

Porque concorreste ao Prémio Estatistico Junior? Em primeira medida, o projeto foi-nos apresentado
pelo professor de MACS, disciplina em que a estatistica ¢ uma “disciplina” fundamental. Apds realizar
o trabalho, este foi enviado a concurso.

Como soubeste dos PEJ? Como referido acima, o PEJ foi-nos apresentado pelo entdo professor de
MACS.

O que é, para ti, ser Estatistico? Para mim ser estatistico ¢ estudar problemas tratados e analisar as
conclusdes. A estatistica pode ser também uma das mais importantes faculdades do Homem. Todos os
dias argumentamos tentando persuadir o outro com as nossas ideias, logo uma das ferramentas
necessarias sera o uso dos numeros, do real. A base da nossa coeréncia passa por sermos verdadeiros.

Susana Dias, Anténio Abreu e Guilherme Salvador, da Escola Secundaria Artur Gongalves, Torres
Vedras

Porque concorreram ao Prémio Estatistico Junior? O Prémio era aliciante, incentivo da professora e
interesse na tematica do concurso — estatistica.

Como souberam dos PEJ? Através da professora Alice.

O que é, para vos, ser Estatistico? E olhar o mundo pelo espectro da interpretagio de dados.

Ana Carolina Mendes Barbosa e Lia Margarida Mota Sobral, da EB 2/3 da Maia

Porque concorreram ao Prémio Estatistico Junior? Como avaliagdo para a disciplina de matematica
tivemos de fazer um trabalho de estatistica; como o professor gostou do nosso trabalho propos que
participassemos e nos aceitdmos o desafio.

Como souberam dos PEJ? Pelo professor de matematica (Bernardino C. Andrade).

O que ¢, para vos, ser Estatistico? Ser estatistico ¢ saber investigar sobre um assunto, saber fazer o
devido tratamento de dados e tirar conclusdes de forma assertiva.
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Prémios Estatistico Junior 2018

Trabalho classificado em 1° lugar (3° ciclo do Ensino Basico)

Titulo: Habitos Tabdgicos dos encarregados de educagdo

Autores: Carolina Sofia Gomes Horta, Daniela Fortunato Silva e Margarida Crespo Confraria
Professora orientadora: Eneida Edite Spencer Monteiro.

Estabelecimento de Ensino: Colégio Senhor dos Milagres, Leiria

Trabalho classificado em 2° lugar ex-aequo (3° ciclo do Ensino Basico)

Titulo: Relacdo entre pais e filhos

Autores: Ana Carolina Mendes Barbosa e Lia Margarida Mota Sobral
Professor orientador: Bernardino Carneiro de Andrade.
Estabelecimento de Ensino: Escola EB 2,3 da Maia, Maia

Trabalho classificado em 2° lugar ex-aequo (3° ciclo do Ensino Basico)

Titulo: Jd alguma vez fez dieta?

Autores: Rosa Daniela Fontes Maciel Azevedo

Professor orientador: Bernardino Carneiro de Andrade
Estabelecimento de Ensino: Escola EB 2,3 da Maia, Maia

Trabalho classificado em 1° lugar (Ensino Secundario)

Titulo: Torres Novas aos olhos dos jovens: Cultura e Lazer

Autor: Anténio Pedro Santos de Abreu, Guilherme Eduardo Roque Salvador e Susana Gomes Dias
Professor orientador: Maria Alice da Silva Martins

Estabelecimento de Ensino: Escola Basica e Secundaria Artur Gongalves, Torres Novas

Trabalho classificado em 2° lugar ex-aequo (Ensino Secundario)

Titulo: A Homossexualidade

Autores: Daniel Jorge dos Santos Pereira, Henrique Manuel Magalhdes Vinha e Vera Licia Oliveira
Machado

Professor orientador: Andreia Ménica Moreira da Silva

Estabelecimento de Ensino: Agrupamento de Escolas do Castelo da Maia

Trabalho classificado em 2° lugar ex-aequo (Ensino Secundario)
Titulo: Preferéncias escolares
Autores: Ana Beatriz Gomes Silva e Miriam da Faria Ferreira

Professor orientador: Paula Maria Botas de Sousa Pratas
Estabelecimento de Ensino: Agrupamento de Escolas do Castelo da Maia

Trabalho premiado (Cursos EFA/CEF)
Titulo: A¢iticar: o veneno mais doce!
Autores: Adriana Jacinto Santos e Catia Sofia Vicente Neto
Professora orientadora: Marta Maria Direito Pereira Caseiro

Estabelecimento de Ensino: Agrupamento Rafael Bordalo Pinheiro, Caldas da Rainha

Nota: Nao foi atribuido o 3° lugar (Ensino Secundario e Ensino Basico)
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Edicoes SPE -

Titulo: Estatistica Bayesiana
Computacional — uma introdugcdo
Autores: M. Anténia Amaral Turkman e
Carlos Daniel Paulino
Ano: 2015.

Titulo: Andlise de Valores Extremos:
Uma Introdugdo
Autoras: M. Ivette Gomes, M. Isabel Fraga
Alves e Claudia Neves
Ano: 2013.

Titulo: Modelos com Equagoes
Estruturais

Autora: Maria de Fatima Salgueiro

Ano: 2012.

Titulo: Andlise de Dados
Longitudinais
Autoras: Maria Salomé Cabral e

Maria Helena Gongalves
Ano: 2011

Titulo: Uma Introducdo a Estimagdo
Ndo-Paramétrica da Densidade

Autor: Carlos Tenreiro

Ano: 2010

Titulo: Andlise de Sobrevivéncia
Autoras: Cristina Rocha e

Ana Luisa Papoila
Ano: 2009

Titulo: Andlise de Dados Espaciais

Autoras: M. Lucilia de Carvalho e
Isabel C. Natario

Ano: 2008

Titulo: Introdugdo aos Métodos
Estatisticos Robustos
Autores: Ana M. Pires e
Joao A. Branco
Ano: 2007

Titulo: Outliers em Dados

Estatisticos
Autor: Fernando Rosado
Ano: 2006

outono de 2018

Minicursos

Titulo: Introducdo as Equacoes
Diferenciais Estocdsticas e
Aplicagoes

Autor: Carlos Braumann

Ano: 2005

Titulo: Uma Introducdo a Andlise de
Clusters

Autor: Jodo A. Branco

Ano: 2004

Titulo: Séries Temporais — Modelacdes
lineares e ndo lineares
Autoras: Esmeralda Gongalves e
Nazaré Mendes Lopes
Ano: 2003 (2° Edi¢ao em 2008)

Titulo: Modelos Heteroceddsticos.
Aplicagcoes com o software Eviews

Autor: Daniel Muller

Ano: 2002

Titulo: Inferéncia sobre Localizacdo
e Escala
Autores: Fatima Brilhante, Dinis
Pestana, José Rocha e
Silvio Velosa
Ano: 2001

Titulo: Modelos Lineares
Generalizados — da teoria a prdtica
Autores: M. Anténia Amaral
Turkman e Giovani Silva
Ano: 2000

Titulo: Controlo Estatistico de
Qualidade
Autoras: M. Ivette Gomes e
M. Isabel Barao
Ano: 1999

Titulo: Topicos de Sondagens
Autor: Paulo Gomes
Ano: 1998
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Retrospetiva do Boletim SPE

O Boletim SPE através dos seus “Tema Central”

Primavera de 2018 - Destaque: Estatistica Multivariada - perspetiva no séc. XXI
Outono de 2017 - Destaque: O Tema Central da Estatistica - um novo olhar
Primavera de 2017 - Destaque: Incerteza em Engenharia

Outono de 2016 - Destaque: O Tema Central da Estatistica

Primavera de 2016 - Destaque: Séries Temporais e suas aplicacdes

Outono de 2015 - Destaque: Estatistica em Genética

Primavera de 2015 - Destaque: Estatistica no Desporto

Outono de 2014 - Destaque: Estatistica no Ensino Basico e Secundario
Primavera de 2014 - Destaque: (Um) Ano Internacional da Estatistica
Outono de 2013 - Destaque: A "Escola Bayesiana" em Portugal

Primavera de 2013 - Destaque: Estatistica ndao-paramétrica

Outono de 2012 - Destaque: Métodos Estatisticos em Medicina

Primavera de 2012 - Destaque: Estatistica no Ensino Superior Politécnico
Outono de 2011 - Destaque: Analise de Sobrevivéncia

Primavera de 2011 - Destaque: Sondagens e Censos

Outono de 2010 - Destaque: Estatistica Espacial

Primavera de 2010 - Destaque: Data Mining - Prospeccao (Estatistica) de Dados
Outono de 2009 - Destaque: Modelos Econométricos

Primavera de 2009 - Destaque: Investigacdo (em) Estatistica

Outono de 2008 - Destaque: Processos Estocasticos

Primavera de 2008 - Destaque: ALEA - Um sitio do nosso mundo

Outono de 2007 - Destaque: Bioestatistica

Primavera de 2007 - Destaque: A "Escola de Extremos" em Portugal
Outono de 2006 - Destaque: Ensino e Aprendizagem da Estatistica

também disponiveis em http://www.spestatistica.pt/index.php/publicacoes-57/boletins
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