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Editorial

... sobre o “trabalho futuro” e, a proposito de um Tema Central...

1. O Boletim SPE tem dedicado algumas edi¢cdes para apresentar “grupos cientificos” que
especificamente pela area principal da sua producgdo se destacam nos mais diversos indicadores. Por
exemplo, foi assim no Boletim primavera 2007, com a Escola de Extremos em Portugal e com a
Escola Bayesiana, no Boletim outono de 2023.

Com os mesmos objetivos, de registos memoriais, o Boletim SPE primavera de 2026, esta centrado
numa “outra escola” — a primeira que esta longe de Lisboa. Embora possamos sentir que as distancias
na atual era IA “sdo apenas virtuais”, todos sabemos que os (muito relativos, criticados e negativistas)
rankings, constituem um dos fatores condicionantes do ‘“afastamento real” talvez mesmo o
“isolamento” vivido nas nossas Escolas Universitarias “mais afastadas™ do centro cientifico — no caso
vertente, na Universidade de Evora. A estes centros mais afastados, mais do que mostrar o seu valor
também lhes ¢ devido serem reconhecidos como raizes plantadas na descentralizagdo num ambiente
com menos estruturas tradicionais de apoio; como bibliotecas ou arquivos.

O Boletim, para cumprir um objetivo de “divulga¢do” a toda a comunidade e muito em especial aos
estatisticos, desta vez, ressalta uma contribuicdo muito importante a varios niveis; porque € relevante
do ponto de vista cientifico e talvez acima de tudo, porque o fundamental, o seu nucleo, estd radicado
numa universidade que teve de renascer apos histéria atribulada.

De facto, a Universidade de Evora foi a segunda a ser fundada em Portugal. As referéncias do saber da
época, apos a criagio da Universidade de Coimbra, indicaram Evora para local de “um servigo
académico” para o sul do pais. A adversidade de “o tempo e o modo” conduziu a um periodo muito
atribulado que a Historia nos relata. Mas, como o gérmen era forte, no terceiro quartel do século XX, o
recém-criado Instituto Universitario de Evora, que apenas viveu meia duzia de anos, deu lugar a
Universidade de Evora. No Alentejo profundo, a atual Universidade de Evora esta, pois, a viver uma
época jubilar de ouro. E, nesta renascida universidade, no interior do pais, desde o seu inicio, laborou o
Professor Carlos Braumann e a qual se tem dedicado com um projeto do mais elevado valor. O grupo
nuclear do Tema Central da presente edi¢do, tem as suas bases de partida sediadas na Universidade de
Evora e, assim sendo, é também ele um elemento de prestigio para a propria universidade e onde se
iniciaram investigadores ja no caminho cientifico de outras academias. No conceito editorial de
divulgacao das “escolas cientificas”, como ja referido, ¢ esse labor e, em especial, os seus frutos que o
Boletim SPE primavera de 2026 integra como Tema Central.

O titulo "BioEconomia no Crescimento Estocastico — Uma Contribuicao Portuguesa" ¢ muito feliz e,
na opinido do editor, define muito bem "ao que vem esta edi¢do". Neste ponto deve salientar-se e
reforgar a componente "Uma Contribui¢do Portuguesa". E isto porque ¢ a ela que estdo ligados muitos
dos autores do boletim primavera, ou que ja colaboraram com o boletim e, na generalidade, a
comunidade sabe "o qué" sobre a sua area de trabalho e o que tem feito e publicado. Um detalhe ¢ a
novel "BioEconomia" que ao ser incluido, também revela pioneirismo. E importante que o Boletim o
registe.

Ao Professor Carlos Braumann, pela generosidade manifestada em mais esta colabora¢dao em prol da
Estatistica, o Boletim SPE deve um sincero agradecimento; pelo empenho e a dedicacdo, desde sempre
e por, na presente edi¢cdo, ter desempenhado a funcdo de coeditor — pela selecdo de temas e pelos
autores convidados. A “Escola de Evora” passa a constituir patrimoénio editorial do Boletim SPE.

2. No proximo outono, a linha do tempo mostra 20 anos de Boletim.

O primeiro Tema Central, foi dedicado ao Emnsino e Aprendizagem da Estatistica. Ensino? O que
mudou nestes vinte anos? Aprendizagem, no tempo em que o acréonimo [A apenas seria o pretérito
imperfeito do verbo ir convertido em maiusculas para algum realce comunicativo? Apesar da tematica
ser frequente nas paginas do Boletim, (e. g. edi¢des de 2006, 2012, 2014 e 2023); a sua importancia
requer que se use, sempre, uma boa oportunidade para “atualizar”, “rejuvenescer” e “comparar” para,
de algum modo ajudar a consolidar.

No Boletim SPE outono 2026 aqueles temas vao ser revisitados e com valor acrescentado, num

contexto do Episddio na Historia da Estatistica que esta incluido nesta edi¢ao (Cf. p. 15).
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Este “tema central”, também torna possivel prolongar o excelente debate sobre a problematica referida;
iniciado no recente XXVII Congresso SPE e que pode ser continuado no Boletim SPE outono2026.

O tema central de cada Boletim ¢ um desafio bianual que pretende contribuir para a definicdo de
objetivos estatisticos individuais que, uma vez, reunidos permitem construir um “texto programatico”;
um horizonte para a SPE no seu todo. No seu cinquentenario, obviamente, (ainda mais) intensamente
vividos e / ou assimilados pelos “estatisticos protagonistas do presente” e adaptando as emergentes
diretrizes IA (que deve ser valorizada!) ¢ de ouro a época para “dar mais um passo em frente”.

E presente, para futuro; que a continuidade de geragdes reclama!

Divulgar Ciéncia Estatistica e contribuir para uma mais alta literacia na sociedade ¢ ponto forte dos
estatutos da SPE e, portanto, também do Boletim SPE. Como muito bem nos aponta a Mensagem do
Presidente da SPE, essa ¢ tarefa generalista para a qual, em varios caminhos, também todos os leitores,
sejam ou nao especialistas, podem ser convocados pois ela ¢ um motor da Ciéncia.

Sobre o “trabalho futuro” e a propoésito do proximo Tema Central o Boletim, como sempre, esta de
portas abertas para receber e divulgar todas as contribui¢cdes. Fica o convite para que todos os

interessados possam responder: Presente!
K SIRIPPR. O«

O Tema Central do proximo Boletim ser4, pois,

SPE 2030

————— .0 —— e
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Mensagem do Presidente

Caros socios da SPE,

Gostaria de comecar por agradecer a elevada participacao da comunidade estatistica, refletida no nimero
significativo de submissdes recebidas para o livro de atas do ultimo congresso da SPE, cuja publicagao
se encontra novamente assegurada em colaboragdo com a Springer. Aproveito para expressar 0 meu
sincero agradecimento a todos os autores e, de forma muito especial, aos colegas que aceitaram o convite
para proceder a revisdo dos trabalhos, cujo rigor e dedicacdo t€ém sido fundamentais para garantir a
qualidade cientifica da publicacdo e evidenciar uma comunidade ativa, colaborativa e comprometida
com a exceléncia.

Embora este processo editorial ainda esteja em curso, a SPE iniciara ja a prepara¢do do proximo
Congresso da Sociedade Portuguesa de Estatistica, que tera lugar na cidade de Leiria em 2027. Este sera
certamente mais um momento privilegiado para a partilha de conhecimento, a discussdo de novos
desafios cientificos e o reforco das ligagdes entre investigadores, profissionais e estudantes.

Entre as diversas iniciativas que se encontram em prepara¢ao, permitam-me destacar uma que assume
particular significado para a nossa Sociedade. Em 2028 assinalar-se-a o centenario do nascimento do
Professor Tiago de Oliveira, fundador da SPE e seu primeiro presidente. A celebracdo desta efeméride
estd ja a ser preparada com a colaboracdo de varios parceiros institucionais e constituira uma
oportunidade importante para valorizar o legado cientifico e institucional de uma figura central na
afirmacao da Estatistica em Portugal.

A SPE continuara igualmente a reforgar a sua presenca internacional e a desenvolver iniciativas de
divulgagdo e educagdo estatistica, incluindo a atribui¢do de prémios e projetos que visam promover a
literacia estatistica e a valoriza¢do do uso responsavel de dados na sociedade. Neste espirito, gostaria de
recordar que se encontram abertas, até ao dia 15 de setembro, as candidaturas ao Prémio Estatistica SPE
2026. Este prémio visa estimular a atividade de estudo e investigagao cientifica na area, sendo atribuido
a jovens investigadores, socios da SPE, que ndo tenham recebido o prémio nas quatro edi¢des anteriores.
Informacgdes detalhadas e o respetivo regulamento podem ser consultados no site da SPE, pelo que
encorajamos todos os jovens investigadores elegiveis a submeter a sua candidatura e a aproveitar esta
oportunidade de reconhecimento na comunidade estatistica.

A SPE tem vindo a promover uma reflexdo interna sobre a afirmacdo da Estatistica enquanto disciplina
cientifica e enfrenta desafios relevantes neste dominio, particularmente num contexto marcado pela
crescente centralidade dos dados e pela expansdo da Ciéncia de Dados. Independentemente das decisdes
que venham a ser tomadas, ¢ essencial refor¢ar a visibilidade e a afirmagdo da Estatistica no espago
cientifico e social, promover a literacia estatistica e continuar a apoiar a nossa comunidade académica e
profissional. Sdo temas que permanecerao no centro da agao da Sociedade e que exigem o contributo e
o envolvimento de todos.

A SPE continuard empenhada em promover iniciativas cientificas, educativas e de divulgagdo que
contribuam para o desenvolvimento da Estatistica e para o refor¢o da sua relevancia na sociedade.

Contamos com a vossa participagdo para continuar a construir uma comunidade estatistica forte,
dindmica e mobilizadora.

Com os melhores cumprimentos,

Luis Machado
Presidente da Sociedade Portuguesa de Estatistica

A Boletim SPE



Noticias

e 45° Aniversario SPE

45 »
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de Estatistica

2025-11-28

Caros(as) Socios(as),

Hoje, 28 de novembro, celebramos o 45.° aniversario da Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE),
fundada em 1980. E com enorme satisfacdo que assinalo esta data em nome da Direcdo e em
representacdo de toda a nossa comunidade.

Ao longo de quatro décadas e meia, a SPE afirmou-se como uma referéncia nacional na promogao da
Estatistica, impulsionando a investigagdo cientifica e a literacia estatistica. Este percurso so foi
possivel gracas ao compromisso continuo dos nossos socios, colaboradores e parceiros institucionais.
Permitam-me dedicar uma palavra especial aos fundadores da SPE, cuja visdo e dedicagdo langaram as
bases de uma Sociedade que hoje se mantém dindmica, ativa e reconhecida. O trabalho que iniciaram

continua a inspirar a nossa missao e a orientar a constru¢ao do futuro da Estatistica em Portugal.

A todos os socios, deixo um sincero agradecimento pela confiancga, pela participagdo e pelo empenho
que tém demonstrado.

Que este aniversario seja ndo apenas uma celebragdo, mas também uma oportunidade para renovarmos
0 nosso compromisso com a promog¢ao da Estatistica e com o servico a comunidade cientifica e ao
pais.

Parabéns a SPE e parabéns a nossa comunidade!

Com os melhores cumprimentos,
Luis Machado

«o..h. ommm—
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e Prémios “Estatistico Junior 2026

ESTATISTICO JUNIOR

2026 ‘

Participa no prémio "Estatistico Junior 2026"!
Descobre o mundo dos numeros, analisa dados do diaa dia e
habilita-te a ganhar fantasticos prémios!

~ fct
§ >t

www.spestatistica.pt
Esta aberto o periodo de candidaturas para os varios Prémios Estatistico Jinior 2026, que mantém o seu
compromisso de estimular e desenvolver o interesse dos estudantes
- do 3.° Ciclo do Ensino Basico,
- do Ensino Secundario,
- dos Cursos de Educacio e Formaciao (CEF) o
- dos Cursos de Educacio e Formacao de Adultos (CEFA)
pelas areas de Probabilidade e Estatistica.

As candidaturas podem ser submetidas até 31 de maio de 2026, de acordo com o Regulamento e o
Boletim de Candidatura estabelecidos. Para auxilio dos participantes, esta disponivel o Projeto Census
na Escola como exemplo de Guido de Trabalho. O Regulamento e o Guido podem ser consultados no
final deste Boletim.

Todas/os as/os socias/os a SPE convida a divulgarem esta iniciativa junto da comunidade escolar.

FR

D
—— O © —_N. Qoo mmm—me
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https://spestatistica.pt/storage/app/media/Regulamento_PEJ_2026.pdf
https://spestatistica.pt/storage/app/media/Boletim_Candidatura_PEJ2026.pdf
https://spestatistica.pt/storage/app/media/Census%20na%20Escola.pdf

e Prémio SPE 2026

Procurando estimular a atividade de estudo e

»
PREMIO investigacdo cientifica em Probabilidades e
Estatistica, a Sociedade Portuguesa de
SPE 2026 Estatistica atribui o Prémio SPE a jovens
investigadores, socios da SPE, que nao
ﬁa %Egm tenham recebido o prémio nas quatro edigdes
. anteriores.

Até 15 de Setembro esta aberto o concurso para atribui¢do do Prémio SPE 2026. O Regulamento deste

Prémio ¢ apresentado no final desta edicdo do Boletim SPE.
Para obter informac¢des adicionais: https://www.spestatistica.pt/pt/premios/premio-spe

Investigadores vencedores do Prémio SPE:

e 2025: Lidia André (Lancaster University). Neural Bayes Inference for Complex Bivariate
Extremal Dependence Models.

e 2024: Ana Martins (universidade de Aveiro). On the theory of spatio-temporal models for
time series of counts.

e 2023: Pedro Miranda Afonso (Erasmus University Medical Center). 4 Bayesian shared-
parameter approach to jointly model multiple Gaussian and non-Gaussian longitudinal
markers with recurrent and competing event times.

e 2022: André Martins Brito (INSANOVA FCT). Temperature-Mortality Association:
Portuguese Extreme Weather Event Early Warning System.

e 2022: Henrique Guerreiro (ISEG|UL). Least Squares Monte Carlo Methods in Stochastic
Volterra Rough Volatility Models.

e 2020: Ivo Sousa-Ferreira (CEAUL & DEIO|FCUL). 4 new lifetime distribution and its
applications in recurrent events analysis.

e 2019: Jessica Silva Lomba (CEAUL & DEIO|FCUL). L-moments for automatic threshold
selection in extreme value analysis of wave heights from the Gulf of Mexico.

e 2018: Soraia Alexandra Gongalves Pereira (CEAUL & DEIO|FCUL). Spatio-temporal
models for georeferenced unemployment data.

e 2017: Carlos Oliveira (DM|IST). Problemas de tempo otimo de paragem com critério
integral.

e 2016: Filipa Alexandra Cardoso da Silva (CMUC & DM|UCoimbra). Processos INGARCH
Poisson compostos na modelagdo de séries temporais de contagem sobredispersas.

e 2015: Ana Isabel Coelho Borges (DM|UMinho). Modela¢do Conjunta de Dados
Longitudinais e de Sobrevivéncia de Cancro da Mama.

e 2011-2014: Prémio nao Atribuido.

e 2010: Gongalo Jacinto (CIMA|UEvora). Modelac¢do dos Tempos de Duragdo de Rotas em
Redes Moveis Ad Hoc.

———————— u © EE————
..m..
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» Encontro Internacional das Mulheres na Estatistica e Ciéncia de Dados 2026

International Day of Women

in Statistics and Data
Science

O International Day for Women in Statistics and Data Science (IDWSDS) regressa em 2026 com um
novo encontro internacional, que tera lugar no dia 6 de outubro de 2026, em formato totalmente
virtual.

Esta iniciativa ¢ organizada pelo Caucus for Women in Statistics and Data Science (CWS), em
colaboracdo com a Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE) e a American Statistical Association
(ASA). Langado em 2022, o IDWSDS tem vindo a afirmar-se como um espago de celebracio e
visibilidade das contribuicdes das mulheres na Estatistica e na Ciéncia de Dados a nivel mundial.

Ap0s o sucesso das edi¢des anteriores, o encontro de 2026 continuard a promover a partilha cientifica,
a inspiracdo e o envolvimento das novas geragdes nas areas da Estatistica e da Ciéncia de Dados. A
submissdo de resumos decorre até 15 de julho de 2026, e as inscricdes iniciam-se a 1 de junho de
2026.

Mais informagdes sobre o evento podem ser consultadas em https://www.idwsds.org.
A organiza¢do convida toda a comunidade a participar neste evento internacional e a juntar-se a
celebragdo do papel fundamental das mulheres na Estatistica e na Ciéncia de Dados.

Adicionalmente, convidamos todas as pessoas interessadas a explorar os materiais das edigdes
anteriores disponiveis no mesmo site. Em particular, uma parte significativa das sessdes do encontro

de 2025 ja se encontra acessivel para visualizagdo no YouTube, através da playlist:
https://www.youtube.com/watch?v=TBhGaEeUpao&list=PLMWQJ0052Q5WU7sSJbaxtspKlxZtgzA8Q

P'la Comissao Organizadora,
Ligia Henriques-Rodrigues e Vanda Lourengo

—‘...h. oo —
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 Modern Trends in Time Series

Com mais de 50 participantes presentes, realizou-se no passado dia 6 de fevereiro, no Departamento de
Matematica da Universidade de Aveiro, a terceira edicdo do One-Day Meeting on Advanced Statistics
Topics (oneMAST 2026) como oportunamente foi anunciado na tltima edi¢ao do Boletim da SPE.

Tendo como tema central Modern Trends in Time Series, esta edigdao teve como objetivo promover a
discussdo e a interacdo entre os participantes sobre um dos tdpicos mais atuais e desafiantes em
Estatistica, nas vertentes metodologica e aplicada.

O programa desta terceira edi¢ao do oneMAST contou com excelentes palestras de oradores convidados,
dedicadas a desenvolvimentos recentes e avancos metodoldgicos na analise de séries temporais. Patricia
de Zea Bermudez (CEAUL & FCUL) abordou a aplicacdo de integrated nested Laplace approximations
(INLA) em modelos de volatilidade estocastica com limiar, enquanto David Stoffer (University of
Pittsburgh) apresentou uma abordagem ndo paramétrica na detecdo de alteragdes em frequéncias de
banda estreita em séries temporais. Jodo Gama (INESC TEC & FEP) discutiu os desafios emergentes
associados aos fluxos de dados (data streams), bem como as principais linhas de investigacao atualmente
em aberto nessa area.

A componente cientifica do evento incluiu ainda uma sessdo com trés comunicagdes submetidas
(Contributed Session), que apresentaram abordagens inovadoras e recentes no estudo de séries
temporais, assim como uma sessao destinada a jovens investigadores (Young Researchers Session) no
formato de apresentagdes curtas (pitch), complementadas por uma exposi¢ao de posters em formato de
graphical abstract. Esta ultima sessdo contou com nove apresentacdes, revelador do interesse e
participagao ativa de jovens investigadores na area da Estatistica. Antes do almogo houve ainda lugar a
uma sessao extra com a apresentacao de um estudo de caso pratico por parte da PSE.

O encontro encerrou com uma mesa-redonda intitulada What Comes Next? The Future of Time Series in
a Data-Driven World, moderada por Isabel Pereira (CIDMA & DMat-UA) proporcionando um féorum
de debate sobre desafios emergentes, aplicagdes interdisciplinares e o papel da evolugdo desta drea na
ciéncia de dados convidando a reflexdo sobre como estas metodologias poderdo contribuir para um uso
mais responsdvel da inteligéncia artificial e para uma interpretacdo mais rigorosa e transparente dos
resultados por ela produzidos.

Apesar da longa e catastrofica sequéncia de tempestades que tem assolado muitas regides de Portugal
nas ultimas semanas, a terceira edi¢cao do oneMAST realizou-se num ambiente acolhedor, muito fraterno
e — acreditamos — muito estimulante e proficuo do ponto de vista cientifico.

primavera de 2026 9



Detalhes do programa cientifico pode ser obtido visitando a pagina do evento:
https://sites.google.com/view/one-daymeeting-cidma

One-Day Meeting on Advanced Statistics Topics
Modern Trends in Seri

£ 1, gf PSE

a3 « Ao o Ve FIAD

Oradores convidados, Comissdo Cientifica e Comissdo Organizadora do oneMAST 2026.

Agradecemos o apoio recebido do CIDMA (https://ror.org/05pm2mw36, ao abrigo do Programa de
Financiamento Plurianual de Unidades de 1&D da Fundagdo para a Ciéncia e a Tecnologia -FCT,
https://ror.org/00snfgn58- referéncia UID/04106/2025, https://doi.org/10.54499/UID/04106/2025 ),
DMat-UA, FLAD, PSE, SPE e CLAD.

O nosso agradecimento especial a todos os que fizeram desta edi¢do um espaco tao agradavel de partilha
e convivio cientifico.

P’ro ano ha mais!

Adelaide, Magda e Luis (CIDMA & DMat-UA)

—_—— 0O ——_ Q00—
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 Glossario Inglés-Portugués de Estatistica — Versao 2026

O Glossario inglés-portugués de Estatistica (Glossario) ¢ um projeto iniciado hé cerca de 20 anos.

A Comissao Especializada de Nomenclatura Estatistica (CENE) da Sociedade Portuguesa de
Estatistica (SPE), em colaboracdo com a Associa¢ao Brasileira de Estatistica (ABE), esta a proceder
a uma atualizag¢do e proceder a uma nova versao do Glossario, que serve de guia normativo para o uso
oral e escrito do vocabulario estatistico em lingua portuguesa.

O glossario esta disponivel no site da ABE em:
https://www.redeabe.org.br

e no site da SPE em:
https://www.spestatistica.pt/pt/glossario

Pode também aceder ao glossario através do QR Code.

A CENE esta a criar uma rede de especialistas, socios da SPE de diferentes areas da Estatistica, que
atuem como consultores na atualizacio e expansao do glossario, garantindo que se mantém atual face
a0s novos termos técnicos.

Para mais informagdes, sugestdes para o glossario ou para participar na rede de especialistas, contacte-
nos através do e-mail: glosspeabe@spestatistica.pt

Comissao Especializada de Nomenclatura Estatistica: 0
Rui Santos (Politécnico de Leiria) : ;PE

Marco Costa (Universi'dade de Aveirq) Sociedade Portuguesa
Silvio Velosa (Universidade da Madeira) de Estatistica

——— 0 —— e
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» Conferéncias em 2026

MPDEE'26 - Conference on Models in Population Dynamics, Ecology, and
Evolution,
Leicester, UK, 20-24 abril 2026,
https://dbearup.github.io/mpdee26/

WCDANM | 2026 - X Workshop on Computational Data Analysis and Numerical
Methods,

Guimaraes, 11-13 junho 2026,
https://w3.math.uminho.pt/ WCDANM?2026/

ICMASC’26 - 3rd International Conference Mathematical Analysis and

Applications in Science and Engineering,
Porto, 21-23 junho 2026,
https://icmasc2026.app.earendelplatform.com/

CB
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 VIII Jornadas Cientificas de Estudantes da SEB com apoio da SBio-SPE

Como doutorando em Matematica Aplicada na Universidade de Aveiro e assistente convidado no
Departamento de Ciéncias Médicas da mesma instituigdo, estive presente nas VIII Jornadas Cientificas
de Estudiantes organizadas pela Sociedad Espafiola de Bioestadistica (SEB), que decorreram em Bilbao,
na Facultad de Ciencia y Tecnologia da Universidad del Pais Vasco entre os dias 28 e 30 de janeiro de
2026. O encontro cientifico reuniu estudantes e jovens investigadores da area da bioestatistica,
promovendo a apresentacao de trabalhos e a troca de experiéncias cientificas num ambiente internacional
de formagao avangada. A minha participagao contou com o apoio de uma bolsa atribuida pela Seccao de
Biometria da Sociedade Portuguesa de Estatistica (SBio-SPE). Esta seccdo da Sociedade Portuguesa de
Estatistica tem como missao promover o desenvolvimento e a aplicagdo de métodos estatisticos nas
ciéncias da vida, incentivando a investigagdo, a formagao avancada e a colaboracdo cientifica entre
investigadores nacionais e internacionais. Em articulagdo com a Sociedad Espanola de Bioestadistica, a
SBio-SPE contribui para o fortalecimento da comunidade ibérica de biometria e bioestatistica,
estimulando a mobilidade de jovens investigadores e a disseminagao de novas metodologias estatisticas
aplicadas a satde, ambiente e ciéncias biologicas.

O programa cientifico das jornadas incluiu diversas sessdes tematicas dedicadas a topicos atuais da
bioestatistica e da estatistica aplicada a saude. Entre os temas abordados destacaram-se modelos
estatisticos avancados, analise de sobrevivéncia ¢ modelos, ensaios clinicos e métodos médicos,
inferéncia causal, epidemiologia e satde populacional, modelos espago-temporais aplicados a
epidemiologia e aplicagdes de aprendizagem automatica em biomedicina. O encontro incluiu ainda uma
sessdo de posteres cientificos, momentos de discussdo informal entre participantes e uma mesa-redonda
dedicada a comunicacdo estatistica interdisciplinar, refletindo sobre os desafios e oportunidades da
colaboragdo entre estatisticos e investigadores de outras areas cientificas.

Durante o encontro, apresentei o trabalho intitulado “Generalized Cross Entropy with Adaptive
Support Spaces: Application to Point-of-Care Ultrasound in Hip Fractures”, desenvolvido em
colaboracao com Elena Segura-Grau da ULS de Viseu Dao-Lafoes e Pedro Macedo e Vera Afreixo do
Departamento de Matematica da Universidade de Aveiro. O estudo insere-se na minha linha de
investigacao dedicada aos métodos de Maxima Entropia e Entropia Cruzada Generalizada, abordagens
estatisticas particularmente tteis para estima¢do de parametros em contextos com informagao limitada,
amostras pequenas ou problemas mal condicionados. Destaquei também o desenvolvimento do pacote
GCEstim para a linguagem R e aplicagdo R Shiny, que implementa procedimentos de estimagao
baseados em Entropia Cruzada Generalizada, facilitando a aplicacdo pratica destes métodos por
investigadores e analistas de dados. Este contributo constitui uma ferramenta relevante para a
disseminagdo e utilizacao destas metodologias em diferentes dominios cientificos.

No trabalho apresentado propus um enquadramento metodoldgico baseado em espacos de suporte
adaptativos, permitindo maior flexibilidade na estimag¢do e melhor desempenho em cendrios com
elevada incerteza. A metodologia ¢ ilustrada através da anélise de dados provenientes de ecografia point-
of-care aplicada ao diagnostico de fraturas do colo do fémur, demonstrando o potencial destas técnicas
de entropia para apoiar a analise de dados clinicos e a tomada de decisdo em contexto médico.

Importa também sublinhar o contributo portugués na organizagdo do encontro, nomeadamente de
Pedro Miranda-Afonso, do Erasmus University Medical Center, que integrou a Comissao Cientifica e a
Comissao de Organizagdo das jornadas. A participacdo nas jornadas da SEB representou, assim, uma
oportunidade para divulgar investigagdo desenvolvida em Portugal na drea dos métodos de entropia
aplicada a bioestatistica, reforcando simultaneamente a colaborag¢do cientifica entre comunidades
estatisticas ibéricas e internacionais.

Jorge Cabral
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Enigmistica de mefqa

Enigmas 51 e 52

No Boletim SPE outono de 2025 (p. 16):
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Episédio na Historia da Estatistica

SPE 2030

A educacao, como sistema cujo objetivo ¢ a formagdo e instru¢do dos cidadaos, de modo a poderem
alcancar uma melhor integracdo na sociedade, em geral, e na profissdo, em particular; ¢ ponto central
dos estatutos da SPE. A educagdo ¢ um “tema eterno” no debate social, obviamente, com pontos altos
(ou baixos) decorrentes, em especial, nas campanhas eleitorais; como no pais temos assistido nos tempos
mais recentes. Surgem, muitas vezes, propostas de programas inovadores que, por esta ou aquela razao,
ndo se implementam e em seguida sdo substituidos pelos decisores seguintes — concreta manifestacao
do efeito Penélope. Para além disso, em Educagdo muitos itens relevantes podemos elencar — desde a
(eterna) falta de professores e da sua formagao até a degradacdo da qualidade do ensino e aprendizagem.
Ficam assim reunidos trés ingredientes fundamentais: educagdo, ensino e aprendizagem. Falamos da
educacdo em geral, mas ¢ claro, que a maior parte dos pontos relevantes também podem e devem ser
refletidos no &mbito da particularidade educativa de qualquer um ramo cientifico e ao mais alto nivel. E
um episddio que podemos construir e pode, na generalidade, incluir todos os conhecidos temas dificeis,
no nosso caso, aplicados a Estatistica. E, pois, na Educacdo, no Ensino e na Aprendizagem da Estatistica
que nos estamos a focar — em sintese: na Literacia Estatistica.

A Sociedade Portuguesa de Estatistica comemorou 45 anos no passado més de novembro.

“Ido” 0 45, como em tudo, assistimos que, sempre foi e sera, no presente perpassa o futuro. Penetremos
nesse momento do tempo presente para melhor construir o futuro. Para uma melhor preparagdo ¢ também
devido “olhar para o passado”. E todos os momentos sdo importantes. Sempre que procuramos voltar a
fonte e, de algum modo, recuperar o frescor original, despontam novas estradas de atuacao, outras formas
de expressdo, sinais mais eloquentes, métodos criativos cheios de renovado significado e mais
preparados, portanto, com maior valor para o mundo atual. Assim, decorrido o quadragésimo quinto ano
de vida SPE, o tempo oferece um lustro simbolico que, ao culminar em jubileu de ouro, também, pode
ser utilizado como “preparatorio” para um quinquagésimo onde se possa comemorar com O maior
sucesso, um conjunto de objetivos que no seu todo tenham concretizado, ou possam contribuir para uma
(ainda) maior valoriza¢do da Educacdo Estatistica.

O que ¢ necessario fazer na Educagdo Estatistica?

Decerto, as varias areas para as quais ¢ solicitada — em que se desenvolve e onde a educacao estatistica
exerce o seu munus — tém especificidades que requerem a abordagem dos “mais proximos” e mais
experientes. Os especialistas Seniores! Aquelas, em comum todas tém um nucleo cientifico, onde uma
educacdo basilar permite construir a restante educacgdo especifica. Para tal, o debate ¢ fundamental e a
associacdo cientifica SPE ¢ o local certo para construir novas ideias ¢ métodos educativos — inovagao
pedagogica. A SPE, com todo o seu patrimonio, deve constituir-se como nuclear e liderar, em especial
nos novos tempos onde a velocidade tem a consequéncia imediata de efemeridade. E desafio para a qual
as novas geracdes de cientistas devem estar preparadas — a precariedade de modelos e métodos.

O que ensinar em 20307?
E uma questdo para a qual a procura de resposta — a (cada vez mais) rapida evolugio, especialmente
tecnologica — requer muita ponderagao e torna a decisdo (ainda mais) efémera. A “revolucao dos qubit”

a gerar “novos modelos e métodos computacionais” ¢ uma realidade (pontual) que em 2030 sera (pelo
menos) conjuntural. Aqui surge muito interessante, digamos particularmente valiosa, a (re)leitura de
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alguns textos de diversas edi¢des do Boletim SPE. Para a construcdo da(s) resposta(s) a pergunta deste
paragrafo, algumas paginas de diversos boletins ja foram publicadas e € particularmente relevante o texto
de Jaime Carvalho e Silva de ha trés anos (Cf. Boletim SPE outono de 2023, p. 67).

Um acronimo, para além da sigla que “sintetiza” informagao também pode usar-se como uma referéncia
projetada com determinados objetivos. Os acronimos valem nos media e ndo s6. Sdo, ou podem ser
também, apelativos e desafiadores. Enquanto sigla mostra caminhos que podem ajudar a criar novos
projetos, novas dinamicas. E um ponto de partida de um quinquénio desafiador. Assim sendo — como
um episodio na Historia da Estatistica — podemos definir SPE 2030 como um Tema Central que
integrado numa edicdo do Boletim SPE apresente reflexdes individuais ou coletivas de especialistas,
propostas ou exemplos concretos de necessidades na Educacao Estatistica ou ainda especificidades das
varias sec¢des e comissdes em que ela € o centro — para as que ja existem ou que ainda possam ser
criadas no ambito da SPE. O proposito do referido tema central, ja tem historia, pois, foi muito rico no
XXVII Congresso SPE com diversas comunicacdes e exemplos de sucesso e em debates sequentes.

SPE 2030, ¢ um episddio na Historia da Estatistica que, intrinsecamente, surge também no contexto de
Estatistica e Sociedade. E pois, ambivalente nessas duas sec¢des editoriais do Boletim SPE. E, este facto
da-lhe melhor caracterizagdo e pode ser interpretado como um “acontecimento temporal” e / ou uma
(humilde) contribui¢do em prol da sociedade. Aprendizagem, Ensino, Literacia ¢ “trivio do tempo 1A”
— a Inteligéncia Artificial, assim dita; ou a versao Generativa que a efemeridade ja gerou tao velozmente
quanto incompativel com a consolida¢do que ¢ um pilar na Ciéncia. Nelas, IA ou IAG, ja estamos (ou
admitimos estar) integrados. Como tal, sdo exigidos novos modelos e métodos educativos. Uma nova
Educacdo, isto ¢, uma Educacdo adaptada, deve (ou estd ja a) emergir? Aquele trivio, com base em
caminhos basilares a tantos niveis da via social ¢ desafio (também) para as associagdes cientificas, como
a SPE.
Para além do cinquentenario temporal, ¢ bom que a SPE mostre resultados cinquentdes, seniores, que
reforcam e afirmam a sua identidade; decerto também, o seu ideal, a sua maturidade — que assim, pela
atualizagdo de objetivos, se sentird mais jovem.
Com a fundamentacdo apresentada, como um episdédio na Histéria da Estatistica surge, pois, esta
proposta de SPE 2030 como Tema Central para o Boletim SPE outono de 2026.
Um ponto de partida para um percurso quinquenal que seja finalizado em meta de plena realizagao.
Fernando Rosado
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SPE e a Comunidade

VUL

Centro de Estatistica e Aplicacdes
Universidade de Lisboa

CEAUL 50 anos — A investigar desde 1975

“50 anos CEAUL” - mais do que uma data’

Assinalar os 50 anos do Centro de Estatistica e Aplicagdes (CEAUL) ¢é celebrar uma histéria coletiva
feita de pessoas, ideias e instituigdes que foram moldando, ao longo de décadas, a forma como a
Estatistica se investiga, se ensina e se aplica em Portugal. Os textos que partilhamos neste numero do
boletim da SPE, escritos por coordenadores do Centro, compdem um mosaico de memorias e de marcos
que revelam a identidade do CEAUL.: exigéncia cientifica, abertura as aplica¢des, vocacao formadora e
uma cultura de cooperagdo dentro e fora do pais.

Desde cedo, o CEAUL beneficiou de um ambiente que permitia dinamismo e iniciativa. O financiamento
publico, entdo enquadrado por modelos de reporte anual, permitiu diversificar atividades, apoiar
investigadores jovens e criar condi¢cdes para que muitos alcancassem carreiras internacionais. A ligacao
estreita ao Departamento de Estatistica e Investigacdo Operacional (DEIO, FCUL), com mestrados e
doutoramento com especializagdo em Probabilidades, Estatistica e Investigagdo Operacional, e a
proximidade a SPE, nomeadamente no apoio a encontros cientificos, ajudaram a afirmar o Centro como
polo agregador, acolhendo docentes e investigadores de vérias instituigdes e geografias académicas. Nos
seus estatutos iniciais, a SPE indicava o CEAUL como “sede”, tendo partilhado o espago fisico até ao
presente. Sempre foi estreita também a ligacdo do CEAUL ao Boletim da SPE - no Boletim primavera
de 2007, p. 14, pode ler-se: "O nimero 1 do Boletim Informativo de Estatistica e Investigacdo
Operacional foi publicado em Fevereiro de 1979 pelo Centro de Estatistica e Aplicagdes (INIC). Tiago
de Oliveira, Fernanda Ramalhoto e Bento Murteira eram os editores". O aprofundar desta relagdo, bem
como uma introducdo temporal ao estado da investigacdo em Portugal e o ponto da situagdo sobre as
origens do CEAUL, esté acessivel no Prefacio de Memorial da SPE, (Ed. SPE, 2005, p. xviii e seguintes).

" Esta breve nota editorial, deve ser iniciada com palavras de agradecimento aos autores por todos os testemunhos que, sobre
o CEAUL, nos oferecem. Os “relatos na primeira pessoa” que o Boletim SPE primavera de 2026 tem a honra de apresentar,
sdo memoriais que na maqueta inicial desta edi¢do estavam incluidos na sec¢ao Episddios na Historia da Estatistica; pois de
um acontecimento aniversario se trata — um facto que o tempo elegeu simbolicamente jubilar. No entanto, apds o convite
editorial para que as paginas do Boletim se associassem a efeméride tivemos a honra de ser prendados com textos de todos
os seus lideres viventes que nos legam uma prosa testemunhal escrita “na primeiro pessoa”. Para além de uma comemoragao
aniversaria, mais do que um episddio, este trabalho, valorizado ao maximo pelas personalidades intervenientes, passa a ser
um acontecimento que envolve toda uma comunidade. S3o inumeros os investigadores, de primeira ¢ de segunda geracéo,
que associamos ao citar: Dinis, Paixdo, Feridun, Ivette, Isabel ou Antdnia — uma “sequéncia temporal de Ciéncia Estatistica”;
originada em Tiago de Oliveira. Na ultima década, o CEAUL foi liderado por Lisete Sousa e Marilia Antunes, atual
coordenadora. Temos assim, um jubileu repleto de muita historia estatistica de uma grande populagdo — € um acontecimento
de SPE e a Comunidade. Fernando Rosado
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Com o amadurecimento do sistema cientifico nacional, o contexto mudou: a légica de financiamento
competitivo por projetos ganhou peso e as avaliagdes tornaram-se parte do quotidiano. Paralelamente, a
integragdo europeia abriu novas oportunidades de mobilidade e colaboracdo, e o CEAUL soube
posicionar-se cedo em parcerias e redes internacionais que deixaram efeitos duradouros.

A projecdo externa do Centro tornou-se particularmente visivel através de projetos cientificos
ambiciosos, de uma forte atividade de seminarios e formagao avancada e da organizacao de eventos de
grande impacto — alguns deles com dimensao europeia e mundial. A afirmag¢ao da “Escola de Extremos”
em Portugal, a Estatistica Ambiental impulsionada pela série de conferéncias SPRUCE, a atragdo e
integracao de cientistas de referéncia internacional, a cooperacdo com entidades como o IPQ e a
consolidagdo de pontes com instituicdes como o INE e o Banco de Portugal, ilustram bem essa
capacidade de combinar exceléncia metodologica com relevancia aplicada. Iniciativas editoriais como a
REVSTAT refor¢am, por sua vez, a contribuicio do CEAUL para a visibilidade internacional da
Estatistica feita em Portugal.

Os testemunhos lembram também uma face menos visivel, mas decisiva: a constru¢do institucional.
regulamentos internos, modelos de organizacao por grupos, modernizag¢do de praticas e de comunicagao
e, nao raras vezes, o trabalho incansavel das equipas administrativas, foram essenciais para sustentar a
ambicado cientifica. Mais recentemente, surgem os anos de maior incerteza, em que a pressao burocratica
e financeira, as alteragdes nos overheads e avaliagdes colocaram em causa a estabilidade do Centro.
Ainda assim, o CEAUL manteve coesdo e qualidade cientifica, protegendo a formagdo avancada ¢ a
continuidade do trabalho de investigacdo, mesmo quando o financiamento foi escasso e as condigdes
adversas.

Ao comemorar meio século, estes testemunhos demonstram que o CEAUL ¢ uma instituicdo que se
renovou sem perder o essencial: uma comunidade que forma, publica, debate, organiza, coopera e resiste,
sempre com a Estatistica no centro e as suas aplicagdes no horizonte. E esse percurso, feito de
continuidade e transformacdo, que aqui celebramos com orgulho e com sentido de responsabilidade
perante o futuro.

Marilia Antunes, Coordenadora CEAUL, 2023 -
Lisete Sousa, Coordenadora CEAUL, 2017-22

Na fase inicial o CEAUL era financiado pelo INIC, Instituto Nacional de Investigacdo Cientifica, que
no inicio de cada ano transferia para os centros de investigacdo uma verba, devendo no final de cada ano
a dire¢do enviar um relatorio de atividades e uma justificacdao dos gastos.

Quando dirigi o CEAUL, de 1981 a 1987, o facto de o CEAUL ter sido um dos centros que cumpriu
esses requisitos deve ter tido alguma influéncia em ter conseguido um incremento muito substancial na
dotagdo dos anos seguintes, o que permitiu uma grande diversificagdo de atividades, € o acolhimento de
muitos investigadores jovens, que foram devidamente financiados para langcarem as suas carreiras
internacionais.

A forte ligacdo do CEAUL ao DEIO, que tinha lancado mestrados em Estatistica e Investigacdo
Operacional, e cujos doutorados regressados do estrangeiro por volta de 1980 orientaram doutoramentos
de outras instituigdes, e também a ligagdo a SPE, apoiando em particular os seus congressos, entao
anuais, levaram a que ingressassem no CEAUL investigadores de outras instituigdes, como as
Universidades do Minho, de Aveiro, da Beira Interior, e Institutos Politécnicos.

De facto, nessa fase reitores e conselhos diretivos ainda ndo tinham descoberto forma de se apoderarem
da gestdo desses financiamentos, ¢ s6 mais tarde muitos bons investigadores tiveram de sair do CEAUL,
por exigéncia desses o0rgdos administrativos, para integrar centros mistos de Matemadtica de outras
instituigdes.
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Olhando para tras, sinto-me privilegiado por ter tido a oportunidade de apoiar a investigagdo em
Estatistica, sem grandes burrocracias, sem fundagdes a cobrarem overheads, sem institui¢des a exigirem
que os seus investigadores saissem do CEAUL. No Memorial da Sociedade Portuguesa de Estatistica
editado pelo Fernando Rosado, o trabalho da Maria Anténia Turkman sobre os doutoramentos em
Estatistica demonstra bem a importancia do CEAUL como institui¢do incentivadora de carreiras.

Dinis Pestana
Coordenador CEAUL, 1981-87

No quinquénio de 1987 a 1992, exerci as fungdes de Secretario do CEAUL. Embora estas fossem, pela
propria natureza do cargo, essencialmente administrativas e de gestao, o contexto da época justificou
uma abordagem mais proativa e interventiva.

Naquele periodo, o CEAUL vivia uma fase de reforco da qualificacdo dos seus membros, fruto do
dinamismo de varios doutorados que haviam regressado do estrangeiro nos anos anteriores. Esses
docentes impulsionaram de forma decisiva a formagdo avancada no DEIO, através da orientacdo
cientifica de numerosos doutoramentos e da criacdo de mestrados de referéncia nas areas de
Probabilidades, Estatistica e Investigagdo Operacional.

O CEAUL afirmava-se também como um polo agregador de docentes de varias universidades que
procuravam progredir nas suas carreiras académicas. Destacava-se, assim, uma intensa dindmica interna,
refletida num notavel ritmo de publicag¢des, semindrios e participagdes em conferéncias cientificas, tanto
nacionais como internacionais.

A 1.* Conferéncia em Estatistica e Otimizagdo, organizada pelo CEAUL em colaboragdo com o
DEIOC/FCUL, foi um marco ilustrativo do papel relevante que o Centro desempenhava desde a sua
criag¢do, em 1975, ainda no ambito Instituto de Alta Cultura. O encontro, realizado em Troéia no inicio de
dezembro de 1990, contou com mais de uma centena de participantes e varias dezenas de comunicagdes
apresentadas.

O contexto nacional da década de 1980 foi igualmente determinante. Nesses anos, a JNICT consolidou-
se como o principal organismo responsavel pelo planeamento e financiamento da ciéncia em Portugal.
Embora essa competéncia lhe tivesse sido atribuida desde a sua criagdo, em 1967, s6 nos anos 80 a
JNICT ganhou peso face ao INIC, assumindo um papel central na defini¢do da politica cientifica
nacional e promovendo concursos programaticos numa logica de financiamento competitivo. Num
cenario em que as verbas provenientes do INIC se revelavam insuficientes — sobretudo para a aquisi¢ao
de equipamento informatico —, o apoio adicional obtido junto da JNICT revelou-se essencial para o
desenvolvimento da linha de acdo do CEAUL em Otimizacao e Aplicacdes.

A adesdo de Portugal a CEE precursora da Unido Europeia trouxe, por sua vez, novas oportunidades e
desafios. O programa ERASMUS, lancado em 1987 com a participagdo de onze paises, entre os quais
Portugal, possibilitou o estabelecimento de uma parceria estratégica com a Universidade de Roterdao.
O CEAUL/DEIO participou desde o inicio, conseguindo a atribui¢do de duas bolsas para estudantes de
mestrado — num universo de pouco mais de vinte bolsas atribuidas a nivel nacional. A luz dos niimeros
atuais, pode parecer um resultado modesto, mas a histdria posterior demonstrou a importancia estratégica
desse posicionamento em 1987.

Termino afirmando que foi um privilégio exercer as fungdes de Secretirio do CEAUL. E motivo de
grande satisfacdo ver o Centro continuar ativo e reconhecido, com sucessivos coordenadores que
souberam renovar a instituicdo sem que esta perdesse a sua identidade original. Acredito que todos os
que desempenharam fungdes de Secretario, Diretor ou Coordenador partilham o mesmo orgulho pelas
varias geragdes de investigadores formados no CEAUL, que tém mantido uma presenca destacada na
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lideranga de projetos cientificos, no ensino de exceléncia e na representacao de Portugal em redes
internacionais.

José Manuel Pinto Paixao
Coordenador CEAUL, 1987-92

Fui coordenador do CEAUL entre 1992 e 1999. Tentando lembrar o que foram esses anos como
coordenador de uma unidade de investigacdo, posso dizer que, comparados com 0s que se passa
actualmente, foram muito mais simples e pacatos. Comegaram a surgir mudangas no modo como 0s
centros eram geridos e financiados. O Instituto Nacional de Investigagao Cientifica (INIC) que geria os
centros de investigacdo a par da Junta Nacional de Investigacao Cientifica (JNICT), foi extinto em 1992,
tendo a JNICT passado a ter a exclusividade dessa responsabilidade até 1997, quando foi extinto, para
dar lugar a FCT. Mesmo com todas estas mudangas em cena, nunca houve ansiedade relativamente a
existéncia de financiamento, embora tenha havido a necessidade de concorrer ao mesmo através de
projectos. Com efeito, o financiamento através de concursos também comegou nessa €poca tendo os
projectos, a que o centro concorreu, Statistical Modelling 2/2.1/MAT/429/94 e MODEST 1996-1999
sido financiados pelo PRAXIS XXI e FEDER. Ocentro foi também avaliado pela primeira vez, se nao
me engano em 1996. Uma questdo importante que surgiu durante a minha vigéncia foi 0 modo como
deveria ser feita a distribui¢do dos fundos pelos membros de um modo justo e equitativo. Foi assim que
surgiu o planeamento, que vigorou até recentemente, da divisdo das verbas por grupos de investigacao,
sendo da responsabilidade do coordenador do grupo pela distribui¢do das verbas atribuidas. Sempre
houve um apoio excelente da parte das secretarias Maria da Graga Santos e posteriormente Margarida
Silva.

Nao quero deixar de terminar este curto texto sem apresentar o meu aprego e simpatia pelos actuais
dirigentes do CEAUL que tém de trabalhar com tantas condi¢des adversas e incertas.

Kamil Feridun Turkman
Coordenador CEAUL, 1992-99

Fui Coordenadora (na altura Diretora) do CEAUL (Centro de Estatistica e Aplicagoes da Universidade
de Lisboa) entre 1999 e 2006, e tentei durante esse periodo dinamizar todos os investigadores do CEAUL
em diversos projetos de investigacdo conjuntos. Comego por relembrar unicamente alguns desses
projetos, em que também participei, € que foram financiados pela Fundagdo para a Ciéncia e a
Tecnologia (FCT): projetos VELA (Valores Extremos e Leis Aditivas) e MECAES (Modelos Estocaticos
em Ambiente, Ecologia e Saude), como subprojetos do projeto MODEST (Modelagdo Estatistica) (1997-
2000); projeto VEXTRA (Valores Extremos e Técnicas de Re-Amostragem) (2000-2003); projeto ERSE
(Extremes, Risk, Safety and the Environment) (2005-2009). Mas em vigéncia neste periodo, € com base
no ficheiro acessivel em  http://ceaul.org/wp-content/uploads/2018/10/Projetos CEAUL.pdf,
contabilizei 19 projetos, 8 dos quais financiados pela FCT.

Menciono cronologicamente os eventos seguintes:

1) O Projeto VELA permitiu a realizagao, em 1999, do Workshop on Statistical Modelling — Extreme
Values and Additive Laws, Lisboa (Estoril), entre 2 e 6 de Outubro. Gostaria ainda de registar
que Laurens de Haan, um dos gigantes da area de Extremos, veio trabalhar para Portugal em
1999, inserindo-se no CEAUL. Face a elevada cooperacao cientifica entre Laurens e membros
da comunidade Estatistica em Portugal, o DEIO (Departamento de Estatistica e Investigagdo
Operacional) propds que lhe fosse concedido, em 2000, o titulo de ‘Doutor Honoris Causa’ da
ULisboa.
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2) A colaboragdo do CEAUL com o Instituto Portugués da Qualidade (IPQ) comegou em 1999,
tendo na altura tido papel de relevo em ‘The Euro Conference on Advanced Mathematical and
Computational Tools in Metrology (AMCTM 2000)’, que teve continuidade em 2004, no I
Congresso Portugués de Metrologia e no 1° Encontro Nacional da SPMet (Sociedade Portuguesa
de Metrologia): Validacao de Métodos de Medicdo e de Software nos Laboratorios, com
continuidade até 2025.

3) Também ndo posso deixar de referir o papel do CEAUL na organizagio do 23™ European
Meeting of Statisticians, no Funchal, Madeira, de 13 a 19 de Agosto de 2001, e que foi sem
davida o embrido para o langamento da Revstat—Statistical Journal, revista da qual fui Editora-
Chefe desde 2003 até 2018.

4) Em 2003, e no ambito do Projeto VEXTRA, foi realizado o ‘Workshop on Extremes, Risk and
Resampling Techniques’, que decorreu em Tomar, de 20 a 23 de Novembro.

5) Em 2004, o CEAUL, em colaboracao com a Universidade de Aveiro, participou na organizacao
do 3" International Symposium on Extreme Value Analysis — Theory and Practice.

6) O I Workshop on Statistics, Mathematics and Computation, em estreita colaboragdo entre o
CEAUL e a Universidade Aberta, comecou também neste periodo, ou mais precisamente, em
2005.

E os meus trés trabalhos com maior nimero de citagdes sdo também neste periodo: 2002 (em co-autoria
com M Jodo Martins), 2003 (em co-autoria com Isabel Fraga Alves e Laurens de Haan) e em 2005 (em
co-autoria com Frederico Caeiro e Dinis Pestana).

Atrevo-me a dizer que este foi um periodo dureo para o reconhecimento da Escola de Extremos em
Portugal e mais geralmente da Estatistica em Portugal, uma vez que a Universidade de Lisboa e o
CEAUL foram escolhidos, em 2005, como anfitrides do ‘56th World Statistics Congress (WSC) of the
International Statistical Institute (ISI)’. O ISI WSC 2007, com mais de 2000 participantes, decorreu
em Lisboa, de 22 a 29 de Agosto, j&4 durante a Direcdo da Isabel Fraga Alves. Existiu entdo uma forte
cooperacao entre 0 CEAUL, o Banco de Portugal e o INE (/nstituto Nacional de Estatistica), que se
tem mantido até a data presente.

Maria Ivette Gomes
Coordenadora CEAUL, 1999-2006

A minha eleicdo como Coordenadora do CEAUL para o periodo de 2006-2009 suscitou-me
simultaneamente dois sentimentos: por um lado, encarei esse desafio com muito entusiasmo e desejo de
trabalhar; por outro lado, sabia que as precedentes coordenagdes tinham deixado uma marca indelével
no CEAUL, desde a sua criacdo. A estas estavam associados grandes nomes, como 0s incontornaveis
professores catedraticos Tiago de Oliveira, Dinis Pestana, Pinto Paixdo, Feridun Turkman e a minha
preciosa mentora Ivette Gomes. A data, eu ocupava ainda a posi¢io de Professora Associada ¢/ Agreg,
0 que representava uma estreia na coordenag¢do do Centro. Devo confessar o meu receio de que isso
pudesse tornar desconfortavel a gestdo do cargo de coordenagdo dos quatro Grupos de Investigacdo em
que estava sistematizado o Centro, liderados pelos Professores Ivette Gomes, Dinis Pestana, Antonia
Turkman e Helena Nicolau. No entanto, julgo que respondi ao desafio com empenho e com o sentimento
de dever cumprido.

Tendo iniciado fungdes em meados de 2006, abarquei a coordenagao final do Programa Plurianual de
Financiamento de Unidades de 1&D da FCT, inicialmente para o periodo 2003-2005, estendido «
posteriori para fim de 2006, e com a sua execugdo prorrogada depois para 31 de Margo de 2007,
solicitado por mim em carta enviada ao entdo presidente da FCT, Prof. Jodo Sentieiro. A avaliagdao 2003-
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2006, levada a cabo pelo Painel da FCT para o efeito, com visita apenas em Fev2008, coordenado por
Irene Fonseca (CMU, USA) e do qual apenas constava um especialista na area especifica da Estatistica,
Richard Smith (UNC Chapel Hill, USA), levou a classificacao de Very Good (apenas comunicada em
Dezembro de 2008), tal como nos periodos precedentes. Acerca deste periodo veja-se também o Boletim
da SPE da Primavera 2009 aqui.

Da candidatura ao Financiamento do Plurianual 2007-2010, que integrou 39 Investigadores Integrados,
constaram os subprojectos:

- Exploratory Data Analysis, Order statistics, Outliers and Extremes (Order statistics and Extremes).
PI: Prof. Ivette Gomes

- Count Data, Random Sums and Analytical Methods in Statistical Modelling of the Real World
(Modelling the Real World). PI: Prof. Dinis Pestana

- Modelling Environmental and Biological Data (MEBIDA). PI: Prof. M. Anténia Amaral-Turkman

- Multivariate Data Analysis: Statistical Modelling, Classification and Data Mining Behavioural
Sciences, Education and Biomedicine (Multivariate Data Analysis). PI: Prof. Helena Bacelar-
Nicolau.

Em 2009, quando me retirei do cargo, integravam o CEAUL 15 membros da FCUL e 30 fora da
Faculdade. Desses 45 membros integrados, 9 possuiam Agregacao e os restantes Doutoramento.

Ao longo do meu periodo de coordenagao muitos foram os eventos em que o CEAUL esteve envolvido.
Aqui menciono apenas alguns:

- SEER2007 - Statistical Extremes and Environmental Risk, FCUL, Fevereiro 2007.
- Workshop on Statistics in Genomics and Proteomics - WSGP Follow-up Meeting, Marco 2007.
- SETA 2009 - Spatial Extremes, Theory and Applications, Lisbon, Abril 2009.

- ICSMRA2007 - International Conference on Statistical Methods for Risk Analysis, Satellite
Conference to the 56" Session of the ISI, FMUL, Agosto 2007.

- Outro grande projeto em que o CEAUL esteve envolvido, com destaque para a Prof Ivette Gomes,
foi a organizagdo da maior Conferéncia Estatistica Internacional — 56th Session ISI (International
Statistical Institute), com cooperagdo também de INE, SPE, CLAD, Lisbon, em Julho 2007; contou
com 2,595 participantes de mais de 120 paises.

- Mais de 30 Semindrios regulares realizados no DEIO-FCUL, e varios Mini-Cursos tematicos.

Em termos de gestao interna, e preocupada com o enquadramento legal, como no caso de outros Centros
de Investiga¢do a época, empenhei-me na elaboragdo do primeiro Regulamento Interno do CEAUL, com
texto aprovado em Conselho Cientifico do CEAUL em 25 de Junho 2007.

Em 2009, a ligagao entre o CEAUL e a sua Instituicao de Acolhimento FCUL viu a sua relagao
abrangida nos Artigos 10° e 32° dos Estatutos da FCUL (Despacho n.° 4642/2009, DR 7 Fev2009),
nomeadamente contemplando com assento no Conselho Cientifico da FCUL, /0 representantes das
Unidades [&D, com vinculo a Faculdade ou a Universidade.

Foi ainda um tempo de modernizagao do antigo Cﬂ’ A 2
Website e do logotipo do CEAUL, sem duvida 1&
muito arcaicos quando comparados com o0s »,_ : ?

actuais (ver aqui).
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https://www.spestatistica.pt/storage/app/uploads/public/5e3/db0/6cb/5e3db06cb67ab247732463.pdf#page=42
https://ceaul.org/

Nao posso deixar de referir que no periodo da minha Coordenacao do CEAUL era Ministro da Ciéncia,
Tecnologia e Ensino Superior, de 2005 a 2011, Mariano Gago (1948-2015), um grande impulsionador
da Ciéncia em Portugal.

Maria Isabel Fraga Alves
Coordenadora CEAUL, 2006-09

Quando me foi solicitado para que escrevesse umas linhas sobre a minha experiéncia enquanto
coordenadora do CEAUL, que iniciei em Agosto de 2009, fui fazer uma pesquisa de documentos num
disco externo em que, entre muitos, se encontravam os coligidos diligentemente pela coordenadora que
me antecedeu, a Isabel Fraga Alves, para me ajudar na tarefa que iria iniciar. Entre o manancial de
informagdo que 14 encontrei, estava um powerpoint da Isabel Fraga Alves relativa a uma reunido de
Margo de 2009, onde era dada informagdo sobre o financiamento base atribuido ao centro, apos a
avaliagdo que tinha decorrido em 2007. O CEAUL tinha nessa altura 43 investigadores integrados e o
financiamento base anual atribuido de €177.375,00. Estavam a comec¢ar momentos dificeis, agravados
pelo facto de a propria Fundacdo da Faculdade de Ciéncias ter tomado a decisdo de aumentar a
percentagem para gastos gerais de 4% para 20%. E por que razio refiro isto como ponto de partida? E
que quando penso nos meus tempos de coordenadora, o que me vem a cabeca ndo ¢ a parte cientifica,
mas sim a constante preocupacao com o financiamento, a escrita de relatorios, de projectos estratégicos,
a preméncia de candidaturas a projectos, reunides, o trabalho burocratico ( pese sempre a enorme ajuda
dada pela muito estimada secretdria Margarida Silva), e todas as preocupacdes e sobressaltos que
encontrei pelo caminho.

A minha primeira dificil e incomoda tarefa foi a da decisao tomada em Comissao Cientifica em Fevereiro
de 2010, da reorganizagdo das linhas de investigacdo, ja acordada em Margco de 2009, como
consequéncia do relatério do painel de avaliacdo e apoiada pela comissao de aconselhamento do
CEAUL. Mas essa reorganizacdo veio a tornar-se benéfica, com grupos coesos cientificamente e
dedicados a areas de actuagdao bem definidas. Dado o atraso verificado na avaliagdao das unidades de
investigacdo, houve necessidade de, em 2011, escrever um projecto estratégico por dois anos. Nessa
altura o projecto contava com 53 membros integrados e 49 colaboradores, entre os quais 22 eram alunos
de doutoramento. O financiamento pelos dois anos foi de €386.058,00 (que acabou por ser para trés em
vez de dois anos). O relatorio desse projecto estratégico dava conta da publicagdo de 51 capitulos de
livros, 99 artigos em revistas internacionais, 239 comunicagdes em congressos internacionais, 59
organizagdes de seminarios e conferéncias, 12 teses de doutoramento concluidas e 31 teses de mestrado.
Estavamos conscientes de que a avaliagdo prevista para 2013 nao iria ser dificil, que quando muito
manteriamos a nossa classificagdo de Muito Bom. Contudo, o processo de avaliagdo em 2013 foi tudo
menos facil. Em 2012 aceitei continuar a coordenar o centro por mais um triénio ja que se avizinhava
uma nova avaliacdo. Para explicar o que foi o ano de 2013, Ano Internacional da Estatistica, com a
preparacdo de varios eventos programados para esse ano, reunides e discussdes para a preparacdo do
projecto estratégico e sua redaccdo, que culminou com a entrega em Dezembro desse ano, precisaria de
varias paginas. O painel de avaliacdo que em 2014 atribuiu ao CEAUL uma classificacdo de Bom, foi
em tudo mais que injusta e inesperada, uma vez que as classifica¢des atribuidas inicialmente pelos
especialistas eram de 16,17 e 18 e nada havia no relatério de avaliagdo do painel que assim o justificasse.
A noticia deixou-me extremamente abalada (o financiamento anual seria de €5000!). Tinha em cima de
mim a responsabilidade de muitos investigadores e alunos de doutoramento, que confiaram em mim e
que contavam com o CEAUL para financiar a investigagdo. Nao foi facil, mas com o apoio do Feridun
levantei a cabeca e acreditei que seriamos capazes de lutar para contestar a classificagdo e obter
financiamento para o centro. Foi na realidade uma luta esgotante, mas que culminou em 2015 com uma
nova reavaliacdo, com a atribuicdo da classificacdo de Muito Bom e um modesto financiamento
concedido até final de 2017 de €231,360. A ndo existéncia de financiamento adequado durante esses
dificeis anos nao se reflectiu na qualidade da investigagdo em termos de publicacdes em revistas
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cientificas internacionais, mas apenas na grande reducao em participacdo em eventos cientificos fora do
Pais. Os membros do CEAUL tiveram sempre a cabega erguida, continuaram coesos € mantiveram
sempre a sua dedicagdo ao CEAUL. Deixei a coordenagdo do CEAUL no fim de 2016, tendo-a
“entregue” a uma excelente equipa de gente mais nova e dinamica coordenada pela Lisete Sousa.

Maria Antonia Amaral Turkman
Coordenadora CEAUL, 2009-16

— O —_— Q0o mmm———
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BioEconomia no Crescimento Estocastico - Uma Contribuicdo Portuguesa

Crescimento Estocastico — um Grupo de Investiga¢io nascido em Evora

Carlos A. Braumann, braumann@uevora.pt

Universidade de Evora, Escola de Ciéncias e Tecnologia, Departamento de Matemdtica
Universidade de Evora, Centro de Investiga¢do em Matematica e Aplicagoes

1. Introducio e apresentacao do grupo da Bioeconomia do Crescimento Estocastico

A Universidade de Evora, no seu Departamento de Matematica e no seu Centro de Investigagdo em
Matematica e Aplicagdes — CIMA, sempre deu grande importancia as aplicagdes em Ciéncias da Vida,
quer na area dos sistemas dinamicos, quer das probabilidades e processos estocasticos, quer naturalmente
da Estatistica. No artigo de divulgacdo de Braumann e Alpizar-Jara 2009 no Boletim da SPE sobre o
CIMA pode reconhecer-se a relevancia destas aplicacdes, que se refor¢ou com a posterior reorganizacao
do CIMA, as pontes com outros departamentos e centros de investigagdo, a forte ligacdo a comunidade
envolvente, bem como com projetos de investigacdo e desenvolvimento e seu consequente impacto
econdmico. Os mestrados na area da Matematica e da Estatistica e o abrangente programa de
doutoramento em Matematica tém permitido atrair estudantes para estas areas. A interagdo dinamica
entre a teoria e as aplicagdes tem-se revelado um fator estruturante e impulsionador de avangos
significativos em ambas as dimensdes.

Hoje, correspondendo com muita gratiddo ao convite do nosso Colega e Editor Professor Fernando
Rosado, queria focar-me no Tema Central deste nimero do Boletim da SPE, dando uma ideia da
contribui¢io de um grupo portugués, “nascido” na Universidade de Evora, para a Bioeconomia no
Crescimento Estocastico usando modelos de equacdes diferenciais estocasticas — EDE. Estas equacdes
nasceram com Uhlenbeck e Ornstein 1930 antes sequer de qualquer teoria subjacente e podem ser hoje
estudadas em muitos livros como, s6 para citar alguns, Arnold 1974, Braumann 2005a (minicurso SPE)
e 2019, Ito 1951, Karlin e Taylor 1981.

Cada artigo de divulgacdo que encontram neste numero do Boletim SPE ¢ da autoria de Colegas do
grupo e procura dar a visdo dos autores sobre os contributos do grupo num tépico em que tém dado
contributos relevantes. Esses topicos nao dao, nem de longe, um retrato exaustivo do trabalho do grupo,
procurando apenas proporcionar ao leitor interessado uma pequena amostra desse trabalho.

O grupo, que tem consistentemente trabalhado no Crescimento Estocéstico de seres vivos e suas
implicagdes econdmicas, comegou comigo, que nisso trabalho ha quase cinco décadas. Juntaram-se, ja
no século XXI, os Colegas Patricia A. Filipe, Clara Carlos e Nuno M. Brites, cujas teses de doutoramento
(e, no caso dos dois ultimos, também dissertagdes de mestrado) orientei na Universidade de Evora com
conclusdao em 2011, 2013 e 2017, respetivamente. Hoje estdo espalhados, respetivamente, pelo ISCTE,
o Instituto Politécnico de Setubal e o ISEG. Ao grupo juntou-se depois o Colega Gongalo Jacinto, com
um doutoramento de 2011 em processos estocasticos em telecomunicagdes orientado pelo Colega
Antonio Pacheco Pires; ele estava entio na Universidade de Evora e esta hoje na Universidade do
Algarve. Que felicidade ter sido possivel congregar esforgos de tdo notdveis Colegas! Esforgos que se
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reproduziram cientificamente, tendo-se depois juntado ao grupo um jovem doutorado na Universidade
de Evora, Nelson T. Jamba, que foi orientado por Patricia A. Filipe e Gongalo Jacinto e estd agora na
Faculdade de Ciéncias Naturais da Universidade do Namibe em Angola. Todos estiveram ligados ao
CIMA, ligagao que quase todos ainda mantém.

Como ¢ natural, individualmente e em colaboracdo com colegas, tenho trabalhado e orientado pos-
doutoramentos, doutoramentos € mestrados em areas diversas de estatistica e processos estocasticos,
mas foi na area das EDE e suas aplicagdes (no crescimento estocastico e noutras aplicagdes) que
desenvolvi a minha atividade principal. E uma area fascinante que envolve diversos ramos da
Matematica, conjugando os sistemas dinamicos, as probabilidades, os processos estocasticos € 0s
métodos estatisticos, bem como um conhecimento razoavel das areas de aplicacdo. E por isso dificil em
termos de atragdo de estudantes, dado o investimento inicial necessario, mas, vencido este, ¢ altamente
estimulante e compensadora.

Dai que, apesar da divulgacdo que procurei dar a estas matérias em diversos foruns nacionais (exemplo:
Braumann 2008 no Boletim SPE) e internacionais e que terd certamente contribuido para atrair o
interesse por estas matérias, foi com a criacio na Universidade de Evora de mestrados na 4rea da
Matematica em 1995/96 e principalmente com a criagdo do programa de doutoramento em Matematica
em 2007/08 que tive a oportunidade de orientar dissertacdes de mestrado e teses de doutoramento em
EDE e aplicagdes bioldgicas e bioecondmicas, ainda que tenha também tido orientagdes e coorientagdes
em Matematica Financeira e noutras areas.

A titulo de curiosidade, refiro que, entre as referidas aplicagdes bioldgicas e bioecondmicas nao visadas
neste numero do Boletim SPE se incluem aplicagdes demograficas, tendo orientado ou coorientado na
Universidade de Evora teses onde se estudou a influéncia das flutuacdes de natureza ambiental nas taxas
de mortalidade por sexo/idade da populacdo humana, influéncia geralmente ignorada mas com sérias
implicagdes em seguros, pensodes € planos de poupanga-reforma. Para os interessados no tema sugerimos
a leitura de: Bravo e Braumann 2007, Lagarto 2013, Lagarto e Braumann 2013, Lagarto, Gomes e
Braumann 2013, dos Santos Baptista e Brites 2023 e dos Santos Baptista, Brites e Reis 2025.

2. Como tudo nasceu: o crescimento populacional em ambiente aleatorio

Estava na State University of New York at Stony Brook a fazer, sob a orientagdo de Lev R. Ginzburg, o
doutoramento com uma bolsa do entdo INIC quando “tropecei”, por mero acaso, nos artigos pioneiros
que utilizaram equagdes diferenciais estocasticas (ja muito antes utilizadas em Fisica e em Financas)
para modelar o crescimento populacional em ambiente aleatorio. Refiro-me a primeiras abordagens
usando variantes estocasticas de modelos deterministicos muito particulares (como o logistico),
designadamente os artigos de Levins 1969 e de Capocelli e Ricciardi 1974, bem como, mais tarde € no
caso de populagdes sujeitas a capturas (por pesca, caga ou florestagdo), o artigo de Beddington e May
1977. Nem sabia o que eram EDE mas tinha sido “cagado” e valeu-me, entre outras leituras, o livro do
Arnold 1974. Estava escolhida a area da minha tese, Braumann 1979, e de grande parte do meu trabalho
de investigagdo nos anos que se seguiram, procurando desenvolver novos caminhos a partir daqueles
artigos inspiradores. Mais tarde, ja em pleno século XXI, para além do crescimento populacional, vim a
interessar-me pelas aplicacdes ao crescimento individual, do que falarei adiante.

O crescimento de populagdes de seres vivos era tradicionalmente modelado por equagoes diferenciais
ordinarias — EDO (eventualmente por equacdes diferenciais parciais se a dispersdo espacial da
populacao fosse fator relevante). Para simplificar, vamos considerar apenas uma populagdo de tamanho

X(t) no instante t. A sua taxa de crescimento per capita, abreviadamente taxa de crescimento (diferenca

) . 1 dXx(t
entre taxa de natalidade e taxa de mortalidade), X0 d(t )
abundancia de recursos mas, mais geralmente, com recursos limitados (e supondo auséncia de efeitos de

Allee), serd uma funcdo f decrescente com o tamanho da populagdo e negativa para tamanhos

, seria constante num modelo malthusiano de
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suficientemente elevados. Temos um modelo geral %t) d;—?) =f (X (t)) e diversas funcdes particulares

f tém sido propostas para descrever diferentes tipos de populacdo, sendo muito popular o modelo

logistico ou de Verhulst em que f € linear, ou seja % = 5 Et) =

de crescimento ¢ K > 0 um equilibrio estdvel denominado capacidade de sustento do meio. Mas as
condicdes ambientais que afetam as taxas de natalidade e mortalidade, sejam as de natureza interna a
propria populagdo, sejam as do meio fisico e biologico envolvente, estdo sujeitas a flutuacdes aleatorias
de natureza imprevisivel que, em muitos casos, nao podem ser ignoradas refugiando-nos na ideia de que
o comportamento deterministico resultante da EDO ¢ uma boa aproximagao. Nesses casos, temos mesmo
de incluir o “acaso” (cé esta ele de novo!) na equacdo, representando agora f uma “taxa média de
crescimento”, mas desviando-se a taxa efetiva dessa média por um ruido. O ruido pode ser aproximado
por um ruido branco padrio £(t, w) multiplicado por uma intensidade o > 0, onde w € Q representa o
estado do ambiente ao longo da vida da populagdo “escolhido” pela natureza entre todos os possiveis
estados (), onde introduzimos uma estrutura de espago de probabilidade completo (€, F, P). Notando
que a solugdo ¢ agora um processo estocastico X (t, w) que depende do estado ambiental w, obtemos a

EDE 2O f (X (¢, a))) + oe(t,w). Podemos escrevé-la na notagdo habitual dX(t) =

X(t,w) dt
f (X (t))X (t) dt + aX (t) dW (t), seguindo a regra comum de ndo explicitar a dependéncia do acaso w

r (1 - %), sendo r > 0 a taxa intrinseca

t ) . . .
esendo W(t) = W(t,w) = [ o e(s,w) ds o processo de Wiener padrdo ou movimento browniano, um

processo estocastico de trajetorias g.c. continuas mas q.c. de variagdo ilimitada. A solugdo X(t) =
X(t,w) da EDE com condigdo inicial X(0) =x > 0 ¢ a solugdo da equagdo integral estocastica
X)) =x+] Ot F(X())X(s) ds + fot 0X(s) dW(s). Dada a irregularidade das trajetorias do processo
de Wiener, o segundo integral pode ter diferentes defini¢des, sendo as mais utilizadas o integral de Ito
(It6 1951), que tem boas propriedades probabilistica mas ndo segue as regras usuais de célculo (segue o
calculo de It0), e o integral de Stratonovich (Stratonovich 1966), que segue as regras usuais. Para
detalhes técnicos sobre as EDE e os célculos estocasticos pode ver-se Braumann 2018 no Boletim SPE,

sendo também interessante ler os outros trabalhos desse Boletim sobre variadas areas de aplicacao das
EDE.

Uma grande preocupacgao foi a de obter propriedades qualitativas dos modelos em termos de extingao
“matematica” da populacdo (X (t) a convergir para 0 quando t — +0) ou de existéncia de um equilibrio
estocastico sem extingdo “matematica” (ergodicidade com a distribui¢do de probabilidade de X(t) a
convergir para uma distribuicdo de probabilidade de equilibrio quando t — +oo0 e obtencdo da f.d.p.
estaciondria a partir das equagdes de Kolmogorov). Havendo variados modelos propostos com diversas
expressoes particulares da fun¢do f e desconhecendo o modelo seguido pela natureza, preocupamo-nos
em que as propriedades fossem de natureza bioldgica, ou seja robustas relativamente a escolha do
modelo, pelo que demonstramos os nossos resultados para fungdes f arbitrarias satisfazendo apenas
propriedades ditadas pela Biologia e algumas muito moderadas condi¢des de regularidade. Veja-se, para
intensidades de ruido o constantes, Braumann 1979, 1981a,1999b, 2008b, 2019, 2021, e, para uma
generalizacdo a intensidades variaveis o(X) suficientemente regulares, Braumann 2001cd, 2007d,
2008a, 2021. Isso nao impede que, especialmente em aplicagdes que envolvam estimagao de parametros
e previsdo ou comparagdes e calculos numéricos, trabalhemos com modelos particulares da funcao
f, como o modelo logistico ou o de Gompertz.

Outra grande preocupagdo teve a ver com a defini¢ao do integral estocdstico com respeito ao processo
de Wiener, a de Itd6 geralmente utilizada e que trabalha com o célculo de Itd6 ou, como era aconselhado
por alguns autores, a de Stratonovich, que segue as regras usuais de calculo. De facto, tinha-se gerado
uma grande controvérsia na literatura sobre o calculo mais adequado para descrever o crescimento de
populagdes em ambiente aleatdrio, de que falo em Braumann 2018 e que o leitor interessado pode
consultar, por exemplo, em Feldman e Roughgarden 1975, May e MacArthur 1972, May 1973ab e
Turelli 1978. Sucedia que os resultados qualitativos do “mesmo” modelo diferiam entre os dois célculos,
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podendo até, para certos valores dos parametros, o uso do célculo de Itd concluir pela extingdo da
populacdo, enquanto o célculo de Stratonovich concluia, pelo contrario, pela sua ndo-extingdo e
crescimento sem limites. Isto para ndo falar da teoria sobre limitacdes da semelhanca dos nichos
ecoldgicos em espécies competidoras, que aparentemente funcionava com o calculo de It6 mas ndo com
o de Stratonovich. Demonstrei que a controvérsia se devia a uma confusdo meramente semantica sobre
o significado da “taxa média de crescimento” f; veja-se Braumann 1979, 1983ab, 2005a, 2007abc,
2008ab, 2018, 2019, 2021. Se formos ver o significado fisico (neste caso bioldgico) da chamada “taxa
média de crescimento” que aparece no termo de tendéncia da EDE, acima designada por f, ela significa
de facto a taxa média aritmética de crescimento quando usamos o calculo de It6. Mas, se usarmos o
calculo de Stratonovich, provei que ela representa uma taxa média geralmente diferente que, no caso
particular dos modelos de aleatoriedade ambiental, ¢ a taxa média geométrica de crescimento. Em
qualquer caso, provei que, considerando a diferenca entre as médias nos dois calculos, ambos os calculos
dao exatamente os mesmos resultados, quer qualitativos quer quantitativos. No seu texto neste Boletim
sobre aleatoriedade ambiental, Clara Carlos preferiu usar o calculo de Stratonovich e designou, para
evitar tal confusdo entre médias, a taxa média geométrica por g, que ¢ dada por g(X) = f(X) — 02/2.
A inttil controvérsia resultou de se ter falado sempre de “taxa média” sem qualificar o tipo de média,
ignorando o seu diferente significado fisico. Dai a importancia de, nos nossos modelos, termos sempre
o cuidado de ndo desligar a Matematica da realidade, isto €, de reconhecer em termos fisicos/biologicos
o significado real das varidveis que usamos.

3. O estudo consolidado do crescimento populacional em ambiente aleatorio

Para além dos aspetos fundamentais tratados na Seccdo 2, o crescimento populacional em ambiente
aleatorio requeria o estudo de aspetos especificos extremamente importantes para uma efetiva utilizagao
dos modelos desenvolvidos, estudo consolidado que o nosso grupo promoveu e desenvolveu ao longo
dos anos.

As questoes estatisticas de escolha do modelo, estimacdo de pardmetros e previsdo foram tratadas em
Braumann 1979, 1983b, 1985, 1986, 1987b, 1988, 1991, 1993bc, 1994a, 1996ab, 1997a, 1999cde,
2004a, 2019. As consequéncias de uma incorreta especificagdo do modelo foram estudadas em Carlos
2013, 2018 e Carlos e Braumann 2014.

Outra questdo importante tem a ver com populagdes sujeitas a efeitos de Allee, descritos em Allee et al.
1949 e tratados em termos de modelos estocasticos muito particulares pela primeira vez por Dennis 1989
e 2002. Em certas populagdes, quando o seu tamanho ¢ pequeno e se esperava portanto uma elevada
taxa de crescimento per capita devido ao elevado volume de recursos disponiveis para a sobrevivéncia
e reproducdo de cada individuo, verifica-se uma depressao dessa taxa de crescimento relativamente ao
esperado. O trabalho de Clara Carlos neste Boletim indica algumas das possiveis causas. Modelos
estocasticos com efeitos de Allee, quer gerais quer particulares, como o modelo logistico estocastico
com efeitos de Allee, foram estudados em Braumann e Carlos 2013, 2015 e Carlos € Braumann 2017.

Para os modelos estocasticos gerais de aleatoriedade ambiental, quer com quer sem efeitos de Allee,
pudemos provar que a condicao de a taxa média geométrica de crescimento per capita ser positiva para
populagdes pequenas € suficiente para evitar a extingdo “matemadtica” e garantir a existéncia de um
equilibrio estocastico com densidade estaciondria. Mas, quer nestes modelos, quer nos modelos
deterministicos de EDO, o facto de o tamanho da populagdo ndo tender para zero quando ¢ — +00 nao
¢ exatamente sindnimo de ndo-extin¢ao no sentido bioldgico. O que significaria termos a certa altura
uma populagdo de 0,4 individuos? O facto de nas EDO e nas EDE trabalharmos com um espaco de
estados continuo [0,+oco[ permite a tratabilidade dos modelos mas, sendo geralmente uma boa
aproximacao, ndo o ¢ quando a populacdo ¢ pequena. Mais ainda, ignora a aleatoriedade demografica,
que sendo geralmente secundaria perante a aleatoriedade ambiental, se torna dominante para pequenas
populagdes e ¢ melhor tratada com processos de nascimento e morte, com espago de estados discreto
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{0, 1, 2, ...}. Enquanto a aleatoriedade ambiental traduz o efeito das flutuagdes aleatorias do ambiente
na taxa de crescimento, isto €, provoca flutuacdes aleatorias nas probabilidades de nascer e de morrer,
a aleatoriedade demografica refere-se as variagdes amostrais que afetam as frequéncias observadas de
nascimentos € mortes, as quais ocorrem mesmo quando o ambiente e as probabilidades de nascer e
morrer sdo perfeitamente deterministicos (Braumann 2010). Nao entrando no extremamente complexo
estudo combinado das duas aleatoriedades, estabelecemos antes um limiar de extingdo “realista” g > 0,
tipicamente bastante inferior a populag¢do inicial, abaixo do qual a aleatoriedade demografica
prevaleceria e conduziria quase inevitavelmente a uma extingao efetiva. Mostramos que, mesmo quando
a aleatoriedade ambiental conduzia a um equilibrio estocdstico sem extingdo matematica, a extin¢ao
“realista” ocorria com probabilidade um, sendo a questdo relevante se se tratava de uma extingao rapida
ou lenta.

Para isso obtivemos expressdes gerais para a média e a variancia do tempo de extin¢do T, (tempo de
primeira passagem pelo limiar de extingao “realista”), que particularizamos para modelos estocasticos
especificos como o logistico, o de Gompertz e o logistico com efeitos de Allee. Verificamos que esses
momentos de T, exceto para populagdes iniciais muito proximas do limiar de extingdo g, pouco
dependiam do valor de g. Tinhamos assim uma boa medida do risco de extincdo, verificando-se que,
conforme os valores dos parametros, a extin¢ao tanto podia levar poucas geragdes como demorar mais
do que o tempo de vida do Universo. Tinhamos assim também um outro meio de aferir o impacto dos
efeitos de Allee. Naturalmente, também olhdmos para os tempos de primeira passagem por limiares
superiores a populagdo inicial, com importidncia para a recuperagdo de populagdes em risco, a
deterioragdo de alimentos por fungos ou bactérias, ou para o impacto de pragas agricolas. Os resultados
desse nosso trabalho podem ver-se em Braumann 1983b, 1984, 1987a, 1988, 1991, 1994b, 1995a, 2005a,
2019, Carlos 2013, 2018 ¢ Carlos ¢ Braumann 2006.

Naturalmente, varios outros autores vieram a trabalhar em modelos estocasticos de aleatoriedade
ambiental com uma ou varias populacoes, particularmente versdes estocasticas das multiplas variantes
de modelos deterministicos particulares ja tratados, mas ndo vamos desviar-nos do foco do Tema Central
deste Boletim.

Neste Boletim, o texto de Clara Carlos, que preferiu usar o calculo de Stratonovich, trata, para modelos
estocasticos de crescimento populacional com e sem efeitos de Allee, dos tempos de extingdo da
populagao e avalia o impacto dos efeitos de Allee no comportamento do modelo e nas probabilidades de
extingao.

4. Modelos de crescimento populacional e capturas em ambiente aleatorio

Quando a populacao esta sujeita a capturas por pesca, caca ou exploragao florestal, na senda do trabalho
pioneiro de Beddington e May 1977 para modelos muito particulares, os modelos gerais anteriores
carecem apenas de uma pequena modificacdo para neles introduzir a taxa de capturas por unidade de
tempo (p.u.t.) C(t) = 0, passando a ter-se a EDE dX(t) = f(X(t))X(t) dt — C(t) + aX(t) dW(¢t).
Tipicamente, no caso da pesca, a taxa de mortalidade adicional provocada pela pesca ¢ considerada
proporcional ao esfor¢o de pesca E(t) = 0 (o nimero de embarcagdes de pesca usadas no instante t ou,
havendo diversos tipos de embarcagdo, o nimero de unidades de pesca padronizadas), dependendo a
constante de proporcionalidade, a chamada capturabilidade g > 0, da tecnologia de pesca, da espécie
pescada e das condig¢des de pescaria. A taxa de capturas p.u.t. sera entdo dada por C(t) = qE(t)X(t).

Comegamos por estudar os modelos gerais autobnomos em que a taxa de capturas dependia apenas do
tamanho da populagdo, C (X (t)), o mesmo sucedendo ao esfor¢o E (X (t)). Para esses modelos gerais,
mostramos que, sob condi¢gdes de regularidade muito moderadas, a condigdo de ndo-extingdo e
existéncia de um equilibrio estocastico com densidade estacionaria era termos uma taxa média
geométrica de crescimento natural superior a taxa de mortalidade adicional causada pela pesca quando
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a populacdo ¢ pequena. Isso era valido para modelos de crescimento com e sem efeitos de Allee e para
intensidades de ruido constantes ou varidveis com o tamanho da populagdo: Braumann 1981c, 1985,
1990, 1993a, 1997ab, 1999a, 2001d, 2002a, 2005b, 2007bd, 2019, 2021, Brites ¢ Braumann 2020b,
2022. Mesmo em condicdes de alguma irregularidade como capturas constantes com ou sem truncatura
e esforcos constantes com truncatura, o resultado mantinha-se: Braumann 2001ab, 2002b.

Outros trabalhos trataram aspetos como o célculo estocastico usado e a correta interpretacao das médias
(Braumann 2003b, 2007b), os problemas de estimag¢do (Braumann 1985, 1996b, 1997a), a otimizagao
das capturas sustentadas em politicas de esfor¢o constante (Braumann 1985, 1997b, 2005b, 2019), os
riscos € os tempos de extingdo e de primeira passagem por limiares elevados (Braumann 1983b, 1984,
1985, Brites 2017, Brites e Braumann 2025).

Considerando um modelo razoavel para o lucro por unidade de tempo (diferenca entre as receitas de
venda do peixe p.u.t. e os custos da atividade piscatdria p.u.t.), Brites 2017 estudou o lucro p.u.t. em
regime sustentado (equilibrio estocdstico) para os modelos estocasticos gerais com esforco de pesca
constante, particularizando também para os modelos logistico e de Gompertz. Tal veio permitir a
comparagdo com as politicas 6timas de esfor¢o variavel propostas por Suri 2008 (ver também Clark
2010 e, anteriormente mas ignorando os custos da atividade piscatoria, Alvarez 2000 e Alvarez e Shepp
1998), baseadas na teoria do controlo 6timo e na utilizacdo da equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman,
que otimizam o lucro acumulado descontando esperado ao longo de um horizonte temporal futuro.
Embora esse lucro seja inferior na politica de esfor¢o constante, a diferenga em relagdo ao lucro da
politica 6tima de esfor¢o variavel € muito pequena, como foi verificado, usando dados reais de pescarias,
em Brites 2017, Brites ¢ Braumann 2017, 2018. E a politica de esforco constante tem uma enorme
vantagem: ¢ muito facil de aplicar e ndo tem problemas sociais, enquanto a politica 6tima de esforco
variavel € inaplicdvel em termos praticos por exigir esfor¢os de pescas sempre a mudar e o conhecimento
do tamanho da populagdo em cada momento, além de ocasionar problemas sociais nos periodos de pesca
reduzida ou nula.

Pos-se entdo a questdo: serd que existem outras politicas de pesca intermédias que obviem parte ou a
totalidade dos problemas da politica 6tima de esforco variavel e que resultem num lucro superior ao da
politica de esforco constante? E se houver efeitos de Allee? Varias politicas foram propostas e estudadas,
em termos de lucro e de prés e contras, em Brites e Braumann 2019ab, 2020ab, 2022, 2023. Reis e Brites
2025 estudaram o problema da otimizagdo do lucro quando os pregos de venda também sdo estocasticos.

O texto de Nuno M. Brites neste Boletim faz uma viagem guiada sobre as aplica¢des bioeconomicas das
EDE a populagdes em ambiente aleatorio sujeitas a capturas, designadamente por pesca, comparando
politicas de pesca em termos sociais, de aplicabilidade e do lucro associado.

Recentemente, para politicas de esfor¢o varidvel e de esforco constante, estudou-se, em Brites e
Braumann 2026, os efeitos da incorreta estimacao dos pardmetros sobre o calculo dos esforgos de pesca
a aplicar, a previsdo dos lucros futuros e a curiosamente (mas explicavelmente) bem menor perda efetiva
que ocorre nos lucros futuros por se usarem valores incorretos dos pardmetros em lugar dos valores
exatos.

5. Modelos estocasticos de crescimento individual

Se o crescimento do tamanho de populagdes esta sujeito as flutuagdes aleatorias do ambiente, 0 mesmo
sucede ao crescimento do tamanho X (t) de um individuo (por exemplo, em termos do seu peso) com a
idade t, considerando as flutuacdes aleatdrias do seu ambiente interno e externo. Classicamente, para o
crescimento de animais de pecudria, peixes, arvores, etc., usava-se uma curva de crescimento
deterministica e os desvios em relagdo a curva eram tratados usando um modelo de regressdo, o que
ignorava a dinamica do crescimento e fazia previsdes por vezes absurdas. Garcia 1983 reparou que
as curvas de crescimento deterministico cldssicas se podiam escrever como solu¢des da EDO
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dY(t) = ,[i'(a - Y(t)) dt, usando o tamanho modificado Y (t) = h(X (t)) por uma fun¢ado estritamente
monotona h de classe C! associada a curva de crescimento escolhida, sendo o tamanho modificado
assintotico (i.e. na maturidade) @ = h(A) (com A o tamanho na maturidade efetivo) e sendo f > 0 a
taxa de aproximac¢do ao mesmo. Por essa razdo propos dY(t) = f (a - Y(t)) dt + o dW(t) como
modelo estocéstico geral de crescimento do individuo, modelo que adotamos, correspondendo os
modelos particulares a escolhas concretas da fun¢ao h. Comecgamos por utilizar, para o doutoramento da
Colega Patricia A. Filipe, dados de crescimento de vacas mertolengas obtidos pelo nosso Colega Carlos
J. Roquete. Mais tarde, utilizdmos as completissimas bases de dados sobre machos e fémeas de bovinos
mertolengos e de raca alentejana das associagdes de produtores e beneficiamos durante alguns anos da
integracao no Grupo Operacional GOBov+ financiado pelo PDR 2020 (ver detalhes no texto de Patricia
A. Filipe e Gongalo Jacinto neste Boletim).

Os problemas probabilisticos, de escolha do modelo (escolha da expressio da fungdo h), de
determinagdo exata da fun¢do de verosimilhanga para observagdes discretas de varios animais em idades
geralmente ndo-concordantes, de estimagdo de parametros por maxima verosimilhanca (incluindo
técnicas de bootstrap), e de previsdo foram estudados em Braumann, Filipe, Carlos e Roquete 2009,
2012, Filipe 2011, 2018, Filipe e Braumann 2007, 2008, Filipe, Braumann, Brites e Roquete 2013, Filipe,
Braumann e Roquete 2007, 2008. M¢étodos de estimagdo ndo-paramétrica para os coeficientes de
tendéncia e difusdo para um modelo mais geral de EDE foram estudados em Filipe, Braumann, Brites e
Roquete 2010 e Filipe 2011, ndo se desviando muito dos modelos paramétricos por nos escolhidos. Em
Jacinto, Filipe e Braumann 2022b estudamos métodos de estimacdo por maxima verosimilhanga
ponderada para compensar o déficit de observacdes em idades avangadas. Em Filipe 2011, Filipe,
Braumann e Roquete 2009ab, 2012 estudaram-se os modelos bifasicos de crescimento, que
consideravam dois regimes paramétricos de crescimento, um até ao desmame e outro na fase da recria.
Em 2011, com base nos resultados obtidos € com o apoio de Nuno M. Brites, foi disponibilizado o
software gSDE, de uso amigével e desenvolvido em Microsoft Visual Studio 2010 com algoritmos de
calculo em R, para estimagdo paramétrica e ndo-paramétrica e previsao nestes modelos.

Um dos nossos principais objetivos era o de maximizar o lucro esperado do produtor na fase da recria e
determinar a correspondente idade 6tima para venda no mercado da carne, tendo em conta os custos
fixos e variaveis do produtor e os pregos de mercado na venda, tendo-se obtido também o desvio-padrao
para se aferir a variabilidade do lucro. Isso foi realizado em Filipe 2011, Braumann, Filipe, Carlos e
Roquete 2012, Filipe, Braumann e Carlos 2015, Filipe, Braumann, Carlos e Roquete 2014. Com pregos
de venda reais estruturados por idade do animal e categorias do seu peso, o problema de otimizagdo
complicou-se e foi resolvido em Jacinto, Filipe e Braumann 2022b. Com 0s nossos resultados € 0 nosso
apoio e das associagdes de produtores, a Ruralbit desenvolveu uma aplica¢do informatica para apoiar o
produtor nas melhores decisdes de venda. Estuddmos também uma alternativa a idade 6tima de venda,
mais vantajosa em termos de lucro esperado mas mais dificil de implementar, baseada no peso 6timo de
venda, para a qual precisamos de determinar em Carlos, Braumann e Filipe 2013 a idade de primeira
passagem pelo peso 6timo.

O texto de Patricia A. Filipe e Gongalo Jacinto neste numero do Boletim falara sobre estes modelos
estocasticos de crescimento individual e a otimizagao do lucro do produtor.

6. Modelos estocasticos mistos de crescimento individual

Os individuos, porém, ndo sdo necessariamente todos iguais e individuos diferentes, por razdes
genéticas, de regime alimentar ou outras, podem ter pardmetros de crescimento individual a e/ou
diferentes, com uma distribui¢do de probabilidade entre a populacdo de animais que podemos supor
normal (embora também tivéssemos considerado uma distribuicdo lognormal para ). Temos assim
modelos mistos de EDE, que combinam as vantagens das EDE com as das equagdes diferenciais
aleatorias, equagdes estas com que também trabalhei com colegas de outras nacionalidades e que sao
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simplesmente EDO com parametros aleatérios, mas sem flutuagdes ambientais. Mas fomos mais longe
e trabalhdmos com modelos mistos estruturados em que os parametros dependem dos valores genéticos
do animal (tendo-se desenvolvido testes para determinar quais dos valores genéticos disponiveis tinham
influéncia significativa), visando uma melhor otimizacao do lucro, mais adaptada ao animal concreto. O
problema dos modelos mistos € que, em certos casos, a fun¢ao de verosimilhanga nao tem uma expressao
fechada e, para a maximizar, ha que recorrer a aproximacgdes, sendo os métodos habitualmente usados
computacionalmente intensivos, além de geralmente presumirem a regularidade, temporal e entre
animais, das observagdes. Para tal desenvolvemos métodos novos, inspirados no classico método delta
da Estatistica, que ndo dependem da regularidade temporal e entre animais das observagdes e que, como
comprovam os nossos estudos comparativos, proporcionam boas estimativas e sao computacionalmente
muito mais eficientes.

O estudo dos modelos mistos nos termos acima descritos pode ver-se em Jacinto, Filipe e Braumann
2026, Jamba, Filipe, Jacinto e Braumann 2024, Jamba, Jacinto, Filipe ¢ Braumann 2022, 2024.

O trabalho neste nimero do Boletim de Gongalo Jacinto, Patricia A. Filipe e Nelson T. Jamba trata dos
modelos mistos e dos métodos de estimagao associados.

7. Conclusao

Uma das missdes que consideramos essencial foi a da divulgagao destas matérias e metodologias com o
objetivo de sensibilizar os estudantes, a comunidade cientifica e a sociedade para a sua importancia e
beneficios e de atrair novos investigadores para estas areas. Para isso utilizdmos, geralmente a convite
dos organizadores, mas também em iniciativas nossas, diversos meios, Como minicursos, seminarios,
palestras e organizacdo de sessOes tematicas, adaptando a mensagem ao publico. Fizemo-lo em
Universidades, em reunides cientificas, em encontros promovidos por professores e pelos setores
produtivos. Fiz minicursos numa vintena de institui¢des nacionais e estrangeiras espalhadas por varios
continentes que seria fastidioso enumerar, pelo que destaco apenas o realizado no ISEG a convite do
saudoso Professor Bento Murteira (tendo a semente ai lancada dado frutos num doutoramento na area
da Matematica Financeira que coorientei, como viria mais tarde a coorientar outros nessa area) e o do
Congresso SPE 2005. Mais fastidioso seria enumerar a longa lista de conferéncias convidadas e
seminarios que proferi, mas recordo o primeiro, que fiz em Lisboa a convite do saudoso Professor Tiago
de Oliveira. Utilizdmos também artigos de divulgag@o em atas de reunides cientificas, variadas revistas
cientificas e profissionais, boletins de sociedades como o Boletim da SPE e outras publica¢des. Vejam-
se, a titulo de exemplo: Braumann 1981b, 1995b, 1998, 1999b, 2001e, 2004b, 2005¢c, 2008bc, 2018,
2021, Brites 2018, Carlos 2018, Filipe 2018. Fizemo-lo ainda em livros didatico-cientificos, como o
livro do minicurso Braumann 2005a no Congresso SPE2005 e o meu livro Braumann 2019 na Wiley.

Naturalmente, eu, colegas do grupo e outras pessoas organizdmos ou colaboramos na organizacao de
muitas reunides cientificas nacionais e internacionais € ai procuramos também atrair sessoes tematicas
e comunicagdes na area da Biologia Matematica e dos modelos estocasticos. Os Colegas de Evora
estiveram muito envolvidos no Congresso da SPE 2004 realizado na cidade e, como membro de
Comissoes Cientificas e como Presidente da SPE durante alguns anos, colaborei com a organizagao de
varios outros Congressos. Na area da Biologia Matematica, tenho participado na organizagdo de
multiplas conferéncias das séries Dynamical Systems Applied to Biology and the Natural Sciences —
DSABNS, Models in Population Dynamics, Ecology and Evolution — MPDEE e European Conference
on Mathematical and Theoretical Biology — ECMTB, estas organizadas pela European Society for
Mathematical and Theoretical Biology — ESMTB de que também fui Presidente durante alguns anos.
Realco o ECMTB 2018, copresidido por M. Aguiar, C. A. Braumann e N. Stollenwerk, que decorreu na
Universidade de Lisboa. Também nestes Congressos e Conferéncias houve a preocupacdo de nao
negligenciar os modelos estocésticos.
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Estou convencido que esta atividade de divulgagao tera despertado o interesse para as EDE e aplicagdes
de alguns estudantes e de outros colegas portugueses e estrangeiros que trabalham hoje nessa area.

Procuramos evidenciar, nos trabalhos do grupo neste Boletim SPE, o papel das flutuagdes aleatérias das
condi¢des ambientais no crescimento de populagdes e no crescimento individual de seres vivos e, quando
se trata de seres vivos utilizados na atividade produtiva, as implicagdes econdémicas que delas derivam.

Mas o acaso, ou, se preferirem, coincidéncias que espero tenham sido tao felizes como para mim foram,
também interveio no percurso cientifico-pedagogico dos membros deste grupo que hoje vos acompanha
numa viagem de revelagdo de um pouco do seu labor e trajetdria. Espero que o leitor aprecie a viagem
como nds apreciamos a sua companhia e que, se assim a sua disposi¢do € o0 acaso o determinarem, possa
olhar para estas matérias com um interesse acrescido.

Hé muito terreno conhecido, e muito mais ainda desconhecido, por desbravar. Com os esforgos deste
grupo e de outros investigadores que se vém interessando ou se venham a interessar por estes assuntos,
o trabalho continua.

Permita-me, caro leitor, que, para rematar estes nossos relatos sobre o papel do acaso na vida, formule
sinceros votos de que, na sua e na nossa vida, a sorte, outra face do acaso, nos seja sempre favoravel.
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1. Introducao

Foi com elevado apreco que aceitei o honroso convite do Professor Fernando Rosado para contri-
buir com o presente texto para o Boletim da Sociedade Portuguesa de Estatistica, dedicado ao tema
“BioEconomia no Crescimento Estocdstico - uma contribui¢ao portuguesa”.

Na Bioeconomia, compreender como as populacdes variam em ambientes incertos € essencial para
gerir recursos biologicos de forma sustentavel. O estudo do crescimento populacional em ambientes
aleatdrios, usando equagdes diferenciais estocasticas, permite captar essa incerteza. Um dos mode-
los cléssicos de crescimento populacional, ndo tendo em conta os ambientes incertos, um modelo de-
terministico, é o modelo logistico, amplamente utilizado devido a sua simplicidade e a sua aparente
adequacdo a descri¢ao do crescimento populacional. Com base no modelo logistico classico propomos
um modelo de crescimento populacional que incorpora o efeito das flutuacdes ambientais aleatdrias na
taxa de crescimento per capita, formulado sob a forma de uma equagdo diferencial estocastica, a que
chamamos modelo logistico estocéstico. Este modelo supde a auséncia de efeitos de Allee, pelo que,
além dele, analisamos também uma sua extensao, o modelo logistico estocéstico com efeitos de Allee,
que incorporam estes efeitos (ver Allee et al. (1949)).

Os momentos dos tempos de primeira passagem por limiares inferiores ou superiores a populagcdo
inicial seguem equacdes diferenciais de segunda ordem que pode encontrar-se, por exemplo, em Gihman
e Skorohod (1972) ou Karlin e Taylor (1981). Podem ser utilizados no estudo dos tempos de extincao de
populacdes, considerando-se extinta qualquer populacdo que atinja um limiar “realista”de extin¢cdo ade-
quadamente escolhido. Nesse contexto, interessa determinar o tempo necessario para que a populacao
atinja esse limiar. Com base nas expressoes obtidas em Carlos (2013) para os momentos dos tempos de
primeira passagem e, em particular, ao tempo de extin¢ao, deduzimos expressoes explicitas para a média
e a variancia do tempo de exting¢do para os dois modelos considerados. Apresentamos gréficos ilustra-
tivos do comportamento da média do tempo de extin¢do para diferentes combinacOes de parametros.
Estas andlises permitem avaliar o impacto dos efeitos de Allee e da intensidade destes efeitos através da
comparacdo entre o modelo logistico estocdstico e o0 modelo logistico estocdstico com efeitos de Allee
de diferentes intensidades.

2. Modelos de crescimento populacional com e sem efeitos de Allee

Seja X (¢) o tamanho de uma determinada populag@o no instante #, medido em ndmero de individuos,
biomassa ou densidade populacional. A taxa de crescimento per capita, no caso deteministico, representa-
se por

1 dX(t)
X(t) dt

=g(X (1)), (1)
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com X (0) = x > 0 conhecido e g a taxa de crescimento per capita, uma fungio de classe C', definida para
X > 0. Um dos modelos classicos usado na literatura é o modelo logistico, definido por g(X) = r (1 — %‘) ,
onde r > 0 € a taxa intrinseca de crescimento, K > 0 a capacidade de sustento do meio e onde, para sim-
plificar a notagdo, usamos X ao invés de X (¢). Este modelo pressupde que a taxa de crescimento diminui
a medida que a populagdo aumenta, refletindo a reducdo de recursos disponiveis para a sobrevivéncia e
reproduc¢do dos individuos com o aumento da densidade populacional. Importa salientar que este modelo
ndo incorpora os conhecidos efeitos de Allee.

E natural admitir que as flutuagdes aleatérias do ambiente influenciam a taxa de crescimento popula-
cional; assim, a dinamica da populacdo pode ser descrita de forma mais realista através de uma equagao

diferencial estocastica
1 dX(r)

(5) X(t) dt
onde g passa a ser a taxa média geométrica de crescimento per capita, porque vamos usar o cdlculo
de Stratonovich (S), €(r) é o ruido branco padrdo e 6 > 0 a intensidade do ruido. Se usdssemos o
cédlculo de It6, deveriamos usar, em vez de g(X), a taxa média aritmética de crescimento per capita
f(X) = g(X) + 6?/2. Para uma discussio detalhada sobre o tipo de célculo a utilizar, ver Braumann
(2007a, 2007b, 2007c). No que respeita a aplicagdes em dindmica de populacdes, ver, por exemplo,
Lange, Engen e Saether (2013) ou Panik (2017).

Para 0 modelo logistico cléssico, g é estritamente decrescente de classe C!, g(07) > 0 e g(+o0) < 0,
pelo que a equacdo diferencial estocdstica (2) tem solucao unica e € um processo de difusdo homdgeneo
com coeficientes de tendéncia (média infinitésimal) e de difusdo (variancia infinitésimal)

=g(X(1)) +oe(r), 2)

2
a(X) = rXg(X) + %X — X f(X) 3)
c
h(X) = c’X?, “4)

respetivamente. O espago de estados ]0,+oo[ tem fronteiras X = 0 e X = o0, ambas ndo atrativas e,
portanto inatingiveis, o que significa que nao ocorre extingdo matemdtica e nao existem explosoes. Estes
resultados podem ser vistos em Braumann (1999). Definimos, no interior do espaco de estados, as
medidas de escala e de velocidade, cujas densidades sdo dadas por

2a(0
s(y) :==exp (— ny ba((G)) de) 5)
e
1
respectivamente.

Existe densidade estaciondria, o que significa que ha uma distribui¢ao de equilibrio com densidade
proporcional a m(y) para a qual converge a distribuicdo de probabilidade do tamanho da populagdo
quando ¢ — +oo.

Os efeitos de Allee descrevem situagcdes em que a taxa de crescimento populacional diminui quando a
densidade populacional baixa. Ao contréario do que sucede nos modelos cldssicos, em particular, no mo-
delo logistico, em que a taxa de crescimento per capita € maxima para densidades reduzidas, a presenca
dos efeitos de Allee implica que pequenos grupos tenham menor sucesso reprodutivo e/ou menor proba-
bilidade de sobrevivéncia. Tal poderd ocorrer devido a dificuldade em encontar parceiros para acasala-
mento, a perda de cooperagao na defesa contra predadores, a menor eficiéncia na procura de alimentos
ou a efeitos genéticos associados a consanguinidade. Os efeitos de Allee sdo, por isso, particulamente
relevantes na conservagao de espécies ameacgadas e na gestao de populagdes. Para uma discussao cléssica
e detalhada deste fendmeno, ver Allee et al. (1949).

Existem dois tipos de efeitos de Allee: fortes e fracos. Fala-se em efeitos de Allee fortes quando
existe um limiar critico que a populacao tem de ultrapassar para que a sua taxa de crescimento seja
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positiva; abaixo desse limiar, a taxa de crescimento € negativa e a populacdo tende para a extin¢do. Por
sua vez, ocorrem efeitos de Allee fracos quando ndo existe esse limiar critico; a taxa de crescimento per
capita mantém-se positiva mesmo para densidades populacionais muito baixas, embora assuma valores
bastante reduzidos nessas condi¢des.

Em Braumann e Carlos (2013) apresentdmos um estudo do modelo estocastico geral de crescimento
populacional incorporando efeitos de Allee fortes. Posteriormente, em Braumann e Carlos (2015), ana-
lisdmos o crescimento populacional no contexto de um modelo estocastico geral com efeitos de Allee
fracos. Em Carlos e Braumann (2017), desenvolvemos um estudo abrangente do modelo geral de cresci-
mento populacional (com f arbitréria satisfazendo condi¢cdes adequadas), considerando os trés cendrios:
auséncia de efeitos de Allee, presenca de efeitos de Allee fracos e presencga de efeitos de Allee fortes.

Aqui vamos utilizar o modelo logistico com efeitos de Allee em que a taxa média geométrica de
crescimento per capita, g, ¢ dada por

0 =r(1-%) (=3 @

onde A é o chamado parametro de Allee. Quando —K < A < 0 0 modelo corresponde ao modelo logistico
com efeitos de Allee fortes. Se 0 < A < K temos o modelo logistico com efeitos de Allee fracos. Por
fim, se A — —oo temos 0 modelo logistico cldssico. A equacdo diferencial estocéstica (2) tem solugdo
unica e € um processo de difusdo homdgeneo com coeficientes de tendéncia e de difusdo dados por (3)
e (4), respetivamente. O espago de estados |0, +oo[ tem como fronteiras X = 0 e X = +oo. No modelo
com efeitos de Allee fracos, de forma semelhante ao modelo logistico cléssico, a fronteira X = 0 € ndo
atrativa, o que significa que a extincdo matemadtica ocorre com probabilidade zero. No modelo com
efeitos de Allee forte, a fronteira X = 0 € atrativa, embora inatingivel em tempo finito, ou seja, X (¢) — 0
quando t — 4o, havendo, portanto, extin¢do matematica. Independentemente da presenca ou nao de
efeitos de Allee, a exting¢do “realista”ocorre com probabilidade um. Para ambos os modelos, com efeitos
de Allee fracos ou fortes, e também no modelo logistico cldssico, a fronteira X = +oo é ndo atrativa,
o que significa que ndo existem explosdes, garantindo a existéncia e unicidade de solu¢do da equagdo
diferencial estocastica (2).

Para o modelo logistico com efeitos de Allee fracos, a densidade de velocidade (6) € integravel e,
consequentemente, a densidade estaciondria existe e € proporcional a densidade de velocidade, sendo
dada por

2rA r

1 sl
p(y) = Do) ° (K=4) " exp <—m (y— (K+A))2) ; €]

onde D é uma constante tal que f0+°° p(z)dz = 1. Por outro lado, para o modelo logistico estocastico
com efeitos de Allee fortes, ndo existe densidade estaciondria porque a densidade de velocidade ndo é
integravel.

3. Tempos de extin¢cao

Um dos temas a que me tenho dedicado nos ultimos anos, em colaboracdo com o Professor Carlos
Braumann, € o dos riscos de extin¢ao das populacdes aferidos pelos tempos de extin¢do realista, tema
que ¢ particulamente relevante no contexto atual (ver Carlos (2013)). Esta problematica assume parti-
cular relevancia face ao crescente nimero de populacdes ameacadas, resultado de alteragdes ambientais
globais e de pressoes de origem humana. A compreensao quantitativa dos fatores que influenciam o risco
e o tempo até a extingao constitui, assim, uma questao central.

Podemos definir dois tipos de extin¢do: a extingdo matemadtica e a extin¢do realista. Considera-se
que hd extingdo matematica quando o tamanho da populagdo tende para zero, X (f) — 0, quando t — 0.
No entanto, sendo X (¢) o tamanho da populagdo uma varidvel continua, admite tamanhos da populagido
muito pequenos (como, por exemplo, 0.1 individuos) impossiveis de ocorrer. Assim, embora a populagao
nao esteja extinta do ponto de vista matematico, deve ser considerada extinta numa perspetiva bioldgica.
Além disso, sabe-se que muitas populacdes, ao atingirem um determinado nimero de individuos nao
tém qualquer hipotese de sobreviver e reproduzir-se, devendo nesse caso, ser consideradas extintas do
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ponto de vista realista. Assim, definimos a partida um limiar realista de exting@o, que designamos por g,
com 0 < g < x, de modo a garantir que a populagdo nio se encontra extinta no instante inicial. Sendo o
processo ergodico, conclui-se que, quase certamente atingird (mais cedo ou mais tarde) o limiar realista
de extincdo. Torna-se, assim, fundamental determinar se esse acontecimento ocorre num horizonte tem-
poral curto ou prolongado. Designamos por tempo de extingdo o tempo T; de primeira passagem por ¢,
definido por T, = inf{r > 0: X(¢) = ¢}.

Em Carlos, Braumann e Filipe (2013) apresentaimos a expressao recursiva para o momento de ordem
n do tempo de primeira passagem de X () por ¢, supondo que X (0) = x > 0,

My ) = ELT) X (0) =5 =2 [ 5(0) /;mnMé"l)(e)m(e)dedc, ©)

com Méo) (x) = 1. Fazendo n = 1 obtemos o tempo médio de extingdo
X +oo
E[T,[X(0) =] =2 / S(©) /C m(6)dods, (10)
q

Com os momentos de primeira e segunda ordem e fazendo algumas manipulacdes algébricas, obtemos a
expressao da variancia do tempo de extingao

iz = =8 5@ [ st [ +°°m<e>de)2dmzc. (a1

Em Carlos e Braumann (2005) e Carlos e Braumann (2006) fizemos um estudo detalhado dos tem-
pos de extingdo para o modelo logistico e também para o modelo de Gompertz, usando o célculo de
Stratonovich e o célculo de Itd. Apresentdimos as expressdes que descrevem o comportamento da média
e do desvio padrao dos tempos de extin¢do, e ilustramos os resultados obtidos com diversos exemplos
numéricos. Concluimos que o tempo de extingdo € tanto maior quanto maior for a populag@o no instante
inicial e diminui quando o parametro de crescimento intrinseco diminui ou quando a capacidade de sus-
tento do meio se aproxima do limiar de extingdo. Verificimos ainda que o desvio padrdo tem a mesma
ordem de grandeza do tempo médio. Em Braumann e Carlos (2015) estuddmos os tempos de extin¢ao
para o modelo logistico estocastico com efeitos de Allee. Em Carlos e Braumann (2014) e em Carlos
(2018) fizemos um estudo dos tempos de extin¢ao considerando situagdes em que a verdadeira taxa de
crescimento per capita se afasta dos modelos cléssicos.

Também € possivel obter os momentos de ordem n do tempo de primeira passagem por um limiar
superior, que designamos por Q, com x < Q, em particular, a média e a varidncia do tempo de primeira
passagem por Q, relevante, por exemplo, na preservacao de algumas espécias e na previsao de surtos de
pragas agricolas. Estas expressdes podem ser consultadas em Carlos, Braumann e Filipe (2013) ou Fi-
lipe, Braumann e Carlos (2015), ainda que ai sejam apresentadas num contexto distinto, nomeadamente
o de modelos de crescimento individual.

4. Impacto dos efeitos de Allee

Vamos agora avaliar o impacto dos efeitos de Allee nos tempos de extin¢do usando, para efeitos com-
parativos, o modelo logistico estocdstico e o modelo logistico estocastico com efeitos de Allee. Para fa-
cilitar a anélise e como € tradicional em estudos de sistemas dinamicos, trabalhamos com grandezas adi-
mensionais. Em particular, introduzimos os seguintes parametros: R = é, d= %, Y= % e 7= g
Aqui R pode ser interpretado como uma razao sinal/ruido, traduzindo o balanco ente a taxa de cresci-
mento deterministica e a intensidade das flutuacdes estocasticas. O parametro d representa o limiar de
extingdo expresso como fracdo da capacidade de sustento do meio. De forma andloga, ¥ corresponde ao
limiar de Allee, também expresso como fracdo da capacidade de sustento do meio. Por fim, z mede o
afastamento relativo da populacdo inicial em relacdo ao limiar de extingao.

Para este modelo, utilizando as grandezas adimensionais, obtivemos em Braumann e Carlos (2015) a
seguinte expressao para a média do tempo de extincao multiplicado por r (o inverso do tempo de geracdao
em condi¢des “favordveis”) de forma a ser expresso de forma adimensional em nimero de geragdes:
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2 2
2 2
y <u_ R<}+;f)) T —<y— R<}+;f>)
rE[T,;|X(0) =x] =2R e / y Tt e dydu. (12)
u

[l n

Também obtivemos a expressdo da variancia do tempo de extingdo em forma adimensional:

2 2
R(1+7)2 R(1+7)?
dz y <u = > +oo v (v = >
% Y Y
SRZ/F PRI, / SR,
d u

VITX(0)=x =
2

2
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Figura 1: Comportamento da média rE[T;|X(0) = x| do tempo de extingdo da populacdo em fungio
de z := g, para o modelo logl’stico (a esquerda) e para o modelo logl’stico com efeitos de Allee (a
direita). Consideramos R := o= =1,d:= % =0.01 (em cima) e d := + = 0.1 (em baixo). Relativa-
mente a intensidade dos efeitos de Allee cons1deramos vy=0.5d,d, Sd , 9d (efeitos de Allee fortes) e
Y= —0.5d, —d, —5d, —9d (efeitos de Allee fracos).
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Estas sdo as expressoes para o calculo de Stratonovich. Para o cdlculo de Itd, as expressoes teriam de ser
ligeiramente adaptadas recorrendo a dbvia substituicdo dos parametros pelos parametros equivalentes
neste cdlculo.

Terminamos com alguns exemplos numéricos, que apresentamos na Figura 1, da média dos tempos
de extincdo para o modelo logistico sem efeitos de Allee, com efeitos de Allee fracos e com efeitos
de Allee fortes. Para ndo alargarmos demasiado a extensdo deste texto, apresentamos aqui apenas 0s
gréficos relativos ao caso R = 1, ou seja, r = 67, 0 que significa um ruido de forte intensidade relativa,
em que a extincao € relativamente rdpida, mas fazemos notar que, para outros valores dos parametros,
o tempo médio de extingdo pode exceder a idade do Universo. Relativamente a d, consideramos dois
cendrios, d = 0.01 ou d = 0.1, equivalente a ¢ = K/100 ou g = K /10, respetivamente. Foram ainda
considerados diferentes valores de Y de modo a ter diferentes tipos e intensidades de efeitos de Allee. Na
figura apresentamos exemplos graficos ndo do tempo médio de extingdo mas da grandeza adimensional
rE[T;|X(0) = x] em funcdo de z = x/q. A medida que z aumenta, ou seja, quanto maior for a populagio
no instante inicial, maior é, em geral, o tempo necessario para que a populacdo atinja o limiar de extin¢ao
“realista”’q. Observa-se ainda que o tempo médio de extin¢ao diminui quando d aumenta, ou seja, quando
a capacidade de sustento do meio se aproxima do limiar de extin¢cdo. Por outro lado, a medida que 'y
aumenta, o tempo médio de extincao diminui, ou seja, quanto mais forte forem os efeitos de Allee, mais
rapidamente ocorre a extin¢ao “realista’da populacdo. Independente da escolha dos parametros, a partir
de uma determinada altura, ou seja, a partir de um determinado z o tempo médio estabiliza, ou seja o
tempo de extingdao nao é muito influenciado pelo limiar de extingdo ¢ desde que a populacdo inicial x
dele esteja relativamente distante. O desvio padrao do tempo de extingdo, nao apresentado por razdes de
espaco, ¢ da mesma ordem de grandeza da média.

5. Conclusao

Neste trabalho analisimos o modelo logistico estocastico de crescimento populacional em ambiente
aleatério com e sem efeitos de Allee. Mostramos que, no modelo logistico estocastico sem efeitos de
Allee ou com efeitos de Allee fracos, a probabilidade de extingdo matemadtica é zero e existe densi-
dade estaciondria. Por outro lado, na presenca de efeitos de Allee forte, a extingdo matematica ocorre
quase certamente e ndo existe densidade estaciondria. Relativamente a extincdo realista, verificimos
que esta ocorre com probabilidade um e obtivemos expressdes para a média e a variancia do tempo de
extingdo para o modelo considerado. Por fim, comparamos os tempos de extin¢ao nos diferentes cendrios
(auséncia de efeitos de Allee, com efeitos de Allee fracos e com efeitos de Allee fortes), destacando as
diferengas introduzidas pela intensidade dos efeitos de Allee na dinamica populacional.
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1 Introducao

A exploragdo de populagdes bioldgicas em ambientes naturais decorre em contexto varidvel com processos
de crescimento e de renovagdo fortemente influenciados por fatores exégenos (Clark, 1990). As condic¢des
climadticas, as variacdes na disponibilidade de alimento, as alteragdes do habitat e as interagdes ecoldgicas
introduzem componentes aleatdrias na dindmica das populagdes e implicam variagdes significativas na evo-
lucdo do seu tamanho (Lande e Sather, 2003). Estas fontes de incerteza comprometem a adequagio de
descri¢des puramente deterministicas na andlise de politicas de pesca e justificam a necessidade de modelos
que incorporem a variabilidade ambiental (Lungu e @ksendal, 1996).

E por isso natural, neste enquadramento, que a modelagio estocdstica da diniAmica populacional surja como
uma extensao dos modelos cldssicos (entenda-se, deterministicos) de crescimento, permitindo representar a
evolucdo do tamanho da populagdo como um processo continuo no tempo, sujeito a perturbacdes aleatorias
que atuam sobre a taxa de crescimento per capita (Beddington e May, 1977).

A presenca de um termo com ruido conduz a formulagdo de Equacdes Diferenciais Estocdsticas (EDEs), nas
quais a variabilidade ambiental é modelada por processos de difusdo, preservando propriedades essenciais
como a positividade das solugdes e a coeréncia biologica do modelo (Braumann, 1999). Adicionalmente,
a utilizacdo de EDEs na modelac@o do tamanho de populacdes permite analisar propriedades assintéticas
tais como a extin¢do e a existéncia de regimes estaciondrios, aspetos centrais na avaliagao da sustentabili-
dade da exploracdo e do impacto da incerteza ambiental sobre o risco de colapso populacional (Alvarez e
Shepp, 2001). Em simultaneo, fornece uma base matematica consistente para a formulacio de problemas de
otimizagdo bio-econdmica, onde o esfor¢o de pesca atua como varidvel de controlo num sistema dindmico
estocdstico (Alvarez e Shepp, 1998; Brites, 2017).

O objetivo consiste em maximizar o lucro esperado resultante da atividade pesqueira, tendo em conta simul-
taneamente a evolugdo (natural) da populacio e os custos associados a atividade de pesca. No entanto, a
presencga de ruido ambiental altera profundamente a estrutura das politicas 6timas obtidas, conduzindo a so-
lucdes que diferem substancialmente das obtidas em contexto deterministico (Alvarez, 2000). Em particular,
quando a variabilidade ambiental € relevante, as politicas de esfor¢o que maximizam o lucro esperado ten-
dem a depender fortemente do estado instantaneo da populacdo, resultando em politicas profundamente ins-
taveis. Este comportamento levanta questdes fundamentais sobre a viabilidade pratica das politicas 6timas
e motiva a andlise de politicas alternativas que privilegiem estabilidade, sustentabilidade e aplicabilidade
operacional (Braumann, 2002).

2 Modelos descritos por equacoes diferenciais estocasticas

A dinamica do tamanho de uma populacio pode ser descrita por EDEs com ruido, que representa a influéncia
direta da variabilidade ambiental na taxa de crescimento per capita da populacdo. A forma funcional geral
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do modelo, de acordo com o trabalho pioneiro de Beddington e May (1977), é
ax(t) = (F(X(8) = aB()) X (1) dt + o X (1) dW (1), X(0) =, (1)

onde X (t) denota o tamanho da populagdo no instante ¢, f(X(¢)) = f(X) descreve a taxa natural de
crescimento per capita da populagdo, F(t) > 0 representa o esfor¢o de pesca, ¢ > 0 é o coeficiente
tecnoldgico associado a arte de pesca (conhecido como capturabilidade), ¢ > 0 mede a intensidade das
flutuagdes ambientais, W (¢) é um processo de Wiener padrdo e zy é o tamanho inicial da populagio (que
assumimos ser conhecido).

Um dos modelos de crescimento natural amplamente utilizado (Brites e Braumann, 2017), é o modelo

logistico,
X
X) = 1—-—
s =r(1-%),

onde r > ( € a taxa intrinseca de crescimento e K > 0 a capacidade de sustento do meio. Para este modelo,
arespetiva EDE (1) é
X(t)

dX(t) = {TX(LL) (1 . T) . qE(t)X(t)] dt + o X (¢)dW(t), X(0) = .

Outro modelo tipicamente utilizado em pescas (Brites e Braumann, 2019b) € o modelo de Gompertz,

f(X) =rn (%)

AX (1) = {rX(t) In (Xi(t)) - qE(t)X(t)} dt+ o X (1) dW (), X(0) =z
A aplicacdo destes dois modelos permite verificar, por exemplo, até que ponto as conclusdes relativas as
politicas de pesca dependem da forma funcional especifica do crescimento natural (Brites, 2022).

Os modelos acima representados ndo prevém situagdes em que o crescimento per capita € reduzido quando
o tamanho da populacdo atinge niveis baixos (ao contrdrio do que seria esperado). Esta realidade pode
revelar a existéncia de efeitos de Allee (Brites e Braumann, 2020b, 2022) e requer outra formulagdo para o
modelo de crescimento, como por exemplo,

e (-5) (24)

onde A > 0 representa um parametro associado aos efeitos de Allee. Este modelo denota-se por modelo
logistico com efeitos de Allee e conduz a EDE

conduzindo a EDE

dX () = [TX(t) (1 - X(t>) <X<t) - A) - qE(t)X(t)] dt + o X (1) dW (1), X(0) = ap.
K K- A

Associado aos modelos de crescimento de populacdes com pesca, existem os modelos econdmicos (Clark,
1990). A componente econémica pode ser formulada assumindo que a captura é proporcional ao esfor¢o e
ao tamanho da populagio, isto é, H(t) = qE(t) X (t). O rendimento por unidade de tempo pode ser definido
por P(t) = (p1 — p2H(t))H(t), onde p; > 0,ps > 0 sdo constantes. Os custos associados a pesca podem
ser modelados por uma fungdo convexa do esfor¢o de pesca, usualmente da forma C'(t) = ¢, E(t) +co E%(t),
onde ¢; > 0 e ¢y > 0 sdo constantes. Assim, o lucro por unidade de tempo pode ser definido pela diferenca
entre receitas e custos, isto €,

[I(t) = P(t) — C(t) = (p1gX (1) — e1 — (p2* X*(t) + c2) B(1)) E(1).

O critério de desempenho econdémico consiste na maximizacao do lucro esperado descontado acumulado
num horizonte temporal [0, 77,

T
Vi :=max E [/ e OTI(t) dt)X(O) = 1:0] , (2)
0

E(®)

onde 9 > 0 € uma taxa de desconto associada, por exemplo, a uma maior valoriza¢do dos lucros presentes
tendo em conta as oportunidades do seu investimento rentdvel e outros beneficios sociais.

50 Boletim SPE



3 Politicas com esforco de pesca variavel

A formulagdo do problema (2) é um problema de controlo 6timo estocdstico. A varidvel de controlo é o
esforco de pesca E(t), sujeito as restricdes 0 < Fyi, < E(t) < Fhpax < +00, e a dindmica da populagdo
dada pela Eq. (1).

A aplicagdo do principio da programacao dindmica (Hanson, 2007) a fungdo valor

T
V(t,y) = max E { / e O OTI(7) dT‘X(t) = y] : 3)
t

E(T)
conduz a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

2
—%—‘t/(t, x) = I&&g{ {H(m, E(t)) + pu(x, E(t))aa—‘;(zf7 x) + %U%Q%(t, x) — oV (¢, x)} , 4)
com condicdo terminal V (7, X (7)) = 0, onde pu(X(t),E(t)) = (f(X(t)) — qE(t))X (t) representa o
coeficiente de tendéncia da EDE (1), que, dependendo da expressao de f, representa o0 modelo bioldgico
considerado (logistico, Gompertz, logistico com efeitos de Allee, entre outros).

A equacdo de HJB (4) ndao admite solug@o analitica fechada na generalidade dos casos. A sua resolucdo
requer a aplicacdo de métodos numéricos baseados na discretizacdo do dominio temporal e do espacgo de es-
tados. Tipicamente, considera-se uma malha uniforme em ¢ e = e recorre-se a esquemas de diferencas finitas
implicitos do tipo Crank-Nicolson, que garantem, sob determinadas condi¢des, a estabilidade e convergéncia
numérica adequada.

Em ambiente aleatério, a trajetéria da populagdo oscila continuamente em torno de um determinado valor
devido ao termo de difusdo presente na EDE (1). Como consequéncia, o esforco 6timo alterna frequen-
temente entre regimes de pesca intensa (valores proximos de E,..) e regimes de pesca nula ou reduzida
(valores préximos de F..,;,,). Estas oscilagdes abruptas ndo s@o resultado de decisdes discriciondrias do ges-
tor da pescaria, mas sim uma consequéncia estrutural da combinacdo entre ruido ambiental e a maximizagao
instantanea do lucro esperado.

A andlise das trajetorias simuladas evidencia que a variabilidade do esfor¢co é elevada mesmo quando os
parametros econdmicos e bioldgicos sdo mantidos constantes. Pequenas flutuacdes do tamanho populaci-
onal podem induzir altera¢des bruscas no esfor¢o 6timo, conduzindo a um padrido temporal caracterizado
por picos de esforco maximo intercalados com periodos de encerramento total da atividade pesqueira. Este
comportamento tem implicacdes econdmicas diretas. A instabilidade do esfor¢o traduz-se em instabilidade
do rendimento econémico, com forte variabilidade do lucro ao longo do tempo. Adicionalmente, a existén-
cia de periodos frequentes de esforco nulo implica interrup¢des recorrentes da atividade da pescaria, com
impactos sociais e operacionais significativos.

Outro aspeto critico prende-se com a implementagdo pratica da politica 6tima. A determina¢do do esfor¢o
6timo em cada instante requer, por exemplo, a estimag¢do continua do tamanho populacional X (¢). Porém,
na prética, esta tarefa estd sujeita a atrasos, erros de medi¢a@o e custos elevados, tornando invidvel a aplicacdo
rigorosa de uma politica que dependa de informac@o instantdnea e precisa do tamanho da populacao.

A influéncia do ruido ambiental é particularmente evidente quando se comparam cendrios com diferentes
valores da intensidade das flutuacdes ambientais, o. A medida que a intensidade do ruido aumenta, as flu-
tuacdes do tamanho populacional tornam-se mais pronunciadas e a frequéncia de alternincia entre regimes
de esforco aumenta. Em regimes de elevada variabilidade ambiental, a politica 6tima pode conduzir a uma
sucessao rapida de decisdes extremas, agravando os problemas de aplicabilidade.

A presenca de efeitos de Allee acentua ainda mais estes fendémenos. Quando o crescimento per capita é
reduzido a baixos niveis populacionais, as flutua¢des induzidas pelo ruido podem empurrar o sistema para
regioes do espaco de estados onde o esforco 6timo € nulo durante periodos prolongados. Em tais regimes,
a politica 6tima de esforco varidvel tende a privilegiar estratégias muito conservadoras, alternadas com
episodios de pesca intensa quando a populacio recupera, aumentando a instabilidade global.

Em conclusao, a andlise de politicas 6timas com esforco varidvel mostra que, embora estas maximizem o
lucro esperado, apresentam caracteristicas estruturais que dificultam a sua aplicacdo. A elevada variabilidade
do esfor¢o e a dependéncia de informagdo continua sobre o tamanho da popula¢do motivam a andlise de
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politicas alternativas que sacrifiquem marginalmente a optimalidade tedrica em favor de maior estabilidade
e viabilidade operacional.

4 Politicas com esforco de pesca constante

Como alternativa as politicas 6timas de esforco varidvel, podemos considerar a adoc@o de politicas de es-
for¢o constante (Brites, 2017; Brites e Braumann, 2017, 2019b, 2023), nas quais o esfor¢o de pesca ¢ man-
tido constante ao longo do tempo, isto é, E(t) = E. Neste caso, a dindmica populacional passa a ser descrita
pela EDE

dX (1) = <f(X(t)) - qE)X(t) dt + o X (t)dW(t), X(0) = . 5)

Por exemplo, caso o modelo logistico seja adotado, a EDE assume a forma

X(t
dX(t) = {rX(t) (1 — %) — qEX(t)} dt + o X (t)dW(t), X(0)= x.
Quando a condigdo r — gE > o%/2 ¢é satisfeita, o processo X (¢) admite uma distribui¢do estaciondria
pertencente a familia das distribuicdes gama, sendo dada, a menos de uma constante de normalizagdo, por

p(x) =2 exp(—pz), x>0,

onde os parametros « e [ dependem de r, K, qF e o.
A existéncia de um regime estaciondrio permite definir quantidades econémicas de longo prazo, isto &,
quando ¢ — +o00, de forma consistente. Em particular, o lucro médio por unidade de tempo em regime
estaciondrio € dado por

E[(p1gXe — 1 — (020° X3, + 2) E)E], (6)

onde X, representa o processo em regime estaciondrio cuja densidade de probabilidade é dada por p.
Podemos assim definir um problema de otimizagdo relativamente ao esforco constante de pesca, £, sendo
conduzidos a determinacao de um esfor¢o 6timo sustentavel £** que maximiza (6).

Uma andlise andloga pode ser realizada quando se considera que o modelo de crescimento € o modelo de
Gompertz. Embora a forma explicita da densidade estaciondria ndo seja a mesma do modelo logistico, o
processo admite igualmente um regime estaciondrio sob determinadas condi¢des, permitindo a definicao de
um lucro médio de longo prazo e a determina¢do de um esfor¢o 6timo sustentdvel. A comparagdo entre
os dois modelos mostra que a estrutura geral dos resultados € preservada, apesar das diferencas na forma
funcional do crescimento natural (Brites e Braumann, 2019a,b).

Para o modelo logistico com efeitos de Allee, a andlise do regime estaciondrio torna-se mais delicada.
Dependendo da intensidade do efeito de Allee e do nivel de esfor¢o, o processo pode admitir um regime
estaciondrio suportado num intervalo limitado do espaco de estados ou apresentar maior propensdo para
a extin¢do (Brites e Braumann, 2020b). Neste caso, a definicdo de politicas sustentdveis exige particular
cuidado, pois niveis de esforco aparentemente moderados podem conduzir a uma reducdo significativa do
crescimento efetivo e a perdas econdmicas acentuadas.

5 Comparacao entre politicas

Para comparar politicas de esfor¢o constante com politicas 6timas de esfor¢o varidvel, recorre-se a métodos
numéricos e técnicas de simulacao de Monte Carlo. As trajetorias da EDE sdo geradas através de esquemas
de Euler, e o lucro acumulado € calculado ao longo de horizontes temporais finitos.

Os resultados numéricos mostram que, em cendrios realistas e para horizontes temporais suficientemente
longos (por exemplo, 7" = 50 anos), a politica sustentdvel de esfor¢o constante apresenta um desempenho
econdmico muito proximo ao da politica 6tima de esforco varidvel. A diferenca relativa de lucro acumulado
¢ tipicamente pequena, frequentemente de apenas alguns pontos percentuais, apesar da simplicidade subs-
tancial da politica de esforco constante. Em Brites e Braumann (2017, 2019a) os resultados das simulac¢des
mostram que estas redugdes sdo, respetivamente, —4.1% e —1.7% (modelo de Gompertz).
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Esta proximidade de desempenho é particularmente evidente quando o sistema se encontra préximo do
regime estaciondrio durante a maior parte do horizonte considerado. Nestas situacdes, a politica de esfor¢o
varidvel explora essencialmente as flutuagdes de curto prazo do tamanho populacional, obtendo ganhos
marginais que ndo compensam a instabilidade adicional introduzida.

A andlise de sensibilidade relativamente aos parametros biolégicos e econdmicos revela que as diferengas
entre politicas se acentuam sobretudo em trés tipos de cendrios. O primeiro corresponde a valores baixos
da taxa intrinseca de crescimento, r, nos quais a populacdo recupera lentamente de choques negativos.
O segundo corresponde a niveis elevados de variabilidade ambiental, representados por o, que aumentam a
frequéncia de flutuagdes extremas. O terceiro corresponde a horizontes temporais curtos, nos quais o sistema
ndo atinge um regime proximo do estacionario.

Para além da politica de esforco constante, podem igualmente considerar-se politicas intermédias (Brites e
Braumann, 2019b, 2020a). Estas politicas, designadas por politicas stepwise, consistem na atualiza¢do do
esfor¢o apenas em instantes discretos, permanecendo este constante entre duas atualizacdes consecutivas.
Embora impliquem uma menor frequéncia de ajustamentos do esforco face a politica 6tima de esforco
varidavel, continuam a depender da estimagcao do tamanho populacional (ainda que em menos momentos).
Em termos de lucro, revelam frequentemente uma vantagem relativamente as politicas de esfor¢o constante,
embora essa vantagem nao seja, em geral, muito expressiva.

Podem ainda ser consideradas politicas penalizadoras (penalised policies) do esforco (Brites e Braumann,
2019a), nas quais se introduz um termo adicional de custo destinado a penalizar desvios do esfor¢o relativa-
mente a um valor de referéncia. Um exemplo tipico de penalizacao é

E(E - Eref>27

com € > 0. Este tipo de penaliza¢do suaviza a variabilidade do esfor¢o, reduzindo a amplitude das flutua-
¢oes, mas ndo elimina a necessidade de ajustamentos frequentes nem a dependéncia estrutural da estimagao
do tamanho da populacido em cada instante de tempo.

Nos modelos que incorporam efeitos de Allee, as comparacdes quantitativas evidenciam que a presenca
destes efeitos pode modificar de forma significativa o equilibrio entre politicas. A medida que a intensidade
do efeito de Allee aumenta, observa-se uma diminui¢@o do lucro global e um acentuar das diferencas entre
politicas. Nestas circunstancias, a escolha da politica de exploragdo deve assumir um cardcter particular-
mente prudente, dado que pequenas variagdes no esfor¢o de pesca podem gerar impactos desproporcionados
na dindmica populacional e no desempenho econémico. Adicionalmente, as politicas de esfor¢o constante
podem conduzir a lucros substancialmente inferiores aos obtidos com politicas de esfor¢o varidvel. No que
respeita as politicas stepwise, quando aplicdveis, estas tendem a atenuar consideravelmente essa diferenca
(Brites e Braumann, 2022).

Em sintese, a comparac@o quantitativa evidencia que politicas sustentdveis de esfor¢o constante oferecem,
salvo quando ha efeitos de Allee acentuados, um compromisso favordvel entre desempenho econdémico,
estabilidade temporal e viabilidade operacional. Embora nao maximizem formalmente o lucro esperado em
todos os instantes, estas politicas capturam a maior parte do desempenho econdémico das politicas 6timas,
evitando simultaneamente os problemas estruturais associados a variabilidade extrema do esforco.

6 Conclusoes

A maximizacdo do lucro esperado conduz a politicas de esforco varidvel dependentes do estado instantaneo
da populacdo. Estas politicas sdo obtidas pela resolu¢do numérica da equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman
e apresentam, de forma sistemadtica, uma estrutura caracterizada por alternancia entre regimes extremos de
esforco. Em ambiente aleatdrio, pequenas flutua¢des do tamanho da populagdo induzem variagdes abruptas
do esfor¢o 6timo de pesca, conduzindo a instabilidade temporal significativa e a uma forte dependéncia da
estimac¢@o do tamanho da populagao.

Do ponto de vista estritamente matemaético, estas politicas maximizam o valor esperado do lucro acumu-
lado. No entanto, a sua estrutura implica exigéncias operacionais dificeis de satisfazer em contextos reais,
nomeadamente a necessidade de ajustamentos frequentes do esfor¢o, a ocorréncia de periodos recorrentes de
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encerramento da atividade pesqueira e a elevada variabilidade do lucro obtido. Estes aspetos ndao decorrem
de decisdes do gestor da pescaria, mas da prépria natureza da politica de pesca efetivamente aplicada.

Por outro lado, as politicas de pesca baseadas em esfor¢co constante permitem explorar propriedades assin-
téticas do processo. Sob determinadas condi¢des dos parametros bioldgicos, econdémicos e ambientais, a
dinamica populacional admite um regime estaciondrio. A existéncia de uma distribui¢io estaciondria possi-
bilita a defini¢do rigorosa de critérios econdmicos de longo prazo, como o lucro médio por unidade de tempo,
e conduz a determinacdo de um esfor¢co 6timo sustentdvel que garante a sustentabilidade da populagao.

A comparacdo quantitativa entre as duas politicas mostra que, em cendrios realistas e para horizontes tempo-
rais suficientemente longos, a diferenca de desempenho econdémico entre a politica 6tima de esforco varidvel
e a politica sustentavel de esfor¢co constante € reduzida. Esta proximidade de desempenho decorre do facto
de, em regime estaciondrio, grande parte do lucro acumulado ser gerada por comportamentos médios do
sistema, enquanto os ganhos associados a exploracao de flutuagdes de curto prazo sdo limitados.

As politicas intermédias, como politicas stepwise, ou politicas penalizadoras do esforco (penalised policies),
introduzem mecanismos adicionais para reduzir a variabilidade do esfor¢co. Embora estas abordagens ate-
nuem alguns dos problemas associados as politicas 6timas de esforco varidvel, mantém a dependéncia da
estimacdo do tamanho da populacdo e ndo apresentam, em termos de desempenho econémico (ou seja, na
otimizacdo do lucro), grandes vantagens face a politica sustentdvel de esforco constante.

A introdugdo de efeitos de Allee evidencia a importancia da estrutura do crescimento populacional na ava-
liacdo das politicas 6timas de pesca. Quando os efeitos de Allee sdo fracos, o comportamento do sistema
aproxima-se do caso sem efeitos de Allee e as conclusdes relativas a proximidade de desempenho entre
politicas mantém-se. Quando estes efeitos se tornam mais pronunciados, o sistema torna-se mais sensivel
a intensidade da pesca, podendo ocorrer redugdes significativas do lucro e aumento das diferencas entre
politicas, o que reforca a necessidade de estratégias conservadoras, nomeadamente a ado¢do de politicas
alternativas, como as politicas stepwise, que apresentam lucros substancialmente superiores as das politicas
de esforco constante.

Em termos globais, os resultados obtidos indicam que, em ambientes sujeitos a incerteza ambiental, a pro-
cura de politicas matematicamente 6timas deve ser equilibrada com critérios de estabilidade, robustez e
viabilidade operacional. As politicas baseadas em esfor¢co constante capturam a maior parte do desempenho
econdmico das politicas 6timas, evitando simultaneamente a instabilidade estrutural induzida pela variabi-
lidade ambiental. Excetua-se o caso de haver efeitos de Allee com alguma intensidade, caso em que as
politicas stepwise podem apresentar vantagens considerdveis sobre as de esforco constante.

Estas conclusdes sublinham a relevancia de abordagens que privilegiem solucdes sustentdveis e operacio-
nalmente exequiveis na gestdo de recursos renovaveis em ambientes aleatérios, mostrando que a rendncia
a uma pequena perda de optimalidade esperada pode traduzir-se em ganhos significativos de estabilidade e
aplicabilidade pratica.

Por tltimo, importa referir que existem extensoes as politicas aqui apresentadas, nomeadamente as que en-
volvem o rendimento da pesca definido através de uma equacio diferencial estocdstica (Reis e Brites, 2025)
ou a modelag@o do problema de obten¢@o do lucro através da teoria de opgdes financeiras, nomeadamente
opgdes reais, mas, por razdes de limita¢des de espaco ndo foram aqui referidas.
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1. Introducao

Os modelos estocasticos de crescimento individual desempenham um papel muito importante na descri-
¢ao rigorosa da evolugdo temporal do tamanho de organismos sujeitos a flutuacdes ambientais. No texto
publicado no Boletim da SPE Outono de 2018 (Filipe (2018)), apresentdmos uma formulag¢ao abrangente
para o estudo do crescimento individual através de equacdes diferenciais estocasticas (EDE), incluindo
modelos monoféasicos e multifasicos, versdes com efeitos mistos e aplicagdes a previsio e a otimizagao
econdmica no contexto da producao animal. Desde entdo, esta linha de investigacdo evoluiu significati-
vamente, acompanhando a crescente disponibilidade de dados longitudinais, a integracao de informacgao
genética, a necessidade de metodologias de estima¢@o mais robustas e abordagens de otimizagdo do lu-
cro de venda dos animais mais realistas.

A investigacdo desenvolvida teve sempre como ilustracdo dos métodos e motivagdo para o desenvolvi-
mento tedrico a aplicag¢do ao crescimento de bovinos, inicialmente de fémeas da raca Mertolenga (dados
disponibilizados pela ACBM-Associacdo de Criadores de Bovinos Mertolengos) e posteriormente de
machos das racas Mertolenga e Alentejana, no ambito do Grupo Operacional GOBov+ - Productivity
improvement in the system of bovine raising for meat (financiado pelo PDR 2020), que envolveu varias

entidades, como, entre outras, o CIMA e outros centros de investigacdo da Universidade de Evora, 0
INIAV - Instituto Nacional de Investigagdo Agréria e Veterindria e associacdes de criadores das ragas
Mertolenga e Alentejana (ACBM e ACBRA).

Entre 2022 e 2024, foram publicados os artigos Jacinto ef al. (2022a, 2022b) e Jamba et al. (2024a,
2024b), que aprofundam e estendem os resultados anteriormente obtidos. Estes trabalhos contribuiram
para o desenvolvimento de modelos de otimizag¢ao do lucro em mercados com estruturas de preco depen-
dentes da idade e do peso (Jacinto et al. (2022a)); de métodos de estimacdo de maxima verosimilhanca
ponderados para lidar com dados com forte heterogeneidade na idade (Jacinto er al. (2022b)); de
métodos de aproximacgdo da fungao de verosimilhanca em modelos mistos de EDE, em sr[uagoes em
que a verosimilhanca exata nao estd disponivel, propondo um novo método de apr0x1maga0 1nsp1rad0
no método Delta cldssico (Jamba et al. (2022, 2024b)); e inclusdo explicita de caracteristicas genéticas
nos parametros de modelos mistos de EDE (Jamba et al. (2024a)).

Mais recentemente, foi realizado o estudo da sensibilidade da aproximag¢do pelo método Delta a dis-
tribui¢ao dos efeitos aleatérios em modelos mistos de EDE (Jacinto et al. (2026a)) e a formulagao de
novas estratégias de otimiza¢ao do lucro com base em modelos mistos de EDE (artigo submetido Jacinto
et al. (2026b)) refor¢cando a robustez e aplicabilidade prética deste enquadramento metodolégico. Es-
tas contribui¢des consolidam a liga¢do entre modelacdo estocastica, métodos de estimacao eficientes e
problemas reais da producao animal, sobretudo no contexto da determinacao de idades 6timas de abate
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e estratégias de maximizacgao do lucro.

O presente texto, pretende sintetizar e aprofundar estes desenvolvimentos, oferecendo uma visao inte-
grada das extensoes tedricas e das aplicagdes praticas que emergiram apés 2018.

2. Modelos de equacoes diferenciais estocasticas para o crescimento individual

O crescimento individual de organismos deve ter em conta as flutuacdes aleatérias do ambiente que afec-
tam a taxa de crescimento e os modelos de equacdes diferenciais estocdsticas sao mais adequados para
descrever este fendmeno. Designando por X; o peso do animal na idade ¢, e por Y; o peso transformado,
ou seja, ¥; = h(X;), onde h é uma fung¢do estritamente crescente continuamente diferencidvel, podemos
modelar a evolugdo do peso de um animal através de uma EDE da seguinte forma

dY, = B(a—Y,)dt +dW,, Y (i) = o. (1)

com yo = h(xp) e o = h(A), onde xg € o peso observado em 7 e A representa o peso assintotico ou peso
na maturidade do animal. O parametro [, positivo, é o coeficiente de crescimento e representa a taxa
de aproximacdo a maturidade. O parametro ¢ mede a intensidade do efeito das flutuagdes ambientais
no crescimento e W; denota o processo de Wiener padrao. De acordo com a escolha da funcao 4 em (1)
assim podemos obter as versoes estocdsticas de alguns dos modelos de crescimento mais frequentemente
utilizados (Garcia (1983)). No caso da nossa aplicag@o ao peso, verificimos numa primeira fase dos nos-
sos estudos que o mais adequado seria considerar /(x) = Inx, que corresponde ao modelo de Gompertz,

ou h(x) = x'/3, que conduz ao modelo de Bertalanffy-Richards (Filipe ef al. (2007)).

Tendo por base o modelo (1), podemos considerar que o tamanho assintético A € fixo, ou seja, 0 mesmo
para todos os individuos, e que o coeficiente de crescimento 3 é constante ao longo de toda a curva
de crescimento. Este € o caso mais simples, em que existe uma unica forma funcional para descrever
a dindmica média da curva de crescimento completa, e existem inimeros trabalhos na literatura onde
€ possivel encontrar as suas principais propriedades analiticas. A solu¢cdo desta EDE auténoma existe
e € unica, e é um processo de difusdo homogéneo com coeficiente de tendéncia dado por B(a—y) e

coeficiente de difusio 62 (ver, por exemplo, Braumann (2005, 2019)).

Com o objetivo de melhorar os nossos modelos, pareceu-nos natural pela observacao das curvas de
crescimento dos animais e pelo facto de ser usual um crescimento mais acelerado em fases jovens de
seres vivos abrandando com a idade, supor que o coeficiente de crescimento B tem valores diferentes
para diferentes fases da vida do animal, conduzindo a uma generalizacdo do modelo estocdstico (1) ao
caso multifasico (Filipe et al. (2012)).

Posteriormente, tentando ser ainda mais realistas, supomos que a evolu¢@o do peso pode diferir de animal
para animal devido a caracteristicas proprias de cada animal, por exemplo, devido a diferencas genéticas
ou outras. Consequentemente, podemos admitir que os parametros de (1) sdo agora varidveis aleatorias.
Neste caso, o0 modelo resultante também pode ser designado como modelo de EDE misto ou modelo de
EDE de efeitos mistos. Come¢dmos por construir uma extensao do modelo (1) ao caso em que o tama-
nho assintético médio varia aleatoriamente de animal para animal. Mais concretamente, por exemplo,
que o, é uma varidvel aleatéria independente de W, com distribuicdo gaussiana de média u e variéncia 6.
Este tipo de modelos € estudado, por exemplo, em Ditlevesen et al. (2005), Donnet e Samson (2008),
Donnet et al. (2010) e Picchini et al. (2006). Podemos obter a distribui¢do de probabilidade do tama-
nho modificado do individuo. Em termos do tamanho modificado, a sua média € dada pela expressao
correspondente ao caso do o fixo, mas substitituindo o pelo seu valor médio u. A variancia do tamanho
modificado € constituida por dois termos, um traduz a variabilidade devido as variacdes ambientais ao
longo da vida do individuo (equivalente a variancia no caso do o fixo) e o outro traduz a variabilidade
resultante das diferencas do tamanho médio assintético existentes entre os individuos (Braumann et al.
(2009), Filipe (2011)). Desenvolvimentos mais recentes apresentam a generalizacdo ao caso em que o
modelo pode admitir B como uma varidvel aleatéria gaussiana com média A e varidncia > e ao caso em
que o e 3 sao ambos aleatdrios independentes seguindo uma distribui¢do gaussiana bivariada (Jamba et
al. (2022, 2024b)).

Na sequéncia da participagdo da equipa no projeto GOBov+, para além das pesagens de um grande
nimero de animais, de entre outras informacdes individuais dos animais tivemos acesso aos valores
genéticos individuais dos animais estimados anualmente pelo INIAV. Foi assim possivel concretizar um
dos objetivos que tinhamos em mente em 2018, desenvolver tedricamente e aplicar modelos que incor-
poram a dependéncia dos parametros nas estimativas conhecidas dos valores genéticos dos animais, de
forma a explicar parte da variacdo desses parametros. Os resultados deste estudo foram publicados em
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Jamba et al. (2024a).

No contexto da estimagao, o0 método de maxima verosimilhanga tem sido o método base utilizado. No
caso do modelo em que os parametros sao fixos, constantes e iguais para todos 0s animais, € possivel ob-
ter as expressoes analiticas explicitas para a funcdo de log-verosimilhanca, as estimativas de maxima
verosimilhanca e os intervalos de confianca assint6ticos para os parametros dos modelos (Filipe et
al. (2010, 2012), Braumann ef al. (2009)). Quando trabalhamos com modelos mistos de EDE, no
caso em que o € o parametro aleatorio € possivel obter uma expressdo exata fechada para a funcao de
verosimilhanga, mas tal ndo é possivel para os casos em que 3 € aleatério, ou em que o e B sdo ambos
aleatorios. Este facto fez com que fosse necessario utilizar métodos de aproximacgdo para a funcao de
verosimilhanga. Foram estudados e adaptados métodos ja existentes, como o método de Laplace. No en-
tanto, o maior contributo foi o desenvolvimento de um novo método de aproximagdo por nds proposto, o
método Delta, partindo da ideia base do método Delta da estatistica classica, mas neste contexto aproxi-
mando a func¢ao integranda da funcdo de verosimilhanga pelo valor esperado do seu desenvolvimento de
Taylor de segunda ordem em torno da média do(s) parametro(s) aleatério(s) (Jamba et al. (2022, 2024b)).

O texto de Gongalo Jacinto, Patricia A. Filipe e Nelson T. Jamba neste numero do Boletim € dedicado
aos modelos mistos de EDE e aos métodos de estimagao desenvolvidos neste contexto.

3. Otimizacao do Lucro

Os modelos de EDE descritos na sec¢ao anterior podem ser particularmente uteis na otimizagao do
lucro para as entidades que se dedicam a produzir, criar e vender animais para o mercado de carne. Os
primeiros passos do estudo desta temdtica encontram-se publicados em Filipe ef al. (2015). Com base
no modelo (1), com parametros constantes, podemos, por um lado, calcular o lucro médio obtido com
a venda do animal em diferentes idades e, em particular, podemos determinar a idade ideal em que o
criador deve vender o animal para maximizar o lucro médio. Também podemos obter a distribui¢do de
probabilidade do lucro de venda e, em seguida, calcular as probabilidades envolvendo esse lucro. Por
outro lado, sabendo qual o peso do animal exigido pelo mercado, podemos estudar as propriedades do
tempo necessario para um animal atingir esse peso pela primeira vez com base na teoria do tempo de
primeira passagem (ver, por exemplo, Braumann ez al. (2009) e Carlos et al. (2013)), e usar esses resul-
tados para determinar o peso ideal para obter o lucro médio maximo. Filipe et al. (2015) apresenta estes
desenvolvimentos e a comparagao entre abordagens. Neste trabalho foi utilizado um preco de venda do
animal constante e uma estrutura simples de custos na recria e valores de mercado para uma situacao em
particular.

Em Jacinto et al. (2022a), ainda com base no modelo com parametros fixos, resolvemos um problema
mais desafiante. Determinamos o valor esperado e o desvio padrao do lucro obtido com a criacdo e venda
de um animal numa situagdo mais geral e mais realista, em que o preco pago aos produtores por kg de
carne depende da idade do animal e da sua categoria de peso (as tabelas de venda sao fun¢des em escada
do peso e idade do animal). Com base na curva de lucro esperado em funcdo da idade do animal, foi
possivel obter a idade 6tima de venda do animal, ou seja, a idade que maximiza o lucro esperado, bem
como a probabilidade de atingir um lucro minimo.

Mais recentemente, avancos foram feitos na atualizacdo e ampliacdo desta linha de investigacdo em trés
direcdes. Em primeiro lugar, incorporando dados recentemente disponibilizados pela ACBM, incluindo
dados atualizados sobre o crescimento dos animais e informacdes de mercado revistas. Em segundo
lugar, atualizado as componentes econémicas do modelo, nomeadamente os custos de alimentacdo con-
siderando as novas ragdes usadas (alterados desde meados de 2019) e tabelas de precos de venda re-
vistos, refletindo os valores atuais do mercado. Com a atualizagdo dos dados econémicos, procedeu-se
a comparacgdo de trés estratégias distintas para a constru¢ao das curvas de lucro esperado. A primeira
reproduz a abordagem utilizada no estudo inicial (Jacinto et al. (2022a)), em que a curva é estimada
com base nos pares peso-idade observados no momento de entrada dos animais no processo de recria.
A segunda estratégia utiliza pares peso-idade correspondentes a momentos posteriores a essa entrada.
Por fim, a terceira recorre aos pares peso-idade imediatamente anteriores a idade de abate, sendo esta a
abordagem que melhor reflete o que ocorre na pratica no processo de recria. Em terceiro lugar, compara
abordagens com base no modelo de EDE de efeitos fixos e com base no modelo de EDE de efeitos mistos
para otimizacao do lucro nessas condicodes atualizadas, com foco no desempenho prético e na precisiao
preditiva (artigo submetido Jacinto et al. (2026b)).

Ap0s a descricao dos trabalhos desenvolvidos, apresentamos agora de forma sucinta o desenvolvimento
do momento de primeira e segunda ordem do custo, do preco de venda e do lucro.
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Considere xp o peso, assumido como conhecido, do animal na idade #y em que € comprado e seja t > 1
a idade de venda do animal. O lucro do criador ao vender o animal na idade ¢ depende do tamanho do
animal X; nessa idade e é dado por L; = V;(X;) — C;, onde V;(X;) é o preco de venda e C; denota os custos
de producao acumulados até a idade ¢, incluindo aquisi¢ao (se aplicavel), alimentacdo e outras despesas
de criagdo.

Para o pre¢o de venda V,(X;), temos V;(X;) = P,(X;)RX;, onde R é a propor¢do de rendimento (o peso da
carcaga em relagéo ao peso vivo do animal), de modo que RX; é o peso da carcacga e P;(X;) é o prego de
venda por unidade de peso da carcaca, que pode depender da idade do animal ¢ e da categoria de peso da
carcaca RX;. Para os custos de producao do animal até a idade ¢, C;, temos

f
C=Ci+Cy(t—1t9)+C5 | X,du, 2)

To

onde C; denota os custos fixos, C; os custos de manutengdo por unidade de tempo e C3 os custos de
alimentacao por unidade de tempo e peso.

3.1. Momentos dos custos

Pelo teorema de Fubini, o custo esperado para a criagdo de um animal é dado por

E[G] =Ci1+Co(t —19) +C3 /tE[Xu] du. 3)

Io

e a variancia por
t

t
Var[C;] = (C3)? / Cov[X,,X,]dudv. (4)
o J1o

Em Jacinto ef al. (2022a), estes momentos foram desenvolvidos para uma estrutrura de custos genérica,
sendo as expressoes bastante complexas pelo que optdmos por ndo as apresentar neste texto. Quando os
custos de alimentacdo sdo, como no nosso caso, conhecidos apenas em média (ndo como uma fun¢do do
peso), é utilizado um custo simplificado (Jacinto et al. (2022a)) C; ~ C;+ Cy(t —tp), onde Cy = Co +Cy4
denot[a o]s custos de manutengdo e alimentagdo por unidade de tempo. Neste caso, E|[C;| = C; +Cy (t —19)
e Var|C,| = 0.

3.2. Momentos do preco de venda

Suponha que o preco unitario de venda P, ; se aplica na idade ¢ quando o peso da carcaga RX; se enquadra
no intervalo [a; ;1,4 [, j=1,...,k. Entdo

k
Pt (X[) = Z Pt] I[atﬁj—l/Ryaf,j/R[<Xt). (5)
j=1
A receita esperada é
k th’j/R
BV =RY. P [ ofo(dx (6)
j:l at’j_l/R
e o segundo momento €
2 v 2 [WR
VOO =R Y P [ 2 ™
j=1 ~Jarj-1/R
Portanto,
2 k 2 Clt’j/R 2 k at"j/R 2
Varv )l =R\ YR [ epyiods— (LR [ spmar) ) ®)
j=1 ar j—1 j=1 ag j—1

Usando o facto de Y; ser Gaussiano com média e variancia

=0+ (yo — e BEm) 62 = 9 (1 — ¢ 2Bln0)y,
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os integrais em (6)—(8) obtiveram-se (Jacinto et al. (2022a)) de forma fechada usando a f.d. Gaussiana
padrio ®(-), quer para o modelo de Gompertz (em que Y; = InX; e, portanto, X; = e'* é log-normal) quer

para o modelo de Bertalanffy-Richards (em que ¥; = X,l/ . e, portanto, X; = ¥%).

3.3. Momentos dos lucro de venda

Combinando as esperangas da receita e dos custos, o lucro esperado, L, (X;), é

E[L,] = E[Vi(X,)] — C1 — Calt —10) — C / "E[X,]du, ©)

Ty

onde E[V;(X;)] é dado pela expressdo (6). Obteve-se também a expressao geral da variancia de L;. Se os
custos tiverem de ser aproximados por C(t) ~ C; + Cy(t —tp), entdo

E[L] = E[V;(X,)] - C — Cy(t — o) e Var|L] = Var[V;(X,)]. (10)

Em Jacinto et al. (2022a) sao apresentados desenvolvimentos detalhados, sempre que possivel em forma
fechada, para os casos particulares dos modelos de EDE de Gompertz e de Bertalanffy-Richards.

4. Consideracoes finais

Os modelos de EDE permitiram obter estimativas realistas do lucro e da idade 6tima de abate, com re-
sultados consistentes com os resultados dos produtores. Estimou-se que os produtores estdo a vender os
animais ligeiramente mais cedo (cerca de um més) do que a idade 6tima de venda, o que se traduz numa
redu¢d@o média do lucro por animal entre 4€ e 10€. Também se concluiu que pequenas variagdes nos
parametros tém impacto reduzido na decisao 6tima, indicando robustez das solucdes obtidas. O trabalho
desenvolvido permitiu a construcdo de uma ferramenta informadtica de apoio a decisao, implementada
pela RuralBit (parceira no projeto GOBov+) na plataforma GenPro utilizada pelos criadores das ragas
Mertolenga e Alentejana. A ferramenta permite de forma automadtica introduzir os dados da evolugdo do
peso dos animais, os custos associados a recria e com isso prever a idade 6tima de abate de cada animal.

Os novos desenvolvimentos mostraram que a utiliza¢ao de dados recolhidos em momentos mais préximos
do abate melhora significativamente a precisao das previsdes de peso e idade, reduzindo o erro associ-
ado as decisdes de venda. Conclui-se que embora a inclusdo de efeitos aleatérios melhore a descricdao
bioldgica do crescimento e permita modelar a variabilidade entre animais, os ganhos preditivos em ter-
mos praticos dependem da qualidade e estrutura dos dados disponiveis.

Em suma, neste texto pretendemos apresentar os avancos que tém sido desenvolvidos pela equipa nos
ultimos anos no que diz respeito aos modelos de EDE mistos, a novas abordagens na estimacao (para
mais detalhes sugere-se a leitura do texto de Gongalo Jacinto, Patricia A. Filipe e Nelson T. Jamba neste
numero do Boletim) e a métodos atualizados, revistos e mais realistas de otimiza¢@o do lucro de venda
de um animal.

Futuramente, na linha de investigacdo de otimizacao do lucro de venda, pretende-se desenvolver métodos
que incluem a integracdo de informacgdes genéticas individuais e a sua influéncia nos parametros do ani-
mal. Eventualmente, ao associar o parametro aleatdrio aos valores genéticos do animal, deve ser possivel
explicar parte da variabilidade desse parametro entre os animais e, assim, reduzir as margens de erro nas
previsdes. Além disso, espera-se que plataformas de apoio a decisdo em tempo real (por exemplo, com
dashboards em Power BI ou utilizacdo de métodos de Inteligéncia Artificial) e estratégias de otimizagao
a nivel de grupos de recria de animais aumentem ainda mais o impacto pratico dessa estrutura para os
produtores e as partes interessadas do setor.
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1. A equipa de investigacdo e 0 enquadramento do trabalho desenvolvido

No ambito da investigagdo desenvolvida por Gongalo Jacinto, Patricia A. Filipe e Carlos A. Braumann
no Grupo Operacional GOBov+, ja referido no texto do Prof. Carlos A. Braumann neste Boletim,
verificou-se a necessidade de incluir as caracteristicas individuais de cada animal nas curvas de
crescimento modeladas por equagdes diferenciais estocasticas, o que originou a utilizacdo de equacdes
diferenciais estocasticas mistas, capazes de descrever simultanecamente a variabilidade ambiental e a
variabilidade dos parametros do modelo entre os individuos.

O inicio da investigacao associada a este topico ocorreu durante o doutoramento da Patricia A. Filipe e
foi continuado pelo doutorando Nelson T. Jamba, no Programa de Doutoramento em Matematica da
Universidade de Evora. No contexto de estima¢do para modelos mistos de equacgdes diferenciais
estocasticas, verificou-se que a maioria das abordagens existentes, para além de aproximacgdes
(Picchini et al. (2010)), eram essencialmente numéricas, baseadas em diferentes métodos de
aproximacao da func¢ao de verosimilhanga (Delattre (2021)).

Numa primeira fase foi desenvolvido o método de aproximagdo de Laplace para este tipo de modelos
em Jamba et al. (2024b), permitindo obter expressdes aproximadas em forma fechada através de uma
expansdo de Taylor de segunda ordem em torno do méaximo da fun¢@o integranda no integral que
aparece na fun¢do de verosimilhanca. Apesar do método de Laplace ja ter sido desenvolvido e
implementado no contexto deste tipo de modelos, por exemplo em Picchini e Ditlevsen (2011), o seu
desenvolvimento teoérico detalhado, enquadrando no caso particular em que se tém trajetdrias nao
equidistantes no tempo e com diferente nimero de observagdes cada, bem como a sua implementacao
numérica, constituem contributos originais. Mostrou-se também que, no caso em que apenas o
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parametro associado ao peso na maturidade do animal ¢ aleatorio, o método de Laplace conduz
exatamente ao mesmo resultado que o método exato anteriormente obtido por Filipe (2011).

Estes resultados motivaram o desenvolvimento de uma nova abordagem de aproximagdo para o
calculo do integral que surge na funcdo de verosimilhanga, inspirada no classico método delta da
Estatistica, resultando em varios artigos: Jacinto et al. (2026), Jamba et al. (2022, 2024a, 2024b). Esta
abordagem foi construida para os casos em que o parametro a (peso na maturidade) e/ou S (taxa de
crescimento) s3o aleatorios, conduzindo a expressdes simples, em forma fechada e de facil
implementagdo computacional. Os métodos foram implementados em R e comparados com os
métodos numéricos disponiveis (Delattre e Dion (2017), Dion et al. (2018)) e com o método de
Laplace, apresentando muito melhor desempenho computacional do que outros métodos aproximados
e, como mostram os nossos estudos de simulagdo, melhores estimativas. No caso de a aleatorio, em
que ha um método exato, as estimativas do método delta, neste caso desnecessario, sdo muito
proximas.

O presente texto pretende apresentar uma sintese dos desenvolvimentos realizados por esta equipa de
investigacdo no contexto dos modelos mistos de crescimento individual, privilegiando a clareza da
apresentacdo em detrimento do detalhe matematico.

2. Motivacao

No texto de Patricia A. Filipe neste Boletim, foi apresentado um modelo estocastico geral utilizado
para modelar o crescimento individual, com parametros comuns a todos os animais. Considerando M
animais, admitindo X;(¢t) o peso do i-é¢simo animal na idade t e Y;(t) = h(X;(t)) uma transformagao
do peso por uma adequadamente escolhida fungdo h estritamente mondtona de classe C!, o modelo
pode ser escrito na forma de uma equacao diferencial estocastica - EDE do tipo Ornstein—Uhlenbeck,

dY;(t) = B(a = Y;(£))dt + adW; (1),

onde a representa o peso transformado na maturidade, § a taxa de crescimento e ¢ a intensidade das
flutuagdes ambientais e cuja condi¢do inicial ¢ Yi(t(i,o)) = Yoy L =1,...,M. Supde-se que os
processos de Wiener padrao W; sdo independentes, onde cada W; descreve o efeito das flutuacdes
aleatorias do ambiente interno e externo do animal i no seu crescimento.

O pressuposto de parametros iguais para todos os individuos revela-se, no entanto, demasiado
restritivo em dados reais. Diferentes animais apresentam diferentes ritmos de crescimento, diferentes
idades de maturidade e diferentes respostas ao ambiente, diferencas que ndo podem ser explicadas
apenas pela componente estocastica relativa as flutuagdes aleatorias do ambiente.

Os modelos mistos de crescimento individual surgem precisamente para acomodar a variabilidade das
caracteristicas individuais, permitindo que um ou mais parametros do modelo variem aleatoriamente
de animal para animal. Desta forma, a variabilidade observada pode ser decomposta em duas
componentes: a variabilidade ambiental, modelada pelo termo estocéstico, e a variabilidade entre
individuos, modelada pelos efeitos aleatorios em certos parametros. Apesar de tornarem o modelo
biologicamente mais realista, surgem novos desafios ao nivel da estimacdo, que motivam os
desenvolvimentos metodoldgicos aqui apresentados.

3. O problema e a solucio portuguesa

Apesar das vantagens conceptuais e praticas dos modelos mistos de crescimento individual, a
introducdo de efeitos aleatorios nos parametros do modelo estocastico, aumentando a complexidade da
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funcdo de verosimilhanca, origina expressoes integrais que ndo tém uma forma fechada e apenas se
conseguem resolver de forma numérica.

Considere-se que b ¢ um vetor de dimensdao d que representa os parametros sujeitos a variagao
aleatoria entre os individuos, sendo b; o efeito aleatdrio associado ao animal i,i = 1, ..., M. Seja € o
vetor dos restantes parametros do modelo, assumidos constantes € comuns a todos os animais. Admita-
se que os efeitos aleatdrios seguem uma distribuicdo com densidade p(b | W), onde W representa o
vetor de pardmetros desconhecidos da distribuicdo. Sob a hipoétese de independéncia entre os animais,
os vetores b;, i = 1,...,M, sdo independentes e identicamente distribuidos e assumimos que sio
também independentes dos processos de Wiener que modelam as flutuagdes ambientais. A fungdo de
verosimilhanga associada a M trajetorias observadas pode escrever-se

M M e
wew) = [ [ it a®) = ]| oy ibuedpCo 1w b, (1)
i=1 i=1 "7

onde py,(y; | b;, &) representa a fungdo densidade conjunta das observagdes do animal i,

condicionada ao efeito aleatério b;, sendo y; o vetor dos tamanhos observados no animal i, i =
1,..,M.

O caso particular em que apenas um parametro ¢ considerado aleatorio, nomeadamente b; = (a;) com
a; ~ N (u,6?), foi ja estudado em Filipe (2011) e permite uma expressdo em forma fechada do
integral da fun¢do de verosimilhanga, embora de complexidade elevada. Exemplos deste tipo de
resultados podem ser encontrados, por exemplo, em Overgaard et al. (2005), para o caso especifico de
1 = 0 e observacdes realizadas nos mesmos instantes temporais para todos os animais € com o0s
mesmos intervalos de tempo entre observagdes, o que simplifica bastante as expressdes, mas nao
ocorre nos nossos dados.

O problema na estimagdo surge quando o integral em (1) que define a verosimilhanca marginal nao
tem solucdo analitica. Tal acontece, por exemplo, quando o parametro aleatorio ¢ 5, ou quando ambos
os parametros « ¢ § sdo considerados aleatorios.

A contribui¢do portuguesa centra-se na proposta do método de aproximacao delta (método DA) para
obter uma aproximagdo analitica do integral da verosimilhanca (Jamba, et al. (2022, 2024b)). O
método assume pardmetros aleatérios normalmente distribuidos, a; ~ N (u,0%) e B; ~ N (4, w ?),
conduzindo a expressdes fechadas e de facil implementagdo. Apesar de inspirado no classico método
delta da Estatistica, difere deste no objetivo e na metodologia. Em comparagdo com a aproximagao de
Laplace, apresenta resultados superiores, com a vantagem de muito maior eficiéncia computacional.

Uma segunda contribui¢cdo relevante ¢ a possibilidade de aplicar o método DA a dados em que os
animais sdo observados em idades distintas e ndo equidistantes, ultrapassando uma limitagdo dos
métodos até a altura implementados em R (Delattre e Dion (2017), Dion et al. (2018)). Esta
flexibilidade permitiu, pela primeira vez, aplicar estes modelos a dados reais que possuem estas
carateristicas e integrar a aleatoriedade das caracteristicas individuais dos animais na estimagdo das
curvas de crescimento (Jamba et al. (2024b)).

A utilizagdo da distribuicdo normal para o parametro f§, embora matematicamente conveniente, admite
valores negativos para a taxa de crescimento, o que ndo ¢ biologicamente plausivel embora, na
esmagadora maioria das aplicagdes em que a probabilidade de valores negativos € praticamente nula,
ndo seja geralmente problemdatico. Em qualquer caso, para contornar esta limitacdo foi também
desenvolvida uma reparametrizacdo do método DA assumindo fcom distribui¢ao log-normal (Jacinto
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et al. (2026)). Os resultados mostram que a abordagem reparametrizada ¢ o método DA original
apresentam desempenhos muito semelhantes, evidenciando a robustez do método proposto.

4. Método de aproximacao Delta

O método DA desenvolvido em Jamba et al. (2022, 2024b) baseia-se no facto de a log-verosimilhanca
condicional de cada individuo ser uma fungdo suave dos pardmetros aleatorios. Essa funcdo ¢
expandida pela aproximagdo de Taylor de segunda ordem em torno da média populacional desses
parametros e, de seguida, calcula-se a esperanga dessa expansdo relativamente a distribui¢do dos
efeitos aleatorios, obtendo-se assim aproximagdo explicita da log-verosimilhanga marginal. Como as
esperancas dos termos centrados sao nulas, o termo linear anula-se, permanecendo apenas os termos de
segunda ordem da expansao.

No caso mais geral considerado, assume-se que tanto o valor assintotico como a taxa de crescimento
variam entre individuos. Mais concretamente, considera-se que a; ~ N (u,0%) e f; ~
N (A, w?), admitindo a independéncia entre a; e f;, sendo o vetor de efeitos aleatérios b; = (a;, ;)
enquanto o vetor dos pardmetros de efeitos fixos se reduz ao escalar € = (g). O vetor de parAmetros
associado a distribui¢do dos efeitos aleatorios ¢ W = (u, 4, 8, w), vindo:

p(ai,ﬁl-l,u,l,é?,w) =p(ai |‘Ll,9)p(,31|l,(1))

I - (_ (i =1) ) - <_ (=D )
V2m0? 20% ) \2nw? 202 )
Para obter a funcdo de verosimilhanga definida em (1), a densidade conjunta das observagdes do
individuo i ¢ dada por

4+00 400
py;(yi | &) =J J py, (Vi l ai, Bi, €) p(a; | 1, 0) p(Bi 1 4, w) da; dp;.

Devido a propriedade de Markov da trajetéria individual, quando condicionamos em a; ¢ f;, a
densidade conjunta pode ser fatorizada como o produto das densidades de transi¢ao entre observacoes
consecutivas, que assumem a forma

i~ —\YVij-1— Bi\?
P ‘%(yu gl Elzl%)al)E‘lf)
2131

\/ T2B; (1 =

Para simplificar a notag@o, escrevemos a expressao anterior na forma u;(a;, 5;) = exp (g;(a;, bi)),

1
Py, (Vij tijotijo1 | Yijo1, a0 B €) =

onde
2
: yij—ai—(yij- —ai)El.ﬁ.i
gi<ai,ﬁi>=2?;1(‘%(’ Erw) D tin(zn 21 - Ezm))
ZBL

Com esta notagdo, a fungdo de verosimilhanga pode ser escrita como uma esperanga relativamente a
uma distribui¢do normal bivariada de densidade p(a; | 1,0 ) p(B; | A, w), ou seja

L(ﬂ, 61/1) w, O-) = IivillE[ui(aii Bl)]

Esta esperanca matematica de u;(a;, 8;) pode ser obtida aproximadamente através da aproximacio de
Taylor de segunda ordem em torno do ponto (¢, 1):
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o |5
wiaw B = wud) + [ 2 (u,z)] [3._ )

(wA)

1 i da aﬁl a;
tala—p =21 0 S 5 )

35, 0a, () B - (u, A
Tomando agora a esperanga matematica desta expressdo e tendo em conta que E[a; — u] = 0, E[B; —
Al =0,
E[(a; — w)?] = 02, E[(B; — 1)?] = w? e, devido a independéncia entre a; ¢ B;, E[(a; — u)(B; —
A)] = 0, obtém-se

02 0%u; w? 0%u;
Elu;(a;, )] = ui(u, 1) +7F(M”D 7 - ().
Consequentemente, a log-verosimilhan¢a LLy (u, 0,1, w,0) = InL(u, 6,4, w,0) pode ser aproximada

por

02 9%y w? 0%y
LLY(,u,H/lwcr)~Izlln w1 2) + o 2( N+ aﬁz(”' ).

Pela regra da cadeia, a derivada de segunda ordem de u;(a;, ;) em relacdo a @; pode ser escrita como

w; (. B) = u;(ay B) (azgi(aiﬁﬁi) + (agi(ai'ﬁi))z).

da? da? da;

De forma analoga, a derivada de segunda ordem de u;(«;, ;) relativamente a f3; é dada por

0*wy(ay, Bi) _ 902gi(ai, B) , (9gi(ai B\
a—ﬁiz—ui(ai:ﬁi)< 3B? +< apB; ) )

As expressoes das derivadas de g; podem ser consultadas em Jamba ef al. (2022). Maximizando a log-
verosimilhanga aproximada relativamente aos parametros, obtemos boas aproximagdes dos
estimadores de maxima verosimilhanca desses parametros ¢ podemos obter intervalos de confianca
aproximados usando a matriz Hessiana.

O caso de apenas f§ variar aleatoriamente obtém-se facilmente como particularizagao deste caso geral.
No caso em que s6 a varia aleatoriamente, ¢ preferivel usar a expressao exata da verosimilhanga.

5. Modelos mistos com valores genéticos

A principal motivagdo para a utilizacdo de modelos mistos foi a possibilidade de incorporar as
caracteristicas individuais dos animais, em particular a componente genética (Jamba et al. (2024a)).
No ambito do projeto GOBov+, o INIAV (Instituto Nacional de Investigagdo Agraria e Veterinaria)
disponibilizou os valores genéticos para a raca Mertolenga, o que permitiu trabalhar com um conjunto
de dados alargado de curvas de crescimento e valores genéticos associados. Faltava, assim, integrar
essa informacao nos modelos de crescimento.

Iniciou-se este estudo no caso em que o parametro a ¢ aleatorio, situacdo para a qual existe uma
expressdo exata e em forma fechada da fungdo de verosimilhanga. Admitindo que a caracterizacao
genética do animal i,i =1, ..., M, é dada por um valor genético v;, considerou-se que a; = ¢y +
c1v; + 8; com &§; ~ N(0,0%), pelo que a; segue uma distribuigdo normal com média dependente do
valor genético. Esta parametrizagdo permite substituir a média constante u de a; por uma média
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individual p; = ¢y + ¢qv; que incorpora o valor genético de forma linear e obter uma log-
verosimilhanga em forma fechada envolvendo os parametros ¢y, ¢1, 05, § € 0 (em vez dos parametros
U, 0, B e g, usados no caso dos modelos sem a informagdo genética dos animais).

A relevancia da inclusdo do valor genético ¢ avaliada comparando o modelo com e sem essa
informacao, através do teste da razdo de verosimilhancas ¢ do critério de informa¢ao de Akaike.
Quando nao se observam diferengas significativas, conclui-se que a média de a; ¢ comum a todos os
animais (l; = ¢y). Caso contrario, passa a depender do valor genético, mostrando que esta informagao
contribui para explicar o peso na maturidade. Os resultados mostraram que a inclusao dos valores
genéticos associados a longevidade reprodutiva, ao intervalo entre partos, ao ganho médio didrio, ao
peso de carcaga por dia de idade e ao indice de conversdo alimentar conduz a uma melhoria altamente
significativa do modelo. Pelo contrario, os valores genéticos relativos a capacidade maternal até ao
desmame e a capacidade de crescimento até ao desmame nao apresentaram um efeito estatisticamente
significativo.

6. Conclusodes e recomendacdes para a aplicacio dos métodos

As conclusdes sobre o desempenho do método DA foram sustentadas por estudos de simulagdo e pela
sua aplicagdo a dados reais. A base de dados utilizada incluia cerca de 10 843 machos da raga
Mertolenga, correspondendo a um total de 69 782 observagdes de peso, o que permitiu obter resultados
consistentes na estimacdo de modelos mistos de crescimento baseados em equagdes diferenciais
estocasticas.

A comparagdo entre o método DA e os métodos disponiveis na literatura, nomeadamente os
implementados nos pacotes mixedsde (Dion et al. (2018)) e MsdeParEst (Delattre e Dion (2017)),
evidencia vantagens claras do primeiro. Em geral, o método DA produz estimativas com menor viés e
mais proximas dos valores verdadeiros, identificando corretamente os parametros fixos e aleatorios
mesmo quando essa estrutura ¢ desconhecida. Para além disso, ndo exige idades de observagdo comuns
nem equidistantes, ao contrario dos métodos existentes, 0 que aumenta significativamente a sua
aplicabilidade em dados reais.

A comparacdo com o método de Laplace mostra que ambos conduzem a estimativas de elevada
qualidade. Quando apenas o parametro peso na maturidade ¢ aleatorio, o método de Laplace coincide
com a verosimilhanga exata, ¢ 0 método DA produz resultados praticamente idénticos, mas neste caso
quer um método quer outro sdao desnecessarios pois temos a expressao fechada exata da
verosimilhanga. Nos restantes cenarios, o0 método DA apresenta uma enorme vantagem computacional,
por conduzir diretamente a expressoes aproximadas em forma fechada, mais simples e muito rapidas
de implementar.

A aplica¢do do método DA a dados reais de pesos de bovinos das ragas Mertolenga, provenientes de
um conjunto de dados extenso e heterogéneo, identificou ambos os parametros do modelo (a e f3)
como aleatorios, evidenciando variabilidade individual persistente ndo explicada apenas pelas
flutuacdes ambientais. Estes resultados confirmam que os modelos mistos permitem capturar
diferencas estruturais entre animais, melhorando o ajuste das curvas de crescimento e a interpretacao
biologica dos parametros.

A comparacao entre modelos mistos com e sem inclusdo de valores genéticos mostrou que apenas
alguns valores genéticos apresentam um efeito estatisticamente significativo na estimagdo do peso
assintdtico dos animais, indicando que animais com melhor mérito genético nestas caracteristicas
tendem a atingir maiores pesos na maturidade.
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Com base nos resultados obtidos, recomenda-se a utilizacdo do método DA com ambos os parametros
aleatorios como abordagem inicial quando ndo existe conhecimento prévio sobre a estrutura dos
efeitos aleatorios, dada a sua robustez, baixo custo computacional e capacidade de identificar
corretamente o modelo. Quando a andlise preliminar indicar a existéncia de apenas um parametro
aleatério, devem ser utilizadas versdes especificas do modelo, recorrendo a verosimilhanga exata
sempre que disponivel.

7. Trabalho futuro

Esta linha de investigagdo continua a desenvolver novos temas de investigacdo nos modelos mistos de
crescimento individual. Pretendemos estudar a possivel correlagao entre os efeitos aleatdrios, uma vez
que a sua existéncia pode influenciar as estimativas, nomeadamente o desvio-padrao associado ao peso
assintotico dos animais. Estd também em curso o desenvolvimento de uma versdo melhorada do
método delta, com o objetivo de obter estimativas mais precisas, bem como a implementa¢ao dos
métodos num pacote em linguagem R que permita a sua utilizagdo de forma mais simples e sistematica
por outros investigadores.

Do ponto de vista metodologico, pretende-se ainda estender o modelo misto de forma a permitir que o
parametro de crescimento aleatdrio S dependa dos valores genéticos dos animais. Pretendemos ainda
generalizar esta abordagem a inclusdo simultdnea de varios valores genéticos, em vez da sua
consideragado individual, tanto no modelo com a aleatério como no modelo com [ aleatorio, bem como
na situagdo em que ambos os parametros sao aleatorios.
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» Regulamento dos Prémios Estatistico Junior 2026

0 SPE PREMIOS “ESTATISTICO JUNIOR 2026”

Sociedade Portuguesa REGULAMENTO

de Estatistica

Esta aberto até 31 de maio de 2026 o concurso para atribui¢io dos prémios “Estatistico Junior 2026”, de acordo
com o seguinte regulamento:

1. Objetivo

A atribuicdo dos prémios “Estatistico Junior 2026” é promovida pela Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE),
com o apoio do Centro de Investiga¢do e Desenvolvimento em Matematica e Aplicagées (CIDMA). O objetivo é
estimular e desenvolver o interesse dos alunos dos Ensinos Basico e Secundario pelas areas de Probabilidade
e Estatistica, incentivando-os a realizar andlises estatisticas de dados reais, nomeadamente através do projeto
Census na Escola.

2. Candidatos Elegiveis

Podem candidatar-se aos prémios “Estatistico Junior 2026” os alunos inscritos, no ano letivo 2025/26, no 3.°
Ciclo do Ensino Basico, no Ensino Secundario, nos Cursos de Educagdo e Formacgio (CEF) ou nos Cursos de
Educacdo e Formagdo de Adultos (CEFA).

3. Forma de Candidatura

As candidaturas podem ser individuais ou em grupo com um méximo de 3 alunos. Cada candidatura pode ainda
incluir um professor do grau de ensino correspondente ao trabalho, que desempenhara o papel de orientador.

4. Proposta de Trabalho

Os candidatos devem apresentar um trabalho que envolva tematicas de Probabilidade ou Estatistica. A
proposta de trabalho pode ser baseada na recolha e analise de dados reais, conforme sugerido no projeto
Census na Escola. Os alunos sdo incentivados a criar inquéritos online para recolher dados sobre a sua turma
ou outras turmas, com variaveis como habitos de leitura, alimentac¢io, atividade fisica, uso de tecnologia,
padrdes de sono, entre outros.

5. Estrutura do Trabalho

O trabalho devera consistir num texto escrito em portugués com um maximo de 10 paginas A4, com tipo,
tamanho e estilo de letra padrio. Este texto deve incluir:

- Explicacdo da metodologia de recolha de dados.
- Anadlise dos dados recolhidos, incluindo medidas de tendéncia central e dispersao.
- Comparacdes entre grupos (e.g., género, faixas etarias, turmas).

O texto devera ser acompanhado de um dos seguintes formatos:

- Um video (maximo de 5 minutos) que resuma os principais aspetos do trabalho;
- Uma apresentacdo em PowerPoint/Google Slides/Canvas (maximo de 20 slides);
- Um poster em formato A2.
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6. Prémios

Serdo atribuidos prémios “Estatistico Junior 2026” a sete trabalhos: trés para os melhores do 3.2 Ciclo do Ensino
Basico, trés para os melhores do Ensino Secundéario, e um para o melhor trabalho dos Cursos CEF ou CEFA. Os
prémios consistirdo em livros juvenis de divulgacgio cientifica, que serdo entregues numa cerimdnia publica.

7. Prémios para Professores Orientadores

O professor orientador do trabalho classificado em 1.2 lugar em cada grau de ensino recebera uma anuidade
gratuita como sécio da SPE e um livro de divulgacio cientifica.

8. Submissio das Candidaturas

A candidatura deve ser composta pelo Boletim de Candidatura devidamente preenchido e pelo trabalho (texto
e video/apresentacdo/poster). Se for submetido um video, o link para o video deve ser incluido no Boletim de
Candidatura. A submissao pode ser feita:

a) Em formato digital (PDF) por e-mail para: spe@spestatistica.pt

b) Em formato fisico, juntamente com o link para o video, se aplicavel, para:
Sociedade Portuguesa de Estatistica — Bloco C6, Piso 4 - Campo Grande - 1749-016 Lisboa.

9. Prazos e Validacao

O carimbo do correio validara a data de entrega do trabalho. Os autores serdo notificados da rece¢ido da
candidatura por e-mail no prazo de uma semana.

10. Avaliacdo dos Trabalhos

A avaliacdo dos trabalhos sera feita por um juri nomeado pela Dire¢do da SPE. As decisdes do juri sdo soberanas
e ndo sujeitas a recurso.

11. Antincio dos Resultados e Entrega dos Prémios

Os resultados serdo anunciados apés a deliberagdo do juri, e a entrega dos prémios sera feita numa sessio
publica dedicada.

12. Possibilidade de Nio Atribuicdo dos Prémios

Os prémios “Estatistico Junior 2026” poderdo ndo ser atribuidos, caso ndo haja trabalhos que cumpram os
critérios de qualidade estabelecidos pelo juri.

13. Documentos de Candidatura

O boletim de candidatura e o regulamento podem ser obtidos em www.spestatistica.pt.

Apoios

CENTRODE I&D EM !\“,ATEMATICAEAPUCACOES ' I Fundaqéo
CEN OR R&D IN MATHEMATICS AND . .
Cl D M/ \ S ‘ para a Ciéncia
—

e a Tecnologia

DOI:10.54499/UID/04106,/2025
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» Guido de Trabalho para Estatistico Junior 2026

Census na Escola

e Objetivo: Este projeto incentiva os alunos a recolher dados sobre si proprios e
as suas turmas, com o objetivo de analisar e interpretar estatisticas reais. Os
dados podem incluir mais do que uma turma ou até abranger diferentes anos
letivos. Para garantir uma analise representativa, € importante que os dados
sejam recolhidos de uma amostra equilibrada, levando em consideracdo fatores
como ano de escolaridade, género, entre outros.

e Como funciona: Os alunos podem elaborar um inquérito para ser preenchido
online, fornecendo dados sobre diversos aspetos, como habitos de leitura,
alimentacao (por exemplo, se sdo veganos, vegetarianos, ou se preferem carne
ou peixe), atividade fisica (tempo dedicado, tipo de atividades), uso de
tecnologia (incluindo telemdveis, redes sociais e tempo de utiliza¢ao), padroes
de sono, preferéncias de carreiras futuras, entre outros. Esses dados sao,
posteriormente, utilizados para realizar uma analise estatistica.

e Desafios propostos: Analise dos dados recolhidos para responder a perguntas
como "Qual ¢ a altura média dos alunos de 15 anos na minha escola?" ou "Existe
uma diferencga significativa no tempo gasto em atividades fisicas entre rapazes e
raparigas da minha turma?" Os alunos poderdo comparar resultados entre
diferentes grupos, como anos letivos, géneros ou faixas etérias, para identificar
padrdes e tendéncias nos dados recolhidos.

A execugdo destes trabalhos fard com que os alunos aprendem a lidar com grandes
conjuntos de dados, a calcular medidas de tendéncia central e dispersao, e a criar
graficos e tabelas para visualizar informagdes.

Serd interessante para a SPE possuir diferentes resultados e ter uma ideia sobre como se
comparam com os de outros alunos no mesmo pais.

Ferramentas sugeridas:

e Google Forms que permite criar inquéritos e questionarios de maneira rapida e
intuitiva. Uma alternativa similar € o Microsoft Forms.

e Excel, Google Sheets ou Google Forms para organizar os dados, fazer os
calculos e obter graficos para resumir os dados.

o Calculadoras cientificas para as medidas de dispersdo (se ndo usarem o Excel).

e Ferramentas online (como Canva ou Google Slides) para a apresentagao.
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» Regulamento do Prémio SPE 2026

SPE

Sociedade Portuguesa
de Estatistica

Prémio SPE 2026

Pretendendo estimular a atividade de estudo e investigagdo cientifica em Probabilidade e Estatistica, a Sociedade Portuguesa
de Estatistica institui em 2026 o Prémio SPE, regido pelo seguinte regulamento.

Esta aberto até 15 de Setembro de 2026 o concurso para atribuicdo do Prémio SPE 2026, doravante referido como prémio. O
prémio é constituido por uma quantia de 1000 euros.

Ao prémio podem concorrer trabalhos originais sobre temas de Probabilidade e Estatistica, desde que ndo tenham sido objeto
de qualquer prémio atribuido por outra instituicdo. O trabalho devera ser apresentado em portugués ou em inglés e ndo
podera exceder 25 paginas A4.

Podem candidatar-se ao prémio jovens investigadores sécios da SPE que ndo completem 35 anos de idade até 31 de Dezembro
de 2026 ou que tenham obtido doutoramento ha menos de 5 anos, e que nunca tenham recebido o prémio.

A decisdo de admissibilidade e a apreciacdo dos trabalhos submetidos a concurso é da competéncia de um Juri, cuja nomeacdo
é da responsabilidade da Dire¢do da SPE.

Os critérios de selegdo pautar-se-dao pela exigéncia e precisdo nos varios aspetos que o Juri considerar pertinentes,
nomeadamente: i) qualidade e clareza do texto; ii) inovagdo e rigor cientifico; iii) contribuicdo para o desenvolvimento da area
de Probabilidade e Estatistica nos planos tedrico, metodoldgico e/ou aplicado.

O Juri é soberano nas suas decisGes, ndo havendo lugar a recurso.

O Juri reserva-se o direito de ndo atribuir o Prémio SPE 2026 e podera solicitar prova das condigdes de admissao.

As candidaturas ao prémio, dirigidas ao Presidente da Sociedade Portuguesa de Estatistica, sdo constituidas pelo trabalho

concorrente e pelo curriculum vitae dos autores, e devem ser enviadas por correio eletronico para spe@spestatistica.pt. Cada
autor sé pode submeter uma candidatura ao prémio.

A entrega formal do Prémio SPE 2026, com apresentacdo obrigatéria do trabalho galardoado, tera lugar durante o XXVIII
Congresso da Sociedade Portuguesa de Estatistica—SPE 2027.
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