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O presente texto foi preparado para servir de base ao minicurso inte-
grado no XIIT Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estatistica.
E, no entanto, substancialmente mais extenso que o minicurso, visando
proporcionar aos seus frequentadores a possibilidade de posteriormente
suplementarem esse curso com desenvolvimentos que nele ndo cabiam.
Pode também ser usado como manual de um primeiro curso regular sobre
equagoes diferenciais estocédsticas. Como o titulo indica, trata-se de apre-
sentar de forma sucinta as equagoes diferenciais estocésticas, ilustrando
os conceitos com algumas aplicacoes relevantes.

E bem sabido que as equagdes diferenciais estocésticas tém aplicagoes
em praticamente todos os ramos da Ciéncia e da Tecnologia para o es-
tudo de fendémenos dinamicos descritos por equagoes diferenciais que
sejam perturbados por flutuagoes aleatérias. Demos mais énfase as apli-
cagoes biolégicas e financeiras, as primeiras por terem sido objecto de
varios trabalhos de investigagao do autor e as segundas pela sua crescente
importancia e por serem um poderoso motor para o desenvolvimento da
prépria teoria.

Foi nosso objectivo apresentar um curso em lingua portuguesa que
permitisse divulgar mais facilmente uma drea de grande importancia
tedrica e aplicada ainda pouco estudada no nosso Pafs. Procuramos, sem
quebra de rigor, ligar a teoria as aplicagOes precisamente porque se trata
de uma poderosa ferramenta de modelagao matemética que importava
nao sé6 compreender como ver em acgao.

Ha sempre duas opgoes para um texto desta natureza. Uma é de
partir de uma descricdo com a maéaxima generalidade, particularizada
volta e meia para efeitos de exemplificagdo. Outra, que adoptamos e
que nos parece mais aconselhdvel num tema que tem algumas dificul-
dades intrinsecas, é a de trabalhar no contexto mais simples possivel,
que permita nao obscurecer o essencial com complicagdes técnicas ou
de notagao. Assim, o nosso tratamento estudard o caso de equagoes
diferenciais estocdsticas em que o processo “perturbador” é um processo
de Wiener. Alids, tratamentos mais gerais em contexto de processos
perturbadores tipo martingala continua podem reduzir-se ao tratamento
aqui feito, pelo que, nesse contexto, o presente tratamento nao perde
generalidade. Também trabalharemos em dimensido um para evitar a
complicagao de notagoes matriciais, embora indiquemos como proceder
a generalizacdo ao caso multidimensional (sistemas de equagoes diferen-
ciais estocésticas) uma vez apreendidas as principais ideias no contexto
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unidimensional.

Tratando-se de uma introdugao com espaco limitado, haverd muitos
tépicos que nao poderdo ser tratados e outros que sé serao aflorados.
Um caso tipico, apesar da sua primordial importancia nas aplicacdes,
¢ o do tratamento estatistico das observagdes (estimagao paramétrica
€ nao-parameétrica, escolha de modelos, testes de hipdteses, previsdo).
A dificuldade do tema em contextos ndo triviais nido nos deixa outra
alternativa, j& que este estudo sé poderia ser posterior ao da apreensao
da teoria bésica das equagdes diferenciais estocésticas. Como sempre, a
estatistica inferencial pressupde a teoria probabilistica.

Daremos mais énfase & compreensao, que queremos rigorosa, dos con-
ceitos e resultados e & sua aplicacdo do que propriamente 3 sua de-
dugdo. Nao deixaremos, porém, de apresentar as principais demonstra-
¢oes, ainda que, nos casos mais complexos ou que exijam mais tempo
€ espago, apenas em esboco e remetendo os desenvolvimentos para li-
teratura mais especializada. Procuramos assim minimizar os conheci-
mentos prévios exigidos ao leitor, sem sacrificar o rigor matemaético. Os
pressupostos sao apenas os de uma boa formacdo bésica em probabili-
dades e, de preferéncia, também em estatistica, ao nivel do que é comum
em qualquer bom curso superior de vérias dreas cientificas que usam a
Matemaética como instrumento privilegiado de trabalho. O leitor que
tenha alguns conhecimentos bésicos de processos estocésticos e de teoria
da medida e integragao estard muito mais & vontade, mas procuraremos
suprir alguma falha de formacéo nestas dreas do leitor proveniente das
areas de aplicag@o apresentando no texto os conceitos essenciais que se-
jam necessarios a uma compreensao rigorosa do tema aqui em estudo;
o Capitulo 2 contém os conceitos principais (outros serao apresentados
a medida que sejam necessdrios) e pode ser dispensado pelo leitor mais
preparado ou numa primeira leitura. Em certos casos, as demonstragoes
de alguns resultados exigem conhecimentos mais avangados, mas o leitor
com menor formacao de base pode simplesmente saltar por cima de-
las. O texto contém alguns (poucos por limitagdes de espago e tempo)
exercicios, incluindo algumas demonstragoes relativamente simples que
deixamos ao cuidado do leitor.

O ultimo Capitulo faz um resumo do que é mais importante com o
objectivo de permitir ao leitor um visdo informal de sintese final em que
se procura dar mais relevo a intuigdo do que ao rigor mateméatico. Mas
pode também ser lido em primeiro lugar pelo leitor mais apressado que
queira ter apenas uma primeira ideia intuitiva da matéria.

Dada a forte limitacéo temporal em que decorreu a elaboragao deste
livro, nao foi possivel o trabalho de revisdo cuidada e de aperfeicoamento
técnico e diddctico que seria desejavel, facto de que pedimos desculpa ao
leitor.
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Capitulo 1

Introducao

As equagdes diferenciais estocdsticas (EDE) sao basicamente equacdes

diferenciais com um termo estocdstico adicional. O termo deterministico
3

que é comum as equacoes diferenciais ordindrias, descreve o comporta-

mento dindmico “médio” do fendmeno em estudo e o termo estocéstico

descreve o “ruido”, ou seja as perturbacoes aleatérias que influenciam

bl
esse fendmeno.

Como muitos fendmenos naturais podem ser descritos por equagoes
diferenciais, as EDE tém importantes aplicagées em praticamente to-
dos os ramos da Ciéncia e da Tecnologia para descrever esses fenémenos
sempre que haja perturbagdes aleatdrias relevantes que os afectem. A
primeira EDE surgiu na literatura, tanto quanto sei, em 1930. Trata-se
do modelo de Ornstein-Uhlenbeck ([58]) para o movimento browniano,
que é o movimento irregular de uma particula suspensa num fluido; a
designagao provém de ter sido o botanico Brown, no século XIX, que
observou esse fendmeno ao microscépio. Sé, porém, em meados do século
XX, é que uma teoria matematica rigorosa foi desenvolvida por Ité (ver
[36]). As aplicagoes percorrem areas como a Fisica, a Astronomia, a
Electrénica, as Telecomunicagoes, a Quimica, a Sismologia, a Astronu-
tica, a Oceanografia, a Fisica da Atmosfera, a Biologia, a Economia,
as Finangas, etc. Permitem estudar fenémenos como, por exemplo, a
dispersao de um poluente na dgua ou no ar, o efeito dos ruidos na trans-
missao de sinais em telecomunicacoes, a trajectéria de um satélite arti-
ficial, a localizagdo de um navio, o ruido térmico num circuito eléctrico,
a dindmica de uma reacgao quimica, a dinAmica de uma ou vérias popu-
lagoes de seres vivos quando o ambiente sofre perturbagoes aleatdrias que
afectam as suas taxas de crescimento, a determinagao da politica éptima
de pescas de uma populacéo de peixes em ambiente com perturbagdes
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aleatorias, a variagao das taxas de juro, a flutuacao das taxas de cimbio,
a variagao da cotagdo de uma acg¢do na bolsa, o valor de uma opgao de
compra ou de venda, a imunizacao de riscos de carteiras de investimento
ou de planos de poupancga reforma, etc.

Os fenémenos bioldgicos (e particularmente a dindmica de populagoes
de seres vivos) e financeiros tém frequentemente tendéncias vincadas mas
também componentes imprevisiveis devidas & complexidade e variabili-
dade das condig¢oes do ambiente ou do mercado. Sao, por isso, parti-
cularmente propicios ao uso de modelos baseados em EDE para o seu
estudo. Iremos dar, nos exemplos de aplicacéo, maior relevo a estas apli-
cagoes. No que se refere ao estudo de dinamica de populagoes, por ser
uma &drea em que tenho desenvolvido trabalho de investigagao. No que
se refere as aplicacbes financeiras, por ser uma das dreas mais activas de
investigagao com grande desenvolvimento nos Gltimos 35 anos (vejam-se
os trabalhos pioneiros [6], [49], [50]) e em que as necessidades provocadas
pelas aplicagbes mais tém contribuido para o desenvolvimento da prépria
teoria numa das mais fecundas interacgoes entre teoria e aplicagao. Mer-
ton e Scholes receberam o Prémio Nobel da Economia em 1997 pelo seu
trabalho em matemdtica financeira, particularmente no que se refere a
valorizagdo das opgoes, que se baseou no calculo estocéstico que aqui
vamos apresentar de forma introdutéria.

Dado o carécter introdutério desta apresentagao, introduziremos as
EDE no contexto mais simples possivel, evitando obscurecer as ideias
principais com questdes técnicas ou notagao pesada e encaminhando o
leitor para literatura mais especializada quando apropriado. Assim, ire-
mos estudar apenas equagdes diferenciais estocésticas quando o ruido
perturbador é um ruido branco em tempo continuo, cujo integral (o
ruido acumulado) é o bem conhecido processo de Wiener.

O processo de Wiener, rigorosamente estudado por Wiener e Lévy
a partir de 1920, é também conhecido nalguma literatura por movi-
mento browniano pelo facto de ter sido usado por Einstein em 1905
como primeiro modelo do movimento browniano de uma particula. Nés
pessoalmente nao gostamos de usar esta designacao, j4 que o movimento
browniano de uma particula pode ser descrito por outros modelos mais
realistas, como o modelo de Ornstein-Uhlenbeck acima referido. A in-
vengao do processo de Wiener é frequentemente atribuida a Einstein por
se pensar que terd sido o primeiro a té-lo utilizado (ainda que sem es-
tar entao “baptizado” como processo de Wiener). No entanto, Bachelier
em 1900 (ver [4]) j4 o tinha usado como modelo (nao muito adequado)
para as cotagOes de acgoes na Bolsa de Paris. O uso de ruido branco em
tempo continuo pode ser justificado como uma aproximagio adequada
de ruidos perturbadores mais complexos.

Teremos como principal preocupacdo o estudo das equagoes dife-
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renciais estocésticas unidimensionais, mas apresentaremos as indicacoes
necessarias para o tratamento do caso multidimensional. Claro que, se
queremos estudar simultaneamente virias varidveis (como, por exem-
plo, a cotagado de véarios activos financeiros na bolsa ou o tamanho de
vérias populagoes interactuantes), precisamos de equagbes multidimen-
sionais (isto é, sistemas de equagdes diferenciais estocésticas), mas nao
queremos complicar a apresentacao inicial dos conceitos com a notagao
matricial que o caso multidimensional envolve.

O Capitulo 2 apresenta uma revisao dos principais conceitos e pro-
priedades relativos a processos estocasticos, particularmente os processos
de Markov, aproveitando-se para rever as nocoes de medida e probabili-
dade essenciais ao seu estudo. Nao serao apresentadas demonstragoes.

O Capitulo 3 apresenta um exemplo de equagao diferencial estocés-
tica que pode ser utilizada para estudar o crescimento de uma populagao
de seres vivos crescendo num ambiente com recursos abundantes mas
sujeito a perturbacoes aleatérias que afectam a taxa de crescimento da
populagdo. O mesmo modelo é conhecido por modelo de Black-Scholes
e foi utilizado por estes na modelagao da cotacao de uma acgao numa
bolsa de valores. Este exemplo serve para apresentar ao leitor o processo
de Wiener (que alguns leitores ja conhecerao) e as equagdes diferenciais
estocdsticas de uma forma informal.

O Capitulo 4 faz um estudo dos aspectos mais relevantes do processo
de Wiener. No Capitulo 5 faz-se uma breve revisao dos processos de di-
fusao, que sao de certa forma generalizagoes do processo de Wiener e que
vao desempenhar um papel fundamental no estudo das equacées diferen-
ciais estocésticas. Mostrar-se-4 mais tarde que, sob certas condigoes de
regularidade, hd uma equivaléncia entre processos de difusao e solucoes
de equagoes diferenciais estocasticas.

Dada uma condigao inicial e uma equagao diferencial estocatica, te-
mos um problema de Cauchy que é equivalente a uma equacdo inte-
gral estocdstica. De certa forma, quer em ambiente deterministico, quer
em ambiente estocéastico, um problema de Cauchy nao é mais que uma
equacao integral disfarcada, pois é esta que normalmente é o fulcro do
tratamento teérico. No mundo estocéstico, é a versao integral da EDE
que faz verdadeiramente sentido ja que as derivadas aqui, como veremos,
nao existem no sentido corrente, mas apenas como processos estocésti-
cos generalizados. Assim, para que estas equagoes integrais estocasticas
ganhem sentido, é preciso definir e estudar os integrais estocésticos. Esse
é o objecto do Capitulo 6. Infelizmente a classica definicao de integral
de Riemann-Stieltjes, agora naturalmente ao longo das trajectorias, é
inaplicével porque o processo integrador (o processo de Wiener) é quase
certamente de variacgao ilimitada. Diferentes escolhas de pontos intermé-
dios nas somas de Riemann-Stieltjes conduzem a resultados diferentes.
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Ha4, pois, varias defini¢cGes possiveis de integrais estocdsticos. A definigao
de Itd é a que tem melhores propriedades probabilisticas e é por isso a
mais habitualmente adoptada, como alids faremos aqui. Nao satisfaz,
porém, as regras usuais de cdlculo diferencial e integral, pelo que apre-
sentaremos o teorema de It6, que nos dé a regra chave desse novo célculo
estocastico. Mas nao deixaremos de falar de definigoes alternativas de
integral, particularmente do integral de Stratonovich, que, nao tendo as
boas propriedades probabilisticas do integral de Itd, satisfaz, porém, as
regras usuais de cdlculo. Discutiremos a utilizacao de um e outro cal-
culo e apresentaremos uma férmula de conversao entre eles, que nos serd
muito Util. A generalizacao do integral a varias dimensdes é também
apresentada.

No Capitulo 7 trataremos entao do problema de Cauchy para equacoes
diferenciais estocdsticas, que é equivalente a correspondente equacao in-
tegral estocdstica. Usaremos o cédlculo de It6. Apresentaremos o teo-
rema mais comum sobre a existéncia e unicidade de solugao, bem como
sobre as principais propriedades desta, particularmente a de, sob certas
condigdes de regularidade, ser um processo de difusdo. Apresentaremos
outros resultados de existéncia e unicidade exigindo hipéteses mais fra-
cas. A generalizagdo ao caso multidimensional (sistemas de EDE) serd
entao apresentada.

No Capitulo 8 examinaremos o caso particular do modelo de Black-
Scholes, obtendo a solugdo explicita e estudando as suas propriedades.
Como as solugoes pelos calculos de It e Stratonovich sdo distintas (mes-
mo em aspectos qualitativos), discutiremos a controvérsia que tem exis-
tido na literatura sobre qual o célculo, de It6 ou de Stratonovich, mais
apropriado nas aplicagbes. Este exemplo serve também de pretexto, no
Capitulo 9, para verificar que afinal a controvérsia sobre qual o célculo
mais adequado a utilizar nido tem sentido e se deve a uma confusao
semantica. Referem-se ainda resultados do autor que generalizam esta
constatacdo a uma classe bastante geral de EDE.

As equacgdes diferenciais estocdsticas auténomas, em que os coefi-
cientes dos termos deterministico e estocéstico sio func¢ées do estado do
processo mas nao do tempo, sdo particularmente importantes nas apli-
cagdes e, sob certas condigdes de regularidade, sao processos de difusao
homogéneos, também conhecidos por difusoes de It6.

No Capitulo 10 falaremos das férmulas de Dynkin e de Feynman-
Kac e da relagao entre solugdes de certas equagoes as derivadas parciais
e esperangas matematicas de certos funcionais de solugoes de equagoes
diferenciais estocasticas auténomas.

No Capitulo 11 estudaremos as difusoes de It6 unidimensionais (so-
lucdes de equagoes diferenciais estocésticas auténomas unidimension-
ais) quanto a aspectos como tempos de primeira passagem, classificagao
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de fronteiras, existéncia de densidades estaciondrias. Apresentaremos
também alguns exemplos de aplicacdo, comecando com o processo de
Ornstein-Uhlenbeck, solugdo da primeira EDE surgida na literatura, que
sera usado como pretexto para o estudo das difusoes de It6, categoria a
que pertencem a maioria dos modelos usados nas aplicacoes.

No Capitulo 12 apresentaremos o problema da mudanca de medida
de probabilidade como forma de alterar a tendéncia (termo “determinis-
tico”) da EDE, através do teorema de Girsanov.

No Capitulo 13 usaremos duas formas alternativas de obter a férmula
de Black-Scholes, que resolve o problema da determinacdo do valor de
uma opg¢ao europeia de compra na hipétese de ndo arbitragem dos mer-
cados. Uma delas recorre ao teorema de Girsanov. Falaremos também
de generalizacoes deste resultado.

No Capitulo 14 apresentamos um resumo do que é mais importante
com o objectivo de permitir ao leitor um visido informal de sintese final
em que se procura dar mais relevo & intuicao do que ao rigor matematico.
Mas pode também ser lido em primeiro lugar pelo leitor mais apressado
que queira ter apenas uma primeira ideia intuitiva da matéria.






Capitulo 2

Revisao de
probabilidades e
processos estocasticos

2.1 Breve revisao de conceitos probabilisticos

Considere um espago de probabilidade (Q, F, P), onde (Q, F) é um espago
mensurdvel e P uma probabilidade nele definida.

Habitualmente, o universo, conjunto universal ou espaco amastral Q
representa o conjunto (suposto nao-vazio) de todos os possiveis resulta-
dos de uma experiéncia ou fenémeno aleatério. Por exemplo, se lancar-
mos dois dados, um vermelho e um preto, & = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}
¢ um conjunto de 36 elementos, cada um deles representando o possivel
resultado de um lancamento; assim, o elemento (3,4) representa o re-
sultado “trés pintas no dado vermelho e quatro pintas no dado preto™.
F é uma dlgebra-oc ' | isto é uma classe nao-vazia de subconjuntos
de Q fechada para a complementagido (se A € F, entdo o comple-
mento A° := Q — A € F) e para unides contéveis 2 (se A, € F,
n = 1,2,.., entdo |J, An € F). Os conjuntos A € F sao chamados
acontecimentos ou conjuntos mensurdveis. A probabilidade P é uma
fungao de F em [0,1], normada (P(Q2) = 1) e aditiva-o (se 4, € F,
n =1,2,.., é uma colecgao contdvel de conjuntos disjuntos dois a dois,
entdao P (|, An) = >_,, P(An)). No exemplo dos dois dados, supostos

LH4 quem prefira dizer “o-dlgebra”, imitando a norma inglesa de o adjectivo pre-
ceder o substantivo.
2Usamos o termo “contdvel” como sinénimo de finito ou infinito numersvel.

7
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honestos, temos P(A) = N/36, onde N é o numero de elementos de
A; por exemplo, se A = {(4,6), (5,5), (6,4),(5,6),(6,5)} (acontecimento
“soma de 10 or 11 pintas nos dois dados”), temos P(A) = 5/36.

Se estivermos a estudar, por exemplo, a evolugdo da cotagao de uma
acgao, ela é influenciado pelo “cendrio do mercado” que se tiver realizado.
Por cenério do mercado podemos entender uma descrigdo multifactorial
que inclui a evolugao ao longo do tempo (passado, presente e futuro) de
tudo o que possa afectar a cotagdo da acgdo e que pode incluir as vendas
da empresa cotada, as cotagbes de outras acgoes, o comportamento de
variaveis econémicas a nivel nacional e internacional, a situagdo politica,
os conflitos armados, etc., etc. Podera entao tomar-se para €2 o conjunto
de todos os possiveis cenarios de mercado. Felizmente, ndo é habitual-
mente necessério trabalhar com um espago tao complexo pois o que de
facto interessa é o comportamento da cotagao da acgao resultante dos
possiveis cenérios do mercado, e esse comportamente “vive” num espago
mais simples e manejavel (e também mais facil de probabilizar). E assim
legitima a vis&o simplificada de adoptar esse espago mais simples como o
espago dos cenérios do mercado, uma vez que essa simplificacao produz
exactamente os mesmos resultados. A mesma questao se poe quando, por
exemplo, se estuda a evolugdo do tamanho de uma populagéo de seres
vivos, a qual é influenciada pelo “estado da natureza” (o equivalente ao
cendrio do mercado), que inclui aspectos como a evolugao temporal do
clima, do habitat, de outras populacdes que interajam com a populagao
em estudo, etc. Também aqui se pode adoptar uma visao simplificada.
O cenério do mercado ou o estado da natureza w que realmente ocorre é
um elemento de 2 “escolhido ao acaso” de acordo com a lei de probabi-
lidade P. F é a algebra-o dos subconjuntos de  (acontecimentos) para
os quais a probabilidade P esté definida. A probabilidade P faz corres-
ponder a cada acontecimento (conjunto de cendrios de mercado ou de
estados da natureza) A € F a sua probabilidade P(A), que ¢ a probabi-
lidade de o cenério do mercado ou estado da natureza que efectivamente
ocorre pertencer ao conjunto A.

Podemos, supor, sem perda de generalidade, que o espago de proba-
bilidade (Q, F, P) é completo, isto é, dado qualquer conjunto N € F tal
que P(N) = 0, todos os subconjuntos Z de N também pertencem a F.
Com efeito, se o espago nao for completo, podemos sempre completa-
-lo alargando F de forma a incluir todos os conjuntos da forma AU Z
com A € F e estendendo a probabilidade P & dlgebra-o alargada pondo
P(AUZ)=P(A).

Recorda-se que uma varidvel aleatdria (v.a.) ou funcdo mensurdvel-
F (abreviadamente fun¢do mensurdvel) X definida no espago mensuravel
(Q, F) é uma fungao de  em R tal que, seja qual for o conjunto de Borel
B € B, a sua imagem inversa X "}(B)=[X € B]:={w € Q: X(w) € B}
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pertence a F. Esta propriedade é essencial para mais tarde podermos
definir a distribuigdo de probabilidade de X para uma probabilidade
P definida em (Q, F). Por algebra-c de Borel B entende-se a dlgebra-c
gerada pelos conjuntos abertos de R, ou seja a menor dlgebra-o que inclui
tais conjuntos. Ela é também a dlgebra-o gerada pelos intervalos (ou
mesmo pelos intervalos da forma | — co, z] com z € R). No exemplo dos
dois dados, se Z é a v.a. que representa a soma do nimero de pintas dos
dois dados, vem, para w = (6,5), Z(w) = 11 (habitualmente simplifica-
se a notagdo omitindo a dependéncia de w e escrevendo simplesmente
Z =11). Tomando w como representando o “acaso”, podemos dizer que
uma v.a. é uma funcgao real do acaso.

A cotagao de fecho de uma accao amanha, a taxa de cAmbio do délar
daqui a 90 dias, a altura de uma pessoa escolhida ao acaso, o tamanho
de uma populagao daqui a um ano sao exemplos de varidveis aleatdrias.

Dado o espago de probabilidade (2, F, P) e uma v.a. X (no espago
mensuravel (Q, F)), a sua funcdo de distribuicao (f.d.), que caracteriza
completamente a sua distribuigao de probabilidade, serd aqui represen-
tada por Fix. Recorda-se que a fungdo de distribuicdo de X é definida
para z € R por Fx(z) := P[X € (—oc0,z]] = P[X < z]. 3

Note-se que a classe o(X) formada pelas imagens inversas por X dos
conjuntos de Borel é uma sub-4lgebra-o de F, a que se chama dlgebra-o
gerada por X; ela contém toda a informacao que é pertinente para a
determinagdao do comportamento de X.

No exemplo dos dois dados, Z é um exemplo de v.a. discreta. Uma
v.a. X é discreta se existir um conjunto contavel S = {z1, 22, ...} tal que
P[X € S] = 1; representaremos por px(k) = P[X =z] (k=T1,2,..) a
sua fungdo massa de probabilidade (f.m.p.), verificando-se que Fx (z) =
szSz px (k).

Umav.a. X diz-se absolutamente continua (vulgarmente, e ndo muito
correctamente, abrevia-se para “v.a. continua’) se existir uma fungao
nao-negativa integravel fx(z). chamada funcdo densidade de probabili-
dade (f.d.p.), tal que Fx(x) = f_zx Fx(y)dy. Se X é absolutamente con-

tinua, entao a sua f.d. Fx(z) é uma funcao continua. E até uma fungao
diferenciavel em quase toda a parte, isto é, o conjunto excepcional N de
numeros reais onde a fungao nao é diferencidvel é um conjunto negligen-
cidvel. * Tem-se fx(x) = dFx(z)/dx (se N # 0, podemos atribuir

3Note-se que, se P é uma probabilidade em (9, F), a probabilidade Px(B) =

P[X € B] := P(X~1(B)) estd bem definida para todos os conjuntos de Borel
B e temos um novo espago de probabilidade (R, B, Px). No exemplo dos
dois dades, Pz({10,11}) = P[Z € {10,11}] = P[Z = 10ou Z = 11] =

P(Zz71({10,11})) = P({(4,6),(5,5),(6,4), (5,6),(6,5)}) = 5/36. Note-se que tam-
bém P[Z € (9.5,11.2)] = P({(4,6), (5,5), (6,4), (5,6}, (6,5)}) = 5/36.
4Por conjunto negligencidvel entende-se um conjunto com medida de Lebesgue
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arbitrariamente os valores da derivada nos pontos € N de forma a que
a f.d.p. fique definida, embora nao univocamente, para todo oz €R).
Uma v.a. normal ou gaussiana X com média p e vananaa o? > 0éuma

20-
tem-se E[X] = p e VAR[X] == E [(X - ]E[X])Z] = o2. Note-se que ha
v.a. que nao sao nem discretas nem absolutamente continuas.

Duas v.a. X e Y no mesmo espago de probabilidade dizem-se equiva-
lentes ou quase iguais ou iguais com probabilidade um se P[X =Y] = L.
Como elas s6 diferem num conjunto (irrelevante para os nossos fins)
de probabilidade nula e tém, portanto, a mesma f.d. e as mesmas
propriedades probabilisticas, adoptaremos frequentemente a pratica ha-
bitual e, abusando da linguagem, escreveremos simplesmente X =Y,
querendo contudo significar X = Y com probabilidade 1. Esta forma
habitual de identificar v.a. equivalentes é uma maneira informal de
dizer que vamos trabalhar com as classes de equivaléncia de varidveis
aleatérias em vez das préprias v.a. e que identificamos uma classe de
equivaléncia por qualquer das suas representantes (por representante en-
tendemos uma v.a. pertencente & classe). ®> Se fizermos isso, podemos
definir, para p > 1, o espago LP(Q, F, P), abreviadamente LP, das varia-
veis aleatérias X (na realidade, é o espago das suas classes de equivalén-
cia) tais que E[|X|P] = [, [X[PdP < +c0.

Recorda-se que, se [, |Y (w)|dP < oo, dizemos que E[Y] = [, Y (w)dP

= f e ydPy = f e “ydFy (y) é a esperanga matemdtica, valor esperado,
valor médio ou média da v.a. Y. Quando Y € absolutamente continua
com f.d.p. fy, resulta E[Y] = f_oo yfy (y)dy. Quando Y é v.a. discreta
com dtomos yi (k=1,2,...), resulta E[Y] = 3", yx P[Y = yi]. Estas sao
consequéncias das propriedades do integral (no sentido de Lebesgue). O
integral define-se:

v.a. absolutamente continua com f.d.p. fx(z) = 7)’77 exp ( (‘”—’i—L),

o Para fungdes simples Y (w) = Y1, c, 1, (w) (onde os conjuntos 4;
sao disjuntos dois a dois com | JI_, A; = Q, [ 4, s@o as suas fungoes
indicatrizes e ¢; sdo nimeros reaxs) por fﬂ YdP = Z‘ 1 &G P(A).
Note-se que a fun¢do indicatriz ¢ I4 de um conjunto A € F é uma

(extensdao da medida de comprimento) nula.

5Convém lembrar que as v.a. sdo fungdes do acaso w e, portanto, uma propriedade
relativa a varidveis aleatérias pode ser verdadeira para certos valores de w e falsa
para outros. Quando o conjunto de valores de w € 2 para os quais a propriedade é
verdadeira tem probabilidade um, dizemos que a propriedade se verifica com proba-
bilidade um ou quase certamente (g.c.). Portanto, X = Y com probabilidade 1 (ou
X =Y q.c.) significa que P[X = Y] = 1 e ndo exclui que possam existir valores
excepcionais de w para os quais X (w) # Y (w) (claro que o conjunto NV de tais valores
excepcionais terd probabilidade zero de ocorrer, isto é, P(N) = 0).

8 A fungdo indicatriz (também chamada funcdo caracteristica) 1.4 de um conjunto
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funcdo simples e facilmente se reconhece que E[I4] = P(A).

e Para v.a. nao-negativas Y por fQ YdP = lim,_ o fQ Y,dP, onde
Y, é qualquer sucessao nao-decrescente de fungoes simples nao-
negativas convergente para Y com probabilidade um.

e Parav.a. Y arbitrarias por [,YdP = fQ Y*dP — [, Y~dP, onde
Y (w) =Y (w)y>o(w) e Y™ (w) = =Y (w) ]y <o) (w).

Um espago LP é um espago de Banach para a norma-L” definida por
X, = (E[|X|P])/?. Para p = 2 é mesmo um espaco de Hilbert real
com produto interno (X,Y) = E[XY].

O conceito de v.a pode ser generalizado a véarias dimensdes. Uma

v.a. n-dimensional ou vector aleatdrio X = [X1, Xa, ..., X,|T (“T” si-
gnifica “transposto”, isto é, usualmente consideramos vectores coluna) é
simplesmente um vector de n varidveis aleatérias definidas no mesmo es-
pago mensuréavel. Podemos definir a sua fun¢éo de distribuigao Fx (x) =
Fxl’xzym,xn(xl,a?g,...,.’I,'n) = P[Xl < .’IJI,XQ < .’L‘Q,...,Xn S xn] para
X = [z1,Z2,..,2,)7 € R", também chamada f.d. conjunta das v.a.
X1, Xa,...,X,. Podemos definir a esperanca matematica de um vector
aleatério (ou mesmo de uma matriz aleatéria) como sendo o vector (ma-
triz) das esperangas matematicas das suas coordenadas. Se existir um
conjunto contavel S € R™ tal que P[X € S| = 1, dizemos que o vector
aleatorio X é discreto. Se existir uma f.d.p. fx(x) tal que Px(x) =

I; _T;ff;‘o Fxi X X (Y1, Y24 s Un )dYn...dyady:, entdo X diz-se

: a"F. 2D T
absolutamente continuo, caso em que fx (x) = = 1ARuzn (g;‘f- =

(definida com possivel excepgdo de pontos de um conjunto negligencis-
vel, isto é, cuja medida de Lebesgue n-dimensional é nula). Por exem-
plo, um vector aleatério normal ou gaussiano X com vector médio
p e matriz de varidncia-covariancia C (matriz cujos elementos Cij =
E [(X; — E[X;]) (X; — E[X}])] sao as covariancias dos pares de varidveis
ou, no caso dos elementos diagonais, as variancias) é, supondo C matriz
definida positiva, um vector aleatério absolutamente continuo com f.d.p.
fx(x) = (2m)/2 \/det(CV)exp (—3(x — 1)TC~1(x — p)).

Os conceitos de espagos e normas L? podem ser generalizados a vec-
tores aleatérios n-dimensionais X interpretando |X| como a norma eu-

clideana; no caso p = 2, o conceito de produto interno pode ser genera-
lizado usando (X,Y) = E[XTY].

A define-se por Ig(w) =1sew € Ae [g(w)=0sew ¢ A.
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2.2 Esperancas mateméticas e probabilidades condi-
cionais

Esta seccdo pode ser dispensada pelo leitor menos preocupado com o
rigor matemético desde que tenha uma ideia informal das esperangas
matematicas e probabilidades condicionais.

Dada uma v.a. X € L! e uma sub-algebra-c H C F, existe uma
v.a. Y = E[X|H]. chamada a esperanca matemdtica condicional de X
dada M, a qual é mensurdvel-H e tal que [, XdP = [, YdP para todo
o H € H. Isto &, Y é uma v.a. mensuravel-H que tem as mesmas médias
que X sobre os conjuntos de H. O teorema de Radon-Nikodym assegura
a existéncia e a unicidade quase certa (q.c.), isto é, podem existir varias
v.a. satisfazendo as condigdes referidas mas, dadas duas quaisquer dessas
v.a., elas sdo iguais com probabilidade um.

No exemplo dos dois dados, o valor esperado de X="soma do numero
de pintas dos dois dados” é um numero real E[X] =3 o X (w)g5 =
Zi{iz zP[X = z] = 7. Suponhamos que s6 tinhamos informagao so-
bre se o numero de pintas no dado vermelho era par ou impar: esta
informacdo é dada pela sub-dlgebra-c H = {C,C°.0.Q}, onde C =
{(2.1),(2,2), .... (2.6). (4, 1), (4,2), .-+ (4,6), (6, 1),(6,2), ..., (6.6)} é 0 a-
contecimento “niimero par de pintas no dado vermelho”. Entdo tem-se
EX|H)(w) = 37 Y oee X(w)ds = 145/18 (valor médio de X(w) no
conjunto C) para qualquer w € C (nio conseguimos distinguir entre os
diferentes w de C) e E[X|H](«) = prey Luece X (w) g5 = 107/18 (valor
médio de X (w) no conjunto C¢) para qualquer w € C*.

Note-se que E[X|H] é uma v.a. (depende de w) e, portanto, pode-
mos calcular a siia esperanca matemética. Da definicdo de esperanga
condicional é ébvio que E[E[X |H]] = E[X].

Citamos mais algumas propriedades importantes das esperangas ma-
tematicas condicionais, onde se supde que as v.a. envolvidas estdo em
L' e que as &lgebras-o G e H estdo contidas em F:

X mensuravel-H = E[X|H]=X
X mensurdvel H = E[XY|H] = XE[Y|H]
¢ cH = E[E[X|H]|G] = E[E[X|G]|H] = E[X|F].

Para A € F, podemos definir a probabilidade condicional P(A[H) :=
E[l4H]. Este conceito é uma extensdo do conceito classico P(A|IC) =
P(ANC)/P(C) definido para A € F e C € F tal que P(C) > 0. De
facto, pondo H = {C,C®, 0,9}, P(A|C) nao é mais que o valor comum
de E[I4|H](w) para qualquer dos w € C.

Quando H = o(Y) é a 4lgebra-o gerada por uma v.a. Y, definimos
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E[X|Y] := E[X|H] e P[X € B|Y] :== P(X~!(B)|H) para conjuntos de
Borel B. Estas quantidades sao v.a., isto é, dependem do acaso w; de
facto, elas dependem essencialmente do valor de Y (w). Portanto, para
y € R, podemos definir E[X|Y = y] como o valor (q.c. tinico) de E[X|Y]
quando Y = y. Semelhantemente, pode definir-se P[X € B|Y = y|.

2.3 Breve revisao de processos estocasticos

Um processo estocdstico no espago de probabilidade (2, F, P) é simples-
mente uma colecgao indexada {X;}ier de varidveis aleatérias. No nosso
caso, ¢ seréd interpretado como tempo e o conjunto de indices I serd
usualmente um intervalo de tempo da forma [0, +00), (—o0,+400) ou
[a, ] (processos estocasticos em tempo continuo). Noutras situagdes, I
pode ser o conjunto dos inteiros ou dos inteiros nao-negativos (processos
estocdsticos em tempo discreto), um intervado de R¢ (processos espa-
ciais) ou qualquer conjunto conveniente. Como cada varidvel aleatéria
Xt = X¢(w) é fungéo do “acaso” w € §, um processo estocastico pode
ser considerado uma funcéo de duas varidveis, t € I e w € Q, isto é uma
funcao do tempo e do acaso; como no caso das varidveis aleatérias, é
hébito abreviar a notagéo e escrever simplesmente X; em vez de X;(w),
mas, apesar de o “acaso” w n@o aparecer explicitamente, ndo devemos
esquecer que o valor do processo estocéstico depende dele. Esta funcao
de t e w nao é uma funcdo arbitraria pois estd sujeita & restrigdo de ser,
para cada t fixo, uma fungio mensuravel de w, isto é, uma v.a. )

Se fixarmos o “acaso” w, obtemos uma fungdo apenas do tempo, a
que se chama uma. trajectdria © do processo estocéstico. Um processo
estocastico pode, portanto, ser também interpretado como uma coleccio
de trajectérias, uma para cada estado do acaso w. A cotacio X, (abre-
viatura de X¢(w)) de uma acgao no instante ¢ para t € I = [0, +c0) é
um exemplo de processo estocdstico. Naturalmente, diferentes cendrios
do mercado resultardo em cotagdes diferentes. Para um ¢ € I fixo, X
€ uma v.a. e, portanto, uma fun¢ao de w que associa a cada cendrio do
mercado w € 2 a correspondente cotagdo X:(w) da acgio no instante
t. Para um cendrio do mercado w € Q fixo, a trajectéria X, (w) é uma
fungao do tempo ¢ que associa a cada instante ¢ € I a correspondente
cotagao da accao debaixo desse cendrio. Quando observamos a variagio
da cotagao da acgio ao longo do tempo e desenhamos o respectivo gra-
fico, estamos de facto a desenhar uma trajectéria, a correspondente ao
cenério do mercado w que o “acaso ditou” que fosse o cenério efectiva-
mente ocorrido.

“Em inglés usa-se “trajectory” ou “sample path”.



14 Capitulo 2 - Revisao

8.4
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Figura 2.1: Trajectéria observada do processo estocastico Y(t), cotagao
em escala logaritmica das acgdes do banco BCP entre 8 de Abril de 1991
(t = 0) e 30 de Junho de 1997. Corresponde ao w (cendrio do mercado) que
efectivamente ocorreu.
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Figura 2.2: Duas trajectérias do processo estocastico “movimento browniano
geométrico” com pardmetros R = r—o?/2 = 0,084/ano e o = 0,193/y/ano (ver
Capitulo 8) simuladas pelo método de Monte Carlo. Este processo foi usado
como modelo do processo estocdstico Y (¢), cotagdo em escala logaritmica das
acgdes do BCP no periodo 8 de Abril de 1991 (¢ = 0) e 30 de Junho de 1997. Se
o modelo for correcto, estas trajectérias correspondem a outros dois cendrios
do mercado escolhidos aleatoriamente.
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Por vezes é mais conveniente usar a notagao alternativa X (¢,w) (abre-
viadamente X (£)) em vez de X;(w) (abreviadamente X;). Salvo mencio
em contrério, nao faremos distinga@o entre as duas notagdes. Usualmente
chama-se espago de estados ao contradominio da fungio X (¢,w) se bem
que, por vezes e por razoes de comodidade, se chame espaco de estados
a um conjunto que contenha esse contradominio e que seja mais conve-
niente para trabalhar.

As distribuicdes de dimensdo finita de um processo estocéastico
{Xt}ter sbo as funcoes de distribuicdo conjuntas

Fiyto,otn (1,22, o, T0) i= P[Xy, <21, Xy, < T2,.., Xy, < 2]

A familia de todas as distribui¢des de dimenséo finita (isto &, definidas
para todo o n = 1,2,... e todos os t1,t2,...t, € I) determina as pro-
priedades probabilisticas do process estocdstico (mas nao necessaria-
mente todas as suas propriedades). Esta familia obviamente satisfaz,
paratodoon =1,2,..., todos os t1, t3, ...t, € [ € todos 0s z1,Z2, ..., Tn €
R, as seguintes propriedades:

1. Ft,(l) o (2)re-rto(n) (ma'(l) ) 1:0'(2) ERIT] xo’(n)) . Ft],t'_),-n,tvn. (:Blv T2y mey In)
para todas as permutacdes o em {1,2,...,n} (propriedade de sime-
tria, isto é, nao é importante a ordem das varigveis aleatérias).

2. Parak =1,...n—=1, Fy o, e tertyesta (B1 £2, ooy Thy +00, ..., +00)
= Fy to,...t. (Z1, T2, ..., 1) (propriedade de compatibilidade).

O teorema da extensdo de Kolmogorov diz que, dada uma familia de
fungoes de distribuicao F, +,,. .+, (de dominio R"), definida para todo
on=1,2,... e todos o0s t1,12,....,t, € I e satisfazendo as propriedades
de simetria e compatibilidade, existe pelo menos um espago de proba-
bilidade e um processo estocédstico nesse espaco para o qual a familia
das distribuigoes finitas é a familia dada. ®  De facto, seria possivel
construir varios espacos de probabilidade e processos estocésticos neles
definidos satisfazendo a propriedade desejada.

8 A demonstracio é construtiva. O espago amostral usado foi o conjunto R! das
fungdes reais w = w(-) definidas em I. Consideremos nesse espaco a classe dos con-
juntos cilindricos da forma A4 = {w € R! : (wt;,wiy,..ywt,) € B} (n = 1,2,...)
cujas hases B sejam intervalos de R™ (produtos cartesianos de n intervalos reais). A
algebra-o B! gerada por esta classe é conhecida por algebra-o de Borel em RY. Uma
probabilidade no espago mensuravel (R?, B7) fica univocamente caracterizada se co-
nhecermos as probabilidades dos conjuntos cilindricos acima referidos. Kolmogorov
utilizou a probabilidade definida por P(B) = [g dFy, t,,...,t,,- Nesse espago de proba-
bilidade (R’, B!, P) considerou entdo o processo estocastico X¢(w) = w(t) e mostrou
(como néo ¢ dificl de verificar) que a sua familia de distribuigdes finita é a familia
dada. Repare-se que o que se fez fol utilizar as trajectérias do processo estocastico
como sendo os acontecimentos elementares w.
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Dois processos estocasticos {X:}ier € {Yi}ter no mesmo espago de
probabilidade dizem-se equivalentes (também se diz que cada um deles é
uma versdo do outro) se, para cada t € I, se tiver X; =Y; com probabi-
lidade 1. Processos equivalentes tém as mesmas funcdes de distribuigéo
finitas e, portanto, as mesmas propriedades probabilisticas, mas podem
ter diferentes propriedades analiticas, como veremos a seguir.

No que se segue desta secgdo, iremos supor que I é um intervalo
da forma [a,b] ou (—o0,b] ou [a,+00) ou (—00,+00). Pode suceder
que, dados dois processos estocésticos equivalentes, uma versao tenha
todas as trajectérias continuas e a outra tenha todas as trajectorias
descontinuas. E o que acontece se, para Q = [0,1], I = [0,1], F =
Byo,1) (onde Bjg 1) é a dlgebra-c de Borel do intervalo [0, 1]. que é gerada
pelos conjuntos abertos de [0, 1]) e P a distribui¢ao uniforme em [0, 1] (a
probabilidade de cada intervalo é o seu comprimento), considerarmos os
processos estocésticos

0 sew#t
Xt(w)z{l sewit,

(cujas trajectérias sio obviamente todas descontinuas) e Y (w) =0 (cu-
jas trajectdrias sio obviamente todas continuas). Nao é dificil constatar
que os dois processos sao equivalentes pois, para qualquer t € [0,1], se
tem P[X; = ¥;] = P({w € @ : Xy(w) = Yi(w)}) = P([0,1] - {t}) =
P(]0,t[+]t,1]) = ¢ + (1 —t) = 1. A razdo porque nao sdo ambos pro-
cessos continuos reside no facto de os conjuntos excepcionais N dos
valores de w para os quais X:(w) # Yi(w) (conjuntos que tém pro-
babilidade zero) poderem variar com ¢. Com efeito, o conjunto N =
U,er Nt dos valores de w para os quais as trajectorias dos dois proces-
sos diferem (em pelo menos um instante), sendo unido nao-numerdvel
de conjuntos com probabilidade zero, poderd ja ndo ter probabilidade
zero (a propriedade aditiva-o das probabilidades sé garante probabili-
dade zero para unides numeréveis de conjuntos com probabilidade zero);
se isso suceder, embora se tenha P[{X; = Y;] = 1 para cada t, vem
P[X; = Y, para todos os t € I] < 1. Um conceito mais forte que o de
processos equivalentes é o de processos com trajectorias idénticas (com
probabilidade um), ou seja P[X; = Y; para todo ot € I] = 1, caso em
que P(N) = 0. Quando os dois processos sao ambos continuos, os dois
conceitos coincidem. Por processo continuo entende-se um processo cujas
trajectérias sdo continuas com probabilidade um (dito de outra forma,
o conjunto das trajectérias descontinuas tem probabilidade zero). Para
evitar o problema surgido no exemplo acima, ha vantagem em trabalhar
apenas com processos separdveis, o que nao se traduz em qualquer perda
de generalidade do ponto de vista probabilistico visto todo o processo
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estocastico admitir uma versdo separavel. Basicamente, um processo
separdvel é um processo que fica, para efeitos de continuidade, caracter-
izado pelos seus valores num conjunto numerével denso em I ° |, o que
elimina o problema acima referido, j4 que podemos trabalhar com uniées
numeréveis de conjuntos excepcionais. Assim, se um de dois processos
separaveis equivalentes é continuo, o outro também o ser4.

O critério de Kolmogorov diz que, se existem constantes positivas C,
a e (3 tais que E[|X; — X,|%] < C|t — s]**0 para todo o s,t € I, entdo
existe uma versao separdvel de X; que é continua.

Isso nao significa que o préprio processo X; seja continuo, como
mostra o exemplo acima em que o processo X; satisfaz o critério de Kol-
mogorov e nao é continuo. Tem, porém, uma versdo separavel continua
Y;.

Daqui por diante, convencionamos que trabalharemos sempre com
versoes separdveis dos processos estocédsticos. Com esta convengao, um
processo que satisfaca o critério de Kolmogorov é continuo.

Um processo continuo é também um processo mensurdvel. Para um
processo X (t,w) ser mensurdvel nao basta que seja mensurdvel com re-
speito a cada uma das varidveis ¢ e w, é preciso que, como func¢ao con-
Jjunta das duas varidveis. seja mensurdvel. Isto é, considerando o espaco
mensuravel produto ' (I x Q, By x F), a imagem inversa (conjunta)
{(t,w) e I x Q: X(t,w) € B} de qualquer conjunto de Borel B € B
pertence a dlgebra-o By x F.

Podemos indiferentemente definir um processo estocéstico_n-dimen-
sional {X;};er como uma colecgdo indexada de vectores aleatérios n-
dimensionais ou como um vector n-dimensional cujos elementos sio pro-
cessos estocasticos com o mesmo conjunto de indices definidos no mesmo
espago de probabilidade.

9Mais precisamente, diz-se que um processo {Xi}ier é separdvel se existir um
conjunto numerdvel J denso em [ tal que, para todo o subintervalo aberto (a,b) C I
e todo o subconjunto fechado A C R, se verifique que a diferenca entre os conjuntos

{w: Xt(w) € A para todo o t € (a,b) N J} (que pertence a F)

{w : X¢(w) € A para todo o t € (a,b)} (que pode ndo pertencer a F)

estd contida num conjunto de probabilidade nula. Se convencionarmos trabalhar
num espago de probabilidade completo e o processo for separivel, entio ambos os
conjuntos sdo mensurdveis (pertencem a F) e a sua diferenga é mensurdvel e tem
mesmo probabilidade nula. No exemplo acima, X; nio é separdvel mas Y; é uma
verséo separdvel de X (t).

10B; x F é a 4lgebra-o gerada pelos conjuntos da forma G x A com G & Br (a
algebra-o de Borel no intervalo I) e A € F.
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2.4 Breve revisao de processos estacionarios

Um processo estocéstico diz-se estritamente estaciondrio se as suas dis-
tribuicoes de dimensao finita forem invariantes para translagoes no tempo,
isto é,

Ft1,t2,...,t,,, (‘Tlv T2, ---7xn) - Ft1+T,t2+T,..4,t.,.+‘r(mlz T2, ~--7In)

para qualquer n = 1,2, ..., quaisquer z1, 2, ...,Z, € R, quaisquer t1, t2,
tn € I e qualquer 7 € R tal que t1 + 7,2 + 7, ..., tn + 7 € I. Caso
X, € L? para todo o t € I e seja estritamente estacionério, entdo vem
E[X;] = m = constante e COV[X,, X;] = C(t — s) (C é chamada
funcdo de auto-covaridncia), o que constitui a definicao de processo
estaciondrio em sentido lato, também chamado estaciondrio de sequnda
ordem ou simplesmente estaciondrio. Contudo, um processo estocéstico
estacionario em sentido lato pode nao ser estritamente estacionario. Nos
Processos gaussianos, ou seja os processos com distribui¢des de dimensao
finita gaussianas, pelo facto de estas serem completamente caracterizadas
pelos momentos de primeira e segunda ordem, verifica-se a coincidéncia
dos dois conceitos de estacionaridade.

Um processo estaciondrio em sentido lato que seja continuo em mé-
dia quadrdtica (isto é, continuo com respeito & norma L?) tem fung¢do de
distribuicdo espectral F(A\) (a qual indica como estao distribuidas as fre-
quéncias das oscilagdes harménicas de X;) e a fungéo de auto-covaridncia
é dada por C(t) = ff: exp(itA)dF(\). Se F tiver uma densidade f, a
densidade espectral, e C' for integrével, entao a densidade é a transfor-
mada de Fourier da auto-covariancia, f(A) = == [ exp(—itA)C(t)dt.

27 J—o0

2.5 Filtracoes, martingalas e tempos de Markov

Consideremos um intervalo de tempo I = [0,d] com 0 < d < +o0
(quando d = +oo, interpretamos I = [0,4+00)). A suposicdo de que
o intervalo comeca em 0 foi feita apenas por comodidade mas nao €
obrigatéria. Considere um espaco de probabilidade (2, F, P) e um pro-
cesso estocastico {X;}ier nesse espago. Seja {Fi}ier uma familia de
sub-dlgebras-c de F tais que F, C F; quando s < t; uma tal familia
chama-se uma filtragao. E frequente escolher a filtracdo natural F; =
o(Xs;0 < s < t), constituida pelas algebras-o geradas pelo processo
até ao instante t (contendo a informagao do passado e do presente do
processo X;). Por vezes, porém, podem ser necesséarias outras escolhas
caso necessitemos que a filtragao contenha informagao adicional, como,
por exemplo, a informacgao contida na condicéo inicial de uma equagao
diferencial estocéstica.
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Dizemos que o processo estocéstico {Xt}ier estd adaptado a filtragao
{Fi}ter se, para cada t € I, X, for mensuravel-F,. 1! Claro que
um processo estocastico {X;}ses estd sempre adaptado 3 sua filtracao
natural ou qualquer outra filiragdo cujas 4lgebras-o contenham, para
cada t € I, as correspondentes algebras-o o(X,;0 < s < t) da filtracio
natural.

Dado um espago de probabilidade (R, F, P), um processo estocdstico
{Xt}ter e uma filtracao {F; }ses nesse espaco, dizemos que o processo es-
tocastico € uma martingala-F; se o processo estiver adaptado a filtragao,
se X; for integravel (E[|X;|] < +oo, ou seja X; € L) para todoo t € T
e se

E[X:|Fs] = Xs q.c. para qualquer s < ¢. (2.1)

No caso da filtragao natural, em vez de E[X,|F,] pode também escrever-
se E[X¢| Xy, 0 <u < s]. Quando for claro qual ¢ a filtracdo com que se
trabalha, é costume abreviar e falar de martingala em vez de martingala-
Ft. Também é costume dizer simplesmente martingala quando nao se
indica qualquer filtragao, caso em que se subentende que se trabalha com
a filtracdo natural.

O conceito de martingala esta ligado ao conceito de Jjogo equilibrado.
De facto, se X sao os seus ganhos acumulados no instante presente s
€ se 0 jogo € equilibrado, entdo, dada a informacao disponivel até ao
instante presente s, espera manter num instante futuro £ os seus ganhos
presentes.

Se substituirmos “=" por “<” (respectivamente por “>") em (2.1),
temos uma supermartingala (respectivamente uma submartingala).

Aqui s6 nos interessam processos em tempo continuo. Porém, todos
estes conceitos (filtragao, filtragao natural, martingala, supermartingala
e submartingala) para processos em tempo discreto tém defini¢bes em
tudo anélogas, com excepgao do facto de o conjunto de indices ser da
forma I = {0,1,2,...,d} com 0 < d < 40 (quando d = +c0, interpreta-
mos I = N).

Se X; é uma martingala [supermartingala, submartingala], entio
E[X;] é uma fungdo constante [ndo-crescente, nao-decrescente| de ¢. Se
X: € LP parap > 1 é uma martingala, ent&o, para intervalos finitos
[a,b] C I e para ¢ > 0, resultam as desigualdades mazimais das martin-
galas:

P

p
sup [X| > o < P (2.2)
te(a,b] cP

HTsso garante que as imagens inversas de conjuntos de Borel pelas v.a. X; estio
em F; e ndao apenas em F.
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e, sep>1,

E{sup |Xt|*’} < (%) E | Xs]. (2.3)

te(a,b]

Vamos agora definir o conceito de tempo de Markov ou tempo de
paragem em contexto de tempo continuo (trabalhando com o conjunto
de indices I = [0, +00)), fazendo no entanto notar que igual conceito se
pode definir de forma andloga no contexto de tempo discreto (usando o
conjunto de indices / = Ng = {0,1,2,...}). Consideremos um espago de
probabilidade (2, F, P), seja I = [0,+oc) e consideremos uma filtracao
{Fi}ter definida naquele espago. Seja T uma v.qa. estendida (também
dita “imprépria”), isto é uma aplicagio de Q em R =R + {+20} cujas
imagens inversas de borelianos de R sejam conjuntos de F. Os referidos
borelianos formam & dlgebra-o de Borel B gerada pelos intervalos de R
(que sdo os intervalos de R mas permitindo agora intervalos fechados
em +00). Suporemos que T toma valores em [0, 4+2¢], isto €, o seun con-
tradominio estd contido nesse intervalo. Dizemos que T é um tempo de
Markov-F; ou tempo de paragem-F; se, dado qualquer instante ¢ fixo, o
acontecimento [T’ < t| = {w € Q: T'(w) <t} € F. Frequentemente, usa-
se como filtracéo a filtragio natural de um processo estocdstico {X:hier
definido no espaco de probabilidade referido. Nesse caso, a defini¢ao de
tempo de Markov T' garante que, para determinar a sua fungao de dis-
tribuicio Fr(t) = P[T < t] no instante ¢, s6 precisamos da informagao
contida no processo estocdstico até esse instante (isto €, nao precisamos
de “adivinhar” informacao futura). Por vezes hé necessidade de incor-
porar informagao adicional nao contida no processo estocastico, caso em
que se usam filtragdes ndo-naturais mas em relagao as quais 0 processo
esteja adaptado. Note-se que Fr pode ser uma fungao de distribuwigao
imprépria. isto é, pode suceder que Frr(+20) = limy— ;o Fr(t) < 1. Isso
sucede se e 56 se P[T' = +o0] > 0 e vem Fr(+00) + P[T = +oc] = L.

Quando for claro qual a filtragdo com que se trabalha, é costume
abreviar e falar simplesmente em “tempo de Markov” sem indicar qual a
filtracao. E também o que se faz quando se trabalha com um processo
estocdstico e a sua filtragio natural.

Se T é um tempo de Markov-%;, pode ser 1til definir uma dlgebra-o
Fr que desempenha para T' um papel andlogo ao papel que F; desemi-
penha para t. Para isso considera-se a menor dlgebra-o Fioc que contém
todas as dlgebra-o F; para t > 0 e define-se Fp como a dlgebra-o for-
mada por todos os conjuntos A € Fy.c tais que AN [T < t] € F.

O exemplo mais tipico dos tempos de Markov sao os tempos de
primeira passagem T, de um processo estocastico X; por um limiara € R



Introducao as EDE e aplicacoes 21

X(®)

Figura 2.3: Tempo de primeira passagem T, = T,(w) para uma trajectéria
w de um processo estocéstico X (t) pelo limiar a.

(ver uma ilustragao na Figura 2.3), que é por definigéo
T, =inf{t >0: X; =a}.

Recorda-se que, por convengao, esse infimo é igual a +oc0 quando-o con-
junto a que se aplica é vazio. Logo T,(w) = +oo quando ndo existe
nenhum ¢ > 0 tal que X;(w) = a, ou seja quando a trajectéria w do
processo X; nunca passa por a. Reconhece-se que T, é um tempo de
Markov (para a filtracao natural do processo estocdstico) pois para saber
se o acontecimento [T, < t] ocorreu ou nao ocorreu sé precisamos de co-
nhecer a trajectéria de X, até ao instante . O mesmo ja nao € verdade
se estivermos a falar do tempo de ultima passagem por a, que nao é
claramente um tempo de Markov.

2.6 Processos de Markov

Em palavras correntes, um processo de Markov é um processo estocds-
tico em que, conhecido o seu valor presente, os valores futuros sao in-
dependentes dos valores passados. Por outras palavras, quando alguém
conhece exactamente o valor presente do processo, conhecer ou nao como
é que o processo evoluiu no passado para chegar a esse valor presente é
irrelevante para o calculo de probabilidades de acontecimentos futuros.
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A palavra “exactamente” é essencial, j4 que o conhecimento impreciso ou
aproximado sobre o valor presente nao garante a independéncia referida.

Como na Secgio 2.5, consideramos um intervalo de tempo I = (0, d]
com 0 < d < +o0 2 | um espaco de probabilidade (Q, F, P) e um
processo estocastico {X;}:er definido nesse espago. O processo é um
processo de Markov em tempo continuo 13 ge, para quaisquer s,t € I,
s < t e qualquer conjunto de Borel B € B, tivermos **

P[X, € B|X,, 0<u<s]=P[X; € B|X,]. (2.4)

Note-se que P[X; € B|X,, 0 < u < s] = P[X; € B|F;], onde F; é a
algebra-o gerada pelas via. X, 0 <u <s.

A propriedade referida, também conhecida por propriedade de Mar-
kov, é equivalente a

P[Xt S B|Xt1 =T, "'7Xt"_1 :xn—lth,, :In] = P[Xt & B‘Xt” :l'n]

(2.5)
para qualquer n = 1,2, ..., quaisquer t; < ... <t,_; <t, <t, quaisquer
Z1,...,Tn_1,Zn € R e qualquer conjunto de Borel B. De facto, nem
sequer precisamos de verificar a propriedade para todos os conjuntos de
Borel, mas apenas para os conjuntos de uma classe geradora de B, como
por exemplo a classe dos intervalos (—oo,z]. Assim, a propriedade de
Markov é equivalente & seguinte igualdade entre fungoes de distribuigao
condicionais:

FXt|X11 =1,...,X1¢ =Cn-1,Xt, =Tx (.’L‘) . FXL|XL,L=IH. (:L') (26)

n—1
para qualquer z € R.
Um outra propriedade equivalente a propriedade de Markov é a de
se ter, para qualquer v.a. Y mensurdvel-F, e integrivel e para s,t € 1,
s <t,
E[Y|X,, 0 <u <s]=E[Y|X] (2.7)

Consideremos conjuntos de Borel B, By, ...B, e seja x € R. Pode-
mos definir as probabilidades (incondicionais) P,(B) := P[X; € B] (dis-
tribuicdo no instante t) e B, . .+, (B, ..., Bn) = P[X¢, € B1, ..., X¢, € By]
(distribuigao conjunta nos instantes ti, ..., t,). Podemos também definir

120y intervalo pode comegar noutro instante to mas, por simplicidade, suporemos
que comeca em 0.

13Aqui s6 nos interessam processos de Markov em tempo continuo. Porém, a
defini¢ao de processo de Markov em tempo discreto é em tudo andloga, com excepgao
do facto de o conjunto de indices ser da forma I = {0,1,2,...,d} com 0 < d < +oc.

M4 Embora nio explicitamente referido, a igualdade de probabilidades condicionais
é apenas quase certa, isto ¢, verifica-se com probabilidade um. Continuaremos daqui
por diante a omitir essa referéncia explicita.
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as probabilidades de transicdo P(t, Bls,z) := P[X; € B|X; = z] para
s < t. Claro que P(s,Bls,z) = Ig(z) (=1sex € B, =0se z ¢ B).
Usando o teorema das probabilidades totais e uma das formas da pro-
priedade de Markov, obtemos, para s < u < te 0 < t; <ty < ... <
tn—l < tna

Pi(B) = /R P(t, Bls, ) P,(d2) (2.8)

Ptl,...,i,. (Bh “eey Bn) = fR fBl fB.._l P(tn’ Bnltn—lv xn—l)

2.9
Pltn-1. dn1ltn2 Tns)oP(tr, dz1|0,20) Py(dzo). >

Assim, conhecidas a distribuigdo de probabilidade Py de X e as proba-
bilidades de transi¢ao, podemos obter as distribuicoes de dimensao finita
do processo, que completamente o caracterizam do ponto de vista proba-
bilistico. Também podemos facilmente obter as equagées de Chapman-
Kolmogorov

P(t, Bls,z) = /RP(t, Blu, z)P(u,dz|s,z) (s <u<t). (2.10)

No caso de existir uma densidade de transigao p(t, yls, z) := fx,|x.=2(¥)
= B%F x| x,==(¥), as equagdes de Chapman-Kolmogorov tomam a forma

p(t,yls.x) = /]Rp(t,ylu, 2)p(u, z[s, x)dz (s <u <t). (2.11)

Um processo de Markov homogéneo (no tempo) é um processo de
Markov cujas probabilidades de transicao sao estacionérias, isto é,

P(t+7,B|s+7,z) = P(t, Bls, z),

caso em que sao apenas funcao de z, B e t — s, podendo escrever-se
P(t—s, Blx) := P(t, Bls, z). Se existir densidade de transicio, podemos
escrever p(t— s, y|z) := p(t,yls, z). E importante nio confundir um pro-
cesso de Markov homogéneo com um processo de Markov estaciondrio;
o ultimo tem fungdes de distribuicao finitas estacionarias, o primeiro
apenas tem probabilidades de transi¢ao estacionérias.

Note-se que, para um processo de Markov homogéneo com I = [0,d],
a propriedade de Markov (2.4) pode escrever-se na forma

P[Xs4: € B|F] = P[X: € B|Xy]

para quaisquer t > 0 com s,5 + ¢ € I e conjunto de Borel B (pois
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P[X,4; € B|Xs] = P[X; € B|Xg]). Aqui Fs ¢ a &lgebra-o gerada pelas
va. X(u) (0 € u < s). A propriedade equivale a E[h(X,44)|Fs] =
E[h(X:)|Xo] para funcdes h mensurdveis-Borel limitadas.

Um processo de Markov homogéneo {X;}¢>0 diz-se um processo de
Markov forte (ou que satisfaz a propriedade de Markov forte) se, para
quaisquer ¢t > 0 e conjunto de Borel B, se tiver

P[Xs4: € B|Fs] = P[X, € B|X] (2.12)

para todos os tempos de Markov S (com respeito & filtracao natural do
processo). Esta propriedade é equivalente a ter-se

E[h(Xs44)|Fs] = E[A(X:)| Xo] (2.13)

para funcoes h mensurdveis-Borel limitadas.

Os conceitos desta sec¢ao podem facilmente generalizar-se a processos
estocasticos n-dimensionais. Basta substituir R por R™ e considerar
agora conjuntos de Borel em R™.
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Uma introducao informal
as equacoes diferenciais
estocasticas

Seja X = X(t) o tamanho de uma populagio de seres vivos no instante
t > 0 e seja X(0) = g o seu tamanho inicial. Suponhamos que nio ha
limitagdes (alimentares ou territoriais) ao crescimento. A dinamica da
poptlagdo pode ser descrita pelo modelo malthusiano

dX
2 _rx .
praal S (3.1)

que diz simplesmente que a taxa instantanea de crescimento da popu-
lagao é proporcional ao tamanho da populagao. A taxa (instantanea)
de crescimento per capita %"{‘—:‘ é a constante de proporcionalidade r.
A solugao para este modelo de tipo multiplicativo é a lei malthusiana

(crescimento exponencial)
X (t) = zo exp(rt). (3.2)

O mesmo modelo pode aplicar-se se X (t) representar o valor de uma
obrigacdo com taxa (instantdnea) de rendimento r fixa, ou o capital de
um depdsito bancério com taxa (instantanea) de juro r fixa ou o valor de
um bem ou recurso quando a taxa (instantanea) de inflagio r é constante.

A equagdo diferencial ordindria (EDO) (3.1), que podemos também
escrever na forma dX = (rdt)X, pode obter-se como o limite quando
At — 0 do modelo em tempo discreto (equacdo as diferengas)

25
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X(t+ At) — X(t) = (rAt) X (t), onde rAt é aproximadamente, para At
pequeno, a taxa de crescimento/rendimento/juro no intervalo (¢,t+ At).

Contudo, o ambiente tem flutuagoes aleatérias que afectam a taxa de
crescimento da populacao. Os mercados também flutuam e essas flutu-
agoes certamente afectam as taxas de crescimento dos pregos dos bens
no consumidor e as taxas de rendimento dos produtos financeiros. As-
sim, se X(t) é, por exemplo, a cotacdo de uma accdo, ndo esperamos
que a sua taxa de rendimento seja constante, antes que flutue aleatoria-
mente. Seja B(t) (ou B; como notagao alternativa) o efeito acumulado
entre os instantes 0 e ¢ das flutuagdes do ambiente/mercado na taxa de
crescimento/rendimento.

Obviamente, B(t) depende do acaso w (estado da natureza/cenério
do mercado), onde w varia em Q (conjunto dos estados/cenérios pos-
siveis) e temos uma estrutura de espago de probabilidade (Q, F, P) que
nos dé a probabilidade de ocorréncia dos diversos conjuntos (mensu-
réveis) de estados/cendrios. Deviamos escrever B(t,w) mas adoptamos
a convengao usual, que permite simplificar a notagao, de nao explicitar
a referéncia a dependéncia de w. Trata-se, pois, de um processo estocds-
tico. Claro que B(0) = 0 e que a taxa de crescimento/rendimento num
pequeno intervalo de tempo (t,t + At) é aproximadamente rAt + AB(t),
onde AB(t) = B(t + At) — B(t) é o incremento do processo B(t) no in-
tervalo (, £+ At). Obtemos, assim, como modelo aproximado, a equagdo
as diferencas estocdstica X (t + At) — X(t) = (rAt + AB(t))X(t). No
limite quando At — 0, obtemos dX = (rdt + dB(t))X ou

dX = rXdt + XdB(t). (3.3)

Como B(t) é um processo estocastico, esta é uma equagdo diferencial
estocdstica, conhecida como o modelo de Black-Scholes para a cotacio
de uma acgdo. A sua solugao X (t) também depende do acaso w (estado
do ambiente/cenério do mercado) e é, portanto, um processo estocds-
tico X (t,w). O termo rXdt descreve a tendéncia média do comporta-
mento dinamico desta varidvel [r é assim uma taxa (instantanea) “média”
de crescimento/rendimento] e o termo X dB(t) descreve as perturbagoes
aleatérias em volta desta tendéncia.

Quais as caracteristicas que devemos exigir do processo estocéstico
B(t) para que se obtenha um modelo razoavel do seu comportamento?
Supondo que hé muitas fontes de flutuagdes aleatérias do ambiente/mer-
cado afectando as taxas de crescimento/rendimento, esperamos, pelo
teorema do limite central, que o seu efeito acumulado B(t) sobre tais
taxas tenha aproximadamente uma distribuicdo gaussiana. Podemos
entao supor que o incremento AB(t) no intervalo (t,t + At) é uma v.a.
gaussiana com média zero (se a média nao fosse nula, podiamos absorvé-
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la no pardmetro r de modo a que a interpretacido deste pardmetro como
taxa “média” faga sentido).

Por outro lado, dados dois intervalos ndo sobrepostos, é razoavel
supor que as fontes das variagbes aleatérias num dos intervalos (que
afectam o incremento de B nesse intervalo) sao aproximadamente inde-
pendentes das fontes das variagoes aleatérias no outro intervalo. Assim,
podemos supor com razodvel aproximagao que os incrementos de B em
intervalos nao-sobrepostos sdo varidveis aleatdrias independentes.

Quanto & variancia do incremento AB(t), ela deve ser a soma das
variancias das muitas fontes de flutuagoes aleatdrias que ocorrem no
intervalo de tempo (t,t + At) (supondo que hd independéncia dessas
fontes, pelo menos com razoavel aproximagao). Como o nimero destas
fontes deve ser aproximadamente proporcional & duragdo At do inter-
valo, 0 mesmo deve suceder & variancia do incremento. Assim, podemos
supor que a variancia de AB(t) é 02At, onde o é um pardmetro que
mede a intensidade das flutuagoes aleatérias e que é conhecido na lite-
ratura financeira por volatilidade. Se pusermos W(t) = B(t)/o, entéo
AW () ~ N(0,At) (distribui¢do normal com média zero e variancia
At). Os incrementos so estaciondrios (nido dependem do intervalo de
tempo especifico mas apenas da sua duragao At).

Um processo estocdstico com as propriedades acima mencionadas
para W (t) é chamado processo de Wiener padrdo (ou standard) e serd
estudado no Capitulo 4. Também é conhecido por movimento browniano
porque foi o modelo usado por Einstein no seu ano de ouro de 1905 para
descrever o movimento browniano de uma particula suspensa num fluido.
Mais exactamente, se o movimento ocorre numa superficie plana, ele é
descrito por (zg + oW1 (t), yo + cWa(t)), onde (z0,y0) é a posigao inicial
da particula, W1 (t) e Wa(t) sido dois processos de Wiener padrao inde-
pendentes entre si e o é um coeficiente (a 02 chama-se coeficiente de di-
fusfo). A generalizacdo a movimentos tridimensionais é 6bvia. Claro que
em 1905 ainda o processo W (¢) néo era conhecido. O movimento brow-
niano foi inicialmente observado pelo botanico Brown em 1827 quando
constatou ao microscépio o movimento extremamente irregular de uma
particula de pélen suspensa numa superficie liquida. Einstein atribui o
fendmeno aos choques da particula com as moléculas do fluido que es-
tdo em constante movimento. Olhando para a projeccdo da posi¢ao da
particula num dos eixos coordenados, obtemos (& parte um pardmetro
de localizagéo inicial da particula) um processo de Wiener. Isso pode
ser justificado pelo facto de, em cada pequeno intervalo de tempo At, a
particula sofrer inimeros choques, cujo efeito acumulado sobre a posicao
da particula é a soma de muitas v.a. independentes, esperando-se uma
distribuicao aproximadamente normal; além disso, a independéncia dos
incrementos e a varidncia proporcional ao intervalo de tempo explicam-
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Figura 3.1: Simulagéo, usando o modelo de Einstein com zo =30 =0e o =
1, isto é (Wi(t,w), Wa(t,w)), do movimento browniano para ¢ a variar entre 0
e 10 e w fixo escolhido aleatoriamente. O tempo foi discretizado em passos de
0.01 unidades e os pontos (W1(0.01k), W2(0.01k)) (k=0,1,2,...,1000) unidos
por segmentos de recta.

se de forma semelhante & acima descrita para crescimento de populagdes
ou cotagao de acgoes. O coeficiente de difusao depende naturalmente da
temperatura (quanto maior ela for, maior serd a agitacdo das moléculas
do fluido e o nimero de choques por unidade de tempo com a particula
suspensa), da massa da particula, da viscosidade do fluido e também
do niimero de Avogadro. Einstein, através de principios fisicos, deter-
minou a expressao dessa dependéncia funcional. Para mais pormenores
pode ver-se [28]. Numa experiéncia em que sejam controlados e conhe-
cidos os valores da temperatura, massa da particula e viscosidade, esti-
mando o2 (o que pode ser feito com grande precisio) através da variancia
amostral dos incrementos da posigéo da particula em pequenos intervalos
At, facilmente se pode determinar o nimero de Avogadro com grande
aproximacao. Pessoalmente, ndo gosto de chamar a W (¢) movimento
browniano porque, embora o modelo de Einstein (que coincide em cada
eixo, & parte constantes de localizacdo e escala, com W (t)) descreva ra-
zoavelmente este movimento, foram posteriormente desenvolvidos outros
modelos mais realistas.

Embora fosse habitual atribuir a “paternidade” do processo de Wiener
a Einstein, o desenvolvimento das aplicagdes financeiras das equacoes



Introducgao as EDE e aplicagoes 29

diferenciais estocdsticas chamou a atencao para o trabalho de Bache-
lier em 1900 ([4]), que usou precisamente o modelo zo + oW (t) para
descrever a cotag@o de acgbes na bolsa de Paris. A nao ser talvez a
curto prazo, trata-se de um modelo pouco realista, que prevé um valor
esperado constante para a cotagao (pois a média de W (¢t) é nula).

Podemos preferir escrever (3.3) na forma

dx
dX =rXdt+oXdW, ou  — =rX +oXe(t), (3.4)

com £(t) = e(t,w) = dW(t)/dt. Sucede, porém, que as trajectérias
de W (t), embora g.c. continuas, sdo extremamente irregulares (servi-
ram precisamente para descrever o movimento browniano de particulas)
e, como veremos no Capitulo 4, sdo q.c. nao-diferenciaveis. Ou seja, a
derivada dW (t)/dt nao existe no sentido corrente, mas apenas no sentido
das fungoes generalizadas. Assim, e(t), chamado ruido branco padrdo,
n&o é um processo estocéstico mas um processo estocastico generalizado
(as suas trajectérias sdo fungdes generalizadas do tempo). Como W (%)
tem incrementos independentes estaciondrios, €(t) é um processo esta-
cionério cujos valores em dois instantes diferentes (por mais préximos que
estejam um do outro) sdo independentes. Para processos em tempo dis-
creto, a independéncia em instantes diferentes nao causa qualquer dificul-
dade porque esses instantes ndo podem estar arbitrariamente préximos
e é bem conhecido do estudo das séries temporais (ou sucessdes cronoléd-
gicas) o ruido branco gaussiano em tempo discreto, que é simplesmente
uma sucessao de v.a. gaussianas independentes identicamente distribui-
das. Porém, em tempo continuo a independéncia em instantes diferentes
exige o uso de processos estocdsticos generalizados. Assim, £(t) é um pro-
cesso estocéstico generalizado gaussiano com fungao de auto-covariancia
C(t) = 0 para todo o t # 0. Curiosamente, AW (¢)/At tem variancia
1/At — +oo quando At — 0 e, portanto, C(0) = VAR[e(t)] = +oo.
Logo, C(t) = §(t) é a fung¢do delta de Dirac, que é uma fungio genera-
lizada caracterizada por §(z) = 0 para x # 0, 6(z) = +oo paraz =0 e
fj:: d(x)dz = 1. A sua transformada de Fourier é uma fungao constante
e, portanto, £(t) tem funcdo densidade espectral constante (todas as fre-
quéncias tém igual intensidade, um comportamento que faz lembrar a luz
branca). E de esperar que os ruidos naturais £(t) sejam coloridos, isto
é, tenham alguma auto-correlacao para instantes préximos e, portanto,
tenham uma densidade espectral nao constante e uma funcio de auto-
covariancia C(t) que seja uma fungdo propriamente dita com um pico na
origem. Se este pico for agucado, ela podera ser razoavelmente aproxi-
mada por uma fungao delta de Dirac e o ruido colorido correspondente
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ser aproximado por um ruido branco. Ao contrario do ruido branco, o
integral de um tal ruido colorido nao serd um processo de Wiener mas
um processo W (t) com incrementos “ligeiramente” dependentes e com
trajectérias mais suaves. Contudo, o processo de Wiener ou o ruido
branco s@o matematicamente muito melhor tratéveis e constituem fre-
quentemente uma boa aproximacao, razoes pelas quais os iremos utilizar
como modelos.
A equagdo (3.4) pode ser escrita na forma

% — (r+ o Xe(®)X, (3.5)
que tem a interessante interpretacdo de ser o modelo (3.1) com a taxa
(instantanea) de crescimento/rendimento r perturbada por ruido branco
induzido pelo ambiente/mercado. Usualmente, os livros de texto evi-
tam referir-se ao ruido branco e preferem usar a notagao dX = rXdt +
oXdW.



Capitulo 4

O processo de Wiener

4.1 Definigao

O processo de Wiener desempenha um papel essencial nas equagoes dife-
renciais estocésticas que iremos estudar. Ele traduz o efeito acumulado
das perturbacoes aleatérias que afectam a dindmica do fenémeno em es-
tudo, ou seja, é o integral do ruido perturbador que se supGe ser um
ruido branco em tempo continuo. Como referimos no Capitulo 3, Bache-
lier usou o processo de Wiener em 1900 para modelar a cotagao de uma
acgao na bolsa e Einstein usou-o em 1905 para modelar o movimento
browniano de uma particula suspensa num fluido. Sé, porém,-a partir
de 1920 é que ele foi rigorosamente estudado por Wiener e por Lévy.
Vamos examinar aqui as suas principais propriedades. Antes de mais,
notaremos o processo de Wiener padrao indiferentemente por W; (abre-
viatura de Wy(w)) ou W (t) (abreviatura de W(t,w)). Comecemos pela
sua defini¢do formal.

Defini¢do. Dado um espaco de probabilidade (Q, F, P), um processo
estocdstico {Wi}ieio,+00) definido nesse espago diz-se um processo de

Wiener padrdo (ou movimento browniano) se satisfizer as seguintes pro-
priedades:

e W(0)=0 g.c.

o Os incrementos W(t) — W (s) (s < t) tém distribuicdo normal com
média 0 e varidncia t — s.

e Osincrementos W (t;)—W (s;) (i =1,...,n) em intervalos de tempo

31
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(si,t;] (i = 1,2,...,n) ndo-sobrepostos sdo v.a. independentes *
(diz-se simplesmente que tem incrementos independentes).

Observacgao. Um processo da forma a+ oW (t), com a e o constantes,
diz-se um processo de Wiener. Por vezes, porém, para abreviar a lingua-
gem, diremos simplesmente “processo de Wiener” querendo-nos referir
ao processo de Wiener padrao.

Observacao. Como a distribuicao dos incrementos do processo de Wie-
ner num intervalo de tempo so depende do comprimento do intervalo,
concluimos que tem incrementos estaciondrios. Mas o proprio processo
de Wiener nao ¢ estacionario; basta reparar que a variancia VAR[W (t)]
= VAR[W (t)—W(0)] = t—0 =t ndo € constante. Também os incremen-
tos do processo de Wiener sao independentes, mas os valores do proprio
processo em instantes distintos nao sao independentes (a Propriedade 2
abaizo mostra-o claramente).

4.2 Principais propriedades

Estudemos agora as principais propriedades do processo de Wiener W (t).

Propriedades:

1. O processo de Wiener tem uma versao separdvel continua (isto €,
com trajactorias q.c. continuas). Suporemos, daqui por diante, que
trabalhamos sempre com uma tal versao. Por isso, alguns autores
incluem logo a contlinuidade das trajectorias na definicao.

Este resultado decorre da aplicagao do critério de Kolmogorov
tendo em conta que, pelas propriedades da distribuicao normal, se
tem E[|W; — W |4] = 3|t — s|?.

LA independéncia é um importante conceito probabilistico. Num espaco de proba-
bilidade (2,F,P), os acontecimentos A1,As2,...,An € F dizem-se independentes se, para
qualquer subcolecdo 1 < iy < iz < ... < i < n (b < n), vier P(A;; NA;,N...NA;, )
= P(A;,)P(A;,)...P(A;,). Se A e B sao independentes, entdao P(A|B) = P(A).
Dadas &lgebras-o Fi, F2,..., Fn contidas em F, elas dizem-se independentes se os
acontecimentos Aj, Ao, ..., An forem independentes para todas as escolhas possiveis
de n e de Ay € F1, As € Fo, ..., An € Fn. As v.a. Xi1,Xo,..., X, dizem-se
independentes se as dlgebras-o o(X1), 0(X2), ..., 0(Xy) por elas geradas forem in-
dependentes; isto equivale & propriedade de a f.d. conjunta de qualquer subcolegao
desssas v.a. ser igual ao produto das f.d. individuais. Se X1, Xag,..., X; forem
v.a. independentes e forem integraveis (isto é, com esperanca matemadtica), vem
E[X1X2..X] = E[X1]E[X2]...E[X,] e E[X;|X,;] = E[X;] para i # j. Também se
pode definir independéncia para uma colecgao infinita de acontecimentos, algebras-o
ou varidveis aleatdrias; considera-se que hé independéncia quando toda a subcolecgao
finita for independente.
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2. W(t) tem distribuicdo normal com média 0 e varidncia t, o que
representamos por Wy ~ N(0,t).

Basta notar que W (t) é igual ao incremento W (t) — W(0).

3. A covaridncia entre W(s) e W{(t) é COV[W(s),W(t)] =
E[W (s)W ()] = min(s, t).

O caso s = t decorre da propriedade 2. Para s < t, vem
E[W (s)W (t)] = E[W?2(s)|+E[(W (t)—W (s)}(W (s)—W(0))] e basta
ver que E[W?(s)] = s e que, como os intervalos (0, s] e (s,t] sao
nao-sobrepostos, a independéncia dos incrementos di
B{(W (1) —W (s))(W (s) - W(0))] = E[W (t) - W (s)[E[W (s) —W(0)]
=0x0=0. O caso s > t é semelhante.

4. W(t) é um processo gaussiano e, para 0 < t; < ... < t,, a f.d.p.

.....

1 (z:=m:1)?
ftlv--wtn(xl’ ...,iEn) - H?:l \/gﬂ-(g,_z,_‘) exp (— Q(fi—zz;—ll)) ’

(4.1)
onde se pés to =0 e xg =0.

Os incrementos W(t;) — W(0), Wi(t) — W(t.), ..,
W(t,) — W(tn,—1) s@o independentes, pelo que a f.d.p. conjunta
é o produto das densidades gaussianas de cada um (com média 0
e variancia igual ao comprimento do correspondente intervalo de
tempo). Essa densidade conjunta dé o produto do lado, direito
da expressdo supra. Basta agora notar que a transformagao que
passa dos incrementos referidos para as varidveis W(t;), W (ts), ...,
W (t,) tem jacobiano igual a um.

5. W(t) € um processo de Markov homogéneo com densidades de tran-

sicao

p(r,ylx) = (27rT)_1/2 exp (—(y;—f)) (r>0). (4.2)

Isto é, a distribuicdo condicional de W (s+ 1) dado que W(s) ==z

€ normal de média x e variancia 7:

Wi(s+ 1) |(W(s) =z) ~ N(=z,7). (4.3)

Devido & independéncia dos incrementos, vé-se que a média con-
dicional é E[W,y,|Ws = z] = E[Weyr — Ws|W, — Wy = z] +
EW\W;s = z] = E[Weyr — Ws] +z = 0+ 2 = z e a varidncia
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condicional é VARW, |W; = 2] = E[(Wsy, — 2)2|Ws = z] =
E[(Wsyr—W)2|Ws—Wy = 2] = E[(Wso, —W;)?] = (s+7—5) = 7.
O facto desta distribui¢do sé depender da duracao 7 do intervalo
de tempo garante a homogeneidade. Falta verificar se o processo
é de Markov, para o que basta mostrar a propriedade (2.6). Ora,
usando a independéncia dos incrementos, vem

FWt|Wt1 =1, Wi, _1=Tn_1,Wi, =z, (x) =

P[Wt S 12|VVt1 =T, Wt2 =22, .. Wt,,_l = Tn—1, Wt" = J,‘n] =

P[Wt - Wt" <z-— :Bn|Wt1 — W() = (L‘l,I’Vtz — th =2 —Z1,---y
Wiy — Wi s =Tn1 —Tno, Wi, =Wy, | =z, — Tp-1] =

P[Wt— Wt" Sl‘ - $n] = P[Wt —Wtu S.’L‘ - $n|Wt" —"VO =.’1?n] =

P[Wt S letn - WO . ]"’"] = FWL|Wt,.=-’Eu (IL')

6. W(t) € uma martingala, subentende-se que com respeito & filtracdo
natural {Ms}s>0, com Mg =o(W(u) : 0 < u < s). Isto €, para
s < t, vem E[W(t)|M;] := E[W(t)|[W(u),0 < u < s] = W(s).

De (2.4), vem P[W(t) € B|M;] = P[W(t) € B|W(s)] para
qualquer conjunto de Borel B. Logo E[W (t)|W (u),0 < u < s] =
E[W (t)|W(s)]. Basta agora atender a que, devido a (4.3), se tem,
para qualquer z, E[W (¢)|W (s) = z] = z.

Uma questdo importante é a da existéncia de processos de Wiener,
isto é, de processos que satisfagam as propriedades da Definicao da
Secgao 4.1, pois caso contrario estariamos a estudar um objecto de con-
teudo vazio. A Propriedade 4 anterior define as funcgoes de distribuigao
de dimensao finita (que se obtém por integragao das f.d.p. obtidas nessa
propriedade), as quais sdo efectivamente fungdes de distribuicao (gaus-
sianas) e facilmente se verifica satisfazerem as condigbes de simetria e
compatibilidade. O teorema da extensao de Kolmogorov garante a exis-
téncia de pelo menos um tal processo num certo espago de probabilidade
e dd-nos um método construtivo de o obter.

Uma outra forma de construir um processo de Wiener € considerar um
passeio aleatdrio, isto é um processo de Markov em tempo discreto (t=
0, At 2At...) com espago de estados discreto S = {..., —2Az, —Az, 0, Az,
2Az,...} (com At > 0 e Az > 0) tal que, em cada passo, o processo se
mova para um dos dois estados vizinhos (& direita ou & esquerda) com
igual probabilidade. Podemos pensar no movimento de uma particula
sujeita a colisdes. Pondo Az = (At)'/? e fazendo At — 0, obtemos
o processo de Wiener padrdo. Para obter oW (t), basta usar Az =
a(At)Y/2.
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Exercicio: Demonstre que:

a) Para s > 0 fixo, 0 processo Y (t) = W(s+1t)—W{(s) (t > 0) é também
um processo de Wiener padrao.

b) Para ¢ > 0 constante, o processo Z(t) = LW (c?t) (t > 0) é também
um processo de Wiener padrao.

¢) O processo H(t) = W2(t) — ¢t é uma martingala- M,.

Pode provar-se (ver, por exemplo, [37]) que, dado um processo es-
tocastico X (t) (t > 0) adaptado a uma filtragdo F; C F, que tenha tra-
jectdrias q.c. continuas, que verifique X (0) = 0 g.c., que seja martingala-
Fi e tal que X2(t) — t também seja martingala-F,. entdo X () é um
processo de Wiener. Esta propriedade é conhecida por caracterizacdo de
Lévy.

4.3 Algumas propriedades analiticas

Apesar de as trajectérias do processo de Wiener serem q.c. continuas,
elas sdo g.c. nao-diferencidveis, como j4 se referiu no Capitulo 3. Elas
sao até q.c. de wvariagdo ilimitada em qualquer intervalo finito [a, b].
Para o reconhecer, decomponhamos o intervalo em 2" subintervalos
de igual duracdo 6, = (b — a)/2™ usando os pontos de decomposicao
tnk = a+ kdép (K = 0,1,...,2"). Notese que, quando n — 400, 0
diametro da decomposigio 6, — 0 e Zi;l 0 = b—a < +o0. Seja

Vo = Thet (Wtn) = Wtne-1))
Exercicio: Com V,, , = (W (tp 1) — W(tn,k_l))2 — &, mostre que

E[Va] =2k 0n=(b—a)
VAR|V,] =E [(zk vn,k)z] =23, (tnk — tnke1)? < 2(b— a)dy, — 0.

Note que (3, Var)’ = 3, Vi +23, 2jok VnkVa,j € que devido &
independéncia dos incrementos do processo de Wiener, vem, para k # 7,
E[Vnk V5] = E[Va k[E[Va 5]

A propriedade referida no exercicio anterior mostra que V;, converge
em média quadrdtica (isto é, com respeito & norma-L?) para b—a. Como
> » VAR[V,] < +o0, isto implica (pode consultar qualquer bom livro
de probabilidades) que V,, converge quase certamente (q.c., isto é, com
probabilidade um) para b—a, ou seja, P[V,, — b—a quando n — +oo] =
1. Como

Vo < mI?X W (tnk) = W(tnx—1)l Z W (tnk) = W(tnx—1)l
k
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e como maxy |W (tn k) — W{tnk—1)| — 0 q.c. (porque W(t) é q.c. con-
tinuo em [a, b] e, portanto, q.c. uniformemente continuo nesse intervalo
fechado), resulta que >, |W(tnx) — W(tpx—1)| — 400 q.c., assim se
concluindo pela variagao ilimitada q.c. das trajectérias do processo de
Wiener.

Para dar a ideia de como se comportam as trajectérias do processo de
Wiener, a Figura 4.1 mostra uma simulagao de duas trajectérias de W (t)
no intervalo de tempo [0,10]. 2 Se amplifidssemos com uma lente um
pequeno pedaco de uma trajectdria, o seu aspecto pareceria tao irregular
como 0 que observa na figura para toda a trajectéria. A trajectéria nao
tem regides suaves, é toda formada por “bicos”. Como a trajectéria é g.c.
de variacgdo ilimitada, o comprimento de qualquer pedago da trajectéria
correspondente a um intervalo de tempo [a, b] serd infinito, por menor
que seja [a, b].

Embora em qualquer instante ¢t a trajectéria tenha valor médio O,
sabemos que a varidncia estd a aumentar com o tempo e € interessante ver
qual é o comportamento assintético de W (t) quando ¢ — +o0. Verifica-
se que W(t)/t — 0 q.c. quando t — +co. Isso é uma consequéncia da le:
forte dos grandes niimeros. ® Uma ideia mais precisa do comportamento
assintético é dada pela lei do logaritmo iterado

. W (t)

limsup—=—= = 1 (o 4.4

t—>+oop Vv2tinlnt 4 (44)
W)

lim inf

t—+o00 /2tInlint

A demonstracdo é complicada e pode ver-se, por exemplo, em [31]. Da
lei do logaritmo iterado decorre que, dado € > 0 arbitrario, se tem g.c.

~(1+¢)V2tinlnt < W(t,w) < (1 +¢)V2tinint

2De facto, como ndo podemos simular para todos os valores de t, simuldmos
os valores de W(t) para ¢ = 0,0.01,0.02,...,10 e unimos os pontos de coorde-
nadas (¢, W(t)) por segmentos de recta. Em vez de simular directamente os valores
dos véarios W(0.01i) (i = 1,2,...,1000) usando uma distribuigdo normal multivari-
ada (cuja estrutura de correlagdes é complicada), é preferivel gerar os incrementos
AWy = W(0.01k) — W(0.01(k — 1)) (k= 1,2,...,1000), os quais sao independentes
entre si e tém distribuigio N(0,0.01), e adiciond-los sucessivamernte para obter os
W(0.015) = 35 AWy (i =1,2,...,1000).

3No caso de t = n (n = 1,2,...), a demonstragdo é simples. Basta notar que as
va. W(n)-W(n—-1) ~N(0,1) (n =1,2,...) sdo independentes entre si e aplicar a
lei forte dos grandes nimeros para reconhecer que a sua média W(n)/n — 0 g.c. O
caso geral, com valores de t — 400 nao necessariamente inteiros, pode demonstrar-se
recorrendo a lei do logaritmo iterado de que falaremos em seguida e da qual é uma
consequéncia trivial.

-1 q.c. (4.5)
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w(t)
2

3 sm—

Figura 4.1: Duas trajectérias simuladas (dois valores diferentes de w)
do processo de Wiener padréao no intervalo [0, 10].

para t suficientemente grande (isto é, existe um tg(w) tal que a pro-
priedade vale para t > tg(w)). Isto d4-nos curvas majorantes e mino-
rantes das trajectdrias para ¢ grande. :

Exercicio: Mostre que o processo

xo={ 5" 2125

é um processo de Wiener padrao.

Veremos no Capitulo 5 que um processo de Wiener é um caso par-
ticular de um processo de difusao.

4.4 Tempos de primeira passagem

O processo de Wiener, que vimos ser um processo de Matkov homogé-
neo, é mesmo um processo de Markov forte. Assim, dado um tempo
de Markov S, como W(0) = 0, podemos obter o processo Y (u) :=
W(S +u) — W(S) (u > 0) e, utilizando (2.12), reconhecer que ele tem a
mesma distribuigao que W (u) e tem a mesma distribui¢ao dos incremen-
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tos que o processo de Wiener original. Como é um processo gaussiano,
os incrementos, sendo ndo-correlacionados, sdo indepedentes. Conclui-se
que Y(u) é um processo de Wiener independente de Fg, propriedade
que ja tinhamos visto na Sec¢ao 4.2 mas para s deterministico em vez de
aleatério. A demonstragao destas propriedades pode ver-se, por exem-
plo, em [34] ou em [37]. Daqui decorre que

E[r(W (S + u))|Fs] = E[h(W (u))] (4.6)

para funcées h mensurdveis-Borel e limitadas e u > 0. O facto de Y (u)
ser processo de Wiener independente de Fs pode traduzir-se, usando
terminologia de It6 e McKean, na ideia de que o processo de Wiener
“recomeca de fresco” nos tempos de Markov isto €, mudando o sistema
de eixos tempo/estado do gréfico das trajectérias do processo de modo a
que 0s novos eixos sejam paralelos aos anteriores mas tenham origem no
ponto com as antigas coordenadas (S, W(Ts)), obtemos as trajectérias
de Y (u).

Consideremos o tempo de primeira passagem T, =inf{t>0: W (t)=a}
de um processo de Wiener por um limiar constante a # 0 (o caso a =0
¢ trivial). Trata-se de um tempo de Markov. Assim, para saber se o
acontecimento [T < t] ocorreu ou nao, precisamos de conhecer apenas a
trajectéria do processo de Wiener até ao instante t. Vamos determinar
a distribuicao de 7, supondo a > 0, usando um argumento de simetria
e a propriedade de Markov forte.

Como as trajectérias sdo continuas e W(0) = 0 < a,se T, > ¢ a
trajectéria no instante t tem de estar abaixo de a (caso contrario, o
processo teria passado por a antes do instante ¢ e nao viria T, > t), pelo
que P[W(t) > a|T, > t] = 0. Logo

PIW(t) > a] =
PIW(t) > a|Te < t|P[T, < t] + PIW(t) > a|To > t]P[Te > t] =
PW(t) > a|T, < t|P[T, < .

Sabemos que Y (u) = W (T, +u)—W(T,) = W(Ta+u)—a é um processo
de Wiener. Logo P[W(t) > a|T, <t] = P[Y(t — T,) > 0]; esta tdltima
probabilidade s6 pode ser igual a P[Y (t — T,) < 0] devido & simetria da
distribuigao do processo de Wiener, donde ambas terem de ser iguais a
1/2 (j4 que a probabilidade da intersec¢ao P[Y (t —T,) = 0] = 0). Daqui
resulta que

fﬁ;gﬂ:nmwazqzx%ﬂ*ﬂéﬂlm(-g)w
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e, fazendo uma mudancga de varidvel no integral, obtemos a f.d. de T,

+oc
Fr, (t) = 2(2m)~/2 //\/i exp(—y?/2)dy (t > 0). (4.7)

A f.d.p. de T, obtém-se por derivacao:

(12
Fr.(t) = lal2r%)1/2 exp (—27) (t > 0). (48)

Pusemos |a| para que a expressao também seja valida para a < 0, ficando
esse caso como exercicio.

Exercicio:

a) Apesar de T, < 400 g.c. (isto é, P[T, = +o0o] = 0), o valor médio de
T, é E[T,] = 400 (cometemos o pequeno abuso de linguagem de
chamar esperanga matemédtica ao integral infinito fQ T.dP desta
v.a. nao-integravel). Mostre que esta afirmagao é corrrecta.

b) Como W(t) tem trajectérias q.c. continuas, existe q.c. o mdzimo
X (t) = maxo<y<t W(u). Determine a f.d. de X (¢).

Sugestao: Pela continuidade das trajectérias, ha uma relagao entre
o acontecimento [X (t) > a] e um acontecimento relativo a Tj.

c) Seja 0 < t; < t2. Mostre que a probabilidade de W (¢) ndo tomar o

valor 0 no intervalo de tempo (t1,t2) é (2/7) arcsin \/t; /42 (lei do
arcoseno).

Sugestdo: Considere o acontecimento A que consiste em W (t)
tomar o valor 0 pelo menos uma vez no intervalo de tempo (t1, t2).
Para determinar P(A), condicione relativamente a W(t;) = z e
use o teorema das probabilidades totais. Note que P(A|W (t1)=x)
= P[Tj;| < tz — t1], que ja sabe calcular, e substitua. Depois é
s6 uma questao de fazer uma mudanga de varidveis apropriada no
integral duplo que obtém.

4.5 Processos de Wiener multidimensionais
Podemos definir um processo de Wiener (padrdao) m-dimensional
W(t) = Wi (t), Wa(t), ... Win (1))

Trata-se apenas de um vector (coluna) de m processos de Wiener padrao
(unidimensionais) independentes entre si. Se a é um vector (coluna)
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m-dimensional constante e C é uma matriz constante m x m definida
positiva, entdo a + CW(t) também se diz um processo de Wiener m-
dimensional, podendo agora haver correlagdo (e, portanto, dependéncia)
entre as suas coordenadas.



Capitulo 5

Processos de difusao

5.1 Definigcao

H4& varias definicoes nao equivalentes do que se entende por processo de
difusao. Vamos usar uma definicdo um pouco mais forte do que o ha-
bitual. Para simplificar, vamos apresentar a notagao abreviada E; z]...]
para as esperangas matemdticas condicionais E[...|Xs = z], onde “...”
representa alguma v.a. e X; é um processo estocdstico. Também oca-
sionalmente usaremos notagao semelhante para abreviar probabilidades
condicionais: P;.[...] em vez de P[..|Xs; = z], onde “...” serd algum
acontecimento. Usaremos indiferentemente as notagdes X; e X (t) para
0 mesmo processo estocdstico.

Seja { Xt }+e(0,4) um processo estocastico num espago de probabilidade
(Q, F, P). Dizemos que é um processo de difuséo se for um processo de
Markov com trajectérias q.c. continuas tal que X; € L? (¢ € [0,d)) e,
para todo o z € R e s € [0,d), vier, com convergéncias uniformes com
respeito a s € [0,d),

. 1
All»n(;l+ ZPS'I [[Xe4a —z|>¢] = Oparatodooe>0 (5.1)
. XegA =2 .
Jig Box [ 222 o) (2)
, (Xsra=2)®| _
AILI'I(')I_'_ Es 2 A = b(s,z). (5.3)

Nota. A defini¢ao mais vulgar é semelhante mas nao exige nem a con-

41
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vergéncia uniforme nem que X; € L? (¢ € [0,d]). Dai ndo haver garantia
que existam os momentos utilizados em (5.2) e (5.3), pelo que se substi-
tuem pelos momentos truncados (que existem sempre):

limA_,0+ ]Es,z [% (XSJ,_A e -T) IIXS+A—ZISE] = a(sa .’L‘),

limA—>0+ Es,z [% (Xs+A = :L_)'Z I]X,+A—z|§e:| = b(S, .’E),
Aqui I é a funcdo indicatriz € ¢ > 0 é arbitrario. A propriedade (5.1)
nao sofre alteracao.

O momento infinitésimal de primeira ordem a(s,z), chamado coe-
ficiente de tendéncia (em inglés, é também conhecido por “drift”), é a
velocidade média de X no instante s quando X, = x. Também se lhe
pode chamar média infinitésimal. Quanto ao momento infinitésimal de
sequnda ordem b(s,z), chamado coeficiente de difusdo, ele mede a in-
tensidade das flutuagoes e é a velocidade da variancia do processo X
no instante s quando Xs = x. Também se lhe pode chamar waridancia
infinitésimal. De (5.2) e (5.3) vem, quando A — 0+,

Es .z [Xs+a — Xs] = a(s,z)A + o(A)

VARs z [Xsta — Xs] = b(s,2)A + o(A),

onde VAR; , tem o significado 6bvio. Logo, Xsia — X = a(s,z)A +
V/b(s,2)Z, onde Z é uma v.a. com média zero e desvio padrio VA,
que pode ser aproximada por Wy A — W;. Passando para diferenciais e
pondo g(t,z) = 1/b(t, z), obtém-se dXs = a(s,z)dt + g(s,z)dWs, que é
a forma geral de uma equagio diferencial estocéstica (EDE); o modelo
de Black-Scholes referido no Capitulo 3 é apenas um exemplo em que
a(s,z) = rz e g(s,z) = oz. Assim, ndo haveréd surpresa quando virmos
mais tarde que, sob certas condiges, as solucoes das equagdes diferenciais
estocasticas sdo processos de difusio.

Como (5.1) pode ser escrita na forma P[| X+ o — Xs| < ¢|Xs = 7]
= 1—0(A) quando At — 0+, o seu significado é o de dizer que sao im-
provaveis grandes alteragoes do valor do processo num pequeno intervalo
de tempo A.

Se a(t,z) e b(t, z) ndo dependerem de t, temos um processo de difusio
homogéneo.

Exercicio:

a) Mostre que o processo de Wiener W; é um processo de difusdo ho-
mogéneo com coeficiente de tendéncia nulo e coeficiente de difuséo
unitério.
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b) Mostre que X; = x¢+ocW;, com x4 e ¢ constantes, que é um processo
de Wiener (nao-padréo), é um processo de difusao homogéneo com
coeficiente de tendéncia nulo e coeficiente de difusdo 2.

c) Mostre que Z; = zg + ut + oWy, com zg, 1 e o constantes, chamado
movimento browniano com tendéncia (em ingés “brownian motion
with drift”) é um processo de difusio homogéneo com coeficiente

de tendéncia i e coeficiente de difusdo o2.

5.2 Equacgoes de Kolmogorov
Dado um processo de difusdo {X;}sc(o,4), podemos definir o operador de
difusdo
17,

D = a(s, a:) —I— b(s :z:) (5.4)
Suponhamos que a(s,z) e b(s,x) s&o fungdes contl’nuas. Seja h(z) uma
fungdo continua limitada e, para um ¢ fixo com t > s, defina-se

u*(s,z) = Es o [h(Xy)]. (5.5)

Se u* for limitada e continua com primeiras e segundas derivadas parciais
com respeito a x também limitadas e continuas, entao u* é diferencisvel
em s e satisfaz a equacdo de Kolmogorov regressiva (EKR)

7]
ai +Du* =0 (5.6)
com a condicao terminal
limu*(s,z) = h(z). (5.7)
sTt

Uma demonstragao rigorosa pode ver-se em [33]. Para isso, recorre-se a
um desenvolvimento de Taylor de u* em torno de (s,z) * . Em teoria, a

Para dar uma ideia da técnica da demonstragdo, suponhamos para facilitar
a notagdo que existe densidade de transigio. Vem u*(s,z) = Egz[h(Xt)]
flR h{y)p(t,y|s,z)dy. Usando as equagdes de Chapman-Kolmogorov para decompor
a transigao entre s e t nas transigbes entre s e s + A (com A > 0) e entre s + A
e t, temos u*(s,z) = [h(y) [p(t,yls + A, 2)p(s + A, z|s,z)dzdy. Fagamos agora
um desenvolvimento de Taylor de primeira ordem em s e de segunda ordem em z,
p(t,yls+ A, z) =plt,yls, :c)+.332 +(z— T)gz +3(z— z)2~4} + resto (as denvadas
parciais sao calculadas no ponto ( s,mr)), e suhstltuamos na expressao anterior. Ve
u(s,z)=u*(s,z) + A [ h(y) g” Yy +Es 2 [ X5 a—2] fh(y) dy+ 1]Es I[(Xs+A_$)2]

I h(y)g—;gd'y + resto. Dividindo membro a membro por A e fazendo A — 0, vem,
desde que se prove que o termo correspondente ao resto tende para zero (e essa é

a parte delicada), 0 = 6“ + a(s,z) 68%5 - lb(s z) 2yl (% + D)u*. O caso

01:-
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EKR permite determinar as probabilidades de transi¢do pois estas ficam
univocamente definidas se conhecermos u*(s,z) = E; z[h(X,)] (solugéo
da EKR) para todas as fungdes h num conjunto denso no espago das
funcdes continuas limitadas. Ou seja, para caracterizar probabilistica-
mente um processo de difusdo, precisamos apenas dos dois primeiros
momentos infinitésimais (dnicos que intervém na EKR). H4 um método
mais facil de obter as probabilidades de transigdo no caso de existir den-
sidade de transicao p(t, y|s, ) continua em s e com primeiras e segundas
derivadas parciais relativamente a x também continuas em s. De facto,
nesse caso, a densidade de transicao pode obter-se directamente (para ¢
fixo com t > s e y fixo) como solugdo fundamental da EKR

op
— +Dp=0; 5.8
55 T PP=0; (5.8)
por solu¢do fundamental entendemos a que satisfaz a condigéo terminal
li%rtlp(t, yls,z) = 6(z — y), (5.9)
s

onde 4 é a fungdo delta de Dirac (ver Capitulo 3). 2
Se tivermos um processo de difusao homogéneo e usarmos a notagao
p(r,y|z) = p(t,y|t — 7,z) (ndo depende de t), agora os coeficientes de

tendéncia e difusdo ndo dependem do tempo, D = a(x)a% + 1b(x) 53:2
e, como s =t — 7 implica % = —%, obtemos para EKR
9 +D ) p(r,ylz) =0 (5.10)
—— T = .
o7 Yy

e para condigdo terminal

lim p(7, y ) =6z - y). (5.11)

Neste caso homogéneo, vem também (ver (5.5)) que u(r,z) :=
u*(t — 7,2) = Eimrp[h(Xe)] = Eoz[M(Xi—(¢—r))] = Eoz[h(X;)]. Logo,
de (5.6) e (5.7), resulta que

u(r, z) := Eg z[h(X;)] (5.12)

A < 0 também pode ser tratado com alguns ajustamentos. A condigdo terminal é
consequéncia das propriedades de h e de se ter Es z[h(Xs)] = h(z).

2A demonstragao é semelhante & feita para (5.6), mas agora parte-se de
p(t,yls,z) = [pt,yls + A, z)p(s + A, z|s,z)dz. A condigao terminal resulta de a
distribui¢do de transigdo entre o instante s e ele préprio ter toda a massa de proba-
bilidade concentrada em z, pelo que a densidade de probabilidade de transigao entre
s e s nio é prépria (ndo existe no sentido corrente).
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satisfaz para 7 > 0 a EKR

—a—u—i—Du:O (5.13)
or
com a condigdo terminal
lii% u(r,z) = h(z). (5.14)

Também existe uma equacdo de Kolmogorov progressiva (EKP) para
a densidade de transicéo p(t, y|s, z) no caso de ela existir e ter derivadas

2
parciais %‘tl, a(a(;;ly)l’) e 2 (gi’f)”) continuas. Para s fixotalque s <tex

fixo, a densidade de transicao é a solu¢do fundamental da EKP, também
chamada equagdo de Fokker-Planck ou equacdo de difuséo ® :

2
% + a%(a(t, y)p) — %aa—lﬂ(b(t,y)p) =0. (5.15)

Por solugao fundamental entende-se a que satisfaz a condigao inicial
limp(t, ls,2) = 8(e ~v). (5.16)
s

Se existir a densidade de probabilidade nao-condicional p(t,y) =
fx,(y) (fd.p. da distribuigdo de X;) e tiver derivadas parciais %’f,

2
5(0(‘;;131)}1 ) &2 (%(:',")p ) continuas, ela também satisfaz a EKP (5.15) mas
com condicao inicial

lim p(t, y) = p(s, v)- (5.17)

Quando o processo de difusdo é homogéneo, se usarmos a notagao
p(7,y|z) = p(s + 7,y|s,z) (ndo depende de s), obtemos para EKP

T T ?
PO 1 2 @p(rsle)) - 32z 0WPraD) =0 (615)

3A técnica de demonstragio é andloga 3 da EKR (5.8) mas partindo de
p(t,yls,z) = [ p(t,ylt— A, z)p(t— A, z|s,z)dz, isto é, decompondo a transigéo entre s
e t nas transicdes entre s e t — A (com A > 0) e entre t — A e t (olha-se para o que se
passa na vizinhanga-A do presente t, ao contrario do que se fazia na EKR que olhava
para a vizinhanga-A do passado s). Depois faz-se um desenvolvimento de Taylor de
p(t — A, z|s,z)dz.
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e para condicao terminal

lim p(7, ylz) = &(z - y)- (5.19)

E interessante ver se o processo de difusao homogéneo tem uma den-
sidade invariante ou densidade de equilibrio p(y) que, como o nome
indica, seja invariante em relagdo ao tempo, isto é, tal que, se a f.d.p. de
X for p(y), entdo serd também p(y) a f.d.p. de X; paratodoot € I. Se
existir, ela terd de satisfazer (5.15) e, como %
da equagao diferencial ordinéria

= 0, ela seré solugao

2

—( W)p(y)) — ( (¥)p(y)) = (5.20)

Existindo distribuigdo invariante p(y), mais interessante é ver o que se
passa com a densidade (suposta existente) p(t,y) = fx, (y) de X; quando
a distribuicao inicial de Xo é diferente da distribuicdo invariante. E
particularmente interessante saber se, quando t — 400, a distribuigao
de X, converge para a distribuicao invariante. Se isso suceder, dire-
mos que p(y) = fx, .. (y) é a densidade estaciondria e podemos chamar
X400 auma v.a. cuja distribuigdo tenha essa f.d.p. Nesse caso X; con-
verge em distribuicdo para X, isto é, Fx, (y) — Fx, . (y) (claro que
Fx+°c (y) = fy p(z)dz é af.d. de X;o). Quando existe densidade esta-
cionaria, é habltual, dadas condigoes de regularidade adequadas, que X;
seja um processo ergodico, o que significa basicamente que os momen-
tos amostrais (médias ao longo da trajectéria de certas fungoes de X;)
convergem (quando o intervalo de tempo envolvido na média tende para
+00) para os correspondentes momentos de conjunto da distribuicao
estaciondria (esperancas matematicas dessas fungdes de X ). Isso fa-
cilita bastante pois evita estimar os momentos de conjunto através da
utilizacao de muitas trajectérias calculando médias para o conjunto das
trajectérias. Ora, é frequente em muitas aplicagdes nao podermos repe-
tir a experiéncia e, portanto, dispormos apenas de uma trajectéria. Por
exemplo, as taxas de juro de curto prazo ou a evolugao do tamanho
de uma populagao natural num certo periodo de tempo nao podem ser
repetidas para outros cenarios do mercado ou estados da natureza aleato-
riamente escolhidos. S6 dispomos de uma tnica trajectéria. Se, porém,
houver ergodicidade, os momentos amostrais ao longo dessa tnica trajec-
téria permitem estimar os momentos de conjunto. Isso permite utilizar
métodos estatisticos em muitas aplicagoes em que o fendémeno dindmico
pode ser modelado por um processo de difusdo (como seja o caso de
fenémenos modelados por equacoes diferenciais estocésticas satisfazendo
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certas condicGes de regularidade).

No caso do processo de Wiener W (t), que é processo de difusio
homogéneo com coeficiente de tendéncia nulo e coeficiente de difusio
unitario, a EKR e a EKR para a densidade de transigéo p(t,y|s) tém o
mesmo aspecto i

ap(t, ylz 10
) L 2 btk (:21)

Utilizando a solug@o fundamental desta equagdo as derivadas parciais,
conhecida por egquagdo do calor (d4 a evolugao da intensidade do calor
quando se propaga ao longo de um eixo), obtemos para densidade de
transigao de W(t)

2

plt vke) = (art) 2 exp (- L 20) (529

(note-se que a solugéo é determinada a menos de uma constante mul-

tiplicativa, que se obtém atendendo a que se trata de uma densidade

e, portanto, tem de vir [; p(t,ylz)dy = 1). Este resultado mostra que,
como j& sabiamos por (4.3),

W(t+ 8)|(W(s) = z) ~ N(z,t). (5.23)

As equacdes de Kolmogorov permitem reduzir o problema proba-
bilistico da determinacdo das densidades de transicio de um processo
de difusao ao problema deterministico de resolugao de uma equagao as
derivadas parciais. Como as solugdes das equacdes diferenciais estocas-
ticas sao, sob certas condigées de regularidade, processos de difusdo, a
caracterizagao probabilistica das suas solugbes (as suas probabilidades
de transicdo) fica assim reduzida a um problema deterministico. Mas
também, inversamente, algumas questdes relevantes sobre teoria das
equagoes as derivadas parciais de difusdo tém avangado gracas ao estudo
por métodos probabilisticos das propriedades dos processos de difusdo
(ou solugdes de equagtes diferenciais estocésticas) a elas associados.

Dito isto, geralmente é dificl obter solugbes das equagoes de Kol-
mogorov, mesmo que por métodos numeéricos, sendo por vezes prefe-
rivel usar métodos de simulacdo. O leitor pode fazer a experiéncia
de tentar obter através da solugdo fundamental da EKP a expressio
das densidades de transigio do movimento browniano com tendéncia
Z(t) = o + pt + cW(t) (zo, 1 e o constantes), que é um processo de
difus@o homogéneo com coeficiente de tendéncia constante p e coeficiente
de difusdo constante 0. Neste caso relativamente feliz é possivel, mas
dé algum trabalho, encontrar a solugdo explicita. Porventura, se o leitor
soubesse apenas o coeficiente de tendéncia e de difusdao e nao soubesse
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a relagao de Z(t) com o processo de Wiener, seria este o caminho que
seria tentado a tomar, pelo menos nesta fase do estudo. Encontrando a
solugao, verifica que ela é a densidade de uma distribuicdo normal e que

Z(t+35)|(Z(s) = z) ~ N(z + ut,o’t). (5.24)

Mas certamente que chegard a este resultado muito mais facilmente usan-
do as propriedades do processo de Wiener, o que deixamos como exerci-
cio. Claro que, agora que conhece a solugéo, nao serd dificil mostrar que
ela é a solugao fundamental da EKP. Em todo o caso, as equagoes de
Kolmogorov sao um importante instrumento para o estudo tedrico dos
processos de difusdo e, portanto, das equagdes diferenciais estocésticas.

5.3 Caso multidimensional

O estudo pode ser estendido a processos de difusdo n-dimensionais X(t)
= [X1(t), ..., Xn(t)]T. Agora o coeficiente de tendéncia é um vector n-
dimensional a(s,x) cujas coordenadas sao os coeficientes de tendéncia
dos processos unidimensionais constituintes. O coeficiente de difusao é
uma matriz b(s,x) de elementos

(Xi(s + A) = 171) (Xj(S + A) = ;lfj)
A

b j(s,x) = Alin&+ E, x [

O operador de difusao é

o

IR 9
D= Za,(sx)— EZZU(S Tala

A EKP toma a forma

J

n

Z ~(ailt,y)p) - ZZE) 0 (bi;(t, y)p) = 0.

= =1 j=1

Suponhamos que sao largadas na atmosfera particulas de um polu-
ente. Devido aos choques com as moléculas do ar, elas difundem-se, mas,.
se houver vento, hé, além disso, um movimento tendencial na direccéo do
vento. Seja b;;(s,x) a velocidade de alteracao da covariancia (da varian-
cia se i = j) entre os movimentos devidos & difusdo nas direccoes de z; e
z; no local x e no instante s. Seja a(s, x) o vector velocidade do vento no
local x no instante s. Ent&o a posigdo X(t) da particula no instante ¢ serd
um processo de difusdo a n = 3 dimensdes com coeficiente de tendéncia
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a(s, x) e coeficiente de difusao b(s,x). Frequentemente, é razodvel supor
que a matriz b(s, x) é o produto de uma funcéo escalar o(s, x) pela ma-
triz identidade (isotropia da difusdo da particula nas vérias direcgoes do
espago); admite-se que o(s,x) possa depender do instante s e do local x
pois as condicdes de temperatura e outras que possam afectar a difusdo
podem variar com o local e o tempo. Resolvendo uma das equagoes de
Kolmogorov podemos ober a f.d.p. p(t,y) de X(¢), que serd assim a
f.d.p. no instante ¢t para uma particula ser encontrada no local y. Se
for largado um nimero muito grande IV de particulas, entao, no instante
t, o numero de particulas localizadas num pequeno volume AV & volta
do local y serd aproximadamente p(t,y)NAV. Problema andlogo ocorre
com a forma como se espalha petréleo derramado no oceano.






Capitulo 6

Integrais estocasticos

6.1 Definicao informal dos integrais de It6 e Strato-
novich

O modelo de Black-Scholes (3.4) é um caso particular de uma equagéo
diferencial estocastica. Mas podemos pensar em situagdes mas gerais.
Neste livro vamos estudar equagdes diferenciais estocdsticas (EDE) num
intervalo de tempo [0,d] (d > 0) da forma

dX(t) = f(t, X(£)dt + g(t, X(£))AW(t)  X(0)=Xo, (6.1

onde f(s,z) e g(s,z) s@o fungdes reais com dominio [0,d] x R e X¢ é
uma v.a. (condigao inicial) independente do processo de Wiener W (¢).
A condigdo inicial pode, em particular, ser uma v.a. degenerada que
assuma um valor real constante zy com probabilidade um.

Equacses deste tipo aparecem nos mais variados dominios da Cién-
cia e da Tecnologia, sempre que queremos modelar um fenémeno com
dindmica descrita por uma equagao diferencial que seja perturbado por
flutuacoes aleatérias (desde que estas possam, ainda que aproximada-
mente, considerar-se continuas no tempo e com incrementos indepen-
dentes).

Como sucede também com as equagdes diferenciais ordinérias (EDO),
o problema de Cauchy (6.1) ndo é mais que uma equagao integral “dis-
farcada™

¢ t
X@) = Xo+ [ fo.X(@Nds+ [ o6, X()AW(E). (62

0 0
Entende-se por solugio X (t) = X (t,w) de (6.1) um processo estocéstico

51
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que satisfaga a equacdo integral estocdstica (6.2), que ndo é mais que a
forma integral da EDE. No caso das EDO, a equagao integral obtém-se
por integragao membro a membro da EDO. Aqui, a defini¢do de solugio
da EDE como sendo a solugdo da sua forma integral é a mais natural, ja
que as derivadas do processo de Wiener W (t) e, portanto, de X (¢), ndo
existem no sentido corrente do termo, apenas existem como processos
estocdsticos generalizados. Esta defini¢io de solugao exige, contudo, que
os integrais em (6.2) estejam bem definidos.

Quanto ao primeiro integral fot f(s, X(s,w))ds, podemos fixar o acaso
(cendrio do mercado, estado da natureza, ...) w = wg. caso em que se
torna (supondo que f é uma funcio suficientemente bem comportada)
um integral de Riemann f; F(s,wp)ds com F(s,w) = f(s, X(s,w)); o
seu valor dependera do valor de w = wy e, portanto, o integral é uma
v.a. (fungdo mensurdvel de w).

Serd que este truque resulta para o integral fot g(s, X (s,w))dW (s,w),
usando agora “integrais de Riemann-Stieltjes” fol G(s,wp)dW (s, wo)
com G(s,w) = g(s,X(s,w))? A reposta é negativa, pois estes ale-
gados integrais de Riemann-Stieltjes (RS) nao existem como tal. De
facto, a definigdo usual de integral RS como limite comum (quando o
didmetro das decomposigdes de [0,t] tende para zero) de todas as so-
mas de Riemann-Stieltjes (somas RS) nao funciona porque escolhas di-
ferentes dos pontos intermédios da fungao integranda produzem limites
diferentes. A razao reside no facto de a funcao integradora, o processo
de Wiener W (), ser q.c. de variacdo ilimitada. Assim, faz falta uma
definigao diferente do segundo integral de (6.2).

Neste Capitulo iremos definir integrais da forma fg G(s,w)dW (s,w),
abreviadamente

/Ot G(s)dW (s),

para funcoes bastante gerais G.

Mas primeiro vamos mostrar ao leitor, com um exemplo, que a de-
finicdo de RS do integral ndo funciona aqui. Consideremos para isso
o caso particular de G(s) = W(s) e tentemos determinar o integral

J3 W(s)dW (s).

Se se aplicassem as regras usuais de célculo, o leitor, notando que
W (0) = 0, diria imediatamente que o integral seria igual a
1

5W2(t).
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Sera? Consideremos decomposicoes
0= tno <tpi <..< tn,n—l <tppn =t (n =1,2, ) (63)

do intervalo de integragéo [0,t] e suponhamos que os seus didmetros
0n = maxg=1,. n(tnk — tnik—1) — 0 quando n — +oco. Para cada sub-
intervalo [tn x, tn k—1] da decomposi¢éo, seja 7, x um ponto situado nesse
intervalo (chamemos-lhe “ponto intermédio”).

As somas RS tomam a forma

> W (k) (W(tng) = W(tnk-1)) . (6.4)
k=1

Vamos ver quais os limites destas somas RS quando n — +o0. As
somas sd0 v.a. e escolheremos limites em média quadrética (limites m.q.,
que sdo limites na norma L?), representando tais limites por “L.i.m.”.

Se escolhermos para pontos intermédios os pontos iniciais de cada
sub-intervalo, 7, 1 = 5 k1, obtemos as somas RS

Sp =

WE

W(tn,k—l) (W(tn,k) - W(tn'k—l)) (6-5)

a-
Il

1

e, no limite m.q., o integral ndo-antecipativo, chamado integral de Ité:

I—- /O W(s)dW(s) = Lim. Sp. (6.6)

Note que em (6.5) os valores da fungao integranda (que, quando tra-
balharmos com EDE, medem o impacto das flutuagdes aleatdrias no
fenémeno por elas descrito) sao independentes dos futuros incremen-
tos W(tn k) — W(tn k—1) do processo integrador de Wiener, os quais
descrevem as perturbagdes aleatérias (por exemplo, as perturbagoes dos
mercados financeiros) no sub-intervalo de tempo (¢nx — tnx—1]. Sendo
independentes, nao os antecipam, ndo os “adivinham”. Usar o integral
de Itd é uma forma de dizer que o comportamento presente do fenémeno
niao depende das futuras perturbagoes aleatérias (auséncia de capaci-
dades “adivinhatérias”). O integral de Itd, contudo, ndo segue as regras
usuais de célculo.

Com efeito, vem

(W2(t) —t). (6.7)

N~

I= /0 W(s)dW(s) =
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Para mostrar que isso é verdade, precisamos de mostrar que

E [(Sn - % (W2(t) - t))z} —0

quando n — +oo. Note que W2(t) = Y70 (W2(tny) — W2(tnk—1)) e,
portanto, S, — § (W2(t) —t) = -4 (ZZ=1 (W (tap) — Wltni-1))> = (.)

= _% EZ:I hrl,k: com hzn,k = (W’(tn.k) - “"'(tn,k—l))g = (tn.k = tn.k—l)-
Como o0s hn (k=1,2,...,n) sao independentes e E[h, ;] = 0, obtemos

. 2 ; i
AE [(s,, — 1 (W2(t) — 1)) ] = E [(zk h,,,k)z] = VAR[S, hni] =
Yk VARhy ] =2 Skt e—tnk-1)% < 28,t — 0, conforme pretendido.

Se, porém, escolhermos como pontos intermédios de cada sub-inter-
valo [tn k1, tn k] Os pontos terminais Tn,k = tn k, Obtemos as somas RS

SH="W(tnk) (W(tak) — W(tne—1)) (6.8)
k=1

e, no limite m.q., o integral (que é antecipativo)
1
I'= lim. S} = 5 (W2(t) +¢). (6.9)

Este integral também néo segue as regras usuais de célculo.

Exercicio: Demonstre (6.9). Obtenha também os integrais I(® cor-
respondentes aos limites m.q. das somas RS quando se escolhem como
pontos intermédios 7, x = (1 — a)tn,k_l + atpx para 0 < a < 1. Note
que I = I e que IT = 1,

O ponto importante é que diferentes somas RS (correspondentes a
diferentes escolhas dos pontos intermédios) produzem diferentes limi-
tes m.q. das somas RS e, portanto, ndo existe integral de Riemann-
Stieltjes. Serd que a situagdo se mantém se trabalharmos com outro
tipo de convergéncia (como a convergéncia em probabilidade ou a con-
vergéncia quase certa, por exemplo)? A resposta é negativa pois, como
se sabe, se esses limites existissem teriam de coincidir com os limites
m.q. e, portanto, também variariam com a escolha dos pontos intermé-
dios. Hé, assim, uma infinidade de variedades de integrais estocasticos,
das quais o integral de Itd, apesar de ndo seguir as regras usuais de cal-
culo, é usualmente a preferida na literatura por causa da sua auséncia
de capacidades “adivinhatérias” (o que parece mais adequado na mode-
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lagao de fenémenos naturais) e pelas boas propriedades probabilisticas
que iremos estudar.

Outra variedade de integral estocéstico que iremos considerar por
parecer ser a mais adequada em certas circunstancias é o integral de
Stratonovich

S,+SF 1,

(6.10)
o qual é antecipativo e ndo tem as boas propriedades probabilisticas do
integral de It, mas segue as regras usuais de célculo. Aplica-se também
a uma classe mais restrita de fungdes integrandas. Deixaremos o integral
de Stratonovich para mais tarde, pois sé o vamos considerar para fungoes
integrandas que sejam solugdes de equacodes diferenciais estocésticas, e
vamos ocupar-nos do estudo do integral de Ité.

(S)~/0 W (s)dW (s) :/0 W(s)odW(s) = Lim

Obtivémos acima o integral de It6 para uma funcio integranda es-
pecial W(t). O mesmo tipo de definigdo é aplicavel para fungées inte-
grandas arbitrarias G(s,w) desde que sejam ndo-antecipativas (isto é, em
cada instante ¢, a fungdo seja independente dos incrementos futuros do
processo de Wiener) e sejam continuas em média quadrdtica (continuas
m.q.). Para este caso, podemos definir o integral de Ité como

t n
1(G) = / G(8)dW () = Lim. 3 Gltnie-s) W (tns) — W(tni-1))-
0 k=1
© (6.11)
No entanto, hé necessidade de construir o integral de It6 para uma
classe mais ampla de fungdes que podem nao ser continuas m.q., generali-
zando a definicéo anterior. E o que faremos na Secgdo 6.2. O leitor menos
interessado nas questdes técnicas podera contentar-se com a definigao de
integral para fungées continuas m.q. e, na leitura da Seccio 6.2, limitar
a atengao as principais conclusées sobre as propriedades do integral.

6.2 Construcao do integral de Ité

Consideremos um processo de Wiener padrao W (t) = W(t,w) (t > 0)
num espago de probabilidade (Q, F, P) e seja M, = o(W (u),0 < u < s)
(s > 0) a sua filtracio natural. O objectivo é o de definir o integral
de Tt6 num intervalo de tempo [0,¢] (¢ > 0). Dizemos que {As}sepoq
¢ uma filtragio naoc-antecipativa se, para 0 < s < t, A, D M, e
A, for independente dos incrementos futuros W(u) — W(s) (u > s)
do processo de Wiener (o mesmo é dizer, independente da &lgebra-o
o(W(u) — W(s),u > s)). Usualmente escolhe-se para {As}scpoy a
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prépria filtragao natural { M} ;¢[o,4), mas hé por vezes necessidade de in-
cluir informacao adicional & do processo de Wiener (por exemplo, quando
considerarmos a informacao da condicao inicial duma EDE) e daf a razao
de se poder escolher uma filtragao maior, desde que, tal como sucede na
filtragao natural, ndo antecipemos os incrementos futuros do processo de
Wiener. Seja A a medida de Lebesgue no intervalo [0,¢]. *

Vamos agora definir a classe de fungdes integrandas com que vamos
trabalhar.

Seja G(s,w) (usualmente abrevia-se a notagdo para G(s)) um fungao
de dominio [0, ] x € com valores em R conjuntamente mensuravel com
respeito a ambas as varidveis (s,w) ? . Obviamente, {G(s)}sc(o,g € um
processo estocastico. E costume cometer o abuso de linguagem de iden-
tificar duas fungbes conjuntamente mensuraveis que sejam quase iguais
com respeito & medida produto A x P (elas sdo quase iguais quando o
conjunto dos pontos (s,w) para os quais as duas func¢oes diferem tem
medida A x P nula). Esta identficagao significa que, na realidade, vamos
trabalhar com as classes de equivaléncia destas fungdes com respeito a
relacdo de quase igualdade, mas que, para simplificar a linguagem, em
vez de falarmos de uma determinada classe de equivaléncia, falamos de
uma qualquer das fungdes representantes da classe (isto é, pertencentes
a classe).

Assim, podemos definir o espago L?* de fungdes (rigorosamente de-
viamos falar de classes de equivaléncia de fun¢oes) conjuntamente mensu-
raveis G tais que f[o gx0 |G(s,w)|?d(A x P) < +00; note-se que, pelo teo-

rema de Fubins, [i; 4. o |G(s,w)|*d(AxP) = 15 (5 1G(s,w)[2dP(w)) ds =
[ E[G(s)|%)ds = E [fot |G(s)|2ds]. Este ¢ um espago L? com respeito &
medida produto A x P, e, portanto, € um espago de Hilbert com norma-

'Uma medida u definida num espago mensurével (£2, F ) é uma fungdo de F em
[0, +00] aditiva-o tal que (@) = 0. (£, .4, 1) diz-se um espago de medida. Note-se
que uma probabilidade é um caso particular de medida, que satisfaz a propriedade
suplementar de ser normada. A medida de Lebesgue A é uma extensdo do conceito
de comprimento. A medida de Lebesgue A em [0,t] pode ser definida para os con-
Jjuntos de Borel B € Bjg ;) de [0,t] (pode provar-se que existe uma e uma s6 medida
nestes conjuntos de Borel tal que a medida de qualquer intervalo contido em [0,t] é
o seu comprimento). Temios entdo o espago de medida ([0,t]. Bjg ¢}, A), que pode ser
estendido por completagao a um espago de medida ([0, ¢].-'\410’,L]' A). A completagao
consiste em tomar para Mg, a classe dos conjuntos da forma BUN (com B & Bjg,
e N qualquer subconjunto de um conjunto de Borel de medida nula) e estender a
medida a esses conjuntos pondo A(B U N) = A(B).

Isto significa que a imagem inversa por G de¢ qualquer conjunto de Borel pertence
a dlgebta-o produto Bjg ¢ X F.
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L2*
1/2

it = [ tlEHG(s)IQ]ds> (612)

e produto interno (G1,Gs). = E[G1(5)G2a(s)]ds
0

Dizemos que uma funcao conjuntamente mensurdvel G é uma fung¢do
nao-antecipativa-A, se estiver adaptada a As, isto é, se, para todo o
s € [0,¢] fixo, G(s,.) for, como funcdo de w, mensuravel-As. No caso de
ser claro qual é a filtragdo A, ou no caso de ser a filtragao natural do
processo de Wiener, é costume abeviar para “fungio nao-antecipativa®.
Da defini¢ao resulta que as fungdes nao-antecipativas sdo, em cada ins-
tante s, independentes dos incrementos futuros W (u) — W(s) (u > s) do
processo de Wiener. Recordamos que, quando na Secgao 6.1 definiamos
o integral de It fot W (t)dW(t) como limite m.q. das somas RS (6.5),
o caricter nao-antecipativo do integral, que era essencial, resultava de
o valor W(tn r-1) da funcéo integranda ser independente dos incremen-
tos (futuros) W(tnx) — W(tnk—1) do processo integrador. Se G for
riao-antecipativa, esta propriedade mantém-se quando substituirmos, em
(6.5), W(tnk—1) por G(tnk—1) € estd aberto o caminho & definicao do
integral de It6 fot G(s)dW (s).

A familia de funcdes integrandas que iremos adoptar é precisamente a
familia das fun¢des G (rigorosamente deviamos falar de classes de equiva-
léncia de fungdes) conjuntamente mensurdveis do espago L?* que sejam
nao-antecipativas- As Vamos representar esta familia, que é um espago
de Hilbert, por H2[0,1].

Vamos seguir um caminho tradicional na construgao de um integral,
que ¢é o de o definir para fungdes mais simples e depois generalizar por
continuidade.

Comegaremos por definir o integral de It6 para fungées em escada (al-
guns também lhe chamam fungdes simples), que sao fungées G € H2[0, ¢]
constantes (relativamente & varidvel tempo s mas ndo relativamente a
varidvel acaso w) nos sub-intervalos de alguma decomposicio 0 = ty <
t1 < ... < t, = t do intervalo [0,1], isto é G(s,w) = G(tx_1,w) para
todo o s € [tx—1,tx) (k =1,...,n). Representemos por HZ[0,t] o espaco
destas fungbes em escada, que é um subespaco vectorial de H2[0,t]. A
definigao do integral de 1t6 para tais fungdes é a ébvia:

/G(s)dW(s :zn:c;tk D (W(te) = Witeo)).  (6.13)
k=1

Note-se que, como estas fungdes em escada sdo constantes em cada sub-
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intervalo, seria indiferente usar como ponto intermédio para o calculo
da fun¢do integranda o ponto inicial ou qualquer outro ponto do sub-
intervalo, pelo que para estas fungdes nao ha distingdo entre o integral
de It6 e os outros tipos de integral estoc4stico.

G
—0
0 — 5
| | | |
l0= =() l"l t'z tls t_’ét
t
——(

Figura 6.1: Exemplo de grafico de uma funcdo em escada G (s,w) com
n = 4 para w fixo. Se muddssemos para outro valor de w, a altura dos
degraus mudaria mas os pontos to, t1,t2, t3, t4 manter-se-iam.

Nota: Note-se também que o integral depende de w. isto &, trata-se de
uma v.a. Como o integral estd definido nao propriamente para a funcao
G (esse é o abuso de linguagem) mas para a classe de equivaléncia a que
ela pertence, quando substitui a fungao G, que estd a representar a classe
a que pertence, por outra fungao representante da mesma classe (isto é,
por uma fungdo quase igual a G), vai obter como integral outra v.a. Mas
essa outra v.a. € q.c. igual & primeira, isto &, difere da primeira num
conjunto de valores de w com probabilidade nula. Por isso, consideramos
o integral definido a menos de uma quase ignaldade. Identificando. como
€ habitual, v.a. quase iguais, isto &, trabalhando com classes de equi-
valéncia de v.a., o integral fica univocamente definido. Neste sentido,
rigorosamente, o integral é uma aplicagio I que transforma uma classe
de equivaléncia de fungbes G numa classe de equivaléncia de v.a. [(G)
e, como dissemos. nesse sentido é uma aplicagao univocamente definida.
Na pritica, porém. nés abusamos da linguagem e falamos do integral de
uma fungdo G (que representa a sua classe de equivaléncia) como sendo
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a v.a I(G) definida em (6.13) (v.a que representa a sua classe de equi-
valéncia). Mas, ao abusar da linguagem, temos de ter sempre presente
que nao devemos fazer distingdo entre fungdes G quase iguais nem entre
v.a. quase iguais.

Exercicio: Mostre que a definigdo anterior é consistente no sentido de,
se aplicar (6.13) usando duas diferentes decomposicoes de [0,¢] onde as-
sente a mesma func¢do em escada, obtém o mesmo valor para o seu inte-
gral. Para isso convém notar que a mesma func¢éo em escada pode tam-
bém assentar na decomposicdo obtida por fusio das duas decomposicoes
(a que tem como pontos de decomposicao os de ambas as decomposicdes
iniciais).

Exercicio: Mostre que o integral de funcoes em escada é uma aplicagdo
linear, isto é, dadas constantes reais o e a9, vem

I(a1G1 + QQGZ) = Oélf(Gl) + OégI(Gg). (614)

Note que, fundindo as decomposi¢oes onde assentam G1 e G, obtém uma
decomposicao onde ambas assentam e onde assenta a sua combinacio
linear OllGl + OéQGg.

Dada uma fungdo em escada G € H[0,t], vem
E[I(G)] = 0. " (6.15)

De facto, basta olhar para (6.13) e atender a que a esperanga matemética
de cada parcela da soma é, devido & independéncia entre G e os in-
crementos futuros do processo de Wiener, o produto das esperangas
matematicas dos dois factores, uma das quais é obviamente nula. Sé
hé que ter um cuidado, que é o de garantir que E[G(tx_1)] existe e
é finita, isto é, E[|G(tk—1)|]] < +oo. De facto, por definicdo, para
qualquer funcao G € H?Z[0,T], seja ou nio fungio em escada, tem-se
fot E[|G|%(s)]ds < +o0, o que implica que E[|G(s)|?] (e, portanto, tam-
bém E[|G(s)|]) é finito para quase todos os valores de s € [0, ] (ou seja,
o conjunto dos valores de s para os quais isso pode falhar tem medida
de Lebesgue nula).

No espago de probabilidade (Q,F, P), recordamos que designdmos
por L? o espago de Hilbert das v.a. X (rigorosamente, o espaco das suas
classes de equivaléncia para a relagio de quase igualdade) com norma-L?
| X|l2 = (E[|X[?])}/? finita. Para uma fungdo em escada G € H2[0,t], o
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integral I(G) pertence a L?. De facto, tem-se que

(H(@2)* = E[(1(G))*] = VAR[I(G)] = /0 E(|G(s)[*lds = (I Gll2»)*

(6.16)
é finita. Isto mostra que o integral /(.) é uma aplicagdo linear de HZ[0, t]
em L? que preserva a norma (e, portanto, é continua).

Incidentemente, (6.16) diz-nos que a varidncia do integral estocds-
tico é um vulgar integral (deterministico) de Riemann do momento de
segunda ordem da fungéo integranda. Usando o facto de G ser indepen-
dente dos incrementos futuros do processo de Wiener e de este ter incre-
mentos independentes, facilmente se reconhece que (6.16) é verdadeira;
com efeito,

E[(1(G))*) = Tk E [G2(txar)] E [(W(t6) - W(ts-1))’] +
2 Zk Zi(k E [G(tx‘—l)] ’ )

‘E[G(tk-1) (W(ts) — W(tizr)) (W (te) — W(te—r))] =
SR E[GX(tko1)] (tk — the1) + 0 = [ E[G?(s))ds.

A parte critica da construgdo do integral de Ité para fungdes G &
H?[0,t] consiste em mostrar que existe uma sucessdo aprozimadora de
fungbes em escada G, € Hf;[(), t] (n =1,2....) convergente em norma L2*
para G, isto é, tal que

/0 E [|Gn(s) — G(s)[*] ds — 0 quando n — +oo. (6.17)

Deixamos a demonstragéo para a Seccao 6.3. O leitor menos interes-
sado nos detalhes técnicos pode sem prejuizo de maior saltar a Secgio 6.3.

Com este resultado, conclui-se que HZ[0,t] é denso em H?2[0,t]. A
sucesséao dos integrais I(G,) = fot Gn(s)dW (s) das funcdes em escada
aproximadoras é uma sucessao de Cauchy no espago L2. Com efeito, G,,
¢ convergente e, portanto, uma sucessdo de Cauchy em H?[0,¢]. Como
a aplicagéo I(.) preserva a norma, I(G,) é uma sucessio de Cauchy em
L?. Como L* ¢ completo, a sucessio /(Gn) converge na norma de L2,
isto ¢, converge em média quadratica. Por definicdo, o integral de Iié de
G7

i
I{G) =/ G(5)dW(s) := Lim. I(G,), (6.18)
0
€ precisamente esse limite m.q.

Exercicio: Mostre que esta definicao do integral de It6 de fungdes G €
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H?[0,t] é consistente em dois sentidos:

a) Nao depende da sucessdo aproximadora de funcbes em escada, isto
é, dadas duas sucessdes aproximadoras G,, e G, de funcgbes em
escada, vem Lim. I(G,) = Lim. I(G}) q.c. Sugestdo: Combine
as duas sucessbes numa sucessao Unica com termos alternadamente
de uma e de outra e use a unicidade do limite m.q.

b) Nao se altera (a menos de uma quase igualdade) se substituirmos G
por outra fungao quase igual G* € H2[0,t]. Isto é, I(G) = I(G*)
g.c. Vemos, pois, que, rigorosamente, o integral transforma classes
de equivaléncia de funcdes G em classes de equivaléncia de v.a.,
como ja tinhamos referido no caso das fungdes em escada.

Exercicio: Utilizando as propriedades anslogas j4 demonstrada para
fungoes em escada, mostre que o integral de It6 para fungdes integrandas
em H2(0,t] satisfaz as seguintes propriedades:

a) E uma aplicacao linear, isto é, dadas fungdes G1,G2 € HZ[0,t] e
constantes reais a7 € o, vem

I(Oqu + OZQGQ) = Oélf(Gl) + QQI(GQ). (6.19)

b) Esperanca matemética nula:

E[I(G)] = 0. (6.20)

c¢) Preservagao da norma:

(I1(G)l2)* = E[(I(G))?] = VAR[I(G)] = /0 E[|G(s)[*)ds = (| Gll2+)? .
(6.21)

Vimos acima que, para funcdes em escada, o integral I(.) era uma
aplicagao linear de HZ[0.t] em L? que preservava a norma e, portanto,
era continua. Estendemos por continuidade a definicio do integral a
fungdes de H2[0.t]. Vimos que o integral de Itd estendido a HQ[O t]
continua a ser uma aplicagao linear de H?[0,¢] em L? e que preserva a
norma, pelo que o integral estendido permanece uma aplicacdo continua.
Logo, dada uma sucessdo G, (n = 1,2....) de funcdes de H?[0,t] conver-
gente em norma- -L?* para G € H? [0 t]. verifica-se que I(G,,) converge
na norma L? (isto é, converge m.q.) para I(G).
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Também se reconhece que o integral de Itd I(G) é uma func¢do men-
surdvel- A, pois isso é evidente para os integrais 1(G,) de fungdes em
escada G, convergentes para G e I(G) é o limite m.q. (que preserva a
mensurabilidade) desses integrais.

Ha dois casos particulares especialmente interessantes.

Um deles é o caso de uma funcdo G € H?[0,t] continua m.q. °

Neste caso, pode escolher-se qualquer sucessao de decomposicdes 0 =
tno <tni < .. <tpnoi <tpnp=t(n=12..)de|0,t] com diametros
On = maxg=1,.. n(tnk—tnr—1) — 0 e “escadizar” G, isto é, escolher como
sucessao de fungdes em escada aproximadoras a definida por G, (s) =
G(tnk—1) para todo o s € [ty k—1,tn k). Veremos na Secgio 6.3 que esta
sucessdo converge para G na norma L**

Usando a sucessao aproximadora acima definida, a definigao (6.18)
toma a forma

I(G) = /t G(S)dVV(S) = lim. Z G(tn,k—l) (Lv(tn,k) — I/V(tn'k_l)) :
0 k=1

(6.22)
Esta ¢ precisamente a definicdo (6.11) dada no final da Seccéo 6.1 para
fungoes nao-antecipativas continuas m.q., que assim fica justificada e
que nos d uma expressdo explicita para o cdlculo dos integrais destas
funcoes.

O outro caso particular interessante é o caso de uma func¢do G deter-
ministica (isto é, ndo dependente de w), caso em que podemos escolher

para fungdes G, fungdes deterministicas. E 6bvio, de (6. 13) que I(Gn)

tem distribui¢ado normal com média nula e variancia f G2(s)ds (ver
(6.16)). Logo o seu limite m.q. I(G) tem também dlstrlbulgao normal

com média nula e variancia lim [} G2 (s)ds = Jy G(s)ds, isto é

¢ t
/ G(s)dW(s) ~ N <O,/ Gg(s)ds> se G determinfistica.  (6.23)
0 0

3Significa isto que, para qualquer s € [0,¢], Li.m. G(sp) = G(s) sempre que sp — s
quando n — +o00.
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6.3 Existéncia de sucessoes aproximadoras de fun-
coes em escada

Na Secgéo 6.2 procedeu-se & construgio do integral de Ité para funcdes
integrandas G € H?[0,t]. Comegou-se por definir o integral para funcdes
em escada G € HZ([0.1] e depois estendeu-se por continuidade a funcdes
G € H?|0,t]. Note-se que H%[0,] é um subespaco do espago de Hilbert
H?[0,1] (com a norma L2* definida em (6.12)). Na extensdo do integral
foi crucial o facto de HZ[0,t] ser denso em H2[0,1], isto é, de, dada uma
fungao arbitréria G € H?[0,t], existir pelo menos uma sucessio aprozi-
madora de fun¢des em escada G, € HZ[0,t] (n = 1,2,...) convergente
na norma L?* para G. A prova desse facto ficou pendente. Apresenta-
mos aqui a sua demonstracao (pode ver [3] ou [51], por exemplo, para
demonstragoes semelhantes).

Consideremos entao uma fungédo G € H?[0,¢].

Demonstracao para func¢oes G continuas m.q.

Ja vimos na Sec¢ao 6.2 como construir uma sucessao aproximadora
G,. Como vimos, basta escolher qualquer sucessdo de decomposicoes
0 =tno < th1 < .. <tpne1 <tpn =1 (Mn=12,..)de[0,{] com
didmetros 6, = maxg=1,. n(tnx — tnkx—1) — 0 e “escadizar” G, isto &,
escolher como sucessao de fungoes em escada aproximadoras a definida
por Gp(s) = G(tn,k—1) para todo 0 s € [ty k—1,tn k)

Dado € > 0 arbitrario, como G é uniformemente continua m.q. no
intervalo fechado [0,t], vem E[(G(t) — G(s))?] < &/t quando |t — 5| < 4,
onde ¢ > 0 é suficientemente pequeno e nao dependente de s. Podemos
escolher um n suficientemente grande e nao dependente de s de modo
a que 6, < 6. Determinemos k tal que tp x—1 < s < tnk € escolhamos
t =tpk—1. Vem |t — s| < ¢ e, portanto, E[(G,(s) — G(s))?] = E[(G(t) —
G(s))?] < ¢/t, donde fg E[(Gn(s) — G(s))?*]ds < e. Isso mostra que a
sucessao G, acima referida converge para G na norma L2*.

Demonstragao para funcoes G limitadas

Seja |G| < M, onde M ¢ uma constante finita. Para facilitar a
notagao, vamos trabalhar com a extensio de G(s) ao intervalo de tempo
(=00, +00), que é igual a G(s) para s € [0, t] e é igual a zero para s £[0, t],
extensao que continuamos a designar pela letra G e que é igualmente
limitada por M.

Defina-se Hy,(s) = f0+°° e~ "G(s—7/n)dr (note que nao é uma fungio
em escada). Claro que é conjuntamente mensuravel e é nao-antecipativa
(o seu valor no instante s s6 depende dos valores de G no instante s
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ou instantes anteriores). Vem H,(s) < M f0+°° e~ 7dr = M, pelo que
E [fot H,'f(s)ds} < Mt < 40 e, portanto, H, € H?[0,t].

Parasc|[0,t], sejah — 0. Vem H,,(s+h) = :w e TG(s+h—7/n)dr =
e~k fj:; e 9G(s — 6/n)dd, pelo que, atendendo & conhecida desigual-
dade (a + b)? < 2(a? + b?), vem, quando h — 0,

(Hn(s +h) — Ha(s))* =

((e‘"h -1) f_tf; e "G(s — 7/n)dr + /f

2 ((e_"h —1) fro e“TG(s—T/n)dT)2 +2 ( f° e TG(s~ ,—/n)d,-)2 <
2M*? <((e_"h -1) j:; e_TdT>2 + (jfnh e_"dr)2) -

2M2 (e2rh(e~mh — 1)2 4 (enh — 1)?) — 0.

2
nh€ TG(s— 'r/11)d7‘) <

Isto prova que as funcées H, sdo continuas em [0,t]. Pelo teorema da
convergéncia dominada, vem E {(Hn(s +h)— Hn(s))2] — 0, pelo que
as fungées Hy sdo continuas m.q. em [0,t].

Também vem H,(s) — G(s) para quase todos os s € [0,¢] ¢
Logo, aplicando o teorema da convergéncia dominada (para a medida
de Lebesgue de [0,¢]), vem fOt(Hn(s) — G(s))?’ds — 0 q.c. Aplicando
de novo o teorema da convergéncia dominada (para a probabilidade P)
vem E [fol(Hn(s) — G(s))st} — 0. Isto mostra que existe uma sucessdo
H, € H?[0,t] de fungbes continuas m.q. (e também continuas) que con-
verge para G na norma L%*.

Como cada H, é continua m.q., pode ser aproximada por uma su-
cessdo de fungdes em escada Gy, (m = 1,2,...). Dado n, seja Hyny 0
primeiro termo da sucessdo Hy (k = 1,2,...) que esteja na vizinhanca-
1/2"*1 de G (para a norma L2*), tendo-se entio [Hny — Gll2s <
1/2"*1. Seja G, := Gk(n),m(k(n)) © Primeiro termo da sucesio Crim
(m =1,2,...) que esteja na vizinhanga-1/2"*1 de Hp(rn), tendo-se entado

4Como consequéncia do teorema de Lusin (ver [52], p. 56-37), como estamos a
trabalhar com fungdes mensurdveis limitadas que sao nulas fora do intervalo [0,¢]
(gue tem medida de Lebesgue finita), dado um niimero natural k, existe uma fungao
continua Ji (s) ceincidente com G(s) excepto possivelmente num conjunte Nj com
medida de Lebesgue inferior a 1/25. Como Yo 1/25 < 420, usando o lema de
Borel-Cantelli (adaptado para medidas finitas). conclufmos que ¢ nula a medida de
Lebesgue do conjunto dos s que estdo em infinitos conjuntos Ny Logo, pata quase
todo o s, Ji(s) = G(s) a partir de certa ordem. Se a fungdo G fosse continua, seria
6bvio que Hn(s) convergiria para G(s) para todo o 5. Assim, s6 podemos garantir a
convergéncia para quase todo o s.
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l]Gk(nJ,m(k(n)) — Hk(n) l2e < 1/2n+]' Entdo, como [|Gy — G||2. < 1/2m,
a sucessao Gp (n = 1,2,...) € uma sucessio de fun¢ées em escada que
converge para G na norma L**, o que prova o pretendido.

Do facto de se ter E [fOt(Gn(s) - G(s))2ds] <1/2ede), 1/2" <
+00, concluimos até que fOt(Gn (s) — G(s))%ds — 0 q.c.
Demonstragdo para funcées G € H?[0,t] arbitrdrias

Para cadan =1,2, ... seja

-n se G(s,w) < —n
Fo(s,w) =13 G(s,w) sel|G(s,w)] <n
n se G(s,w) > n.

Sao fungdes limitadas de H2(0,¢] e é ébvio que |Fyy(s) — G(s)|2 — 0 e
que |Fr(s)—G(s)|* < 2G?(s) (onde G? é integravel A x P). Aplicando o
teorema da convergéncia dominada duas vezes (com respeito & medida de
Lebesgue A e com respeito a P), obtemos E [ f(; (Fn(s) — G(s))zds] — 0,
0 que mostra que F, converge na norma L** para G. Cada F, pode
ser aproximada por uma sucessio de fungdes em escada. Entdo, por
raciocinio semelhante ao usado na parte final do caso anterior, existe
uma sucessao de fungdes em escada G, que converge na norma L2* para
G, o que conclui a demonstragio de que H?;[O, t] é denso em HZ|0,1t].

Vem até que fJ(Gn(s) — G(s))%ds — 0 q.c. .

6.4 Estudo do integral como fungao do limite supe-
rior de integracao

Seja G € H?[0,d] e seja [a,b] C [0,d]. Como G(s)Ijaz(s) € H2[0,d],
pode-se definir o integral de It6 em [a, b] por

b d
/ Gs)dW (s) = /0 G(8)Tj0.51(s)dW (s). (6.24)

Facilmente se reconhece que, para 0 < a < b< ¢ < d, vem
o b c
f G(s)dW (s) = / Gls)dW (s) + / G(s)dW (s). (6.25)
a a b

Para estudar o integral de Ité como fungdo do limite superior de
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integragao t, vamos supor ¢ a variar no intervalo [0, d]. Claro que, sendo
G € H?[0,d], também se tem G € H?[0.t] para t € [0,d] (usando a
mesma lefra GG para designar a restri¢io de G = G(s.w) a [0,%] x Q).
Seja

t d
Z(t) = /0 G(s)dW (s) = /0 G(s)Ijp 1 (5)dW (s). (6.26)

Propriedade: Como Z(t) é mensurdvel-A;, o processo estocdstico
{Z()} 0, estd adaptado & filiragdo {Ai}icjoq. Além disso, é uma
martingala-A;.

Para o demonstrar, consideremos uma sucessiao G, € Hz[0,d] (n =
1,2,...) de fungdes em escada aproximadora de G. Sejam 0 = t(")
(") . < t%lz e d os pontos da decomposi¢do em cujos subintervalos
[I(") ("’ ) (k = 1,...my) a fungdo G, (s) é constante (relativamente

a s). \/amos ver que cada Z,(t) = fo Gr(s)dW(s) é uma martingala
(abreviatura de “martingala-4,"). De facto. dado s < ¢ e sendo V =

{k€{1,2,.,mu}:s <tV " <}, vem

E[Zn(t) | A ] [fo GCr(s)dW (5) + [ Gn(s)dW (s) | A, ]
J3 Ga()dW (5) + Cien, E [Calti) W () - W(t2))) 14, ] =
Js Gn(s)dW (s)+
Then, B [E [Catt)W () - WD) [Apo ] 14] =
fo o (8)dW (s)+
Then, B [GatZ)E W) - W) |40 ]14,] =
fo n(8)dW (s) +ZkeN,L [0]As] = Zn(s).

Daqui resulta, pela desigualdade de Schwarz ® e por Z,(s) convergir
m.q. para Z(s), que

E | (ElZn(0)4:] - E[Z()|A,))] = E [(Ezn ) - Z)IA)] <

E[1*|AJE[(Zn () — Z(1))?As]] =E [(Za(t) — Z(t))?] — O.

Logo E[Z,,(t)|As] = Zn(s) convergem.q. para E[Z(t)|.As]. Como o limite

5A desigualdade de Schwarz diz que, para uma medida p e fungées f, g de quadrado
integravel, ([ fgdu)? < ([ fdu)?([ gdu)?. Em particular, se 4 é uma probabilidade
P, vem (E[XY))? = E[X2]E[Y?].
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m.q. é g.c. unico, vem E[Z(t)|As] = Z(s) q.c., provando-se assim que
Z(t) é uma martingala-A;.

Entdo, dados a,b € [0,d] com a < b, Z(t) — Z{a) &, para t > a, uma
martingala-A;. Aplicando as desigualdades maximais das martingalas
(2.2) e (2.3), vem

b
P| sup 12) - 2@ 2 o] < SEI20) - 2P = 5 [ B o)as

a<t<b
(6.27)
e

b
| sup [2() - 2P| < 4B(26) - 2@ = 4 [ B3 (0)as
a<t<b a
(6.28)

Propriedade: O processo Z(t) tem uma versdo continua (trajectérias
g.c. continuas) e supomos que trabalhamos sempre com uma tal versdo.

Vamos demonstré-lo. E facil ver de (6.13) que Z,, (t) e fo Gr(s)dW (s)
é fungdo q.c. continua de t em [0,d]. Como Z,(t) — Z(t) é martingala,
de (2.2) vem

1
P Lg;ﬁ)dlZn(t) — Zm(t)] > 6:| < 5_2E [1Zn(d) — Zm(d)|?] .

Quando n,m — 400, o lado direito tende para zero. Escolha-se ¢ =
1/2*. Escolha-se uma subsucessao ny — +oo tal que

P 0 1Z000a 0) ~ 2 )] > /2] < 172"
0<t<

Como Y, 1/2’“ < +00, 0 lema de Borel-Cantelli ® implica

P [ sup |Znyss (t) — Zn, ()| > 1/2% para infinitos valores de k} =0.
0<t<

Portanto, com probabilidade um, vem supg<;<q|Zn,,,(t) — Zn, (t)] <
1/2* a partir de certa ordem. Isso implica que Zn, () é q.c. uniforme-

80 lema de Borel-Cantelli (ver qualquer bom livro de probabilidades) aplica-se
a uma sucessdo An (n = 1,2,...) de acontecimentos e ao acontecimento A = {w :
w € Ap para infinitos valores de n}. Se ), P(An) < +o0, entdo P(A) = 0. Se
>-n P(An) = 400 e se os acontecimentos An forem independentes, entdo P(A) = 1.
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mente convergente no intervalo [0, d]. Designemos por J(t) o seu limite
g.c. quando k — 400, que, sendo limite uniforme de fungdes q.c. con-
tinuas, é uma funcio q.c. continua. Como Zn, (t) converge m.q. para
Z(t), vem Z(t) = J(t) g.c., o que prova o pretendido.

Exercicio: Mostre que Z(t) tem incrementos ndo-correlacionados (nao
confundir com independentes), isto é, para intervalos nao-sobrepostos
[s;t]efu,v]com0<s<t<u<v<d,

COV(Z(t) - Z(s), Z(v) = Z(uw)] = E[(Z(t) - Z(s))(Z(v) — Z(w))] =
E [ Jfaaw ) f° G(;)du'(:)] —0.
(6.29)
Basta demonstrar para funcoes em escada e transferir a propriedade para
o caso geral por passagem ao limite m.g.

6.5 Extensoes do integral de Ito

Esta seccdo é dispensdvel numa primeira leitura.
O integral de Itd pode ser generalizado & classe M 2[0,t] das fungoes
conjuntamente mensurdveis nao-antecipativas-As tais que

t
/ IG(s)|2ds < +00 q.c. (6.30)
0

Como esta condigao é mais fraca que a condigao fot E|G(s)]?] ds <
+00, vem M?[0,t] > H?[0,1].

Para funcdes em escada de M?[0,t], a definicao do integral de Ito
é igualmente dada por (6.13), mas agora nada garante que existam as
esperancas mateméaticas de G, pelo que pode nao estar definida nem a es-
peranca matemitica nem a variancia do integral, situagao que permanece
quando se definir o integral para funcdes arbitrarias de M?[0.¢].

Para definir o integral para uma fungo arbitréria G € M?[0, ], usa-
se a mesma técnica de mostrar que ela pode ser aproximada por uma
sucessdo aprozimadora de fungdes G, € M2(0,t] (n = 1,2, ...) em escada.
Agora a convergéncia nao é obviamente a definida por L?*, mas antes
uma convergéncia mais fraca definida por

t
/ (Gn(s) — G(s))*ds — 0 q.c. quando n — +o0. (6.31)
0

A técnica para mostrar a existéncia desta sucessao aproximadora é
semelhante & usada na Seccdo 6.3. Comega-se por mostar que € ver-
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dade para fungdes G € M?[0,t] que sejam continuas, usando o método
da “escadiza¢io” ja usado na Seccdo 6.3. E um exercicio simples, que
deixamos ao cuidado do leitor adaptar a demonstragéo af feita (substi-
tuindo a continuidade m.q. pela continuidade e retirando as esperangas
matemé4ticas). Estende-se em seguida a fungdes G € M?2[0, t] limitadas,
mostrando-se que uma tal fungao pode ser aproximada por uma sucessdo
de fungdes H, € M?[0,t] continuas. A demonstragio é semelhante
a usada na Secgdo 6.3, embora mais simples, ficando ao cuidado do
leitor fazer a adaptacao daquela demonstracdo. A extensdo a fungGes
G € M?(0,t] arbitrarias usando uma sucessdo aproximadora de fungoes
limitadas usa também a mesma técnica da Secgao 6.3 (embora sé seja
preciso usar o teorema da convergéncia dominada uma vez e nio duas).

Como a aproximagio a G € M?[0,t] por uma sucessio aproximadora
G, de fun¢des em escada usa um modo de convergéncia mais fraco, jé nao
¢ possivel mostrar que a sucessio dos integrais I{Gn) = fg Gr(s)dW (s)
converge em média quadratica, mas vamos provar que converge em pro-
babilidade. 7

Primeiro vamos demonstrar, seguindo [3], que, para uma funcao J €
M?[0,t] em escada, se tem, para todo o N > 0 e todo 0 § > 0,

P H /O * I (s)

Seja 0 = tg < t1 < ... < t, = t a decomposi¢ao do intervalo [0, ]
onde J assenta, isto é J(s,w) = J(tx—1,w) para todo o s € [tk—1,tx)
(k=1,...,n). Para s € [t;_1,t;), defina

> 5} <5+ P U J2s)dW(s) > N|  (6.32)

) J(s) se fo J*(s)ds< N
(e} ‘_{ 0 se [FJ%(s)ds > N,

que é uma fungéo em escada de M?2[0,¢] tal que foti J%(s)ds < N. Logo

t;
1wz = E { / Jms)ds} <N
0

"Uma sucessio de v.a. Xn (n =1,2,...) converge em probabilidade para a v.a. X
se, para € > 0 arbitrario, P[|Xn — X| > €] — 0 quando n — +o00. Esta convergéncia
é mais fraca que a convergéncia m.q., no sentido de que, sempre que se verifica a
convergéncia m.q., também se verifica a convergéncia em probabilidade mas o inverso
pode falhar. Também é mais fraca que a convergéncia com probabilidade um ou
quase certa.
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e, portanto, Jy € HE[0,t]. Logo, pela propriedade de preservagao da
norma, E[(I(Jn))?] = | I(Jn)|3 < N. Como J = Jy sse [; J*(s)ds >

N, vem

P fot J?(s)ds > N] = P [supp<s<: [(s) — In(s)| > 0] >
P ‘ JiI(s) - JN(s))dW(s)‘ > o} :

Entao, usando a desigualdade de Tchebyshev,

P(I(J)| > 8] < P{I(In)| > 8]+ P[[I(J) — I(Jn)| > O] <
E[(I(Jx))?]/8% + P [fo‘ J2(s)ds > N] < N/6®+ P [fg J2(s)ds > N] ,

o que mostra que (6.32) é verdadeira.

Demonstracdo de que I{Gr) converge em probabilidade quando n — +oo

Como [} (Gn(s) — G(s))%ds — 0 q.c., vem [((Gn(s) — G(s))?ds — 0
em probabilidade, donde fQ‘(Gn(s)—Gm(s))st < ZfS(Gn(s)—G(s))zds-i-

2 fot(G,,,(s)—G(s))st — 0 em probabilidade quando n,m — +o00. Seja
§ > 0 arbitrario. Aplicando (6.32) a Gr — G, vem

lim SUPn m—+oo PHI(Gn) - I(Gm)| > E] <
5/€% + limsup,, 00 P [ JE|Gn(s) = Gm(s)2 > 5] <6/e2 +0.

Como § é arbitrério, conclui-se que limp, m—+co P[I(Gn) — I(Gm)| > €]
= 0 e, portanto, I(G,) é uma sucessdo de Cauchy em probabilidade,
pelo que converge em probabilidade.

Tem-se entdo uma sucessio de integrais [(Gy,) de fungdes em escada
que converge em probabilidade. O seu limite em probabilidade diz-se o
integral de Ito

1(G) = /0 G(s)dW (s) = /O G(s,w)dW (5,w)

da funcao G. Este limite ¢ insensivel & escolha da sucessao aproximante,
o que deixamos como exercicio para o leitor.

Fica também como exercicio mostrar a linearidade do integral. O
leitor pode facilmente provar que (6.32) permanece vélida para qualquer
J € M?[0,t], mesmo que néo seja uma fungdo em escada. A partir
dai, pode também provar que, se G, € M?[0,t] (n = 1,2,...) é uma
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sucessdo (mesmo que estas fungdes ndo sejam em escada) convergente
para G € M?[0,t] no sentido de fOt(Gn(s) — G(s))%ds — 0 q.c., entdo
fg Gn(s)dW (s) converge em probabilidade para fg G(s)dW (s).

As propriedades ( 6.20) e ( 6.21) ndo podem agora ser garantidas por

poderem nao existir os respectivos momentos. Pela mesma razdo, tam-
bém nao podemos garantir que o integral, como fungao do limite superior
de integragdo, seja uma martingala. Claro que Z(t) = fg G(s)dW (s)
(t € [0,d]), com G € M?[0,t], estd adaptado & filtracio nio-antecipativa
A;. Pode mesmo provar-se que as trajectérias s@o q.c. continuas.

Com efeito, para G € ]\12[0, d], considerem-se fungoes truncadas

t 2
G () = G(t) se f(% Go(u)du <N 7
0 se [, G*(u)du > N

que estao em H?[0,d), e seja Zn(t) = fg Gn(t)dW (t). Logo, as fungdes
Zn(t) tém, como sabemos, trajectérias q.c. continuas. Ora Z(t,w) =
Zn(t,w) para todo o t€[0,d] e para w€ Ay :={w: fotGZ(s,w)ds) < N}.
Escolhendo N suficientemente grande podemos tornar P(An) téo pré-
ximo de 1 quanto se queira, pelo que o conjunto dos pontos w para 0s
quais Z(t,w) é continua tem probabilidade 1.

Uma outra extensao 6bvia sédo os integrais estocésticos, também cha-
mados processos de Itd, definidos para ¢ € [0, d] por

t -

X(t,w) = Xo(w) + /0 F(s,w)ds —1—/0 G(s,w)dW (s,w), (6.33)

onde:
e Xy é uma v.a. mensuravel-Ag e, portanto, independente do pro-
cesso de Wiener. Pode, em particular, ser uma constante deter-

ministica.

e F' é um fungdo conjuntamente mensurdvel adaptada a filtragao A,
e tal que f(;i [F(s)lds < 400 q.c.

o G e M?0,d).

O integral estocdstico pode ser escrito na forma diferencial (usa-se a
habitual abreviatura de nao indicar a dependéncia de w)

dX (t) = F(t)dt + G)dW (2). (6.34)
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6.6 Teorema e férmula de Itd

Vimos na Secgao 6.1, através de um exemplo, que os integrais de Ito, e
consequentemente os processos de It6 (que podem ser escritos em forma
diferencial ou integral), ndo satisfazem as regras usuais de calculo. Por
isso, necessitamos de um novo célculo diferencial e integral, o cdlculo de
1to. Basta para isso darmos a regra de diferenciacdo de uma funcgdo
composta ou regra da cadeta. Trata-se da conhecida fdrmula de Ité,
veiculada pelo teorema de Ité.

Teorema de It6. Seja X(t) = X (t,w) (t € [0,d]) um processo de It6
dado por (6.33) ou (6.34), abreviadamente dX (t) = F(t)dt+G(t)dW (t).
Seja Y (t) = h(t, X (t)), onde h(t,z) € uma fungdo continua com derivada
parcial continua com respeito at e com sequnda derivada parcial continua
com respeito a x. EntdoY (t) =Y (t,w) é também um processo de Ité com
condigao inicial Yo = h(0, Xy) dado na forma diferencial pela férmula
de It

dY (t) = (3"“51"“”+5"‘%;"“”F(t) %MGZ(t))dt+

(X .-
SLXD G(t)dW (). _—
6.35
A forma integral serd entdo

Y(t) = Y()"‘jot '(ah(sé.:'(s]) = 3hlséf(s)‘)F<s)+ 18 h(';z)}gs G2 (s )) ds+
Jy XL G (5)dw (s).
(6.36)

Uma boa mnemdnica para obter (6.36) é usar um desenvolvimento de
Taylor até a primeira ordem em t e até & segunda ordem em x

dy (t) =

Lax @) +

Oh(t. X(1) , , Bh(t. X(t)) 1w(dx(t))2
2

ot ox dz?

seguido da substituigdo de dX (t) por F(t)dt + G(t)dW (t). Nesta substi-
tuigdo, ao calcular (dX(t))?, devemos usar as regras de multiplicacdo

X dt | dW
dt 0 0
dW | 0 | dt

ou seja, (dX (t))? = G?(t)dt.

Vamos agora apresentar um esbogo da demosnstracao do teorema de
1t6, a qual o leitor pode perfeitamente dispensar numa primeira leitura.
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Esbogo da demonstragdo do teorema de Ité

Mais detalhes podem ser vistos, por exemplo, em [3] (que seguimos
de perto) ou [51]. Sejam F e G satisfazendo as condicdes para que
o processo X(f) seja um processo de Ité, designadamente serem con-
Juntamente mensuraveis e adaptadas & filtracio, f: |F(s,w)lds < +oc

qec. e f:lG’(s,w)lzds < +o¢ qc. Em relagdo a G, sabemos, pela
Seccao 6.5, que existe uma sucessio de fungées em escada G, (n =
1.2,...) com as mesmas propriedades que converge para G no sentido
fof(G(s) — Gnls))?ds — 0 q.c. e tal que f(: Gr(s)dW(s) converge em
probabilidade para fO' G(s)dW(s). Também nao seria dificil adaptar o
raciocinio de modo a provar que existe uma sucessio de funcgoes em
escada F, (n = 1,2,..) (com as mesmas propriedades de F ) que con-
verge para F no sentido fot |F(s) — Fu(s)|lds — 0 q.c. Daqui resulta

imediatamente que fol F(s)ds converge para j: F(s)ds q.c. (e logo em
probabilidade), Entao, se conseguirmos provar a férmula de Ité para
funcdes em escada, ela vale em geral, bastando fazer a passagem ao limi-
te (em probabilidade) ao longo das sucessdes aproximadoras de fungées
em escada. Como os limites em probabilidade sao q.c. tinicos, a férmula
de It6 verifica-se q.c.

Para fungoes em escada, podemos partir o intervalo de integracao
de acordo com a decomposicio em que assentam F e G (pode-se fazer
uma comum a ambas as fungdes) e provar a férmula para cada um dos
sub-intervalos, onde as fungdes sio constantes (com respeito ao_tempo,
nio com respeito a w). Entdo, basta demonstrar a férmula de Tt6 para
fungdes constantes num intervalo [a.b] C [0, d].

Sejam entdo F(s,w) = F(w) (uma v.a. que abreviamos para F) e
G(s,w) = G(w) (uma v.a. que abreviamos para G) fungoes constantes
(relativamente ao tempo) em [a, b]. Nesse caso, para t € [a.b], temos

X(t) = X(a) + (t — a)F + (W(t) — W(a))G,

com X(a), F' e G mensurdveis-A,, logo independentes dos incrementos
W(t) — W(a).
Vem

Y(t) = h(t, X(t)) = h(t, X (a) + (t — a)F + (W(t) — W(a))G)

com condigao inicial Y, = h(a, X (a)). Para cada n natural, vamos con-
siderar uma decomposi¢do @ = t, 0 < thy < ... < tnn = b do inter-
valo [a.b] com diametro &, = maxy<k<n (tn gk — tnk—1) tal que 6, — 0
quando n — +oc. Vamos abreviar a notagio e escrever e = dak,
X = X(tni). Aty = tag — tng—1. AXk = X(tap) — X(tns_1) e
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AW, = W(tnyk) . W(tn,k—l)- Vem

Y(t)—Y(a) = (hts, Xx) — h(te—1, Xk-1))
k=1

e, usando a férmula de Taylor , vem

h(tk, Xk) — h(te—1, Xe—1) = he(te—1 + On kg Otk, Xg—1) Db+
ha(tk—1, Xk—1)AXk + Shoo(te—1, Xx—1 + On e AXk)(AX)?,

onde hy = Oh/0t, hy = 9/0x, hyy = 8?/0x2 € onde 0 < by 1,0k < 1.
Isto deve-se & continuidade das derivadas parciais utilizadas. Como o
intervalo é fechado, a continuidade é uniforme (no tempo) pelo que ha
majorantes

1%?%(" [he(te—1 + On x Aty Xi—1) — Re(ti—1, Xi—1)| < an

112’?2(71 |hzz(tk—17Xk—l + én,k:AXk) - hz:c(tk:—lan—l)‘ S ,Bru

Com Q,, fBn, — 0 g.c., pelo que os erros de substituir 8, x € 0, 1 por 0 sao
controlados por esses majorantes. Vem entao

Y(t) - Y(a) = 2o (h(te Xi) — hte-1, Xk-1)) =
Yorm1 he(te—1, Xp—1)Ate + 35 holte—1, Xe—1)AXp+
53 et hao(te—1, Xk—1)(AXk)? + erro,

com lerro| < on(b—a)+30n Y. eei (AXk)? convergente para zero em pro-
babilidade pois 3_,_, (AXk)? converge em probabilidade para (b— a)G?
(que é q.c. finito).

Falta entao apenas provar que

n
Z(AXk)z — (b— a)G? em probabilidade (6.37)
k=1
e que
Lop=t halti—1, Xi—1) Atit
g1 Pz (b1, Xi—1) (AXG)+ (6.38)
3 2 =1 haa(th-1, Xk-1)(AXk)*
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converge em probabildade para

L2 ha(s, X (s))ds+
2 ha(s, X (s))Fds + [ ha(s, X (s))GdW (s)+ (6.39)
L 2 hoa(s, X (s))G2ds,

havendo convergéncia de cada linha de (6.38) para a linha correspondente
de (6.39). O resultado para a primeira linha ¢ evidente. A segunda linha
também ¢ evidente se notarmos que AXy = FAt, + GAW,. A terceira
linha vai dar mais trabalho.

Note-se que

Y oey oo (te—1, Xeo1)(AXE)?2 =

F2y 0 hoa(te-1, Xk—1)(Atk)?+
2FG ZZ.;] hzz(tk—la Xk?—l)AtkAWk-‘r
G? Y ey haog (b1, Xp1 ) (AWR)%

os dois primeiros termos do lado direito da igualdade convergem em
probabilidade para zero devido & continuidade de h;, e de W. Falta sé
provar (repare que aqui G é constante) que

n b
Z hee(te—1, Xk—1)(AWy)? — / hzz(s, X(s))ds em probabilidade.
k=1 ]
- (6.40)
De facto, a outra demonstragio que ainda faltava, a da validade de (6.37),
aparece como caso particular desta quando h(s,z) = 1. Seja

H, = (Wk - Wk_1)2 - (tk — tk:—l) = (AWk)Q — Atg.

Como Y j_; hao(th—1, Xp—1)At, — f: hzz(s, X (s))ds em probabilidade,
basta mostrar que

Sp 1= hax(tk-1,Xk—1)Hnk — 0 em probabilidade. (6.41)

k=1

Pode suceder que S,, ndo tenha momentos mas j& terd momentos
truncados para a truncatura

Sr(LN) = Z hzz(tk—h Xk—-l)anIN,k(w)
k=1
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com N >0e

) 1 se|X(ty;,w)| < N para todos os i < k
Ing(w) = { 0 caso contrério.
Como E[H,;] = 0, E[H2,] = 2(Atg)? e os Hyp (k = 1,2,..,n) sdo

independentes, vem E[S{" ]=0e

E[(S8")2) = St E [(hao(timr, Xem)Ina)*] E [H2,]
< 2maXe<i<h, (o)< [haa(t, 2) (X e (Atg)? — 0

. N) .
quando §, — 0. Para todo o N > ( fixo, vem S,(. ) a convergir
m.q. e, portanto, em probabilidade, para zero. O erro de truncatura

é P[Sm # SM] = Plmaxecicy | X(t)] > N]. Ora maxa<i<s | X ()] =
maxXe<i<p [X(a) + (¢ — a)F + (W(t) — W(a))G| < |X(a)| + (b— a)|F|+
|G| maxa<e<s [W(t) — W(a)| é uma v.a q.c. finita, pelo que P[S, # S&‘\’]
pode tornar-se tdo pequeno quanto se queira para N suficientemente
grande. Como P[|S,| > =] = P[]S,(.Ml > =] +P[S;, £ S,({\"], reconhece-
mos que P[[S,| > ¢] — 0 e, portanto, S, converge em probabilidade
para zero como pretendido.

Exercicio: Determine d(tW (t)) e use o resultado para mostrar que
Jy sdW (s) = tw (t) — Js W(s)ds.

Exercicio: Mostre que a equagio dY (t) = Y(#)dW(t) com Y(0) = 1
tem solugao Y (¢) = exp (W (t) — %) parat > 0.

6.7 Os célculos de It6 e Stratonovich

Vamos dar um exemplo de aplicacio do teorema de Ito para efeitos de
ilustragdo das regras especiais de cdlculo deste integral.

Seja X(t) = W(t) e h(t.x) = 2. Como X(0) =0e X(t) =
Wi(t) = fot Ods + jot 1dW(s), temos Ft.w) = 0 e G(t.w) = 1 e que
X(t) € um processo de It6. Usdmos o facto de a funcdo integranda
do segundo integral ser uma fungdo em escada com um tnico degrau
(onde toma o valor 1 para todo o w) correspondente a decomposicio
0=ty <t =t do intervalo [0,4], pelo que [} 1dW(s) = 1(W (1) —
Wi(to)) = W(t). Na forma diferencial vem dX(t) = 0dt + 1dW (t) =
dW(t). Vem Y(t) = h(t, X(t)) = W2(t). Pela férmula de Ito, obtemos
(pode usar a mneménica) dY (t) = 0dt + 2X(t)dX (t) + $2(dX(t))? =
2W (t)dW (t) +dt. Na form integral. atendendo a que Y (0) = 0, obtemos
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Y(t) = 2 [y W(s)dW(s) + [ dt = 2 [ W(s)dW(s) +¢t. Daqui vem o
resultado j& familiar (ver (6.7)) fot W(s)dW (s) = 3 (W3(t) — t).

A diferenca entre a férmula de It6 e a correspondente férmula do cél-
culo usual é que nesta o termo do desenvolvimento de Tavlor de segunda
ordem em x é desprezavel. Na férmula de It6, porém. este termo aparece.
De facto, consideremos um pequeno intervalo de tempo (t.t + At) com
At — 0 e seja AW = W (t+ At) — W (t). Vem E [(AW(t))?] = At. que
nao é desprezavel (ndo ¢ de ordem o(At)) e sugere a regra (dW(t))? = dt.
Isto deve-se a irregulatidade das trajectérias do processo de Wiener.
Com efeito. se W(t) fosse aproximado por um rz)rocesso diferencidvel
W (t), terfamos (AW(t))? = (g%lAt + o(At)) = o(At). que seria
desprezavel, aplicando-se as regrais usuais de calculo,

Esta é a razdo porque o cdleulo de Stratonovich, que verifica as regras
usuais de cdlculo, é recomendado como o célculo estocdstico adequado
quando femos uma equagao diferencial aleatdria “realista” com ruido
colorido (cujo integral, que aparece na forma integral da equagio, seja
um processo diferencidvel) e a aproximamos, por razdes de conveniéncia
matematica, por uma EDE “idealizada” com ruido branco (cujo integral.
que aparece na forma integral da equacio, € o processo de Wiener). De
facto, sob condigdes apropriadas (ver [3]. [24], [35], [40], [60]). se conside-

rarmos aproximagcdes suaves (ou mesmo poligonais) Wy, () de W (t) con-
vergindo para W (t) quando n — +oc, as solugdes das equacgdes diferenci-
ais aleatorias “realistas”™ (com W, (%)), que ndo sdo processos de Markov.
convergem para a solugao pelo calculo de Stratonovich da EDE “ideali-
zada” (com o processo de Wiener W (#)).

O céleulo de Stratonovich ndo tem as boas propriedades probabilis-
ticas do integral de It6 (como mostra o exemplo da Secgdo 6.1. em que
falha a propriedade da martingala e a do integral ter média nula) e
86 € aplicdvel a uma classe muito mais restrita de funcoes integrandas.
Mas, como vimos, parece ser o mais apropriado quando se usa uma
EDE (com ruido branco em tempo continuo) como aproximagio con-
veniente do comportamento dinimico de um fenémeno ocorrendo em
tempo continuo e perturbado por um ruido em tempo continuo ligeira-
mente colorido. Jd o cdlculo de Ité parece ser apropriado quando se
usa uma EDE (com ruido branco em tempo continuo =(t)) como aproxi-
magao conveniente do comportamento dinamico de um fenémeno ocor-
rendo em tempo discreto e perturbado por um ruido branco discreto (t).
De facto, como decorre da prépria forma de construgio do integral, as
solugdes das equagoes as diferengas estocdsticas X (tx + At) — X () =
S, X(8)) At + g{te. X (t))2(te)AL (tx = kAL com At > 0, k =
0,1,2,...) convergem, debaixo de condigdes adequadas, para as solucoes
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com N >0e

1 se|X(tni,w)| < N para todos os i < k
0 caso contrario.

I k(w) = {

Como E[Hyni] = 0, E[HZ,| = 2(Atg)? e os Hpy, (k = 1,2,...,n) séo
independentes, vem ]E[S,(IN)] =0e

E[(S$)?2]=Yr K [(hmak_l, Xk_l)IN,kf] E [H7]
< 2maXa<ich,jz|<N [Raa(t, )| fe; (Atg)2 — 0

quando 0, — 0. Para todo o N > Q fixo, vem S,(lN) a convergir
m.q. e, portanto, em probabilidade, para zero. O erro de truncatura
¢ PlSm # S) = Plmaxe<i<s |X(t)] > N]. Ora maxece<s | X (t)] =
maxe<e<p | X(a) + (t — a)F + (W(t) — W(a))G| < |X(a)| + (b—a)|F| +
|G| max,<i<p |[W(t)— W (a)| é uma v.a q.c. finita, pelo que P[S,, # SﬁlN)]
pode tornar-se tao pequeno quanto se queira para N suficientemente
grande. Como P[|S,| > ¢] = P[|S{| > e] +P[Sm # S], reconhece-
mos que P[|S,| > €] — 0 e, portanto, S, converge em probabilidade
para zero como pretendido.

Exercicio: Determine d(tW(t)) e use o resultado para mostrar que
Jy sdW (s) = twW (t) — [{W(s)ds.

Exercicio: Mostre que a equagdo dY (t) = Y (t)dW(t) com Y (0) = 1
tem solugdo Y (t) = exp (W(t) — %) para ¢t > 0.

6.7 Os calculos de Ito e Stratonovich

Vamos dar um exemplo de aplicagao do teorema de Itd para efeitos de
ilustragéao das regras especiais de cdlculo deste integral.

Seja X(t) = W(t) e h(t,z) = z°. Como X(0) = 0 e X(t) =
Wi(t) = fot Ods + fg 1dW (s), temos F(t,w) = 0 e G(t.w) = 1 e que
X(t) é um processo de Ito. Usdmos o facto de a funcgdo integranda
do segundo integral ser uma funcao em escada com um tnico degrau
(onde toma o valor 1 para todo o w) correspondente & decomposicao
0 =ty < t1 =t do intervalo [0,¢], pelo que th ldW(s) = 1(W(ty) —
Wi(tg)) = W(t). Na forma diferencial vem dX(t) = 0dt + 1dW(t) =
dW(t). Vem Y (t) = h(t, X(t)) = W3(t). Pela férmula de Itd, obtemos
(pode usar a mneménica) dY (t) = 0dt + 2X (t)dX (t) + 12(dX(t))? =
2W (t)dW (t) +dt. Na form integral, atendendo a que Y (0) = 0, obtemos
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Y(t) = 2 fy W(s)dW(s) + fdt = 2 [LW(s)dW(s) + t. Daqui vem o
resultado jé familiar (ver (6.7)) [y W(s)dW (s) = 1 (W2(t) - t).

A diferenca entre a férmula de It6 e a correspondente férmula do c4l-
culo usual € que nesta o termo do desenvolvimento de Taylor de segunda
ordem em z é desprezédvel. Na férmula de It6, porém, este termo aparece.
De facto, consideremos um pequeno intervalo de tempo (t.t + At) com
At — 0 e seja AW = W(t+ At) - W(t). Vem E [(AW(1))2] = At. que
nao € desprezével (ndo é de ordem o(At)) e sugere a regra (dW (¢))? = dt.
Isto deve-se & irregulatidade das trajectérias do processo de Wiener.
Com efeito, se W (t) fosse aproximado por um processo diferencigvel

= 2
W(t), terfamos (AW(t))2 = (d—‘LﬂAt + o(At)) = o(At), que seria
desprezével, aplicando-se as regrais usuais de cilculo.

Esta ¢ a razdo porque o cdleulo de Stratonovich, que verifica as regras
usuais de célculo. é recomendado como o cdleulo estocéstico adequado
quando temos uma equacgao diferencial aleatéria “realista” com ruido
colorido (cujo integral. que aparece na forma integral da equagao, seja
um processo diferencidvel) e a aproximamos, por razdes de conveniéncia
matemaética, por uma EDE “idealizada” com ruido branco (cujo integral,
que aparece na forma integral da equagéo, é o processo de Wiener). De
facto, sob condi¢des apropriadas (ver [3], [24], [35], [40], [60]), se conside-

rarmos aproximagdes suaves (ou mesmo poligonais) W, (t) de W (¢) con-
vergindo para W (#) quando n — +oc, as solucdes das equacdes diferenci-
ais aleatorias “realistas” (com W, (1)), que nao sio processos de Markov.
convergem para a solugao pelo cdlculo de Stratonovich da EDE “ideali-
zada” (com o processo de Wiener W (t)).

O célculo de Stratonovich ndo tem as boas propriedades probabilis-
ticas do integral de Ité (como mostra o exemplo da Secgdo 6.1, em que
falha a propriedade da martingala e a do integral ter média nula) e
s6 € aplicdvel a uma classe muito mais restrita de funcdes integrandas.
Mas, como vimos. parece ser o mais apropriade quando se usa uma
EDE (com ruido branco em tempo continuo) como aproximacao con-
veniente do comportamento dinamico de um fenémeno ocorrendo em
tempo continuo e perturbado por um ruido em tempo continuo ligeira-
mente colorido. Ja o célculo de Ité parece ser apropriado quando se
usa uma EDE (com ruido branco em tempo continuo =(#)) como aproxi-
magao conveniente do comportamento dinamico de um fenémeno ocor-
rendo em tempo discreto e perturbado por um ruido branco discreto (1).
De facto, como decorre da prépria forma de construgao do integral, as
solugoes das equagdes as diferengas estocasticas X (tx + At) — X (tx) =
flte, X (8)) AL + g(t. X(t))E(t) A (tx = kAL com At > 0, k =
0,1,2....) convergem, debaixo de condigdes adequadas, para as solugoes
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pelo cdlculo de Itd da EDE dX(t) = f(t, X(t))dt + g(t, X (t))dW (t)
quando At — 0.

Como os célculos de Ité e Stratonovich dio resultados diferentes,
parece ser importante nas aplicagdes, mesmo admitindo que as condigdes
sao apropriadas ao uso das aproximagdes acima referidas, destrincar se
o fenémeno dindmico ocorre intrinsecamente em tempo discreto ou em
tempo continuo, o que nem sempre é facil. Iremos ver mais tarde, para
uma ampla classe de modelos, que também nio é necessario.

Vamos agora falar do cdlculo de Stratonovich num contexto mais
geral que o do exemplo da Secgao 6.1. Vamos definir integrais estocdsticos
de Stratonovich apenas para fungdes G(s,w) em que a dependéncia do
acaso nao seja arbitraria mas feita através da solugao de uma EDE. Para
isso vamos trabalhar informalmente com EDE apesar de ainda nio as
termos estudado matematicamente.

Por solugéo segundo o cdlculo de Stratonovich de uma EDE
(8) dXi=f(t. X(£))dt +g(t, X (2))dW (),  X(0) = Xo, (6.42)

queremos dizer uma solugdo da correspondente equagio integral

X(t) = Xo—i-/o f(s,X(s))ds + (S)/0 g(s, X (s))dW (s) (6.43)

quando se usa o integral de Stratonovich (S) fot 9(s, X (s))dW (s). Tam-
bém dizemos que a EDE (6.42) é uma equacdo diferencial estocdstica de
Stratonovich. Usa-se o “(S)” para nao confundir com o integral de Ité e
o cdlculo de Ité. Também se usa em alternativa escrever fg 9(s, X(s)) o
dW(s) e dX = fdt+ g o dW(t). Para definir o integral de Stratonovich
(S) fot 9(s, X (s))dW (s), vamos exigir que G(s,w) = g(s, X (s,w)) (onde
X(s,w) é a solugdo de (6.42)) seja continua m.q. para adoptar uma
definicdo semelhante & usada no exemplo da Seccio 6.1 e, claro, que a
EDE (6.42) tenha solugao tnica (questoes a estudar mais tarde). Defi-
nimos entao

(9) J5 9(s. X ())aW (s) = [ (s, X (s)) o AW (s) =
Lim. Yoy g (tn e, Kbt XUt} (W (1, ) — W (tn )
(6.44)
onde 0 = tp0 < th1 < ... < tpp1 < tap =t (n = 1,2,...) sio
decomposigoes do intervalo de integragao [0,t] cujos didmetros J, =
maxg=1,.. n(tnk — tnk—1) — 0 quando n — +co.
Note-se a diferenca para o que resulta da definigao do integral de It6
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em condigoes semelhantes

Jo 9(s, X (s))dW (s) =
Lim. 375 9 (k=15 X (tnhe1)) (W (tn ) = W (tne_1))

integral que aparece na forma integral da EDE de It6
dX: = f(t, X(t))dt + g(t, X (£))dW (¢), X(0) = Xp. (6.45)

Comparando a expressdo do integral de It6 com a expressdo (6.44) do
integral de Stratonovich e usando um desenvolvimento de Taylor de
primeira ordem em torno de z = X (¢, k—1) e técnicas semelhantes as
usadas na demonstragdo do teorema de Itd (embora sem algumas das
complicagoes técnicas para a demonstragao das convergéncias visto tra-
balharmos com convergéncias m.q. em vez de convergéncias em probabi-
lidade). vem, para fungdes g(t,z) continuas em t e com derivada parcial
continua em z, que a EDE de Stratonovich (6.42) é equivalente (tem a
mesma solucdo) que a EDE de Ito

ax(t) = (£(t. X(0) + 3245 g5, X (1)) dt + (2, X (1))aWW (1
X(0) = Xo.
(6.46)
O leitor mais motivado poderd tentar a demonstragio, devida a [61] (ver
também [3]). Um trabalho relevante de Stratonovich é [54].
Esta relagao entre os célculos de It6 e Stratonovich (quando aplicada

a EDE) pode ser usada em sentido oposto, mostrando que a solligio da.
EDE de It6 (6.45) é equivalente & EDE de Stratonovich

()aX (1) = (#(t. X(0) - $2E D g(r, X (1)) dt + o(t, X (5))aW (1)
X(0) = Xo.
(6.47)
Esta relagao € muito 1itil porque podemos usar as regras usuais de célculo,
a que estamos mais habituados do que as regras do célculo ce Ité, para
resolver a EDE de Stratonovich (6.47), j& que a solucao assim obtida é
a solugao da EDE de It6 (6.45).
Das férmulas de conversao entre os dois célculos, vé-se que eles coin-
cidem quando ¢(t,z) nao depende de z.

6.8 O caso multidimensional

O integral de Tté pode ser facilmente generalizado ao caso multidimen-
sional. Nesse caso, trabalha-se com processos de Wiener padrao m-
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dimensionais W(s,w) = [Wi(s,w), Wa(s,w), ..., Wn(s,w)]T como
processos integradores e com fungdes integrandas G(s,w) =
[Gij(8,w)]iz1 . nijmr,....m COM valores matriciais-n X m (isto €, com va-
lores em R™*™)}. Note-se que as coordenadas do processo de Wiener
serem v.a. independentes ndo € restricao porque qualquer estrutura de
correlacio se obteria pré-multiplicando W (s) por uma matriz, a qual
pode ser absorvida em G(s). Vem para integral de Ité6 multidimensional

/ G(s,w)dW(s,w) = Z/ G1;dW;(s Z/ GrjdW;(s)|

que, como se vé, se obtém a custa dos integrais de Itd unidimenisonais
ja aqui definidos. Os resultados sdo também semelhantes. As familias
H?[0,t] e M?[0,t] para as funcdes integrandas definem-se de forma seme-
lhante ao caso unidimensional com a norma-L?* a ser definida da mesma
forma que (6.12) mas substituindo nela |G|?(s) (que era igual a G*(s))

por |G|? = (Z?:l PR G%) = trago(GGT). Quanto & expressio do

produto interno em H?[0,t], deve usar-se

(G,H), = (/Ot]E[trago(G(s)HT(s))]ds> )

Estamos agora habilitados a tratar sistemas de equagdes diferen-
ciais estocdsticas ou equagoes diferenciais estocdsticas multidimensio-
nais. Sejam dados um processo estocdstico m-dimensional X(s,w) =
[X1(s,w), Xo(s,w), ..., Xn(s,w)]T, uma fungio com valores n-dimensio-
nais f(s,x) = [f1(s,%), f2(8,%), ..., fn(5,%)]7 definida para (s,x) €
[0,t] x R® e uma fungdo com valores matriciais-n x m g(s,x) =
[gij(s,x)]izlw’n;jzlymm definida para (s, x) € [0, {]xR"™. Podemos agora
considerar um sistema de equagdes diferenciais estocdsticas (omitimos,
como ¢ habitual, o w para aliviar a notagéo)

X(t) = £(2, X(2))dt + g(t, X(£))dW (1),  X(0) = Xo,

onde Xg é um vector aleatério mensurdvel- Ay (portanto, independente
do processo de Wiener W(t)). O sistema de EDE é equivalente ao sis-
tema de equagdes integrais

X(t) = X0+/0 f(s,X(s))ds—}-/O g(s, X(5))dW(s).
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Quanto aos processos de Ité n-dimensionais X(t) (¢t € [0,d]), eles
tomam a forma diferencial

dX(t,w) =F(t,w)dt + G(t,w)dW (¢, w)

ou a forma integral

X(t,w):Xo(w)—l—/o F(s,w)ds—l—/o G(s,w)dW (s,w),

onde
e X é uma vector aleatério n-dimensional mensuréavel-Aq e, por-
tanto, independente do processo de Wiener. Pode, em particular,
ser uma constante n-dimensional deterministica.

e F é um funcao com valores n-dimensionais conjuntamente men-
surdvel adaptada & filtracdo A e tal que fod [F(s)|ds < +0 g.c.,
onde [F(s)[* = 30, (Fi(s))?

e G € A?[0,d] é uma fungdo com valores matriciais-n x m.

Na versao multidimensional do teorema e férmula de Ité, agora
h(t,x) = [h1(t,x), ..., hi(t,x)]T é um vector coluna de dimensdo k de
fungoes reais continuas definidas em [0, d] x R™ com derivadas parciais
continuas de primeira ordem em ¢, de primeira ordem em z; (: = 1, ...,n)
e de segunda ordem em z; e z; (4,7 = 1,...,n). Seja Y(¢) = h(t, X(¢)),
onde X(t) é o processo de It6 n-dimensional acabado de referir.” Repre-
sentamos por % o vector coluna de dimensao k das derivadas parciais

‘9(;‘{, por g—:‘( a matriz £ x n das derivadas parciais %ﬂ, por afzahz‘

' Lt
vector columa de dimensao k das derivadas parciais 5‘?{% e por %
a matriz n X n cujas coordenadas sdao os vectores 53'%, A férmula de

0%
1t6 toma o aspecto
dh dh 1 r 6%h
dY (t) = —dt + —dX(t) + =traco { GG" ——— | dt,
®) ot Ix ®) 5 8¢ OxIx

sendo as derivadas calculadas no ponto (¢, X(t)).

Exercicio: Mostre que, se X;(¢) e X2(t) sao processos de Ito, entdao
Y(t) = X1(t)X2(t) é um processo de Itd e d(Y () = Xi(t)dXo(t) +
Xo(t)d X (t)+d X, (t)dX2(t), usando mo célculo de d X (£)d X2 (t) a tabela
de multiplicacdo (dt)? = 0, dtdW; = 0, (dW;)? = dt, dW;dW; = 0
(i £ )
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Capitulo 7

Equacoes diferenciais
estocasticas

7.1 Teorema de existéncia e unicidade e principais
propriedades da solugao de uma equacao dife-
rencial estocastica

Seja dado um espago de probabilidade (Q, F, P), um processo de Wiener
padrao W(t) nele definido e uma filtragdo nao-antecipativa (As)sefo,d)-
Seja Xo uma v.a. mensurdvel-4y (logo independente do processo de
Wiener); pode, em particular, ser uma constante deterministica. Tendo
definido os integrais estocésticos de It6 no Capitulo 6, a equagio integral
estocéstica

X(t,w) :Xo(w)—l—/o f(s,X(s,w))ds—l—/O 9(s, X (s,w))dW (s,w) (7.1)

tem agora um significado para t € [0, d], desde que as fungdes F(s,w) =
f(s, X(s,w)) e G(s,w) = g(s, X (s,w)) sejam conjuntamento mensuraveis
nao-antecipativas-As, fot |F(s,w)|ds < +2¢ q.c. € fot |G(s,w)|2dW (s, w)
< 400 q.c. (isto é, G € M?[0,d]). Sdo estas as propriedades de um
processo de 1t que utilizdmos na Secgao 6.5. Claro que f e g precisam
de satisfazer certas condi¢des para que se possa garantir que F e G
satisfazem essas propriedades. Atribuido agora um significado & forma
integral (7.1), a correspondente equagdo diferencial estocdstica (de 1t6)

dX (t,w) = f{t, X (t,w))dt + g(t, X (t,w))dW (t,w)  X(0,w) = X(E(w))
7.2

83
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tem agora sentido para ¢ € [0, d).

Isso nao significa que a EDE (7.2) tenha necessariamente solugao ou
que, tendo solucio, a solucao seja Unica. Para isso, precisamos de exigir
que as funcgoes f e g satisfacam certas condigoes. Como no caso das
equagoes diferenciais ordinarias, faz falta uma condicdo de restricao ao
crescimento destas fungbes para evitar a explosdo da solugao (solucéo
a divergir para oo em tempo finito) e uma condigido de Lipschitz para
garantir a unicidade.

Designemos por £ o conjunto das fungoes reais conjuntamente men-
surdveis-Borel ! h(t,z) de dominio [0,d] x R satisfazendo, para algum
K >0eparatodoot€[0,d] ezyeR, as propriedades seguintes:

o |h(t,z) — h(t,y)| < K|z — y| ( condi¢do de Lipschitz)

o |ht,z)| <K (1+ |x|2)l/2 ( restri¢do ao crescimento).

No que se segue vamos usar a convengao habitual de nao explicitar a
dependéncia do acaso w nas v.a e processos estocdsticos que utilizarmos,
mas convém termos sempre presentes que ela estd implicita e, por isso,
quer o processo de Wiener, quer a solucdo das EDE, dependem de w.

Teorema (Existéncia e unicidade e algumas propriedades da
solucao de uma EDE de 1t6)

Seja Xo € L? (isto é, Xo tem varidncia finita) uma v.a. mensurdvel-
Ag (logo independente do processo de Wiener) e considere-se no intervalo
de tempo [0,d] (d > 0) uma equagdo diferencial estocdstica (subentende-
se de Ité)

dX, = f(t, X (t))dt + g(t, X(£))dW(t),  X(0) = Xo, (7.3)

ou a correspondente equagdo integral estocdstica

X(t) = Xo —I—/O F(s, X (s))ds —l—/(; g(s, X(s))dW(s) (7.4)

(com o segundo integral interpretado como integral de It6). Suponhamos
que f,g € €.
Entao:

a) Eziste um processo estocdstico X (t) = X (t,w) (t € [0,d]) g.c. con-
tinuo que € solugdo de (7.3), isto é, com probabilidade um, X(t)
satisfaz (7.4) para todo o t € [0,d].

LPor fungdes conjuntamente mensurdveis-Borel em s e z, queremos dizer que sao
fungdes mensuraveis com respeito a dlgebra-o produto das dlgebras-o de Borel de
[0,d] e de R.



Introducao as EDE e aplicacgoes 85

b) A solugio € g.c. unica (diremos simplesmente “inica”) no sentido de
que, dadas duas solugdes g.c. continuas X (t) e X*(t), se tem

sup |X(¢) — X*()| =0
0<t<d

com probabilidade um.

c) Tem-se
[(X(t))] ( +E [(X0)?]) exp(K (K + 2)t) — 1
E[(X(t) — X0)?] <2K (d +1) (1+E [(X0)?]) texp(K (K + 2)t).

(75)
d) A solugio X (t) estd em H?[0,d] e é continua em média quadrdtica.
e) A solucio X(t) é um processo de Markov com distribuicdo inicial

tgual a distribuicdo de Xo e com probabilidades de transi¢do
P(t,Bls,r) = P[Xsz(t) € B] (s < t). Denotdmos por X, ,(t)

a solugdo gq.c.  continua inica de dX(t) = f(t,X(t))dt +
g(t, X (t))dW(t) com condigdo inicial X (s) = x, isto é, a solucdo
de

X(t)::c—i—/ f(u,X(u))du+/ g(u, X (w))dW (u).

f) Se f e g forem também continuas em t, entdo a solugdo X (t) é um
processo de difusao com coeficiente de tendéncia a(s,z) = f(s, )
e coeficiente de difusio b(s,z) = |g(s, z)|?.

Nota: Admitindo condi¢des de regularidade suficientes para f e g, se
considerdssemos uma EDE de Stratonovich

(S) dXy = f(t, X(£)dt + g(t, X (£))dW (),
como ela é equivalente a EDE de Ito

¥, = (ste.xe)+ 3 28X g0 x) ) ae+ g0, x@0aW 0,

a sua solucao sera um processo de difusio com coeficiente de tendéncia
a(s,z) = f(s,x) + %Q%i‘—zlg(s,x) = f(s,z) + 18"(;:) e coeficiente de
difusao b(s,z) = |g(s, z)|?.
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7.2 Esboco da demonstragao do teorema de existén-
cia e unicidade

Apresentamos o esbo¢o da demonstragéao do teorema da Seccio 7.1, o
qual pode ser dispensado numa primeira leitura. Para mais pormenores
sobre sugerimos a consulta de [3], [51], [32], [53] ou [59] (obras também
lteis sobre outros aspectos das EDE).

Demonstragao da unicidade

Sejam X(t) e X*(t) duas solugdes q.c. continuas. Note-se que
Ft, X)), gt, X(t), ft X*(1)) e g(t,X*(t)), sendo funcdes mensu-
réveis-Borel de fun¢Ges ndo-antecipativas, também sao ndo-antecipativas.
Poderiamos trabalhar com E[| X (¢)— X *(¢)|?], mas, neste momento, ainda
n&o provamos que este momento existe, pelo que o iremos substituir pelo
momento truncade E[| X (£) - X™(¢)|*In (t)] com In(t) = 1se [X(u)| < N
e X" (u)| < N para 0 <u <teIy(t) =0 caso contririo. Note-se que
In(t) é nao-antecipativa e Iy (t) = Ix(t)In(s) para s <t Como X (t) e
X~ (t) satisfazem (7.4), vem, atendendo a que (a+b)> < 2a” + 202,

E[X(t) - X~() L ()] =
E [In(0) (f; In(5)(F(5, X(5)) = f(5.X*(5)

)ds

Jo Tn(5)(a(5. X (8)) — g3, X" (s)))dWW ( )]

2E (Jo In(s)(f (s, X(s)) = f(s, X" (s)))ds z]
e | (4§ Iv(eMote. X)) = ol X)) ) .

Usando a desigualdade de Schwarz (que., em particular, diz que

fo (s)ds)? fo 12%ds fo ©?(s)ds), o facto de t < d e a propriedade
de preservagao da norma dos integrais estocdsticos (quando as fungdes
integrandas estao, como é o caso aqui em virtude da truncatura, em

H?[0,d]), vem

E[LX (1) - X(O)P Iv (1)) <
2 [, E [J(sx 5. X(s)) - f( X*(s
2 [°E [In (s){als, X(5)) - gis. X*(s))
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Logo, com L = 2(d + 1)K?, vem, pela condicio de Lipschitz,

E[

X(0) - X" (0P In@)] < L / B

X(s) = X*(s)PIn(s)] ds.  (7.6)

Aplicando o lema de Bellman-Gronwall ? , também conhecido por de-
sigualdade de Gronwall, obtemos E[|X(t) — X*(#)|*In(t)] = 0. o que
implica que In(£) X (t) = In(£)X*(t) gq.c. Ora

PlIn(t)£1em [0,d]] < P [Oiligd | X ()] > N] +P Ls;ii)d[X*(t)] >N

e, como X (t) e X*(t) sdo (devido & continuidade q.c.) limitadas q.c. em
[0, d], ambas as probabilidades do lado direito podem tornar-se arbitrari-
amente pequenas para N suficientemente grande. Logo X (t) = Y (¢) q.c.
para cada t e, portanto também para todo o ¢ € QNI0,d] (Q é o conjunto
dos racionais). Devido & continuidade, vem q.c. X(t) = Y () para todo
ot €[0,d] e, portanto, supgc,«q [ X () — X*(t)| =0 q.c.

Demonstragao da existéncia

A demonstragao da existéncia baseia-se no mesmo método de Picard
que € usado para as equagoes diferenciais ordinarias. Trata-se de um
método recursivo de aproximagoes sucessivas que comeca com

Xo(t) = Xo ..

=1
~1
~—

€ usa a recursao
t ¢
Xnr1(t) = Xp +/ f(s,Xn(s))ds—i—/ (s, Xn(8))dW(s). (7.8)
0 0

Vamos provar que X, (¢) (n = 0,1,2,...) sdo fungdes q.c. continuas
e que a sucessao por elas formada converge uniformemente g.c. O seu
limite, que resulta entdo uma fungéo q.c. continua, é, como mostraremos,
solucao da EDE.

Note que, por ser Xo € L?, vem supg<;« 4 E[(Xo(t))?] < 400 e vamos
ver que X, (t) € L? e supg<;<4 E[(X,(t))?] < +oo para qualquer n, para
o que se usa o método de indugio. Com efeito, supondo a propriedade

20 lema de Bellman-Gronwall diz que, dadas fungdes p(t) > 0 e h(t) inte-
gréveis em [a,b]. se p(t) < Lfot @(s)ds + h(t) para todo o t € [a,b] com L cons-
tante positiva, entdao ¢(t) < Lfot exp(L(t — s))h(s)ds + h(t) para todo o t € [a.b].
Uma demonstragdo pode ser vista em [33]. Aqui aplicou-se o lema as fungdes
#(t) = E[IX(£) — X*()2Ln (8)] e h(t) = 0.
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vélida para n — 1, vemos que ela é vélida para n porque

E[(Xa(t)?] £ 3E[(X0)?] +3K2d [ (1+E [(Xn=1(5))?]) ds+
3K f5 (L+E[(Xn-1(8))2]) ds =

3E t(Xo)?] +B [y (14+E[(Xa-1(s))?]) ds <

3E [(Xo)?] + Bd (1+ supyzyga E [(Xaa (0)2])
(7.9)

com B = 3K?(d + 1), onde usdmos a restricdo ao crescimento e a pro-

priedade de preservagéo da norma do integral, bem como (a + b+ c¢)? <

3a? + 3b% + 3¢? e a desigualdade de Schwarz.

Entédo, podemos usar um raciocinio andlogo ao da demonstracio de
(7.6), mas sem necessidade agora de recorrer a truncaturas (porque os
momentos nao truncados existem), para obter

¢
B X ()~ XuOF1 L [ E[IXals) = Xps()P] ds. (7.10)
0
Iterando (7.10) obtemos (pode demonstrar por indugio)

t (4 yr=1
B X0 = X)) < 20 [ SR [1000) - Ko s

1!

Pela restricao ao crescimento, vem

E [ X1(s) = Xo(s)[*] = Bl 3 £(5, Xo)ds + J5 g(s, Xo)dW (s)]?] <

2K2(d+ 1) f;(1+ E[(X0)2])ds < 2K2(d + 1)d(1 + E[(Xo)?]) =: M,
pelo que

sup E[|Xnt1(t) — Xn(®)|?] < M(Ld)™/nl.
0<t<d

Vem

d, = Sliipogtgd [ Xn41(t) — Xn(t)] <
J3 155, Xn () = £, Xna(s))] ds+
SUPogesa |y (95, Xn(s)) = 9(s, Xa-1(5))) AWV (5)|.

Utilizando (6.28) e a condigao de Lipschitz, vem

B [(dn)?] < 2K [ [1Xn(5) ~ Xuma (6)7] dit

8K [ E [|Xn(s) — Xn—1(s)[?] ds <
(2K%d + 8K2)dM (Ld)"~/(n — 1) = C(Ld)" ' /(n — 1)!.
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Pela desigualdade de Tchebyshev, vem

2 Pldy > 1/2771] < 3. 220-DE[(d,)?] <
O3 (ALd) ™" /(n—~ 1)l < +oo.

Pelo lema de Borel-Cantelli, vem
P[d, > 1/2""" para infinitos valores de n] = 0,

pelo que, a partir de certa ordem, vem d,, < 1/2"~! q.c. Entéo, como a
série ZZ:J di é convergente, a série cuja sucessio das somas iniciais é

Xalt) = Xo®) + 3 (Xes1 (8) = Xa(6))
k=0

(os termos sdo majorados pelos di) converge uniformemente q.c. em
[0,d].

Isto mostra a convergéncia q.c. uniforme em [0,d] de X,(t) quando
n — +00. Designemos o seu limite por X (t). Como as fungdes X, (t) séo
obviamente nao-antecipativas, 0 mesmo sucede a X (t). A continuidade
q.c. das X,(#) e a convergéncia uniforme implicam a continuidade q.c.
de X (t). Obviamente, pela restri¢do ao crescimento e continuidade q.c.
de X(t). vem fof |f(s, X(s))|ds < fot(l + | X(s)*)V%ds < +0 qe. e
fol lg(s, X (s))]?ds < f(;(l + [ X (5)[>)ds < + q.c., pelo que X(t) é um
processo de Ité e os integrais que aparecem em (7.4) fazem sentido.

S6 falta ver que X (t) satisfaz (7.4) para t € [0,d]. Apliquemos li-
mites em probabilidade a ambos os membros de (7.8). O lado esquerdo
Xn(t) converge em probabilidade para X (t) (a convergéncia é até q.c. e
uniforme). Do lado direito, temos:

e Os integrais fot f(s,Xn(s))ds convergem q.c. (e, portanto, em
probabilidade) para fot f(s,X(s))ds. Com efeito, a condicio
de Lipschitz implica ‘fot f(s, Xn(s))ds —fot f(s, X(s))ds| <
K [ 1Xn(s) — X(s)|ds — 0 q.c.

e Osintegrais fg 9(s, Xn(s))dW (s) convergem em probabilidade para

fot 9(s, X (s))dW(s). Com efeito, a condicao de Lipschitz implica

Jo 19(s: Xn(s)) = (s, X(s))ds < K [7|Xn(s) = X(s)?ds — 0
q.c., e daf (ver Secgéo 6.5) resulta o pretendido.

e Logo, o lado direito Xo + [ f(s, Xn(s))ds+ 5 s, Xn(s))dW (s)
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converge em probabilidade para

X0+/0 f(s,X(s))ds—k/O g(s. X (5))dW (s).

Como os limites em probabilidade sdo q.c. iguais, vem

X(t) = Xo —l—/o f(s, X(s))ds +/O g(s, X (s))dW (s) q.c.,

ou seja X (t) satisfaz (7.4).

Demonstragio de que X (t) estd em H?[0,d] e supp<;cyE [(X’(t))ﬂ <
+0o0

De (7.9), fazendo h,(t) = 1 + E[(X,(t))?], tira-se hn(t) < 3ho+
Bfot hn_1(s)ds. Tterando sucessivamente, vem

ha(t) < 8ho+ 3hoBt + 3ho B 1 4 3ho BUTL 4

(n
B [y Lol (s)ds <

3k (1 + B4 B —,L) < 3hoeBt,

donde E[(Xn(t))%] < 3 (1 +E [(X0)?]) ePt e, fazendo n — oc, vem, pelo
teorema da convergéncia dominada,

E [(X(1))*] <3(1+E[(Xo)?])e®. (7.11)

Claro que daqui resulta que X(t) € H?[0,d] e SUPp<i<g E [(X(t))z} <
+00.

Demonstragao de que F(s,w) = f(s, X(s,w)) e G(s,w) = g(s, X (s5,w))
estdo em H?|0, d|

Do resultado anterior resulta que fo [F3(s, X (s)))ds
K? jot (I+E[X%s)])ds < +oo e que Ju Elg?(s, X (5))]ds
K? [ (1+E[X%(s)]) ds < +00, pelo que F e G estio em H2[0, [0,].

Daqui resulta, em particular, que o integral estocdstico
fot g(s, X(s))dW(s) é uma martingala.

<
<
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Dedugao de (7.5)
Pela férmula de Tto (ver (6.36)), vem

= s t
Sy (2X(8) (5. X(5)) + 6(5, X (s))) ds + [, 2X(s)g(s,X(s))dnE(s).)
7.12
Aplicando esperangas matemdticas vem

E[(X(©)] = E[(Xo)] + | E[X()f(5,X(5) + 85, X ()] ds.

Admitiu-se que o integral estocéstico tem esperanca nula apesar de nao
termos mostrado que a fungao integranda esteja em H?2[0,d]. Rigorosa-
mente deviamos ter truncado X () em médulo por N, o que garante a
nulidade do integral estocastico, e passado ao limite quando N — +o0.

Usando a restrigao ao crescimento e o facto de |z| < (14 22)!/2, vem

E[(X(8)?] <
E[(Xo)?] + [y E [’)KI‘X(S)\(I + X ()2 + K21+ |X(s)[?)] ds <
E [(Xo)?] + K(K +2) fo [(1+E[X(s)%])] ds

Ponha-se p(s) = 1 + EH)&( )?] e h(t) = A = 1+ E[|X0|?], note-se que
ety=h+ K(K+2 fo ©(s)ds e aplique-se a desigualdade de Gronwall

para obter 1 +E[|X(s)[?] < h+ K(K 4 2)eXK(K+2)t fo e~ K(K+2)spds, de
onde resulta a primeira igualdade de (7.5).

e (7.4), elevando ao quadrado e aplicando esperancas mateméticas,
vem

E [(X(t) — Xo)?] <2 Ufo s)&(s))ds”+

2E[’j6qs X (s))dW (s) 2]

2t [, E [If(* X)) N ds+2 [ E [[g(s, X (s))]2] ds <
2(d + 1)K? fo (1+E[|X(s)]?]) ds.

Aplicando a primeira expressio (7.5) e majorando eX® no integral por
Lt obtemos a segunda expressao.

A solugao € continua m.q.

Parat > s, X (t) é também solucio de X (t) = X(s)+f: flu, X (u))du
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+ f; g(u, X (u)dW (u). Como a condigao inicial é agora X(s) no instante
§ € 0 comprimento do intervalo é t — s, vem da segunda relagao de (7.5),
que

E [(X(t) — X(s))?] < (7.13)
KA+ 1) (1+E [(X())%]) (t - 5) exp(K(K +2)(t — ) ("
atendendo & primeira relagdo de (7.5), podemos majorar 1+ E [(X(s))?]
por (1+E [(X(0))?]) eX5+24, Concluimos que E [(X(t) - X(s))?] —
0 quando t — s — 0, 0 que prova o pretendido.

A solugdo € um processo de Markow

Seja 0 < s <t < d. A justificagio intuitiva de que X(t) € um
processo de Markov vem do facto de X (t) = X x(s) (), isto é, de X(t)
poder ser obtido no intervalo [s,t] como solugao de X(t) = X(s) +
f: flu, X (u))du + f: g(u, X (u)dW (u). Logo X(t) fica definido & custa
(como funcéo) de X, e de W (u)—W (s) (u € [s.d]). pelo que é mensurdvel
para o(X(s), W(u) — W(s) : s < u < t). Como X(s) é mensurdavel-4;
e, portanto, independente de (W (u) — W(s) : s < u < t), concluimos
que, dado X (s), X(t) s6 depende de o(W (u)— W(s): s <u < t). Como
o(X(u) : 0 < u < 5) C A, é independente de (W (u) — Wi(s):s<u<
t), também X(t), dado X (s), é independente de o(X(u):0<u<s)e,
portanto, é um processo de Markov.

Uma demonstragdo formal pode ver-se, por exemplo, em [34], [3] e
32).

A solugdo €, para f e g continuas em t, um processo de difusao

Seja 0 < s <t<deA =t—-s Condicionando em X(s) = z,
obtemos de (7.13)

Esqe [(X(1) = X())?] < 2K*(d+1)(1+2%)(t — s) exp(K (K + 2)(t—s));
(7.14)
expressoes semelhantes podem ser obtidas para momentos de ordem par

E, o [(X(t) - X(s))*] < C(1+2*)(t — s)" exp(D(t —s)), (7.15)

com C e D constantes positivas adequadas. Fica como exercicio para
o leitor obter expressdes do género da segunda expressdo de (7.5) para
outros momentos de ordem par 2n no caso de Xy € L2 ¢, daf, de-
duzir (7.15) notando que a condigéo inicial z é agora deterministica e,
portanto, tem momentos de todas as ordens. Dado X(s) = xz, vem
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X{(t) = X, .(t), pelo que

Es,o[(X (1) ~ X ()] == E[(X(8) — 2)*|X (s) = 2] = E [(X,0(t) — 2)"] .

Devido a (7.15), estes momentos existem para todo o k = 1,2,3,4,.
Como ja sabemos que X (t) é de Markov e tem trajectérias q.c. contmuas
basta mostrar (5.1), (5.2) e (5.3).

Claro que f e g s@o fungdes continuas na varidvel z também, devido
a condicao de Lipschitz.

De (7.15) com n = 2 vem que E;, [(X(s+ A) — z)*] < AA?, com
A = C(1+x°") exp(Dd) constante, pelo que 2Eoo [(X(s+A) - z)] —
0 quando A — 0. Logo

1

P [X(s+A)—2] >4 < ZS%ES@ [(X(s+A)—2)1] -0

1
A
e resulta (5.1).

Partindo de (7.4), como o integral estocéstico tem esperanca nula,
obtemos

Eor [X(s+A) —a] = [T, 2 [f(u, Xo 0 (u)) du =

s+A s+A , (716)
i At Ydu+ [TV E L [(f(uy X 2 (w) — f(u.z))] du.
Vem também, usando a condigdo de Lipschitz, a desigualdade de
Schwarz e (7.14),

L2 B [(F 0 X)) = f(,2))] du| <
Al/2 (f”“‘ Esz [If(u, Xsz(u)) = f(u,z) ]

KAY2 ([ Ba [ Xua) o] au) " <

KAY2 (2K?(d+1)(1 + 22)Aexp(K (K + 2)d))"/* A2 = BA%/?
(7.17)
com B constante nao-dependente de s. A continuidade de f em t no
intervalo fechado [0, d] é uniforme, pelo que, dado £ > 0 arbitrario, existe
um A > 0 independente de s tal que

I fuz)du — f(s, x)A]

7.18
S (Fn) — f(5,2)du| < [ eds = e (718)

De (7.16), (7.17) e (7.18), obtém-se (5.2) com a(s, z) = f(s, ).
Para obter (5.3) com b(s, z) = g*(s, z), parte-se de (7.12) em vez de
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(7.4), usando também a condigéo inicial X (s) =  em vez de X(0) = Xo,
e usam-se técnicas semelhantes.
Estéd concluida a demonstracao do teorema.

7.3 Observagoes e extensdes ao teorema de existén-
cia e unicidade

O teorema usa uma técnica recursiva ((7.7) e (7.8)) para construir a
solucéo da EDE. Esta técnica permitiria mesmo obter uma aproximacao
tao boa quanto desejado da solu¢do, mas normalmente a convergéncia
para a solucéo é lenta e o método pouco praitico. Para métodos mais
expeditos de resolugédo numérica e de simulacio de EDE, remetemos o
leitor para [41] e [42].

A condicao Xy € L? (Xo ter variancia finita) nao é necessaria para a
existencia se solugdo e, embora essa condicdo tenha sido usada na demons-
tragao, seria dispensavel usando uma técnica de truncatura de Xp a um
intervalo [—=N, N] (a v.a. truncada j4 estaria em L2) seguida da pas-
sagem ao limite quando N — +oc. A condigao também nao faz falta
para provar a unicidade e continuidade da solucdo ou para o facto de
ela ser um processo de Markov ou de difusdo, mas faz falta para as pro-
priedades que envolvam existéncia de primeiros e segundos momentos
da solugdo. Alids, se Xy € L*", as solucdes da EDE tém momentos de
ordem 2n.

Para a existéncia e unicidade da solugdo também nao é essencial
a condigdo de Lipschitz, basta que f e g satisfacam uma condigio de
Lipschitz local. Diz-se que uma fungio h(s,z) de dominio [0,d] x B
satisfaz uma condi¢do de Lipschitz local se, para todo o N. existir um
Kn >0 tal que, para todo ot € [0,d] e |z] < N, |y| < N, vier

Ih(t’x) - h(t’ y)| < I{N|'r o y| (7'19)

A demonstracao da existéncia de solucdo usa um técnica de truncatura
de X(s) ao intervalo [-N, N] seguida da passagem ao limite quando
N — +o0.

A restrigao ao crescimento e a condigao de Lipschiz de f(t,z) e g(t, z)
nem sempre precisam de verificar-se para todos os pontos z € R, ou
z € Rey € R. Basta que se verifiquem para um conjunto D C R
caso a solugao X (t) da equagao tenha contradomdénio contido em D com
probabilidade um. Com efeito. se isso suceder, podemos substituir feg
por outras fungoes a elas idénticas em D e nulas fora de D, que nada se
altera.
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Dados f e g, podemos dizer que a EDE dX(t) = fdt + gdW(t),
X(0) = Xy, ou a equagdo integral estocéstica correspondente X (t) =
Xo+ fg f(s, X (s))ds + fg g(s, X (s))dW (s), é uma correspondéncia que
transforma uma v.a. Xo e um dado processo de Wiener {W(t)}+cqo.q]
(num dado espago de probabilidade com uma certa filtragao nao an-
tecipativa A;) na solugao {X(t)}¢c(0,q da EDE, a qual estd adaptada
3 filtracdo. Se mudarmos o processo de Wiener escolhido, altera-se a
solucdo. Este tipo de solugdo, que foi a que nds estuddmos (e que se
subentende quando nada se diz), também se chama solucdo forte. Claro
que, uma vez escolhido o processo de Wiener, a solucao é quase certa-
mente Unica e, a cada w corresponde o valor de Xo(w) e uma trajectéria
{W(t,w)}tef0,q do processo de Wiener, que é transformada pela EDE
(ou equagdo integral correspondente) numa trajectéria {X(t,w)}seio,q
da solugao da EDE.

Podem também definir-se solugdes fracas, que correspondem a situ-
acdo em que sdo apenas dados f, g e Xo e se procura um espago de
probabilidade e um par de processos {X (t)}1c[0,q] € {W (t)}tefo,q) de tal
forma que se tenha X () = Xo + f; f(s, X(s))ds + fg g(s, X (5))dW (s).
A diferenca é que, enquanto na solugao forte, o processo de Wiener era
dado a priori e escolhido arbitrariamente, ficando a solugéo (forte) de-
pendente do processo escolhido, agora o processo de Wiener é obtido a
posteriori e faz parte da solugdo do problema. Hé que ter cuidado para
que se considere uma filtracio A, & qual X (t) esteja adaptado e para
a qual o processo de Wiener W (t) seja uma martingala-A;. E possivel
estender a defini¢io do integral estocdstico fot g(s, X(s))dW (s)- a esta
situacdo, mesmo quando X (¢) ndo estd adaptado & filtragao gerada pelo
processo de Wiener e pela condi¢éo inicial.

Claro que uma solugao forte é também uma solugdo fraca, mas o
reciproco é falso. Um contra-exemplo pode ser visto em [51], em que se
mostra que uma dada EDE nao tem solugdes fortes mas tem solugoes
fracas.

A unicidade que considerdmos no teorema da Seccdo 7.1 é a unici-
dade forte, isto é, dadas duas solugdes, as suas trajectdrias coincidem
completamente com probabilidade um. Também se pode definir uni-
cidade fraca, que significa que, dadas duas solugdes (fortes ou fracas),
as suas trajectérias tém as mesmas fungdes de distribuigao de dimen-
sdo finita. Claro que a unicidade forte implica a unicidade fraca, mas
o reciproco é falso. Nas condigdes do teorema da Secgéo 7.1, verifica-se
que quaisquer solugdes, fortes ou fracas, sao fracamente tinicas. De facto,
dadas duas solucdes, sejam fortes ou fracas, elas sdo também solugoes
fracas. Sejam elas (X (¢), W(t)) e (X*(t), W*(¢)). Entéo, como existem
solucdes fortes, sejam X (t) e Y(t) as solugoes fortes correspondentes a
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W(t) e W*(t)). Pelo método de Picard das aproximacdes sucessivas dado
por (7.7)-(7.8), as sucessoes aproximadoras tém as mesmas distribui¢oes
de dimensao finita, pelo que o mesmo sucede aos seus limites q.c., que
sao X (t) e Y(¢).

Repare-se que, satisfeitas as condigées do teorema de existéncia e
unicidade, do ponto de vista probabilistico, isto é, das funcdes de dis-
tribui¢ao de dimensao finita, ndo hé diferenca entre solucdes, sejam fortes
ou fracas, pelo que se pode trabalhar com solugdes fracas para determi-
nar as propriedades probabilisticas da solucao forte.

Por vezes nao sdo vélidas as condigdes de Lipschitz ou de restricao
ao crescimento e nao hé garantia de existéncia de solugao forte. Importa
nesses casos ver se existem solugoes fracas. Condigoes de existéncia de
solugoes fracas podem ver-se em [55] e [37]. Um outro resultado interes-
sante (ver [37]) € que, se existir solugdo fraca e se houver unicidade forte,
entao hd solucdo forte.

Vimos que, quando f e g, além de satisfazerem as restantes pro-
priedades do teorema da Sec¢ao 7.1, eram continuas no tempo, a solu¢io
da EDE era um Processo ¢ de difusdo com coeficiente de tendéncia ft,x)
e coeficiente de difusao g2(t, x).

O problema reciproco é também relevante. Dado um processo de
difusdo X(¢) (¢ € [0,d]) num espaco de probabilidade (Q2, F, P) com
coeficiente de tendéncia a(s, z) e coeficiente de difusdo b(s, z), serd que
existe uma EDE da qual o processo seja solugao fraca? Sob condi¢oes
de regularidade adequadas, a resposta é positiva. Para alguns resultados
ver [55], [37] e [34]. Assim hd de certa forma uma correspondéncia entre
solucdes de EDE e processos de difusao.

No caso particular de f e g nao dependerem do tempo (e satisfazerem
as condigdes do teorema da Secgéo 7.1), serao automaticamente funcoes
continuas do tempo e a solugdo da EDE serd um processo de difusio
homogéneo com coeficiente de tendéncia f(z) e coeficiente de difusao

g°(x). Neste caso, a EDE diz-se uma equagdo diferencial estocdstica
autonoma e a respectiva solugao também se diz uma difusdo de It6. Note-
se que neste caso nao é necessario verificar a restricao ao crescimento
porque ela é uma consequéncia da condicdo de Lipschitz (a Unica que
€ entao preciso verificar). No caso auténomo podemos trabalhar com
t € [0,+00) ja que f e g nao dependem do tempo.

No caso auténomo, nas condigdes do teorema da Seccdo 7.1, pode
mesmo concluir-se que a solu¢do da EDE é um processo de Markov forte.
Veja-se [34] ou [51].

No caso auténomo, desde que estejamos a trabalhar em dimensao
um (isto é, ndo podemos generalizar a sistemas de EDE), podemos obter
resultados mesmo quando falha a condigdo de Lipschitz mas f(z) e g(z)
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tém derivada continua (note que a existéncia de derivada continua limi-
tada implica a condi¢do de Lipschitz mas, se a derivada néo for limitada,
a condicao de Lipschitz pode falthar). Neste caso, prova-se que existe uma
solugao (forte) Unica até a um instante de explosdo T (w); a condigio
de Lipschitz ¢ suficiente mas nao necessiria para evitar explosoes (isto
é. para ter Too = +00 q.c.). H& um teste que permite saber se haverd ou
nao explosao, o teste de Feller (ver [48]).

Podemos ter equacées diferenciais estocdsticas multidimensionais. O
enquadramento é semelhante ao dos processos de 1t6 multidimensionais
da Secgdo 6.8, sé que agora usa-se G(s,w) = g(s, X(s,w)) e F(s,w) =
f(s,X(s,w)). A condigao de Lipschitz e a restricio ao crescimento de
f e g no teorema de existéncia e unicidade sao idénticas com |x — y| a
significar a distdncia euclideana. A validade dos resultados do teorema
da Secgao 7.1 permanece. Quando a solugao é um processo de difusao, o
coeficiente de tendéncia é o vector f e o coeficiente de difusao é a matriz
gg’.

Note-se que, neste caso, dado um processo de difusao com coeficiente
de tendéncia a e coeficiente de difusdo b, hd vérias matrizes g para as
quais gg7 = b, mas todas elas dio as mesmas propriedades probabilis-
ticas para as solugoes da EDE, pelo que, do ponto de vista das solugdes
fracas, é indiferente qual delas se escolhe.

O tratamento deste Capitulo permite incluir EDE do tipo
dY (t) = F(t,Y (£), W (£))dt + g(t, Y (), W ()W (1), |

acrescentando a equagao dW () = dW () e trabalhando a duas dimensoes
com o vector X(t) = [Y(t), W ()] e a EDE

dX(t) = ( i >dt+ ( g )dW(t).

A condigao inicial é da forma X(t) = [Yp,0]7. Note que f(t, Y (t), W (t)) =
F(LX(1) e glt,Y (£), W(2) = g(t, X ().
Também se admitem funcgdes f e ¢ que tenham uma dependéncia

do acaso w mais geral do que s6 depender dele através de X (s), mas é
preciso que se mantenha o caticter nao-antecipativo.

Finalmente, podemos considerar equagdes diferenciais estocdsticas de
ordem superior da forma (aqui o expoente “(n)” representa a derivada
de ordem n)

Y™ (@) = (8 Y (), ... YOV @) + g(t, Y (), ..., YO D (£))e(8)
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com condigdes iniciais ¥ (?(0) = a; (i = 0,1,...,n — 1). Usa-se a mesma
técnica que nas EDO trabalhando com o vector

X() = [Y (), YO ). YD ()T
e a EDE
y(l)(t)
ax@=| Y20 |g.
F(6,X() g(t,

0
0
) dW (t).
X(t)



Capitulo 8

Estudo do modelo de
Black-Scholes

8.1 Estudo pelo calculo de Ito

O modelo de Black-Scholes foi referido no Capitulo 3 e pode, entre ou-
tras coisas, ser usado para modelar a cotacdo de uma acgao na bolsa
e também o crescimento de uma populagao de seres vivos em ambiente
sujeito a perturbagoes aleatérias que afectem a taxa de crescimento per
capita da populagdo. Trata-se pois de uma aleatoriedade ambiental. O
modelo nao serve para tratar a aleatoriedade demogrdfica, isto é, as per-
turbagdes demograficas do nimero de nascimentos e mortes devidas ao
acaso, que ocorrem mesmo quando as taxas de natalidade e mortalidade
sao constantes (isto é, mesmo na auséncia de perturba¢bes ambientais
que afectem tais taxas). O modelo é descrito pela EDE

dX(t) = rX(t)dt + o X (£)dW(t),  X(0) =0 (8.1)

ou pela correspondente forma integral

11

X(t)=z0+ /0 rX(s)ds + /0 o X (s)dW(s). (8.2)

Aqui r representa a taxa “média” de rendimento ou crescimento. Quanto
a o, mede a intensidade dos efeitos das flutuagoes aleatérias do mer-
cado/ambiente sobre a taxa de rendimento/crescimento. D& uma ideia
do desvio-padrao das flutuagées em torno do valor médio das taxas e
é conhecido na literatura financeira por volatilidade. FEstamos a supor
que o valor inicial zg é conhecido, isto é, deterministico e vamos supor
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ainda que zo > 0. Nao esquecer que W (t) = W(t,w) e X(t) = X(t,w)
dependem do acaso w (cendrio do mercado ou estado da natureza nos
exemplos dados).

Nesta Secgao vamos adoptar o célculo de It, isto &, o segundo integral
em (8.2) vai ser interpretado como integral de Ité.

Vamos agora determinar a solu¢ao da EDE (8.1), ou seja, a solucio
da forma integral (8.2).

Como f(t,z) = rz e g(t,x) = oz no teorema da Secgdo 7.1, a EDE é
auténoma e satisfaz a condigio de Lipschitz; pelo facto de ser auténoma,
a condigao de restrigio ao crescimento é consequéncia da condigdo de Lip-
schitz. Sabemos assim que existe uma e uma sé solucio q.c. continua, a
qual é um processo de Markov e, até, um processo de difusdo homogé-
neo (¢ uma difusdo de It6) com coeficiente de tendéncia a(z) = rz e
coeficiente de difusdo b(z) = o2?.

Como o fenémeno é por natureza multiplicativo, pode ser ttil traba-
lhar em escala logaritmica, usando a nova varigvel

Z(t) = In(X (t) /o). (8.3)

Vamos obter a solugdo da EDE por trés vias diferentes a fim de
explorar varios conceitos e técnicas.

Solugao via uso da férmula de Ité

Seja h(t,z) = In(z/zo), pelo que Z(t) = h(t, X(t)). Aplicando a
formula de It (ver (6.35) ou a mnemdnica que se segue), obtemos

dZ(t) = Rdt + cdW (t), Z(0) =0, (8.4)

com R =r —¢?/2. Na forma integral, vem Z(t) = fut Rds + ]Dt adW (s).
Como, por (6.13). fot 1dW(t) = 1(W(t) — W(0)) = W(t) (a fungdo in-
tegranda € fungdo em escada com um tnico degrau), a solugio desejada
é
Z(t) = Rt+ oW (t). (8.5)

Se se preferir escrever a solugéo em termos da escala original, teremos

X(t) = zoexp(Rt + oW (1)),
a que se chama movimento browniano geométrico.
Breve estudo da solugdo

Vem
Z(t) ~ N(Rt,o’t). (8.6)
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E de notar que o valor médio (esperanca matemética) Rt de Z(t) é
diferente da solugao (Z(t) = rt) do modelo deterministico dX = rXdt.

Resulta que X (t) tem distribuigao lognormal com valor esperado
E[X(t)] = xo exp (Rt + 0°t/2) = zo exp(rt), (8.7)

o mesmo valor que a solugdo deterministica X () = 2 exp(rt).

Como W(t)/t — 0 q.c. quando t — <400, obtemos Z(t) =
t(R+ W(t)/t) ~ Rt q.c.. Portanto, quando ¢ — +o0, obtemos

. 2
X(t){ — +0o q.c. se R> 0 ouseja, ser > 02/2 (8.8)

— 0 q.c. se R < 0 ou seja, ser<02/2.

Este comportamento difere aparentemente do do modelo deterministico,
em que r > 0 ou 7 < 0 determina limite +oo ou limite nulo, respectiva-
mente. Este diferente comportamento qualitativo permite, por exemplo
no caso do crescimento populacional, que a populagao se extinga com
probabilidade um mesmo para valores positivos (desde que inferiores a
c%/2) da taxa “média” de crescimento .

A partir da distribuicdo normal de Z(t) facilmente se obém a f.d.p.
p(t,y) de X (t):

\ 2
)= e <_M> 59)
yv2mo?t

20%t
Para s > t, podemos também obter X (¢) condicionado ao valor de
X(s) visto que X (¢) = X(s) + fst rX (u)du + fst o X (u)dW(u) ou, em
termos de Z(t), Z(t) = Z(s) + fst Rdu + f: odW (u). Vem

Z(t)|(Z(s) = c) ~ N(c+ R(t — s),0%(t — s)). (8.10)
Daqui resulta, pondo ¢ = In(z/z¢), que a f.d.p. de transi¢ao para X (t)

e
_ _ (In(y/z) — R(t —s))*
Nzl ( 202t — 5) ) , (811)

que nos d4 a f.d.p. de X (¢) condicionado a se ter X(s) = z.

p(t == s,y|x) ==

Solugdo via equacgées de Kolmogorov

A expressdo (8.11) pode também obter-se resolvendo directamente a
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equagao de Kolmogorov progressiva

Op(T i) i =), a%(a(y)p(r, ylr)) — %(f—yg(b(y)p(ﬂ vlz)) =0

com a condigdo terminal lim, o p(7,y|z) = 6(y — z) e com a(y) = ry
e b(y) = o?y. Para resolver esta equagao, ajuda fazer a mudanga de
varidvel z = In(y/zo).

Quanto & expressao (8.9), pode obter-se resolvendo directamente a
equagao de Kolmogorov progressiva

2

D 1 2 alu)plt. ) ~ 5 5 Op(t ) =0

com a condigdo terminal lim, o p(7,y) = d(y — xo) € com a(y) =1y e
b(y) = y. Claro que agora isso é desnecesséario pois jé obtivemos (8.11)
e, como a condigdo inicial é deterministica (Xo = x¢), basta atender a
que p(t,y) = p(t, ylxo)-

Note-se que as equagdes de Kolmogorov nos permitem obter as densi-
dades de transiciao donde, conhecendo a distribuigao inicial (neste caso,
em que a condigao inicial é deterministica, conhecendo o valor de z),
podemos determinar qualquer distribuigéo de dimensao finita da solugao.
Mas é um método mais limitado que o anterior pois nédo nos da uma
expressao para a solugao X (t) como fungao da condigao inicial e da tra-
jectéria concreta do processo de Wiener W (t). Na maioria dos casos, a
trajectéria de W (t) nao é conhecida e queremos mesmo é calcular pro-
babilidades de certos acontecimentos relativos ao processo X (t) e, neste
caso, o conhecimento das distribuigdes de dimensao finita é suficiente.

Solu¢do via conversio a uma equag@o de Stratonovich

Também podemos converter a EDE de It6 (8.1) numa EDE de Strato-
novich equivalente (com a mesma solugdo) usando a equivaléncia (6.45)-
(6.47). Esta pode ser resolvida usando as regras usuais de célculo, a que
estamos habituados, o que se torna nais simples. A EDE de It6 (8.1) é
equivalente & EDE de Stratonovich

(S) dX(t) = (rX(t)— 300X (t))dt+ oX(t)dW(t) (8.12)
= RX(t)dt + o X (t)dW(t), X(0)= zo. ’
Utilizando nesta regras usuais de diferenciagao de fungdes compostas
vem

1

(5) 42 = 5

dX(t) = Rdt + ocdW (t),
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que, na forma integral, dé Z(¢) = fg Rdt + (S) fot cdW(t) = Rt +
oW (t), o mesmo resultado que ja tinhamos obtido antes. Note-se que
(S) [y 1dW(t) = 1(W(t) = W(0)) = W(t) é dado por (6.44), neste
caso com g = I, e val coincidir, porque se trata de fungéo g(t,z) nao-
dependente de z, com o integral de It6.

Note-se que usadmos o calculo de Stratonovich apenas como auxiliar,
jé que o objectivo é resolver a equagao original (8.1) segundo o cdlculo
de It6. S6 que, para o fazer, tirdmos partido de isso ser equivalente a
resolver a equagao modificada (8.12) segundo o calculo de Stratonovich.

Convidamos o leitor a tornar a olhar para as Figuras 2.1 ¢ 2.2 do
Capitulo 2. A Figura 2.1 mostra em escala logaritmica a trajectéria real
(correspondente ao cendrio do mercado w que efectivamente ocorreu)
das cotagoes didrias de fecho de acgdes do BCP no periodo de 8 de Abril
de 1991 a 30 de Junho de 1997. As estimativas dos parametros para
o modelo (8.1) feitas a partir destas observagdes foram R = 0.084/ano
(R=r~0?%/2) e 6 = 0.0373 /ano (& = 0.193/y/ano).

Neste caso em que temos uma solucao explicita, a estimagfo dos
pardmetros pode fazer-se pelo método da méxima verosimilhanca, aten-
dendo a propriedade de Markov da solugdo. Suponhamos que, além do
valor inicial 2o {(suposto deterministico), observdmos as cotagoes X (ty,) =
z nos instantes ty (kK = 1,2,...,n), instantes que supomos ordenados
crescentemente. E mais cémodo trabalhar com Z(t) = In(X (tx)/z0) =
In(zk/z0) = zx; note-se que, fazendo to = 0, vem Z(ty) = 20 = 0.
Claro que, pela propriedade de Markov da solugéo, a f.d.p. conjunta
fz@t1),....z260) (21, 20) das viaa.  Z(t1),...,Z(tn) é igual ao produto
F2(t0)12(t0) =20 (21) f2(t2)| 2(t1) =21 (22) - [ 20| Z_1 =20, (2n) das sucessivas
densidades de transigéo. Estas sao faceis de obter ji que
Z(ti)|(Z(ti_1) = Zi—l) ~ N(zi_l +R(ti —ti_1)+0'(ti _ti—l))- Deixamos
ao leitor, a titulo de exercicio, o trabalho de explicitar os célculos. A
expressao da f.d.p. conjunta das observagoes, considerada como fungao
dos parametros R e o, é a funcao de verosimilhanca das observagdes e
os estimadores de maxima verosimilhanca dos parametros sdo os valores
dos parametros que maximizam a fungdo de verosimilhanga. Foi assim
que obtivémos as estimativas acima indicadas.

Para mais informagoes sobre métodos de estimagao, teste e predigao
neste tipo de equacdes de Black-Scholes (permitindo até comparagoes
entre vérias taxas de rendimento), veja [11] e [15]. Para modelos de
dinamica de populagoes, podem ver-se alguns destes problemas estatis-
ticos tratados em [9], [10], [11], [13] e [14].

Muitas vezes, porém, nao se dispoe de solucdo de explicita nem das
densidades de transi¢2o e nao é possivel obter a fungao de verosimilhanca.
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No entanto, mesmo nesses casos, é muito importante para as aplicagoes a
estimagao paramétrica ou nao-paramétrica dos coeficientes de tendéncia
e de difusdo a partir das observagoes de uma ou mais trajectérias (nor-
malmente s6 se dispoe de uma trajectéria), sejam as observacoes feitas
em tempo continuo ou (como sucedeu no exemplo) em tempo discreto.
Problemas estatisticos relacionados sao os da escolha do modelo, os testes
de hipéteses sobre pardmetros e a previsao de valores ndo observados do
processo. A leitura sobre estas matérias estd ainda muito dispersa. Pode
consultar [5], [26] e [43].

A Figura 2.2 mostra na mesma escala logaritmica duas trajectérias
simuladas pelo método de Monte Carlo de um movimento browniano
geométrico usando como pardmetros as estimativas anteriores, isto é,
com R = r — ¢%/2 = 0.084/ano, 0 = 0.193/y/ano. Correspondem a
dois valores de w simulados. Nao sabendo, poder4 ser dificil dizer qual
a trajectoria real e quals sao simuladas, o que é uma indicacao da ra-
zoabilidade do modelo de Black-Scholes como um primeiro modelo para
o estudo de cotagdes de acgoes. Os estudos mais aprofundados indicam
que o comportamento das acgoes parece diferir, em vérios aspectos mais
finos, do comportamento do movimento browniamo geométrico. Por
exemplo, a distribuigao dos retornos In(X (¢t + A)/ X (t)), que no modelo
séo v.a. independentes identicamente distribuidas normais, parece ter
alguma assimetria e ter caudas mais pesadas do que a normal.

Na Figura 8.1 vemos em simultineo duas trajectérias simuladas com
o mesmo R mas com valores de o diferentes. A mais “saltitante” usa ¢ =
0.193//ano, a outra usa um valor 10 vezes menor, ¢ = 0.0193/+/ano.
De facto, usimos em ambas a mesma trajectéria do ruido perturbador
(donde a mesma trajectéria do processo de Wiener), pelo que as diferen-
cas entre as duas curvas sao devidas unicamente & diferente escolha do
valor de . Assim, o leitor poderéd apreciar o papel desempenhado por
.

Jé agora, indicamos ao leitor como foram feitas as simulacoes. Neste
modelo, a tarefa estd muito facilitada pois basta simular o processo de
Wiener (pelo método descrito na Secgao 4.3) uma vez que temos uma
solugdo explicta directamente em termos do processo de Wiener W (t)
(ver(8.5)). Chamamos sé a atengdo que nio apresentamos os graficos de
Z(t) masde Y(t) =In X(t) = Z(t) + 0.

Normalmente néo se dispoe de uma solugdo explicita da EDE e, nesse
caso, a simulagao pelo método de Monte Carlo é ainda mais impor-
tante porque permite obter valores aproximados da solugao e estudar
propriedades da mesma que, de outra forma, nao estariam ao nosso al-
cance. Nestes casos, as técnicas de simulagdo terdo de ser diferentes,
inspirando-se nas técnicas de resolugdo numérica de equacdes diferenci-
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B y———— -

Y(t)=In (cotagdo)

S
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Figura 8.1: Trajectérias simuladas em escala logaritmica do movimento
browniano geométrico com R = r —¢?/2 = 0.084/ano e ¢ = 0.193/+/ano
(curva mais “saltitante”) ou o = 0.0193/,/year (curva menos “saltitante”
usando a mesma trajectéria do ruido perturbador).

ais ordindrias (EDO) conjugadas com a simulagdo das trajectérias do
processo de Wiener. A situagdo, porém, é bastante mais complexa do
que nas EDO. O leitor interessado pode consultar [41], [42] e [7].

8.2 Estudo pelo calculo de Stratonovich

Aqui vamos resolver a EDE com o mesmo aspecto que (8.1) mas usando o
célculo de Stratonovich. O nosso modelo agora é a EDE de Stratonovich

(S) dX () = ro X ()dt + o X (£)dW (1), X (0) = zo. (8.13)

Esta equagdo ndo € equivalente & EDE de 1t6 (8.1). Por isso usdmos rs
em vez de r para facilitar a distingao entre este modelo e o modelo (8.1)
do célculo de It6 (quanto a ¢ néo ha necessidade de distinguir).

A solugdo de (8.13) obtém-se facilmente usando regras usuais de cél-
culo. Fazendo a mudanga de variavel (8.3), vem

(S) dZ(t) = ——dX (£) = redt + cdW(2), (8.14)

il
X (1)

ou, na forma integral, Z(t) = fot rsdt + (S) fot odW (t), donde a solucio
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almejada
Z(t) =rst + oW (t) ~ N(rst,ot). (8.15)

O aspecto ¢, de facto, diferente do resultado (8.5)-(8.6) obtido pelo cal-
culo de It6. Agora o valor esperado de Z(t) coincide com a solugao do
modelo deterministico. Mas agora o valor esperado de X (¢), E [X(¢)] =
xoexp (rst + 0?t/2), jé nao coincide com a solugdo do modelo deter-
ministico.

Agora vem Z(t) = t (rs + W(t)/t) ~ rst q.c. Logo, quando t — +o0,

hg=it — 400 q.c. sers >0

X(t) { — 0 g.c. sers < 0. (%16
Este comportamento concorda com o do modelo deterministico, mas
discorda do comportamento do modelo (8.1) do cdlculo de It6 usado
na Secgao 8.1. Agora, no caso da aplicagdo ao crescimento de uma
populacdo, sempre que a taxa “média” ry de crescimento for positiva,
a populagao cresce de forma ilimitada e, sempre que aquela taxa for
negativa, a populacao extingue-se com probabilidade um.

Esta diferenca de comportamentos quando se usam calculos diferentes
poe um problema delicado nas aplicagoes, particularmente quando tem
incidéncia sobre questes tdo importantes como a extingdo. Qual dos
calculos se deve usar?

Vamos examinar estas questoes no Capitulo 9.



Capitulo 9

A questao dos calculos de
Ito e de Stratonovich

9.1 Controvérsia

Verificimos no Capitulo 8, com o modelo de Black-Scholes. que 0 uso
do calculo de Ité ou do cilculo de Stratonovich na resolucdo de uma
equagdo diferencial estocdstica podia dar resultados diferentes e que 0s
respectivos modelos tinham comportamentos qualitativos diferentes, por
exemplo, quando aplicados ao crescimento de populagoes em ambientes
aleatérios, no que dizia respeito  extingdo da populagio.

Estas diferencas sao frequentes na literatura aplicada.

Noutros modelos mais realistas de crescimento populacional, como o
modelo logistico, hd situagdes em que o célculo de Stratonovich preve a
nao-extingao e a existéncia de uma densidade estacioniria (uma espécie
de equilibrio estocdstico) e o modelo de It prevé extingdo com probabi-
lidade um. Esse facto provocou controvérsias na literatura sobre qual o
cilculo mais apropriado nas aplicagdes. Houve mesmo uma teoria sobre
a limitagao & sobreposicéo de nichos ecolégicos para uma comunidade de
espécies em competigdo, avancada em 1972 por May e MacArthur (ver
[47], [45] e [46]), que (além de outros problemas) falharia se, em vez do
célculo de It6, se usasse o cdlculo de Stratonovich (ver [29] e [57]).

Vimos na Secgao 6.7 que o cilculo de It parece ser a melhor apro-
ximagdo quando o fenémeno ocorre intrinsecamente em tempo discreto
(com perturbagdes induzidas por um ruido branco em tempo discreto).
Ja quando o fenémeno ocorre intrinsecamente em tempo continuo (com
perturbacées induzidas por um ruido colorido em tempo continuo), o
cdlculo de Stratonovich parece ser a melhor aproximagao. Esta discussio
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sobre a utilizacao nas aplicagoes é tratada em vérios livros de texto. Mas,
na vida real, nao é facil descortinar qual das duas situacoes é aplicavel.

Com efeito, imaginem que desejam modelar o crescimento de uma
populacao. Se a populagao tiver geragdes sobrepostas com reprodugao
ocorrendo continuamente no tempo, a indicac¢do serd para usar o célculo
de Stratonovich. Se, pelo contrario, existirem épocas reprodutivas pe-
riédicas, curtas e bem definidas, ou se as geracdes nao se sobrepuserem,
a indicacao serd para usar um modelo em tempo discreto. Porém, es-
tas indicacoes sao em boa parte intteis e pode-se discutir, e discute-se,
qual delas é a que mais se aproxima de uma determinada situagao real.
Devemos lembrar-nos que os nascimentos e mortes sao acontecimentos
discretos mas que podem ocorrer em qualquer instante num intervalo
de tempo continuo €, mesmo os nascimentos que ocorrem numa curta
estagao reprodutiva, se espalham de facto ao longo da estagao.

Estas diferencas entre os célculos tém sido um obstéculo & sua apli-
cacao e a credibilidade destes modelos em certas areas.

Voltemos ao modelo de Black-Scholes (8.1) ou (8.13), conforme se
use o calculo de Ité ou o de Stratonovich. Serd que o pardmetro r (que
designamos por 75 no célculo de Stratonovich para ajudar a distinguir),
interpretado como taxa “média” de crescimento/rendimento, representa
a mesma taxa “média’? Ou serd que representa “médias” de tipos dife-
rentes? Veremos que é este o caso e que toda a controvérsia que existiu
sobre a questao do célculo a usar nas aplicagbes se baseou num equivoco.
E que implicitamente a literatura presume que a letra r que usa para
ambos os calculos significa a mesma coisa nos dois célculos, a chamada
taxa “média” de crescimento/rendimento. Também implicitamente se
tem presumido que o termo “‘média”, sem especificacao de qual o tipo
de média, é inequivoco e que, portanto, a mesma “média” é usada nos
dois célculos. Isso nao é verdade e era a fonte de toda a controvérsia.

9.2 Resolucao da controvérsia

Vejamos entdo o que significa taxa de rendimento (ou de crescimento)
e taxa “média” de rendimento. Podemos pensar no contexto da cotagao
de uma accio, ou equivalentemente no valor do capital investido numa
accao, para tornar mais vivida a compreensao dos conceitos.

No modelo deterministico dX (t)/dt = rX(¢), a taxa de rendimento
quando o capital (cotacdo da acgao) é x no instante t é a taxa de cresci-
mento por unidade de capital. No caso do crescimento de uma populagao,
significa a taxa de crescimento per capita. Seja qual for a aplicagao, ela
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é dada por

1 dX(t) 1

X(t) Cdt LEAtLO At( (t+At) —z),

que é simplesmente r.

No caso estocéstico, X (t + At) é uma v.a. e temos de utilizar uma
média. Mas hd varios tipos de médias. Se tirarmos a média arutmética,
obtemos a taza média aritmética de rendimento quando o capital no
instante ¢t é x: !

1
- EMOE(EMWHN)]—@ (9.1)

Esta média é igual a r se se usar o cdlculo de Ité (modelo (8.1)) e é
igual a 75 + 02/2 se se usar o célculo de Stratonovich (modelo (8. 13))

Exercicio: Use os resultados obtidos no Capitulo 8 para demonstrar
esta afirmacéo.

Podemos também usar a taza média geoméirica de rendimento quando
o capital no instante t é x:

o = % lima¢jo ﬁ (exp (Bt z [In X (t + At)]) — z)
.\'(1+Al)} (9:2)
K

HmAth ﬁEt@ [ln

Vem igual a R = r — 02 /2 se se usar o calculo de Itd e r, quando se usa
o célculo de Stratonovich.

Exercicio: Use os resultados obtidos no Capitulo 8 para demonstrar
esta afirmagao.

Assim, quando usavam a mesma letra r em ambos os célculos para se
referir & taxa “média” de rendimento, os autores pensavam que estavam
a falar da mesma média mas nao estavam. Como vimos, no cdlculo de
Ité, r significa a taza média aritmética de rendimento (a taza média
geométrica é R = r — 02/2) e, no cdlculo de Stratonovich, significa a
taxa média geométrica de rendimento.

Portanto, se especificarmos qual a média que estd em uso, ambos
os célculos produzem exactamente os mesmos resultados qualitativos e

1Como estamos a lidar com equagdes auténomas, esta taxa nio depende de t.
Neste modelo de Black-Scholes, que é muito simples, também nio depende de x, mas
isso ndo é assim noutros modelos auténomos (em que a taxa de rendimento no modelo
deterministico também dependa de z).
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quantitativos. Nomeadamente, em termos de taxa média geométrica de
rendimento (o leitor pode ver o que se passa em termos da taxa média
aritmética), ambos os célculos dao

Z(t) =rgt+oW(t)

X{t) = g explrgt + oW (1)) (o%3)
e também
— 400 q.c. seryg>0
X(t) { — 0 g.c. serg < 0. (9.4)

Isto é, no caso do crescimento populacional, hd extingao (X(t) — 0
quando t — —+00) ou crescimento ilimitado (X (t) — +oc0) conforme a
taxa média geométrica de crescimento 74 seja negativa ou positiva.

Sendo o fenémeno multiplicativo, é natural que seja o uso da média
geométrica que d4 resultados qualitativamente andlogos ao modelo deter-
ministico e, o que querfamos destacar, resultados idénticos para ambos
os calculos.

A aparente diferenca entre os dois célculos, que gerou muita contro-
vérsia na literatura sobre qual o célculo mais apropriado em diversas
aplicacdes, era apenas uma confuséo seméntica. Eliminada a confuséo,
podemos utilizar indiferentemente qualquer dos dois calculos, que pro-
duzem exactamente os mesmos resultados. S6 temos de ter cuidado e
usar para r o valor da média apropriada ao calculo que estamos a usar (a
taxa média aritmética de rendimento se usarmos o célculo de It6, a taxa
média geométrica de rendimento se usarmos o calculo de Stratonovich).
Para mais pormenores, ver [20].

Mas serd esta conclusio valida apemas para o modelo de Black-
Scholes? Em [21] este resultado de total harmonia entre os dois célculos
é alargado a modelos auténomos bastante gerais da forma

dX (t) = F(X ()X (t)dt + o X (£)dW (1)

(com algumas restrigdes sobre f). De novo, ambos os célculos dao os
mesmos resultados se usarmos para f(x) a expressao da taxa média
aritmética ou geométrica de rendimento/crescimento quando o capital é
z, isso conforme usemos o célculo de Ité ou de Stratonovich, respectiva-
mente. Uma extensdo posterior (em fase de publicacdo) a modelos da
forma

dX(t) = fF(X )X @)+ h(X ()X (t)dW(t)

(com algumas restrigoes sobre f e h) requer uma modificagao da taxa
média geométrica.



Capitulo 10

Estudo de alguns
funcionais

10.1 Férmula de Dynkin

Consideremos uma equacdo diferencial estocdstica auténoma
dX(t) = f(X(¢)dt + g(X(t))dW (), t>s X(s)==x (10.1)

com f(z) e g(z) satisfazendo uma condigio de Lipschitz, pelo, que se
verificam as condigées para aplicacio do teorema de existéncia e unici-
dade (ver Secgéo 7.1), j& que a restrigdo ao crescimento decorre, no caso
auténomo, da condigao de Lipschitz. Designemos a solugio por Xso(t).
A solugéo é também um processo de difusio homogéneo com coeficiente
de tendéncia

a(z) = f(z)

e coeficiente de difusao
b(z) = ¢*(=),
a que se chama difusao de Ité.

A homogeneidade implica que X ;(s+7) e Xy () tém, como proces-
sos em 7 > 0, as mesmas distribui¢des iniciais e de transicio e, portanto,
as mesmas distribuiges finitas. E assim indiferente usar um ou outro
no célculo de valores esperados. Se trabalharmos com valores esperados
condicionais ao valor da solugdo num determinado instante (tipo Es ),
s6 interessam as probabilidades de transi¢do e podemos mesmo esque-

cer qual é a condicdo inicial, designando entdo simplesmente por X (t)
uma solucdo genérica da EDE dX (&) = f(X(t))dt + g(X(t))dW(t) sem
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especificagao a priori de qual é a condigdo inicial no instante 0. Como
sabemos, fixada essa condicgao inicial, a solug@o é tnica q.c.

Como sé vamos trabalhar com as distribuigdes de probabilidade, tudo
o que se segue neste Capitulo pode ser aplicado a qualquer processo de di-
fusdo homogéneo com coeficiente de tendéncia a(x) = f(x) e coeficiente
de difusdo b(z) = g%(x) continuos, mesmo que f e g ndo satisfagam
condigoes de Lipschitz, desde que haja solucao fraca e unicidade fraca
da correspondente EDE. Sabemos que, se f e g tiverem derivada con-
tinua, existe mesmo uma tnica solugao forte até um instante de exploséao,
bastando, nesse caso, verificar que o instante de explosdo é q.c. infinito.

Seja

u(t, x) := B [h(Xy)], (10.2)

onde abrevidmos E[...|X(0) = z] = Eq ,[...] para E;[...] e onde h é uma
funcao mensurével-Borel continua limitada.

Se u for continua e limitada com primeiras e segundas derivadas
parciais em z também continuas e limitadas, entao, de (5.12), (5.13)
e (5.14), ela satisfaz a equacdo de Kolmogorov regressiva (EKR)

du

com condi¢ao terminal

ltll%l u(t,z) = h(zx),

onde : o2
l ¥4
Pa= — + -b(x)==
alz) Oz T3 =) ox?
é o operador de difusao.
Vamos definir o operador infinitésimal da difusao de Itoé X (t):

Ah(z) := ltiﬁ)l Ea[A(X (Z)J - h(I). (10.4)

O conjunto de fungdes reais h(zx) para as quais o limite exista para todo
o z serd chamado o dominio de A. Note-se que, se h(z) é de classe C?
e tem suporte compacto, entao h estd no dominio de A e A = D. De
facto, podemos aplicar o teorema de Ité a Y (¢) = h(X (f)) e obter

dY () = 0’1(,\(t))d\(1)+19L\,,‘_ﬂl (dX(£))?
= ()G ggr(x(t) ZEEDY g

g(X(2)) 2t 0e) )du(f)
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poder aplicar o operador A = D) com condigao terminal
(0%, z) = h(z).

Para demonstrar (10.9), note-se primeiro, atendendo a (10.8) (que
resulta da férmula de Dynkin), que u é diferencidvel em ¢. Basta agora
notar que

L (Eafut. X(1)] — u(t, @) = 1Eq [Exn[h(X (©))) ~ Ez[R(X(®))]]
= 1E; [E[W(X (¢ + 1)) |Ar] — Eg[h(X(2))|A]]
= 1B, [h(X(t + 7)) — h(X (¢))] = HEELE=en),

- r T

e fazer r | 0. Obtemos & esquerda Au e a direita g—‘t‘, 0 que prova o

pretendido. Como u é, como fungéo de z, de classe C? vem A=D.
Note-se que u é limitada de classe C12. Em [51] mostra-se mesmo que
a solugdo é Unica no sentido de que, se u*(¢,x) é uma solugao limitada de
classe C2 da EKR (10.9) satisfazendo a condi¢ao terminal v*(0%,z) =
h{z), entdo u*(t,z) = u(t, x).
Os resultados desta seccao, que nos serdo particularmente dteis no
Capitulo 11, sdo facilmente generalizdveis ao caso multidimensional.

10.2 Férmula de Feynman-Kac

A EKR pode ser generalizada, obtendo-se a férmula de Feynman-Kac
que, para h(z) de classe C? com suporte compacto e g(z) continua e
limitada inferiormente, diz que

v(t,z) = Es {exp <— /0 t q(X(s))ds) h(X(t))] (10.10)
satisfaz % P B0

com a condicao terminal
v(0F, z) = h(z).

Vamos esbocar a demonstragao, seguindo de perto [51]. Seja Y(t) =
h(X(t)) e Z(t) = exp (— fot q(X(s))ds). J4 aplicimos o teorema de Ito
a Y (t), obtendo (10.5). Para Z(t) obtém-se dZ(t) = —Z(t)q(X(t))dt.
Neste caso, também se obtém d(Y (t)Z(t)) = Y (t)dZ(t) + Z(t)dY (t) +
dY (t)dZ(t) = Y (t)dZ(t)+ Z(t)dY (t)+0 e, como Y (t)Z(t) é um processo
de Itd, entdo v(t, z)=E; [Y (t)Z(t)] é diferencidvel em ¢ (mesmo raciocinio
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que antes usando a férmula de Dynkin). Entao

t (Egfu(t, X(r)] — v(t,z)) =
+Ez [Exn[Z()h(X(1)] — BL[Z()R(X(1))]] =
I, [E. [h(,\’(i-l-r)) - 15 ‘?(*"'"Jf"’d"’]A ] - By [Z(t)h(X(t))lAr]]

= 1E.[Z(t + ) exp ([ ¢(X(0))dB) h(X(t+ 7)) — Z(t)h(X (t))]
= IR, [h(X(t +r)2(t + r) (X () Z(2)]
+,-1_IE,, [h,(X(t +1))Z(t +r) (exp (fDT q(X(s))ds) — 1)] .

Fazendo r | 0 e notando que £h(X (t+7))Z(t+r) (exp (f q(X(s))ds) — 1)
é hmltada SCoPEEEE pontualmente para h(X (t))Z(t)q(X (0)), obtém-se
Av(t,z) = Zv(t, z) + g(z)v(t, ). Mais uma vez, temos A = D.

Note-se que v é de classe C*2 e é limitada em conjuntos da forma
K x R, com K conjunto real compacto. Em [51] mostra-se mesmo que
uma solugao com estas propriedades é tinica no sentido de que, se v*(t, z)
for uma outra solucdo de (10.11) com tais propriedades satisfazendo a
condigdo terminal v* (0%, z) = h(z), entao v*(t,z) = v(¢t, z).

Os resultados desta secgdo, que nos serao iteis a propésito da fér-
mula de Black-Scholes, séo facilmente generalizdveis ao caso multidimen-
sional.
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Capitulo 11

Introducao ao estudo das
difusoes de ItoO
unidimensionais

11.1 O processo de Ornstein-Uhlenbeck

No Capitulo 3, vimos que a projec¢do num eixo do movimento brow-
niano de uma particula suspensa num fluido foi descrita por Einstein
através de um processo de Wiener da forma X (t) = zo + oW (¢), onde
zg é a coordenada da posicdo inicial da particula e o é o coeficiente de
difusao, que nos dé a velocidade de alteragao da varidncia da posi¢ao da
particula. Este modelo ndo tem em conta que a fricgao é finita pois a
particula, apés um choque com uma molécula do fluido, ndo para instan-
taneamente depois de mudar de posigdo, antes se move continuamente
com velocidade decrescente. No modelo de Einstein, a particula ndo tem
mesmo velocidade definida (pois néo existe derivada, no sentido corrente,
do processo de Wiener).

No sentido de melhorar o modelo de Einstein, apareceu em 1930
o modelo de Ornstein-Uhlenbeck (ver [58]), que é a primeira EDE que
conhego. Neste modelo, considera-se que as forgas que actuam sobre a
particula sao a forga de fricgao e a forga devida as colisoes aleatérias com
as moléculas do fluido. Sendo V'(t) a velocidade da particula na direccao
de um eixo coordenado e m a massa da particula, a forga mdV (t)/dt que
sobre ela actua serd dada pela EDE

m(%it)- — V() + Be(t), (11.1)
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onde f é o coeficiente de fricgdo. Pondo o = f/m e o = /3/m, vem
dv (t) = —aV (t)dt + odW (¢). (11.2)

Dada a velocidade inicial, podemos resolver a equagao para obter a
velocidade V(t) da particula (que agora estd definida) e, conhecida a
posi¢do incial, podemos integrar a velocidade para obter a posi¢cao da
particula. A solucdo é o processo de Ornstein-Uhlenbeck.

Uma variante deste modelo é usada para modelar a dinamica das
taxas de juro e é também conhecida por modelo de Vasicek. O modelo
considera um valor de referéncia R > 0 e propde para a tara de juro
X (t) no instante t a EDE

dX(t) = —a(X(t) — R)dt + cdW (t), X(0) = o, (11.3)

com & > 0, ¢ > 0 e zg > 0 (deterministico). Note-se que, na auséncia
de flutuagdes do mercado (¢ = 0), hd uma tendéncia para que a taxa
reverta para o valor de referéncia R (chama-se-lhe reversao para a média)
e, de facto, converge para R quando t — +co. Quando hé flutuacoes
aleatdrias do mercado, esta reversao € perturbada.

Esta é uma EDE auténoma com f(z) = —a(z — R) e g(z) = o satis-
fazendo as condigoes do teorema de existéncia e unicidade do Capitulo 7
(basta verificar a condi¢ao de Lipschitz, que é ébvia face a estas fungdes
terem derivada continua limitada). A solugéo, que sabemos existir e ser
Unica, é uma difusdo de It6. Sabemos que a solugao é um processo de
difusdo homogéneo com coeficiente de tendéncia a(z) = —a(z — R) e
coeficiente de difusio b(z) = ¢2. Como g(x) nao depende de z, os calcu-
los de Itd e Stratonovich coincidem. Assim, podemos usar regras usuais
de célculo.

Seja V(t) = X(t) — R. Vem dV(t) = dX(t) = —aV (t)dt + cdW ()
(modelo de Ornstein-Uhlenbeck), donde e*'dV(t) + eV (t)dt =
et dW (t). Consequentemente, d (e®*V (1)) = ge**dW (t).

Ponhamos Z(t) = eV (t) (vem Z(0) = zo — R) para obter Z(t) =
(xo — R) + fot ge®*dW (s). Logo,

X =V@t)+R= e *Z{t)+R=
e~ <(a:0 - R)+ fot oeasdl/V(s)> +R=

R+ e (zg — R) + ge~ [T e®dW (s).

1Por vezes, reserva-se a designagio de processo de Orntein-Uhlenbeck para uma
solugdo de (11.2) que seja processo estaciondrio. Para obter essa solug¢do, hd que
escolher convenientemente a v.a. V(0).
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Como a fun¢édo integranda é deterministica, fot e**dW (s) tem distribuicao

N <o,/0t (e“)?ds> =N <0, % (2>t — 1)) .

Concluimos que

2

Xty ~N (R + e *(xo — R), f;—a (1- e—gaf)) :

Z

Como esta distribuicGo transiente converge quando ¢t — 400 para a

distribuicdo estaciondria
2
o2
N|(R,— 1},
20 ) -

chamando X, a uma v.a com esta distribuigao, podemos dizer que
X (t) converge em distribuicdo para X, . A densidade estaciondria é a
f.d.p. desta distribuicdo estaciondria.

Assim, ao contrario do que sucede no modelo deterministico dX (t) =
—a(X(t) — R)dt, em que X (t) converge para o ponto de equilibrio R, no
modelo estocdstico (11.3) a taxa de juro X (t) flutua aleatoriamente mas
a sua distribui¢do de probabilidade converge para uma distribuicao de
equilibrio, a distribuigdo estaciondria acima referida. Podemos falar de
um equilibrio estocéstico. O processo X (t) é ergddico e, como se referiu
na Secgao 5.2, podemos estimar a média assintética R e a variadncia
assintética % usando médias e variancias temporais ao longo da tnica
trajectéria do processo usualmente disponivel (a trajectéria observada,
correspondente ao cenério do mercado w que efectivamente ocorreu).

A aplicagdo do modelo (11.3) a taxas de juro tem o problema de X (¢)
poder ter valores negativos, embora (para os valores tipicos dos parame-
tros) com probabilidade insignificante. Como curiosidade, referimos que
um modelo alternativo em que esse problema é ultrapassado (se R nao
for demasiado elevado) é o modelo de Coz-Ingersoll-Ross (CIR)

dX(t) = —a(X(t) — R)dt + o/X AW (1), X(0)=zo.  (11.4)

No modelo (11.3) conseguimos determinar a solucio explicita da EDE
e a sua f.d.p.. Passando ao limite quando ¢ — +oo, verificou-se a
convergéncia em distribuicdo e pudemos determinar a densidade esta-
cionéria.

Geralmente, porém, nao é possivel obter a expressao explicita da
solucao X (t) de uma difusdo de Itd, nem sequer se consegue resolver a
equagdo de Kolmogorov progressiva (que é uma equacao as derivadas
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parciais) para determinar a f.d.p. de X(t). Pode, no entanto, ser mesmo
assim possivel determinar a densidade estaciondria caso exista. Ela tem
de ser densidade invariante e, portanto, é solugao de (5.20), que é uma
equagao diferencial ordindria muito mais facil de resolver. Isso néo si-
gnifica que uma solugéo de (5.20) seja densidade estaciondria, no sentido
de X (t) convergir em distribuicdo para uma distribuicio com essa densi-
dade. Isso terd de ser deduzido por outra via, nomeadamente estudando
o comportamento da solu¢ao da EDE nas fronteiras do espago de estados.

Uma, introdugao ao estudo das difusdes de It6 a uma dimensao serd o
objecto das préximas Secgdes. O estudo, infelizmente, nao é extensivel,
pelo menos nos moldes em que aqui é apresentado, a vérias dimensdes.

11.2 Tempo de saida de um intervalo

Consideremos um processo de difusdo homogéneo X (t) (t € [0, +00))
com coeficiente de tendéncia

a(z) = f(z)

e coeficiente de difusao
b(z) = ¢*(x),

ambos funcées continuas de z, cujo espago de estados seja um intervalo
(aberto, fechado ou semiaberto) de extremo inferior r; e extremo superior
T2, com —o0 < 7 < rp < 400, Qualquer das fronteiras r; e 7y pode
pertencer ou nao ao espago de estados. Vamos supor que b(z) > 0 para
x € (r1,72) e que o processo é solucdo fraca, fracamente tnica, de uma
EDE dX(t) = f(X(t))dt + g(X(t))dW (t) com condigdo inicial X (0).
Vamos supor ainda que o processo é regular, isto é, que

P[Ty < 400] := P[Ty < +0|X(0)=2]| >0 (r <z,y<ra),

onde
Ty =inf{t > 0: X(t) =y} (11.5)

¢ o tempo de primeira passagem por y (quando o processo nio passa por
y, vem T, = +00); basicamente, isso significa que todos os estados do
interior do espago de estados comunicam entre si (pode-se transitar com
probabilidade positiva entre quaisquer dois pontos do interior do espago
de estados).

Vamos considerar dois pontos a e b do espago de estados tal que
r1 <a<z<b<rye designemos por

Ty = min{T,, Ty} (11.6)
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o instante em que o processo atinge a ou b pela primeira vez, ou seja, sai
do intervalo (a, b).

Teorema. Seja h uma fung¢do continua limitada e

vn(z) == E, { /0 . h(X(s))ds} . (11.7)

Seja v(z) (z € [a,b]) uma solugdo da equacdo diferencial
Du(z) = —h(z) (11.8)

tal que v(a) = v(b) = 0. Entdo vp(z) < +o0 e wvp(z) = v(x).

Em particular, fazendo h(z) = 1, concluimos que Eg [T, 3] < +00
(o que implica que T, € g.c. finito) e é dada pela soluco da equagdo
diferencial Dv(z) = —1 tal que v(a) = v(b) = 0.

Demonstragdo

Seja 7 = min{T, T, s} com T > 0 fixo. Vem obviamente E,[r] < +o0
e podemos aplicar a férmula de Dynkin (10.7) a v, obtendo

E, [v(X(7)] = v(x) + Ex { /0 ' ’Dv(X(s))ds} |

Para s < 7, vem X (s) € [a,b] e, portanto, Dv(X (s)) = —h(X(s)), pelo
que :

E, [o(X ()] = o(z) — E, [ /O ’ h(X(s))ds} . (11.9)

Quando T' T +o0, vem 7 | Tpp. Como E, UOT h(X(s))ds] = v(z) —
E; [v(X (7))] é uniformemente limitada em T, vem E, [ f; h(X(s))ds] —

E,; [fOT“‘b h(X(s))ds] < +o00. Também vem X(7) — X (Tpp) = aoub

e, portanto, v(X (7)) — 0. Logo, de (11.9), vem E, [fOT"'*’ h(X(s))ds} =

v(z), como pretendido. W

Teorema. Seja u(z) (z € [a,b]) uma solugdo da equagdo diferencial
Du(z) =0 (11.10)

tal que u(a) =0 e u(b) = 1. Entdo

P, [Ty < T, := P[Th < Tu|X(0) = z] = u(a). (11.11)
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Demonstragdo

Fagamos 7 como na demonstracio do teorema anterior e apliquemos
a férmula de Dynkin (10.7) a u. Vem

E, [u(X (1))] = u(z) + E, { /0 ) Du(X(s))dsJ . (11.12)

Para s < 7, vem X(s) € [a,b] e, portanto, Du(X(s)) = 0. pelo que
Eg [w(X(7))] = u(z). Fazendo T T +oo, vem E; [u(X(Tus))] = u(z).
Como X (T,;) s6 pode tomar os valores a (quando T, < T3) ou b
(quando Ty < Tg), vem E; [u(X(T,4))] = ula)(l — Pe[Th < Tu])+
w(b) P:[Ty < T,) = Pi[T}, < T,] = u(z) como pretendido. B

Para obter expressoes explicitas, temos que resolver as equacdes dife-
renciais que surgem nos dois teoremas anteriores.

Para isso vamos seguir de perto [39] e utilizar duas medidas absoluta-
mente continuas com respeito & medida de Lebesgue, a medida de escala
S e a medida de velocidade M. As suas densidades estdo definidas para
¢ € (r1,m2) a menos de uma constante multiplicativa (pois & € (r1,72)
¢ arbitrariamente escolhido) por

€ 9ain’
s(€) = exp (— . :(E;;)dn) (11.13)
(densidade de escala) e
1
m(§) = PGEG] (11.14)

(densidade de velocidade). Podemos entdo definir, a menos de constantes
multiplicativa e aditiva (pois zo € (r1,72) é arbitrariamente escolhido),
as “funcdes de distribui¢ao”

S(z) = /zs(g)dg (11.15)

o]

M(z) = /zm(é)dg, (11.16)

a que chamamos, respectivamente, funcdo de escala e funcdo de veloci-
dade. As medidas de densidade e escala podem entdo ser definidas (a
menos de uma constante multiplicativa) para intervalos semiabertos por

S(a,b] = S(b) — S(a) (11.17)
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e
M(a,b] = M(b) — M(a) (11.18)
e, para os outros borelianos do espacgo de estados, por extensao.

Para uma funcéo h(z) de classe C?, temos
i 1 d 1 dh(x)
o8 = () & (7))

1 d dh(x)
Dh(zx) = 3 dAI() <_d5(:1:)> . (11.19)

donde

Para obter u(z), podemos escrever (11.10) na forma d.+(x) ( g—;ﬁ—z;) =

0. Integrando com respeito a M e depois com respeito a S. obtemos
u(z) = B+ AS(x) com A e B constantes. Usando u(a) =0 e u(b) = 1,

vem
w(z) = PolT} < Ty] = % (11.20)

Exercicio: Escolha uma das fungées de escala S(z) e faga Y(t) =
S(X(t)). Use o teorema de It6 e determine os coeficientes de tendén-
cia e difusdo de Y (). Note que o coeficiente de tendéncia é nulo (no
Capitulo 12 veremos outro método de anular o coeficiente de tendéncia)
e, portanto, Sy (y) = y é uma fungdo de escala de Y (t). Logo, supondo
Y(0) = y. a probabilidade de Y (t) passar por b antes de passar por a
¢ dada por == (a proporgdo das distancias). Diz-se que Y(t) estd em
escala natural, A razéo da designagdo “fungao de escala” provém de S
transformar uma difusao de It6 numa difusio em escala natural.

Para obter vp(x), que é solugdo de (11.8), podemos escrever esta

ﬁf (?s'—((:)) = —2h(z). Integrando com respeito

a M, obtemos GEI = —2 [T h(£)dM(€) + A = —2 [7 h(e)m(€)de + A
(A constante). Integrando agora com respeito a S, obtemos

equacgao na forma

@) =2 [ [ hem(ecasen) + AS() - @) + B

com A e B constantes. Usando vp(a) = 0 e vp(h) = 0, vem B = 0 e
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A= = b(a)f L7 h(€)m(£)dedS(n). L

on(z) = 2 <u<x> / b | memieazasen - / A h(é)m(§)d§d5(77)> .

Uma mudanga de ordem de integracao e algumas contas dio:

i) = Ex [ hX(e)ds] =
2u( uf (S(6) — S(8) )m( Jh(€)de + ()
2(1 - u(2)) [;(S(6) — S(a))m(€)h(€)de.
Como jé referido, fazendo h(z) = 1, obtemos E, [T}, ).

Para interpretar a medida de velocidade, consideremos um processo
em escala natural (S(x)=x), seja ¢ > 0 e facamosa=x — ¢, b=z + <.
De (11.20) vem u(z) = Py[Tp—c z4e] = 1/2 €, de (11.21) com h(zx) = 1,
vem

z+e T
Elicord = [ @re-9m@ds+ [ (- o+ omle)ae

pelo que

hmElO T]E [TZ € z+5} e
limejo % f (x+e—&Em(E)dE + E% ff_s(g -z +e)m(§)dé=m(x).

Isto mostra que, para ¢ pequeno, se 0 processo estiver em escala natural
e estiver no pontc') x, vai em média estar no intervalo (x — ¢,z + <) um
tempo m(z)e?. Teria talvez sido mais razodvel chamar a ]\[ “medlda de
ocupagao” mas nao foi essa a designacgao consagrada.

Podemos generalizar o primeiro teorema desta seccao de forma a
conseguirmos determinar momentos de ordem superior de T ;.

Teorema. Seja h uma fungdo continua limitada, ¢ uma fungdo de classe

C? e .
Ugn(z) = Eq [q (/0 ’ h(X(s))ds)} . (11.22)

Seja U(x) (x € [a,b]) wma solugdo da equagdo diferencial

DU(z) = —h(z)V(z) (11.23)

tal que U(a) = U(b) = ¢(0), com V(z) := E, [q/ ( fOT“"’h(X(s))ds)}
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(onde ¢’ representa a derivada de q). Entdo Uynp(z) < 400 e vem
Ugn(x) =U(x).

Em particular, fazendo h(z) = 1, g(z) = 2" e Up(z) := E; [(Tup)"]
(n=1,2,..), concluimos que E; [(T,5)"] < +00o € dada pela solugio da
equagdo diferencial DU, (z) = —nU,_1(z) tal que Uy(a) = U, (b) = 0.

Demonstragao

A técnica é semelhante a dos teoremas anteriores, pelo que vamos
saltar a passagem de comecar com 7 = min{T, T, ;} e fazer depois T 1
+00, bem como a demonstracao de que a esperanca € finita. Aplicando
a férmula de Dynkin (10.7) a U, vem

Tan
E, [U(X (Tu)] = Ulz) +Eq

DU(X(SDdS:l : (11.24)

Atendendo a (11.23) e designado por T}, o tempo de primeira passagem
por a ou b quando o processo se inicia no instante 0 com o valor y
(omite-se y quando y = z), vem

Eq [ T“’)DU<X(s))ds} =-E, [fT“’h (X(s)) (X(s))ds] =
{fo““h $))Ex(s) { (fo‘”’ X(u))duﬂ } -

~E, {fOT""’h X(s))d <f o +sh(X(u))du> ds} _

Eo [— fo hX () ([ h(X (w)du) ds] =

da( [ h(X (u))du)

Ee |fo* = ds}=q<o>—mz |2 (S~ A (w)du) |

Substituindo em (11.24) e atendendo a que E, [U(X(T,)] = ¢(0) (ja
que U(a) = U(b) = ¢(0)), obtemos o resultado desejado

Tap
’ ( /0 h(X(u))du)

2 . - 2 .
Exercicio: Determine a expressao de E, {(Ta,b) } em termos das medi-

E. =U(z) |

das de densidade e escala.

Exercicio: A partir do teorema anterior, obtenha uma equagéao diferen-
cial para R(X, z) = E; [exp (—AT, )] (transformada de Laplace da den-
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sidade do tempo de primeira passagem). Um método mais directo pode
ser visto em [25]. Note que % = (-1)"E; [(Top)"] (n=1,2,...), 0
que permite obter os momentos de 15 . Também a f.d.p. de T;, pode

ser obtida por inversao da transformada de Laplace, embora sejam raros
0s casos em que se conseguem expressoes explicitas.

11.3 Comportamento nas fronteiras de difusoes de
1t6 e densidades estacionarias

Aqui seguimos de perto [39]. Consideremos o enquadramento previsto
no inicio da Secgéo 11.2. Em particular, supomos X (0) = z € (r1,72).

Seja T, + = = limg|r, Ty € T.- = limytp, Tp; escolhendo a < z e b > z,
como T, < Tr, e Ty < Tpy, claroqueT+ <T, e T S i SeT+ =
+o0, entao Tr,) = +oo =T, - Se T, + < —+00, dada a continuidade das
trajectorias, vem X (T, ) = hmalr1 (T ) =limgr, a = 71 donde T, <
TTI” e, portanto, T, = T vt Logo, em qualquer caso, nao hé necessidade
de distinguir TTT de Tr,. Por razoes anélogas, vem T;, = TT;. Note-
se que, se T} nao estiver no espago de estados, vem necessariamente
T, = +o0.

Caso S(r1,zo] = frzlo s(€)d€ = +oo para algum zg € (r,72), entao

P, [Ty, <Tp]=0 paratodoor <z <b<m (11.25)

e a fronteira m diz-se ndo-atractiva pois o processo passa primeiro por
qualquer ponto & esquerda do ponto de partida z antes de poder pas-

sar por 7. Com efeito, de (11.20), vem Py[T,, < Tp] = %lf))::»% =

%:T'% = 0 pois S(z,b] = fzbs(ﬁ)dé > 0 (visto s(§) > 0) e S(r1,b] =
S(r1, o] + S(wo,b] = +oo. Alids, se S(r1,z0] ¢ infinito [finito] para
algum g € (r1,72), entdo é infinito [finito] para qualquer zg € (r1,72).

O caso contrério ao anterior dé-se quando S(ri1, zg] = frzlo s(&)d¢ <
+oo para algum zg € (r1,r2), vindo entao

P, [T,, <Tp] >0 paratodoor, <z <b<r (11.26)

e a fronteira i diz-se atractiva. Com efeito, P, [Ty, < Tp] = %}T >0
pois S(z,b] > 0 e S(ry,b] < +oo.

Vimos assim que a condi¢ao necessaria e suficiente para que a fron-
teira r1 seja atractiva é que s(z) seja integravel numa vizinhaca direita
de 1. Analogamente, poderiamos mostrar que uma condigdo necesséria
e suficiente para que a fronteira ro seja atractiva (a definigdo é seme-
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lhante) é que s(x) seja integravel numa vizinhanga esquerda de rs, isto
é, S[zo,m2) = f;j s(€)d€ < +oo para algum zg € (ry,72).

Uma fronteira atractiva pode ndo estar no espago de estados e pode
até suceder que a probabilidade de a atingir em tempo finito seja nula
(fronteira inantigivel). A fronteira r1 diz-se atingivel se a probabilidade
de poder ser atingida em tempo finito for positiva, isto é, se

P, [T, < +00] >0 paratodoor; <z <ra. (11.27)

Se a fronteira 71 é atingfvel, ela satisfaz a propriedade E, [T, p] < +o00
mas nada garante que E, [T, ] seja finita. Pode provar-se (ver [39]) que
uma fronteira ndo-atractiva nao é atingivel (tendo-se Py[T,., < +o0] =0
para qualquer z € (r1,72)) e que nem sequer é atingivel em tempo infinito
(isto é, Ppllimy+eo X(t) = 7] = 0 para qualquer z € (ry,72)). Ja
uma fronteira atractiva, seja ou nao atingivel, pode sempre ser atingida
em tempo infinito (isto é, Pg[limiryeo X(¢) = r1] > 0 para qualquer
z € (r1,m2)).

Uma fronteira ndo-atingivel ndo faz obviamente parte do espago de
estados.

Uma condicdo necessdria e suficiente para que a fronteira r; seja
atingivel é (ver [39]) que 2(rq) := fzo S(r1,€]dM (£) < oo (depende de
zg € (r1,72) mas o valor de zg € irrelevante para saber se a quantidade
¢é ou ndo finita). Note-se que, trocando a ordem de integragdo, se pode
obter uma expressao alternativa para X(r1):

B(r) =[5 S(radM(€) = [ [ stdnm()de = (| 5o
20 7 m(e)des(m)dn = [ J\In,xo]ds :

A classificacdo das fronteiras envolve ainda outros aspectos interes-
santes. Em particular, se a fronteira é atingivel, hd que especificar, para
além dos coeficientes de tendéncia e difusdo, o comportamento na fron-
teira (absorgao, reflexdo, reflexio pegajosa, etc.). Para mais pormenores,
consulte-se [39].

Caso r; e o sejam ambas nao-atractivas, podemos, em linguagem
informal, dizer que hd uma tendéncia para as trajectdrias que se apro-
ximam das fronteiras serem empurradas para o interior do espaco de
estados, pelo que, como todos os estados interiores comunicam entre si,
a distribuigio transiente (distribuicao de X (t)) poderd ter uma densi-
dade p(t,y) = fx(y) (r1 <y < r2). A questdo é se a distribuicao
transiente estabiliza no sentido de convergir quando t — 400 para uma
distribuicao limite (seja X 4o, uma v.a. com essa distribuigéo) com f.d.p.
p(y) = fx...(y) (r1 <y <r2), achamada densidade estaciondria. Esta
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€ uma possibilidade real dado o processo de difusdo ser homogéneo e, por-
tanto, haver regras de transigdo entre estados independentes do tempo.
Claro que o facto de as fronteiras serem ndo-atractivas é importante,
€aso contrario as trajectérias, ao serem atraidas para uma ou ambas as
fronteiras, fariam com que a distribuigio de probabilidade se concen-
trasse progressivamente numa ou em ambas as fronteiras, inviabilizando
a existéncia de uma densidade limite no interior do espago de estados.
Porém, a condi¢ao de as fronteiras serem nao-atractivas nao ¢ suficiente.
Claro que, a existir densidade estacionaria, espera-se intuitivamente que
ela seja proporcional ao tempo de ocupacao de cada estado, isto é. seja
proporcional a m(y), o que $6 serd possivel se [+ m(€)de for finito.

Suponhamos entdo que 71 e 15 sio fronteiras nio-atractivas. A existir
densidade estaciondria p(y), ela terd de ser densidade invariante e, por-
tanto, satisfazer (5.20), que também podemos escrever na forma
ﬂﬂiﬁ%’(w = %dvu’&y), WD) Integrando esta equagdo em ordem a y, vem
—2a(y)p(y) + M’%(&)l = C (C constante). Multipliquemos membro a
membro pelo factor integrante s(y). Vem, apés cdlculos simples,

d dib dibl)p(y
bu)p(y) G + LUl 5(y) = Cs(y), pelo que HWELIW) _ crg(y)
Integrando de novo, vem b(y)p(y)s(y) = CS(y) + D (D constante), ou

seja
p(y) = m(y)(CS(y) + D).

Como as fronteiras sdo nao-atractivas, s(y) é nao-integravel na sua vizi-
nhanga e, portanto, S(y) T +20 quando y T 7o e S(y) | —=¢ quando
¥ | r1 (daqui resulta, em particular, que a difusio de Ito Y(t)=S(X(t)),
cujo coeficiente de tendéncia é nulo, tem como espago de estados
(=00, +00)). 86 é possivel manter p(y) positivo para quase todo o
y € (r1.72) (indispensével para ser uma f.d.p.) se C = 0. Logo a existir
densidade estacionaria p(y) (y € (r1,r2)). ela tera de ser da forma

p(y) = Dm(y),

com D convenientemente escolhido de forma a que f:" p(€)d§ = 1. Para
isso ser possivel e p(y) ser uma f.d.p. é indispensavel que

T2

meﬁ:/"m@a<+w

T1

caso em que vem

p(y) = f,m(y) (11 <y <7o). (11.29)

- m(€)dg
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Mas existir densidade invariante nao garante que ela seja estacionéria
(densidade da distribuico limite quando ¢ — +00). Pode ver-se em
[34] a demonstracdo de que, efectivamente, quando r; e 75 sdo nao-
atractivas e m(€) € integravel (isto é, f:f m(€)dé < +oo), entdo existe
densidade estaciondria, que é dada pela expressao (11.29), e o processo
estocdstico € mesmo ergddico. Por processo ergédico entende-se aquele
em que as médias temporais de certas fungdes ao longo de uma trajec-
téria convergem para a esperanca matematica (média no conjunto das
trajectérias) da mesma fungdo, esperanca essa calculada relativamente
a distribuigao estacionaria. Em particular, temos que, se h(z) for uma
fungédo mensurédvel-Borel limitada e se X(0) = z € (rq, r2), entao (note
que o limite ¢ em média quadrética)

T To
Lim /0 R(X (£))dt = Ea[A(X 1o0)] = / hW)p(y)dy.  (11.30)

T—+4co r1

Para obter ergodicidade q.c. em vez de ergodicidade em m.q., isto é para
que

im 7 [ AXEM =Bl = [ Ay .

T—+oo 7‘1
(11.31)
nem & preciso exigir que h seja limitada, bastando que I, [[h(X14)|] =
S22 @) p(y)dy < +co.

Um exemplo de EDE auténoma sem densidade estacioniria é o mo-
delo de Black-Scholes (8.1), em que supomos X (0) =z > 0 (vé-se que o
espago de estados € (0, +00)). De facto, se R :=r—02/2 > 0 [R < 0],
vem X(t) — +4oo [X(t) — 0, caso em que a distribuicao limite esté
concentrada no ponto 0 e nao tem densidade]. Se quisermos usar os
métodos desta Secgao, vemos que a(x) = rz, b(z) = 0222, s(€) =¢-2/o*
(escolhendo & = 1), m(€) = %€>/7°=2. Vése que, se R > 0, vem
s(£) nao-integravel na vizinhanca direita da fronteira 0 e integrével na
vizinhanga esquerda da fronteira +o0, pelo que 0 é nao-atractiva e +oo
¢ atractiva. Quando R < 0 passa-se precisamente o contrario. Quando
R =0, ambas as fronteiras siio nao-atractivas, mas m(x) néo é integravel
€, portanto, nao existe densidade estacionaria; alids, de (8.6), sabemos
que In(X (t)/z) tem distribuicdo normal com média Rt = 0 e variancia
o°t — +o00 quando t — 400,

Um exemplo de EDE auténoma com densidade estacionéria (que j&
determindmos na Seccao 11.1) é o modelo de Vasicek, cujo espaco de
estados é (—oc, +00). Utilizando os métodos desta Secgic, temos a(z) =
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—a(r — R), b(z) = 02, s(£) = exp (% (£ — R)?) (escolhendo & = R) e

= 2
m(§) = ﬁexp (—%). Como s(§) — +oo quando £ — oo,
resulta que nao € integrivel em nenhuma das duas fronteiras r; = —oo

e 72 = +00, pelo que estas sdo nao-atractivas. E Sbvio que m(y) é
integravel pois, & parte uma constante multiplicativa, ¢ a densidade de
uma distribui¢do normal com média R e variancia 02/(2a), distribuicio
que serd assim a distribuicdo estaciondria, como ja se tinha visto na
Secgédo 11.1.

11.4 Um exemplo de aplicacao em crescimento popu-
lacional

O modelo de crescimento malthusiano dX (¢)/dt = rX(t) para o cresci-
mento de uma populacdo pressupde que a taxa de crescimento per capita
#t) d':;t(‘) € a constante 7, ou seja, nao hé escassez de recursos a afectar
a natalidade e a mortalidade mesmo quando a populagao é grande. Em
ambiente aleatdrio, este modelo originou o modelo de crescimento popu-
lacional (8.1), conhecido na literatura financeira por modelo de Black-
Scholes. No entanto, se os resursos forem limitados, é mais realista supor
que os recursos disponiveis por individuo decresgam & medida que a po-
pulagao cresce, o que afectard a natalidade e/ou mortalidade, levando a
que a taxa de crescimento per capita decresga quando a populacao au-
menta. O modelo mais simples que incorpora este efeito é o conhecido
modelo logistico ou de Pearl-Verhulst, em que a taxa de crescimento
per capita decresce linearmente com o tamanho da populacéo, isto é,
ﬁad—’;é—tl =r—aX(t) (@ > 0). Agorar é a taxa mixima de crescimento
per capita, sé aproximada quando a populacao é muito pequena e nio
se faz, portanto, sentir a limitacdo dos recursos. Para dar a ideia de
que representa a potencial taxa caso nao houvesse limitacao de recursos,
chama-se a 7 taza intrinseca de crescimento. Pondo K = r/a, vem

d);t(t) =rX() (1 - XIE})) o X(0)==z>0. (11.32)

Supomos que 7 > 0 e K > 0. A taxa de crescimento per capita
quando a populagdo tem o tamanho y é agora r(1 — y/K). E facil
ver que os pontos de equilibrio sao X = 0, que é instdvel, e X = K,
que € globalmente assintoticamente estdvel, verificando-se que X (t) —
K quando t — 400, ou seja, K é a populacao que é sustentdvel em
equilibrio. Chama-se, por isso, a K, capacidade de sustento do meio. Se
0<z< K, X(t) é crescente e, se 0 < z < K/2, o grafico de X(t) como
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fungao de t tem a conhecida forma sigmdide (curva logistica) com ponto
de inflexdo de ordenada K/2. Se z > K, X (t) é decrescente.

Se o ambiente estd sujeito a flutuagdes aleatdrias, que podemos apro-
ximar por um ruido branco ce(t) (com o > 0 e ¢ um rufdo branco
padrao), e as flutuaces afectam a taxa de crescimento per capita, vem
a EDE de Stratonovich (estamos a supor que o ruido real é colorido e o
aproximamos por um ruido branco)

1 dX(t) X(t) )
(S) X—(l‘) dt =r (1 = T) +0’u(t).

Escrevendo na forma mais habitual, temos

(S) dX () =rX(t) <1 - XT@)> dt + o X()dW (),  X(0)=z> 0.

(11.33)
Esta EDE de Stratonovich é equivalente & EDE de Ito

X(t) = (rX(® ( )+ g LX(M)dt+ oX (AW (2),
X(0) =z > 0.

Como ¢ uma EDE auténoma em dimensao 1 e os coeficientes sdo de
classe C1, a solugdo forte existe e é tinica até a um possivel instante de
explosao, que iremos ver ser q.c. infinito, pelo que a solucdo existe e
€ tnica para todo o ¢t > 0. A solu¢do é um processo de difusao com
coeficiente de tendéncia

alz) =rx (1—%) +U—x

e coeficiente de difusio
b(z) = o’z”
Como a(0) = 0 e b(0) = 0, reconhece-se que r1 = 0 e 7y = +00 s&0 as
fronteiras.
As densidades de escala e velocidade obtém-se facilmente, vindo

o 2
s(&) = Cer/7 Texp <0_2;( ) (11.34)
¢ 2
(é) 0_2 §2T/0"—1 €xp <_ 0_2;(§> 9 (1135)

onde C é uma constante positiva arbitraria. Constata-se facilmente que
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s(€) nao ¢ integravel na vizinhamga direita de 0 nem na vizinhanca es-
querda de co, pelo que ambas as fronteiras sdo nao-atractivas e, portanto,
inatingiveis. Vemos assim que nao hd explosao (a solugio nunca se torna
infinita) e que o espaco de estados é (0, +00). Como sabemos, as fron-
teiras sao também inatingiveis em tempo infinito, pelo que X (t) nao
tende para zero nem para +o0o quando t — +oo. Em particular, nao ha
extingao matemdtica da populagdo, querendo com isto dizer que, q.c.,
nao existe nenhum ¢ tal que X (t) = 0 nem se verifica que X (t) tenda
para zero quando t — +o0.

Vamos ver se existe densidade estacionéria p(y) (0 < y < +00), caso
em que ela serd proporcional a m(y) (escolhendo a constante de propor-
cionalidade para que [o" ™ p(€)d¢ = 1). Basta ver que 7= m(g)de <
+00. Reconhece-se facilmente que, & parte uma constante multiplica-
tiva, m(€) é a f.d.p. de uma distribuicdo gama com parametro de forma
2r/o? e parametro de escala 02K /(2r), pelo que é obviamente integréavel.
Claro que p(y) serd precisamente a densidade de uma distribuicio gama
com os parametros referidos, pelo que

— 1 2r/c?—1 < Y )
py) = Y exp | =— 0<y <+00).
v (55)™7% r(2r/o?) 7)) )
(11.36)
Note-se que a média da distribuicido estaciondria é precisamente K, o
valor de equilibrio do modelo deterministico. A moda da distribuicao
estaciondria é K (1 — c?/(2r)), que estd muito préxima de K no caso de

a intensidade o do ruido ser pequena. Claro que o processo é ergédico.

Note-se que r(1 — y/K) devera agora interpretar-se (ver Secgao 9.2)
como taza média geométrica de crescimento per capita quando o tamanho
da populagéo é y. Alguns autores preferem usar o cdlculo de It6 em vez
de Stratonovich. Nesse caso, r(1—y/K) deverd interpretar-se como sendo
a taza média aritmética de crescimento per capita quando o tamanho da
populacao € y. Para o estudo deste modelo e de outros semelhantes, o
leitor pode ver, por exemplo, (8], [9], [22], [27], [29] e [56]. Contudo, as
conclusoes sao especificas da forma como a limitagao de recursos afecta as
taxas de natalidade e mortalidade, forma que é mal conhecida. Assim,
para obter resultados que sejam robustos relativamente a essa forma
(isto é relativamente ao modelo concreto escolhido), [16] usou mode-
los gerais em que a taxa média geométrica de crescimento per capita
¢ uma fungao arbitraria r(y). H& que fazer algumas suposi¢des, claro,
mas que sejam ditadas por consideragoes biolégicas. Supde-se, em par-
ticular, que a funcao r(y) é de classe C! estritamente decrescente, que
r(07) > 0 (podendo mesmo ser +00), que r(+o0) < 0 (podendo mesmo
ser —oo) e que limy o yr(y) = 0 (admite-se que nao hé imigragio). Com
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estas hipéteses, atingiram-se as mesmas conclusées, designadamente a
existéncia de solugao Unica para todo o t > 0, o espaco de estados ser
(0, +00), as fronteiras desse espago serem nao-atractivas, a inexistén-
cia de extingdo matematica, a ergodicidade, a existéncia de densidade
estaciondria e o facto de a sua moda estar préxima do equilibrio deter-
ministico globalmente assintoticamente estével quando o ruido tem uma
intensidade o pequena. Claro que, se se tivesse suposto que 7(07) < 0,
a fronteira O seria atractiva e viria X (t) — 0 quando t — +o0 (extingao
matemética). Os resultados foram generalizados em [18] para intensi-
dades de ruido o(y) que possam depender quase arbitrariamente (ha
pequenas restri¢oes) do tamanho y da populagao.

O facto de nao haver extingao matemética nos modelos referidos com
as suposigoes feitas, nao significa que a populacao esteja livre da extingéo
no sentido biolégico do termo. De facto, a varidvel de estado X é con-
tinua, mas os tamanhos reais da populagao sdo discretos, pelo que pode
suceder que, no modelo, X se possa aproximar muito de zero sem ocor-
rer a extingao matemadtica, enquanto que, numa populagao real, valores
positivos abaixo de um individuo s@o impossiveis. Por outro lado, as
hipéteses do modelo excluem flutuagoes aleatérias de natureza demogra-
fica (sé se consideram flutuagdes ambientais), que sdo particularmente
relevantes para populagoes pequenas. Em populages reais, podem ainda
ocorrer outros fenémenos nao considerados no modelo, como os efeitos
de Allee. Assim, para estudar a extingao é preferivel nao usar o conceito
de extingdo matemética, mas o conceito de eztingdo realista, em que se
considera extinta qualquer populagdo que atinja um limiar de extingdo
a > 0 adequadamente escolhido (por exemplo, pode ser a = 1 ou a = 2
em populagoes sexuadas, ou um valor a abaixo do qual se instalam efeitos
de Allee), considerando-se que, quando o tamanho da populacio atinge
esse valor, a extingdo é inevitdvel.

Para que o problema tenha interesse isto é, para que a populacao nao
esteja extinta a partida, vamos supor a < X(0) = z. A probabilidade
de extingao Plexistir ¢t > 0 tal que X (t) < a| é, para os modelos consi-
derados acima, igual a 1 dado que a ergodicidade implica que todos os
estados interiores (neste caso todos sdo interiores) sejam visitados, mais
cedo ou mais tarde, com probabilidade um. Sendo a extingdo (realista)
inevitdvel, a questao relevante é estudar o tempo de extingdo, que nao é
mais que o tempo de primeira passagem T, pelo limiar de extingdo a.

Na Seccao 11.2, estuddmos To 5 com a < z < b. Como o processo
passa por a com probabilidade um, isto é, T, < +00 g.c. e como nao
passa por T2 = +oo visto ser fronteira inacessivel, temos T, = Tp 4o =
limp1 400 14,5, Pelo que basta fazer b T 400 no estudo anteriormente feito.
Pode ver-se em [23] a aplicagdo aos modelos logistico e de Gompertz.
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Aqui vamos apenas apresentar o caso do modelo logistico (11.33).

Podiamos recorrer ao ultimo teorema da Secgdo 11.2 com h(z) = 1
e g(£) = exp(—A€) para obter uma equacdo diferencial para a trans-
formada de Laplace E;[exp(—AT, )] pois, uma vez resolvida, podiamos
determinar a f.d.p. de T, por inversdo e os momentos E;[(T; 4)"] por
derivacao em ordem a A no ponto A = 0. Infelizmente, nao conseguimos
resolver a equagao diferencial explicitamente e os métodos numéricos
de inversdo sdo um tanto instdveis. Recorremos assim a (11.21) com
h(z) = 1 para obter E;[T, ). Vem

Ur(z) =Ez [Top] =
2 (u(a) [(S(b) - SEO)m(E)de + (1~ u(z)) [7(S(€) — S(a)m(€)de)

com u(z) dado por (11.20). Usando (11.34) e (11.35), obtemos

Il 2 lgzg,

u(z) =t ——
[L 27 tends
com
2r 8 2r b 2r
= —-a, = 5% = S5,
02K 2K T 2K
e, ap6s algumas simplificagoes,
]Ez [Ta,b] .
2 Y, —%-1y BB, 251y -1
m <fay edyfvay e¥dyv e~ vdv

+ Py ey [ fdey_fd)

Fazendo b T +00 (que implica S 17 +00), obtemos, apés levantamento de
indeterminacoes,

2 v 27‘ _eny
IE.’E [Ta] = ;/ r (;:y> Y oz leydy7

onde I' (c,z) = f;roo t°~le~tdt é a fungdo gama incompleta.

Apresentamos na Figura 11.1 alguns gréficos do tempo médio de
extingao. Para isso, hd vantagem em trabalhar com grandezas adi-
mensionais, para o que vamos considerar R = 7 (espécie de relagao
sinal/ruido), d = a/K (limiar de extingdo expresso como frac¢ao da
capacidade de sustento do meio) e z = z/a (medida do afastamento re-
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lativo da populagao inicial relativamente ao limiar de extingdo). Como
r é uma taxa de renovagdo quando o tamanho da populagio é pequeno,
1/r é o tamanho médio duma geragdo nas mesmas circunstancias, pelo
que rT, é o tempo de extingdo medido em nimero dessas geracdes; o
gréafico mostra-nos o seu valor esperado E, [rT,] como funcio de z para
alguns valores de R e d. Note-se que

2Rdz
E, [rTy] = 2R/ T(2R, y)y 2 1evdy.
2Rd

modelo logistico, R=1, d=0.01 modeln Jogistico, R=10, d=0.0]
2500 [4ee3t
[ ] (

le=21

1000 (=
dea30
500
20430
n 3 4 [ [ 1o o : R 3 . ]
* :
madelo logistico, R=1, d=0.1 modelo logistico, R=10), d=0.1
®
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Figura 11.1: Comportamento do tempo médio de extingio para uma po-
pulagdo descrita pelo modelo logistico. A abcissa é z = x/a e a ordenada é
TEz[Ta]. Note-se que a escala vertical difere entre os graficos.

Note-se que o tempo médio de extingao aumenta quando R aumenta
(logo aumenta quando a intensidade o das flutuagdes aleatérias diminui)
e diminui quando d aumenta (isto é, quando a capacidade de sustento se
aproxima do limiar de extingdo). Também se vé& que o tempo médio de
extingdo aumenta quando z aumenta (logo aumenta quando a populacio
inicial z aumenta ou quando o limiar de extingdo a diminui), embora
esse aumento seja muito ténue a partir de certa altura (para os casos
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ilustrados na Figura 11.1, vemos que, quando z > 2, o tempo médio de
extingao estd praticamente estabilizado).

Em [23] também se obtém o devio-padrao do tempo de extingio, que
¢ da mesma ordem de grandeza da média. Para isso, sendo U, (z) =
E; [(To5)"], resolveu-se a equagio diferencial (ver iltimo teorema da
Secgao 11.2) DUp(z) = —nUn_1(z) com U,(a) = Up(b) = 0en = 2,
recorrendo & expressao ja obtida de U;(z), e fez-se b T +oo.

Para o estudo de modelos de crescimento populacional com pesca
pode consultar [10], [12], [17], [19] e referéncias neles contidas.

A este propédsito, a gestao de exploragoes de pesca, caca ou floresta
pode beneficiar de uma &drea de estudo muito interessante, o controlo
6ptimo estocéstico, de forma a regular o esforco de capturas no sentido
de optimizar determinada fungao objectivo (por exemplo, relacionada
com os lucros) sujeita a certas restrigdes (por exemplo, de natureza
econémica, ambiental ou social). As aplicagoes do controlo éptimo es-
tocdstico estendem-se a outras dreas, como a gestao de carteiras de inves-
timento e consumo ou a exploragao espacial (por exemplo, no consumo
de combustivel em correcgdo de trajectéria de satélites). O leitor interes-
sado em controlo éptimo estocéstico pode consultar [30]. Para algumas
aplicacoes & gestao de recursos naturais, pode consultar [2] e [44] ou,
para uma conexao entre esta matéria e as opgdes financeiras, [1].



Capitulo 12

Teorema de Girsanov

12.1 Introducao através de um exemplo

Consideremos um espago de probabilidade (92, F, P) e um processo de
Wiener W (t) nele definifdo. Consideremos uma EDE auténoma

dX(t) = (X (£)dt + g(X(£))dAW(t), X(O0)=z te[0,d), (12.1)

com f e g satisfazendo uma condi¢ao de Lipschitz, de forma a garantir
a existéncia e unicidade de solugdo. Também podemos escrever a EDE
na forma integral =

X(t) =z + /0 FX(5))ds + /0 JX(E)dW(s), te[o,d. (12.2)

Como em EDE auténomas a condi¢ao de Lipschitz implica a condigio de
restrigao ao crescimento, podemos aplicar o teorema de existéncia e uni-
cidade (ver Secgdo 7.1). Assim, a solugio X (t) é um processo de difusao
homogéneo com coeficiente de tendéncia a(y) = f(y) e coeficiente de
difusdo b(y) = ¢*(y) e a solugao estd em H?[0,d]. Uma vez que estamos
a supor uma condi¢ao inicial deterministica (automaticamente indepen-
dente do processo de Wiener), podemos trabalhar com a filtragio natural
do processo de Wiener M, = o(W(u) : 0 < u < s), como suporemos
neste Capitulo, salvo menc¢éo em contrario. Alids, como estamos a tra-
balhar exclusivamente no intervalo de tempo [0,d] e Ms; C My para
s € [0,d], podemos restringir o processo de Wiener a esse intervalo e
trabalhar com o espago de probabilidade (Q, Mg, P), onde utilizamos
a mesma letra P para designar a restricao da probabilidade P a M.
Como podemos e como é conveniente, serd isso que faremos daqui em

137
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diante.

Se o coeficiente de tendéncia fosse nulo, viria X(t) = z+
9(X (s))dW (s) e X (t) seria uma martingala (relativamente & filtragao
s). A vantagem de se trabalhar com martingalas e de tirar partido
das suas propriedades é inegavel, quer do ponto de vista da teoria, quer
das aplicagées.

Na Seccdo 11.2 vimos um método de tornar nulo o coeficiente de
tendéncia através de uma mudanga de varidvel Y (t) = S(X(¢)), onde
S é uma fungdo de escala. Mas, naturalmente, o processo inicial X (t)
mantém o seu coeficiente de tendéncia inicial. Aqui, vamos ver um outro
método, em que ndo precisamos de alterar o processo X (t). O método
permite nao apenas mudar o coeficiente de tendéncia para um coefi-
ciente nulo mas também para outro coeficiente de tendéncia por nés
escolhido. Isto é particularmente interessante em aplicagoes financeiras,
em que podemos estar interessados em trabalhar com pregos constantes
ou normalizados (pregos em que se desconte alguma taxa com variagao
deterministica, por exemplo a taxa de rendimento de certas obrigagdes).

Dizfamos que nao era preciso alterar o processo X (t). Mas alguma
coisa terd que mudar porque alterar apenas o coeficiente de tendéncia al-
teraria a solucdo, que ja ndo seria X (¢). A ideia serd alterar o coeficiente
de tendéncia e, para compensar, alterar o processo de Wiener W (t) que
aparece na EDE de forma a que solugao se mantenha. Lembramos que
W (t) era um processo de Wiener com respeito & probabilidade P. E na-
tural que o processo alterado W*(t) ja nao seja um processo de Wiener
com resprito a P. Felizmente, porém, W*(t) é um processo de Wiener
com respeito a uma probabilidade modificada P* e, além disso, a proba-
bilidade P* ¢ equivalente a P. ' A mudanca de P para P* compensa
a mudangca do coeficiente de tendéncia.

No caso particular de a alteracdo se fazer para um coeficiente de

ls
M

1 As probabilidades P e P* dizem-se equivalentes se P* for absolutamente continua
com respeito a P e vice-versa. O conceito aplica-se também a medidas. Uma medida
u (que pode, em particular, ser uma medida de probabilidade) definida num espago
mensuravel (2, F) diz-se absolutamente continua com respeito a outra medida v
definida no mesmo espago mensurdvel se ¥(N) = 0 implicar u(N) = 0; escreve-se
p# << v. Suponha que v é medida finita-o (isto é, qualquer conjunto mensurdvel é
unido contdvel de conjuntos com medida finita); as probabilidades sdo medidas finitas
e, portanto, também sdo medidas finitas-o. O teorema de Radon-Nikodym mostra
que p << v sse pu tem uma funcdo densidade-v f(w) ndo-negativa, chamada derivada
de Radon-Nikodym e representada por f = 3—’:. Quer-se com isso dizer que p(A4) =
fA fdv para todo o A € F. Essa derivada estd quase sempre (relativamente a v)
univocamente definida e, para fun¢des mensurdveis arbitrarias X (w), vem fQ Xdy =
fn X%du sempre que um dos integrais esteja definido. Note que a f.d.p. de uma
v.a. absolutamente continua X é a derivada de Radon-Nikodym da sua distribuigao
de probabilidade Px.
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tendéncia nulo, a solugdo X (t) da EDE, que nao era martingala para
a probabilidade P, torna-se uma martingala para a nova probabilidade
P~*. A propriedade de ser martingala é particularmente poderosa em apli-
cagbes financeiras; assim, se Y (¢) é uma martingala para P*, vem, para
t € [0,d], Y(t) = E”'[Y(d)|M,] (representamos por EF™ a esperanca
matematica com respeito & prrobabilidade P*), e podemos obter Y'(t)
(t € [0,d]) & custa do conhecimento de Y (d). Isso é particularmente
util para a determinagao do valor de alguns produtos financeiros, por
exemplo op¢des de compra europeias (ver Capitulo 13). Note-se que,
enquanto P pode ser interpretada como dando as probabilidades efec-
tivas dos diferentes cendrios de mercado, a nova probabilidade P* dard
probabilidades ficticias especificamente construidas para que X (¢) nao
tenha tendéncia (isto €, seja uma martingala, o que significa ser neutra
do ponto de vista do risco financeiro).

Para melhor entender o método, vamos utilizd-lo num caso particular
muito simples, precisamente o caso em que os coeficientes de tendéncia
e difusdo sdo constantes (movimento browniano com tendéncia). Mais
precisamente, vamos considerar o caso a(z) = f(z) = a e b(z) = g*(x) =
1. Temos a EDE dX(t) = adt + 1dW (t), com X(0) = z (z € R), cuja
solucao é um processo em tempo continuo X (¢) (t € [0, d)).

Para melhor acompanhar o que estd a suceder, vamos simultane-
amente considerar uma discretizacao temporal deste problema com dt
substituido por At > 0 e, para facilitar os cdlculos, vamos supor At = 1.
Em tempo discreto, temos os instantes t = 0, 1,...,n e, para facilitar a
analogia, vamos por d = n. Vamos designar o processo em tempo discreto
correspondente a X (t) (¢ € [0,n]) por X; (t=0,1,...,n). O processo X;
serd a solugdo da equagao as diferencas estocastica AX; = aAt+ 1AW (t)
com X =z, onde AXy := X;—X;_1 e AW(t) := W(t)-W(t—1). Pode-
mos escrever a equagao as diferengas estocdstica na forma X; — X;_; =
a+Z, (t =0,1,...,n), onde Z; := AW(®) (¢ = 1,2,...,n) é um ruido
branco em tempo discreto gaussiano, isto é, uma sequéncia de v.a. i.i.d.
normais padrao.

Entao Vi = Z1+ Z2+...4+ Z; (t = 1, ...,n), que tem distribuicao nor-
mal com média 0 e varidncia ¢, representa em tempo discreto um papel
analogo ao papel que W (t) representa em tempo continuo (alids, para
t=0,1,..,n, vem V; = W(t)). Repare-se que W(t) é uma martingala
em tempo continuo (para a filtragio natural M;) e que V; é uma martin-
gala em tempo discreto (para a filtragédo natural My =co(V, : 0<u<t)).
A semelhanca do que fizémos em tempo continuo, sé precisamos de tra-
balhar (e, portanto, sé vamos trabalhar) no espaco de probabilidade

(Q, Ny, P), onde utilizamos a mesma letra P para designar a restricio
da probabilidade P a N,.
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Note que, neste exemplo muito simples em que os coeficientes de
tendéncia e difusdo sao constantes, a discretizacdo temporal concorda
sem erros com o problema inicial em tempo continuo. Com efeito, a
solucdo da EDE é X (t) = z + ot + W(¢), com distribuicdo normal de
média x4 at e varidncia t. Ora, para ¢ inteiro nao-negativo, a solugao X;
da equagdo as diferengas estocdstica é X; = z+at+ V4, com distribuicio
normal de média z + ot e variancia .

Seja Z} = a+ Z; (que queremos corresponda a dW*(t)); note-se que
a média j4 nao é zero mas antes . Seja V" = Z7+Z3+...+Z; = at+V,,
que tem distribui¢ao M (at, ¢). O correspondente em tempo continuo sers
W*(t) = at + W(t) ~ N(at,t), mas é ébvio que j& ndo é um processo
de Wiener, nem é martingala, com respeito & probabilidade P com que
estamos a trabalhar. Da mesma forma, V;* também j4 nao é martingala.

Agora vem a nova equagao as diferencgas estocéstica X; — Xy_1 =
0+ Z7, em que o novo coeficiente de tendéncia é zero. Corresponde-lhe,
em tempo continuo, a nova EDE dX (t) = 0dt + dW*(¢), também com
novo coeficiente de tendéncia nulo.

Repare-se que M; = exp(—aV; — 3a%) (¢t = 0,1,2,..,n) é uma
martingala em tempo discreto. Também M (t) = exp (—aW (t) — a?t)
(t € [0,7n]) é martingala em tempo continuo.

Seja P* a nova probabilidade definida pela derivada de Radon-Niko-
dym dP*/dP = M, no espago mensuravel (2, \},) (o mesmo que foi
usado para P). Dizer que dP*/dP = M, significa que, para qualquer
AeN,,

P*(A) = /weA dP*(w) = v/weA (fi]:dP(w) . /weA M,dP(w).

Em particular, a f.d. conjunta de Z,Z3,...,Z} com respeito & nova
probabilidade P* é
FF}.,ZZ-,...,Z;L(" 23, 2) = P*[2} < 21,25 < 23,..., 23 < 23]
=f[z c<or zy<g, i zn<an) OFT ()

o

= Jizr <23 258205 ]exp( aV, — La?n) dP(w)
- f—éo f:; f—loo exp (—ad i v — s0’n)
% 2300023 W Y1 U2y 3. s,
= J% 7 7 exp (—a X, (v — ) — ba?n)
W exp ( DR (T a)z) dyrdy;...dy,

=f_ZO‘o f_° Z \/_),l exp (—3 Yoiey ¥i2) dyidys...dy;,.
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Tabela 1: Exemplo de mudanga de tendéncia: correspondéncia entre o
modelo em tempo continuo e em tempo discreto.

Modelo Modelo correspondente
em tempo continuo em tempo discreto
Instantes t € [0,n] Instantes t = 0,1,...,n

Processo estocéstico X (t) Processo estocédstico X
em tempo continuo em tempo discreto

dX(t) AXe =Xy — X¢—1

dt =l
dW (t) Zy = AW(R) =W({)-W(t-1)
(v.a. normais padrao i.i.d.)
W(t) = AW (1) + ... + AW (t) Vii=2Z14 ...+ Zy(= W ()
~ N(0,t) é martingala ~ N(0,t) é martingala
em tempo continuo em tempo discreto
equagdo diferencial estocdstica | equagdo as diferengas estocastica
dX(t) = adt + dW (t) AXi = alt + AW(t)
com Xo =2 ou X —Xi1=a+Z
com Xo =z
a solugdo é a solugdo é
X)) =z+at+ W(t) Xe=z+at+V;
~N(z + at, t) ~N(z+ at,t)
dW*(t) Zi =a+ Zy ~ N(o, 1)
W*(t) = at + W(t) ~ N(at, t) W=2Z1+2Z:+..+ Zf =
nao é martingala at + Vi ~ N(at,t)
nem processo de Wiener nao é martingala
com respeito a P com respeito a P
equagao diferencial estocdstica | equagao as diferencas estocistica
nova dX (t) = 0dt + dW*(t) nova Xt — X¢—1 =0+ Z;
coeficiente de tendéncia = 0 coeficiente de tendéncia = 0
solugdo: X (t) =z + W*(t) solugdo: Xy =z + V¢
M(t) = exp (—aW (t) — 2a°t) M; = exp (—aV; — $0’t)
é martingala é martingala
nova probabilidade P* nova probabilidade P*
definida por dP*/dP = M(n) definida por dP*/dP = M,
com respeito a P*
Z3,2Z5, ..., Zy sdo iid. N(0,1)
com respeito a P* com respeito a P
W*(t) ~ N(0,t) e é processo Vit ~N(0,t) e é
de Wiener (logo martingala) martingala
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Logo, com respeito a P*, as v.a. Z{,Z3,...,Z} sdo i.i.d. com dis-
tribuigdo normal padrao, pelo que tém média zero. Portanto, com res-
peito a P*, V;* = Z} + Z3 +...+ Z tem distribuigado N(0, t) e facilmente
se reconhece que, relativamente a P*, é uma martingala em tempo dis-
creto.

Analogamente, W*(¢) ser4, com respeito a uma probabilidade P*
apropriada, um processo de Wiener e, portanto, uma martingala. A
probabilidade P* apropriada para tempo continuo é definida pela deri-
vada de Radon-Nikodym dP*/dP = M(n) = M(d) no espago mensu-
réavel (2, M) (o mesmo que foi usado para P). Isso significa que, para
qualquer A € M,,,

P(4) = /A dP*(w) = /A ‘21: dP(w) = /A M(n)dP(w).

Note-se ainda que, sendo M (d) > 0, vem dP/dP* = 1/M (d) e, portanto,
tendo qualquer das probabilidades derivada de Radon-Nikodym relativa-
mente & outra, elas so absolutamente continuas relativamente & outra,
logo equivalentes. Tém, assim, os mesmos conjuntos de probabilidade
nula.

Vamos mostrar que W*(¢) é processo de Wiener relativamente & pro-
babilidade P*.

Note-se que W*(t) = at + W(t) (¢t € [0,d]) tem a mesma filtragao
natural M; que W(t). Reconhece-se que, para s < {, o incremento
W*(t) — W=*(s) = alt — s) + W(t) — W(s) é, tal como o incremento
W(t) — W(s) do processo W (t), independente de M, e, portanto, inde-
pendente de qualquer incremento no intervalo [0, s]. Assim, concluimos
que o processo W*(t) tem incrementos independentes.

Também é 6bvio que W*(0) = 0 q.c.-P* (pois P e P* tém os mesmos
conjuntos de probabilidade nula).

Para mostrar que W*(t) € processo de Wiener relativamente & proba-
bilidade P* basta s6 mostrar que, para 0 < ¢ < t < d, a distribui¢ao com
respeito a P* de W*(t) — W*(s) é N(0,t — s). Designemos por Fg(z) =
Q[Z < z] e por fZQ afd. eaf.d.p. (seexistir), respectivamente, da v.a Z
com respeito & probabilidade Q. Seja A, = {w € Q: W™ (t) — W™(s) <
e} ={weQ:WE) —W(s)+alt—s) <z} Afd de W*(t) —W*(s)
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com respeito a P* é

M * dP* (w)
Fiy - W‘(s)(x)=P = Ja, dP*(w) = [, Gry dP(w) =
Iy 5‘,;;&;} (w)dP(w) =IE1P [exp(—aW(d) 10%d) 14, ()] =
e~ io? d]EP [ —a(W(d)— W(t))e—oz(W(t) W(s))IA —aW(s ]

e 30SARP [p—a(W(d)—W (1))

B [emsW@O-WEN ], (w)] EP [e=aW(s)]
e 30’doa’(d-t)gP [e=eW@O=-W(N ], (w)] e30’s —
e—3a’(t—s) fAm e~ WH-W() gp(w) =

—la?(t— —a(t— .
30’ (t—s) ffooa( S)e asz}T’/(t)—W(s)(z)dz=

—la®(t—s) pr—alt—s) _qoz 1 (_ =zt ) 7=
ez . e N exp | —3ri—gy ) 42

z—a(t—s) 1 _ (z+alt—s))? _

—o0 Brtae) P ( 2At-3) ) Gel=

dv,

&)

e ety o (s
=0 /2 (t—s) 9(3"’3)

que é precisamente a f.d. de uma v.a. N(0,t — s). Estd concluida a
demonstracido de que W*(¢) é um processo de Wiener com respeito a
nova probabilidade P*.

Claro que a solugao de dX (t) = 0dt+dW*(t) é X (t) = 1)+fg dW*(s)
=z+ W"( ) e é uma martingala para a probabilidade P* (e a filtragao
My). :

A remocao da tendéncia e construgdo da nova probabilidade a que
acabdmos de proceder para este exemplo, quer em tempo continuo quer
em versao discreta, encontram-se resumidos na Tabela 1.

O resultado obtido para o modelo em tempo continuo pode ser es-
tendido ao caso geral em que f e g ndo tém que ser constantes e também
se pode mudar para um coeficiente de tendéncia diferente do inicial mas
néo necessariamente nulo. E esse resultado que constitui o teorema de
Girsanov, a ser estudado na Secgao 12.2.

12.2 Teorema de Girsanov

Seja 0 < d < co. Consideremos um espago de probabilidade (Q2, F, P) e
nele um processo de Wiener W (t) (¢ € [0,d]). Seja My = a(W(u) : 0 <
u < t) a filtragdo natural do processo de Wiener. Vamos restringir P a
Mg, isto é, vamos trabalhar com o espacgo de probabilidade (2, M4, P).
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Teorema de Girsanov
Seja X (t) a solugao da EDE

dX(t) = fF(X(£)dt + g(X(t)dW(t), X(0)=z te[0,d], (123)

com f e g satisfazendo uma condi¢do de Lipschitz (o que garante exis-
téncia e unicidade de solugdo).

Suponhamos que f*(x) também satisfaz uma condigdo de Lipschitz.
Suponhamos que existe uma funcdo 6(x) tal que 2

9(2)0(z) = f(z) - f*(2) (12.4)

e seja
M(t) = exp (_ /0 LB ()W (s) — ; /0 t 02(X(s))ds). (12.5)

Suponhamos que §(X (t)) € M?[0,d] * e que M(t) (t € [0,d]) é
uma martingala com respeito a P (relativamente & filtracgo M;). Uma
condi¢do suficiente para que isto se verifique € que seja vdlida a condicdo

de NO'U'&kO'U
EP exp by ‘9 )K S d +OO. 12.“

Seja P* uma nova medida de probabilidade no espaco mensurdvel
(Q, My) definida pela derivada de Radon-Nikodym

dP*/dP = M(d)
e seja

W*(t) = W(t) + /0 t (X (s))ds. 12.7)

Entdo P* € equivalente a P e W*(t) é um processo de Wiener rela-
tivamente a P*. *
Além disso, o processo X (t) satisfaz a EDE

dX(t) = f1(X(8))dt + g(X (£))dWV*(t), X(0)=z te[0,d (12.8)

e, portanto, as distribuicées de dimensdo finita de X (t) relativamente a

2Caso g(z) # 0, vem 8(z) = ﬂ%‘(x}

30u seja (ver Capitulo 6) 6(t,w) -= 8(X (¢, w)) é fungéo conjuntamente mensuravel
adaptada a filtragdo M; aqui escolhida e tal que f: 82(¢,w)dt < 400 q.c.-P.

4Em geral, ndo é um processo de Wiener relativamente a P.
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P* coincidem com as distribuicées de dimensdo finita relativamente a P
da solugéo Y (t) da EDE 5

dY (t) = f*(Y())dt + g(Y (1))dW (), Y(0) =z te[0,d. (12.9)

Nota. No caso particularde f* = 0, tem-se X (t) = 2+ fo’ g(X(s)dW*(s).
Como g satisfaz uma condicéo de Lipschitz, sabemos que g(s.w) =
9(X(s,w)) € H?*P"[0,d] (H*"[0,d] é a classe das fungdes conjuntamente
mensurdveis adaptadas a filtragio M tais que EF” [fod gg(s)ds] < +00).
Logo, devido as propriedades do integral estocdstico como fungao do limi-
te superior de integragéo, X () serd, neste caso particular, uma martin-
gala relativamente a P* (com respeito & filtracdo M,). Temos assim um
processo de transformar a solugao de uma EDE auténoma, que em geral
nao é martingala relativamente & probabilidade original, numa martin-
gala, mas relativamente a uma nova medida de probabilidade. O exemplo
tratado na Secgdo 12.1 é o caso particular de f(z)=aeg(x) =1, vindo

() = LB=0 — o

glz)

Nota. Nao é dificil generalizar ao caso de EDE multidimensionais nos
termos referidos na Secgao 7.3. Naturalmente que @ é agora uma vector
coluna com a mesma dimensao m do vector do processo de Wiener e

que M (t) = exp (— f(; 67 (X(s))dW (s) — 3 fot BT(X(s))e(X(s))ds). Na

condigao de Novikov, deve substituir-se 62 por 87 8. No caso de n = m
e de a matriz g ser invertivel, pode escolher-se 6 = g1 (f — f*).

Nota. Outra generalizacio relativamente trivial consiste em permitir a
substitui¢ao de f(X(s)) por F(s,w) € M?[0,d] (agora a EDE inicial pode
nao ser auténoma), desde que exista 6(s,w) tal que g(X (s,w))0(s,w) =
F(s,w) — f*(x). Exige-se agora que 6(s,w) € M?[0,d) e que, relati-

vamente a P, M(t) = exp (—f;ﬁ(s,w)dW(s) -1 g@z(s,w))ds) seja
martingala, sendo condig@o suficiente para que tal suceda que se veri-
fique a condigdo de Novikov E [exp (% f:@z(s, w)ds)] < +o00. Agora
vem W*(t) = W(t) + [ 0(s,w)ds.

Antes de demonstrar o teorema, vamos demonstrar dois lemas.

5Como s6 as distribuigbes de dimensdo finita sio relevantes para o cilculo de
probabilidades relativas aos valores do processo, ¢ indiferente trabalhar com as dis-
tribuigdes de Y'(t) relativamente a P ou com as distribuiges de X (t) relativamente
a P*. Isso pode ser util na determinagio de solugdes fracas de EDE.
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Lema. Sejam P e P* probabilidades num espago mensurdvel (£2,G)
tal que &5 = h(w), seja Y uma va. em (,G) tal que EP"[|Y|] =
Jo 1Y (W) |h(w)dP(w) < +oo € seja H uma sub-dlgebra-c de G. Entdo

EF[hY|H] = EP [V |H]EF [h|H] q.c.-P.

Demonstracdo

Seguimos de perto a demonstragdo de [51]. Seja H € H. Vem,
usando a defini¢ado de probabilidade condicional e as propriedades das
esperangas condicionais,

S EX [Y|HIhdP = [, EP'[Y|H]dP* = [, YdP* =
[y YhdP = [, EP[Yh|H]dP.

Por outro lado,
fH EF" [Y|H]hdP = fQ Ef" Y |H)hIydP = EF []EP' [YlH]hIH] =

EP [E? [EF" [Y|H]RIg|H]] = EF [I4EF" [Y|H]EP [ H]] =
[ EF" Y HIEF [h| H]dP.

Logo
/ EF [Y|H]Ep [h| H]dP = / EP[Yh|H]dP
H H
para qualquer H € H, o que prova o pretendido. |

O facto de no teorema de Girsanov se ter 45 = M(d) em My
significa que, dado qualquer A € My. vem

P (A) = /A dP*(w) = A ”g: dP(w) = A M(d)dP(w).

Sera, que se pode ir mais longe caso A € M, com ¢ € [0,d]? Vejamos o:

Lema. Nas condi¢ées do teorema de Girsanov e para t € [0,d], vem

dP = M(t) em My, querendo com isto significar que, para A € M;, se
tem

P*(A) = /4 dP* () = A M()dP(w).

Demonstracao

Seguimos de perto a demonstracdo de [51]. De facto, atendendo a
que M(t) é uma martingala relativamente a P (com respeito & filtracio
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My), vem

P(A)= [,dP*= [, M(d)dP = [, IsM(d)dP = EF [I4M(d)] =
EP [EF [I4M(d)|My]] = EF [I4EP [M(d)|M,]] =
EP [I4M 1)) = [, M(t)dP. W

Esboco da demonstragdo do teorema de Girsanov
Condi¢ao de Novikov
Seja

Z(t):—/o 0(X(s)dW(s)—%/0 62(X (s))ds.

Aplicando o teorema de It6 a M(t) = exp(Z(t)), e atendendo a que
O(X(t)) € M?[0,¢], vem

dM(t) = ZMdZ(t) + 1eZW(dZ(1))? =
M(t) (—6dW (t) — 36%dt) + LM (t)63dt =
—O(X (£))M(t)dW (£),

donde, como AM(0) =1,
M) = 1—/t6(X(s))M(s)dW(s). (12.10)
0

Se a funcao integranda 6(X (s))M (s) estiver em H?[0, d], as propriedades
do integral estocdstico como fungéo do limite superior de integracao im-
plicam que M (t) seja uma martingala relativamente a P (com respeito
a filtracdo M,). Mas nada garante que 8(X (s))M(s) € H?[0,d), daf se
ter exigido no enunciado que M (t) seja martingala relativamente a P.

A condi¢ao de Novikov implica
L of? o
exp|= [ 6°(X(s))ds
2 Jo

exp <EP ) <EF

e, portanto, implica § € H?[0,d] ¢ M?[0,d]. A condigdo de Novikov
também implica que M (t) seja martingala relativamente a P pois permite
aproximar (12.10) por uma técnica de truncatura sofisticada que garante
a propriedade de martingala, mas que estd fora do ambito deste livro. O
leitor interessado pode vé-la em [37].

I i
5/0 62(X (s))ds

< 400,

Equivaléncia

Tal como se fez na Secgao 12.1, basta atender a que M (d) > 0.
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X (t) satisfaz (12.8)

Basta notar que dW*(t) = dW (t) +6(X (¢))dt e substituir dW (¢) por
dW*(t) — 6(X(t))dt em (12.3) para obter (12.8).

W*(t) € processo de Wiener relativamente a P*

Seguimos de perto a demonstragio de [51]. Seja
R(t) = W*2(t) — t.

Atendendo & caracterizagdo de Lévy (ver Secgao 4.2) do processo de
Wiener, basta mostrar que W*(t) e R(t) sdo martingalas relativamente
a P™ (e com respeito a filtragao My).

Sejam

K(t) = M({OW*(t)

L(t) = M(t)R(t).
Vem K(0)=0e
dK(t) = M(t)dW*(t) + W*(t)dM (t) + dM (t)dW*(t) =
M)(O(X(t))dt + dW () + W (t)(—=0(X (t)) M (t)dW (t))—
O(X ()M (t)dt =

M@)(1 - 0(X (@)W (1)dW (2),

donde .
K(t) = /O M(s)(1 — 6(X ()W (s))dW (s)

¢ martingala relativamente a P.

Para 0 < s < t < d e atendendo a que My C M,, vem, usando a
propriedade de martingala e os dois lemas acima,

M(s)W*(s) = K(s) = EP[K(t)|M;] = EF [M()W*(t)|M,] =
EP (45w (01 Ms] = B W ()M EP [ 1M,] =
EP” [W* ()| ML) EP [M ()| M) = EP” [W* (£)| M,] M(s).

Como M(s) # 0, vem
W*(s) = EX" [W*(t)| M),
o que prova que W*(¢) é martingala relativamente a P*.

A demonstragao de que R(t) = W*2(t) —t é martingala relativamente
a P* ¢é semelhante, trabalhando-se agora com L(t) em vez de K(¢t). &



Capitulo 13

Opcoes e féormula de
Black-Scholes

13.1 Introducao

Uma opgdo confere ao seu detentor o direito, mas nio a obrigacéo, de
efectuar determinada actividade financeira. O detentor exercers esse
direito conforme o que lhe for mais vantajoso. Vejamos dois exemplos:

e Um importador recebeu uma encomenda cujo custo é de ym mi-
lhao de délares a pagar em 60 dias. Suponhamos que actualmente o
prego de compra do délar é de 0, 81 Euros mas que, se o importador
tiver de os comprar daqui a 60 dias a um preco superior a 0, 85 Eu-
ros, terd prejuizos consideraveis. Para resolver o problema, poders
adquirir uma op¢éo de compra de um milhao de délares com data
de expiragao daqui a 60 dias ao preco de exercicio de 0, 85 Euros
por ddlar. Se, daqui a 60 dias, o preco de compra do délar for
superior a 0,85 Euros, ele exercerd a op¢ao e comprara o milhio
de délares ao preco de exercicio de 0,85 Euros por délar. Se o
prego de compra do délar for inferior a 0,85 Euros, ele prescinde
de exercer a sua op¢ao e compra os délares no mercado.

¢ Uma empresa tem de pagar mensalmente juros de um empréstimo
a taxa EURIBOR mais um “spread” de 1,5% e quer fazer o seu
or¢amento. Para evitar desvios negativos desagradaveis relativa-
mente as previsdes orcamentais, gostaria de ter a garantia de que a
taxa EURIBOR, actualmente de 2%, nao ultrapassars 2, 5%, mas
gostaria de poder beneficiar se porventura ela nao subisse tanto

149
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ou até descesse. Pode adquirir um cabaz de opgbes a vencer men-
salmente que o reembolsem da diferenca caso a taxa EURIBOR
ultrapasse na ocasiao os 2, 5%.

Estes foram apenas dois exemplos de uma grande variedade de opgaes,
que também podem ser adquiridas para fins meramente especulativos.
H4 opcoes sobre accbes, sobre obrigagdes, sobre mercadorias (café, soja,
barrigas de porcos, ouro, zinco, etc.), sobre cotagdes de moedas es-
trangeiros, sobre indices de acgoes, sobre cotagoes de fundos financeiros,
sobre catdstrofes. As opgoes podem ser de compra (em inglés “call op-
tion”) ou venda (em inglés “put option” de um produto financeiro. As
opgoes podem ser europeias (caso a data de exercicio seja rigida e fi-
xada previamemnte), americanas (caso possa ser exercida em qualquer
altura até a uma data pré-estabelecida). Existem ainda outras variantes
de produtos financeiros derivados ("warrants”, opgoes exéticas de vatios
tipos, etc.).

Aqui vamos concentrar-nos no problema classico de opcdes europeias
de compra de acgdes tratado por Black, Scholes e Merton (ver [6] e
[50]), que foi a primeira pedra de um novo e emocionante capitulo da
matematica financeira.

Considere dois activos financeiros, um que é investimento sem risco,
suponhamos uma obrigagao com taxa instantanea de rendimento pu fixa
(pode também ser uma conta bancéria permitindo depdstitos ou em-
préstimos com taxa de juro fixa u), € o outro é uma acgao cotada na
bolsa.

Designemos por B(t) o valor da obrigagéo no instante ¢ (isto &, daqui
a t unidades de tempo), que serd naturalmente dado por

B(t) = B(0) exp(ut) (13.1)
pois dB(t)/dt = uB(t). Podemos escrever
dB(t) = uB(t)dt. (13.2)

Supomos B(0) um valor conhecido (deterministico).

No caso de ser obrigacéo, pressupoe-se que é transaccionavel em qual-
quer instante (transacgoes em continuo) e que a transacgao, seja compra
ou venda (com o mesmo valor da obrigagéo para ambos os casos), se faz
sem encargos (impostos, taxas ou comissées). Estamos a supor que o
rendimento serd sempre pago na integra no instante da transaccao, seja
ele qual for; nao é esse o caso de certos depdsitos a prazo, por exem-
plo a 30 dias, em que os juros sdo pagos na totalidade se o depdsito for
levantado em instantes multiplos inteiros de 30 dias mas se perdem os
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juros desde o ultimo final de prazo em caso de levantamento intercalar.
Supde-se também que qualquer interventor no mercado pode comprar
ou emitir obrigacoes, pelo que o nimero de obrigagdes que detém pode
ser positivo ou negativo. Se for negativo, isso significa que as emitiu
para outros interventores e que esté obrigado a entregar-lhes o seu valor
B(t) por cada obrigagdo se os outros interventores decidirem resgats-las
no instante ¢. Costuma-se falar em posicées longas (do inglés “long”)
ou posigdes curtas (do inglés “short”), respectivamente para a detencéo
de um nidmero negativo ou positivo de obrigagdes. Também podem ser
vendidos e comprados nimeros nao inteiros de obrigagdes (na pratica, se
cada obrigagao for de pequeno valor, esta hipdtese é uma razoavel apro-
ximagao). Caso se trate de uma conta bancéria (em vez de obrigagdes),
as nossas suposigoes significam que pode ter saldo positivo ou negativo e
a taxa de juro é a mesma em ambos os casos, podendo o detentor levan-
tar e depositar na conta a quantia (mesmo nao-inteira) que desejar em
qualquer instante sem perda de juros, ndo havendo encargos com essas
transacgoes. Mas, para fixar a linguagem, falaremos daqui em diante de
obrigagoes (sem risco) com rendimento fixo.

Designemos por S(t) a cotagao da acgao no instante ¢ e suponhamos
que ela tem uma taxa média (aritmética) de rendimento r e uma volatili-
dade ¢ > 0, seguindo um modelo de Black-Scholes (ver Capitulo 3 e Capi-
tulo 8 e ainda, para a interpretagao de r, o Capitulo 9). Seja S(0) > 0
conhecido (deterministico). Temos assim a EDE de It

dS(t) = rS(t)dt + aS(t)dW (¢), .(13.3)
cuja solugdo é, como sabemos,
S(t) = S(0)exp ((r — o?/2)t + oW (2)) . (13.4)

Também as acgOes se supoem transacciondveis em qualquer instante
(transacgdes em continuo), com o mesmo valor para a compra ou a venda
e sem encargos de transaccao. Supdes-se que nao hé dividendos (embora
também se possam incluir com uma meodificacdo do modelo de Black-
Scholes). Supde-se também que pode haver posi¢des longas ou curtas.
Se um interventor tem posicdo curta (ndimero negativo de acgdes), isso
significa que ele vendeu acgdes que nao tinha, ficando obviamente obri-
gado a compré-las de volta a quem as detenha em qualquer instante ¢
ao valor de mercado S(¢). Também podem ser vendidos e comprados
numeros néo inteiros de acgdes (na pratica, se cada acgao for de pequeno
valor, esta hipdtese é uma razodvel aproximagio).

Uma opgdo europeia de compra com data de expiragdo d > 0 (instante
deterministico) e valor de exercicio K > 0 d4 ao seu detentor o direito,
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mas nao a obrigagao, de adquirir uma acgio no instante d pagando o
preco de exercicio K. Caso a cotagiao S(d) no instante d seja superior
a K, o detentor da opgao exercé-la-d comprando uma acgio ao preco K
e ficando com um beneficio S(d) — K > 0 (pode se quiser vendé-la ao
prego de mercado S(d) > K). Caso S(d) seja inferior a K, o detentor
da op¢do nao ird exercé-la (se o fizesse teria de pagar K pela accao, o
que lhe traria um prejuizo jé que pode compra-la no mercado ao prego
S(d) < K); logo o seu beneficio serd nulo. Conclui-se que uma opgao de
compra da ao seu detentor um beneficio

(S(d) — K)* := max(S(d) — K, 0).

Claro que a op¢do ndo pode ser gratuita pois quem a fornecesse, na
melhor das hipétese, nada ganharia e, na pior, teria um prejuizo. A
questao posta por Black, Merton e Scholes foi a de saber qual deveria ser,
em cada instante ¢, o prego ou custo justo Y'(¢) da opgao. Normalmente
interessa saber o preco Y (0) da op¢ao no instante ¢t = 0 da sua compra,
mas, como o seu detentor poderé querer vendé-la num instante posterior
t < d (depois de d a opgao deixa de ter qualquer interesse ou valor),
interessa também saber o seu valor em qualquer desses instantes.

Para além das hipdteses simplificadoras atras referidas (e que po-
dem ser depois relaxadas com modificagoes adequadas do modelo), su-
poseram também o principio de ndo-arbitragem. A traducdo matemética
do termo é complexa mas, em linguagem corrente, significa que nio é
possivel, com um investimento nulo, obter um lucro sem risco. Outra
definigao equivalente é a de que, se dois portfolios (carteiras de inves-
timentos) tém, em certo instante futuro, o mesmo valor quaisquer que
sejam os cenérios do mercado w, entéao devem ter o mesmo valor agora.
Com efeito, se assim nao fosse, quem tivesse o portfolio mais valorizado
agora, poderia trocé-lo pelo menos valorizado, ficando no futuro com
o mesmo valor que teria se nio tivesse feito a troca mas embolsando
a diferenca entre o valor actual dos dois portfolios; teria assim um lu-
cro com um investimento nulo e sem correr qualquer risco. A hipdtese
de nao-arbitragem €, de certa forma, consequéncia da ideia de mercado
eficiente e de operadores de mercado igualmente informados e de corm-
portamento inteligente, pelo que qualquer situagao de arbitragem seria
rapidamente desfeita pela maior procura e subida do valor dos activos
subvalorizados; nao sobrevive obviamente se houver “inside trading”.

Vejamos agora o que se entende por estratégia de transacgdo
(b(t),s(t)) (t > 0) de um interventor no mercado. Aqui b(t) representa
o nimero de obrigacdes e s(t) o niumero de accdes que ele detém no
instante t. Note-se que b(t) e s(t) podem tomar valores reais positivos
(posicBes longas) ou negativos (posigdes curtas). O conhecimento da es-
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tratégia indica-nos quais as compras e vendas efectuadas. Por exemplo,
sempre que s(t) desce de uma certa quantidade, isso significa que naquele
instante o inverventor vendeu tantas ac¢des quanto a descida observada.
Se sobe, houve compra. Claro que (b(0),s(0)) é o portfolio inicial de
obrigagoes e acgoes e o seu valor seré

b(0)B(0) + s(0)S(0).

A estratégia diz-se autofinanciada se o seu valor em cada instante t
for o valor inicial mais os rendimentos acumulados gerados pelas accoes
fot s(u)dS(u) e pelas obrigacoes fot b(u)dB(u) detidas em cada momento.
Isto é, as compras e vendas de obrigagdes e acgdes sao livres mas sé
podem recorrer a meios financeiros contidos no portfolio, ndo podendo
haver saidas ou entradas de meios financeiros. Em termos mateméticos,
a estratégia é autofinanciada se, para todo o t > 0, se tiver

b(t) B(t)+5s(t)S(t) = b(0) B(0)+5(0)S(0)~ /0 b(u)dB(u)+ /0 s(u)dS ().
(13.5)

13.2 Férmula de Black-Scholes e estratégia hedging

Olhemos agora para o valor da opgao Y (¢). Como no instante d ela
confere o beneficio (S(d) — K)*, esse devera ser o seu justo valor (custo)
no instante d, isto é

Y(d) = (S(d) — K)*.

Suponhamos que existe uma estratégia autofinanciada (b(t), s(t)) cujo
valor no instante d é precisamente Y (d), ou seja

b(d)B(d) + s(d)S(d) = Y (d).
Entao a hipétese de nao-arbitragem obriga a que
b(0) B(0) + s(0)S(0) = Y (0).

Com efeito, caso fosse b(0)B(0) + s(0)S(0) < Y (0), alguém poderia
vender uma opgao (sao permitidas posi¢des longas e curtas) por Y (0),
utilizar parte desse dinheiro para adquirir o portfolio (b(0), s(0)) de valor
b(0)B(0) + 5(0)S(0) (isto é, adquirir b(0) obrigagdes e s(0) acgdes) e
guardar a diferenga Y (0) — (b(0)B(0) + s(0)S(0)) > 0. Usando o port-
folio e adoptando a estratégia de transacgoes (b(t), s(t)) até ao instante
d (como é autofinanciada, as transacgdes fazem-se com os meios gera-
dos pelo préprio portfolio), no instante d o portfolio vale b(d)B(d) +



154 Capitulo 13 - Opcgoes e formula de Black-Scholes

s(d)S(d) = Y (d), podendo ser liquidado o portfolio para obter a quantia
Y (d), que serd precisamente o beneficio que dever4 entregar ao detentor
da opgado. Quem seguisse estes procedimentos ficaria a ganhar precisa-
mente a diferenga guardada no inicio Y (0) — (b(0) B(0) + s(0)S(0)) > 0
sem ter feito qualquer investimento nem corrido qualquer risco, pelo que
haveria arbitragem. Caso fosse b(0)B(0) + s(0)S(0) > Y(0), poderia
seguir um procedimento simétrico, adquirindo o portfolio (—b(0), —s(0))
de valor —b(0)B(0) —s(0).5(0) e simultaneamente comprando uma opgao
por Y (0), guardando a diferenga —Y(0) + (—b6(0)B(0) — s(0)S(0)) > 0.
Depois investiria de acordo com a estratégia (que também é autofinan-
ciada) (—b(t), —s(t)), liquidando o portfolio no instante d pelo valor
—b(d)B(d) —s(d)S(d) = =Y (d), precisamente oque ird receber de benefi-
cio pela opgao. Quem seguisse estes procedimentos ficaria a ganhar pre-
cisamente a diferenga guardada no inicio —Y (0)+ (—b(0)B(0)—s(0)S(0))
> 0 sem ter feito qualquer investimento nem corrido qualquer risco, pelo
que haveria arbitragem.

O mesmo raciocinio aplicado ao instante ¢t € [0, d] levaria a concluir
que o principio da nao-arbitragem implica

b&)B(t) + s(t)S(t) = Y (2). (13.6)

Claro que o prego Y () da opgao no instante ¢, dado o cardcter marko-
viano e nao antecipativo da informacao, sé pode depender do instante ¢
e da cotagao S(t) da accdo nesse instante (e ndo em instantes anteriores
ou posteriores). Note-se que o valor da obrigagido em cada momento é
deterministico. Logo, existe uma fungao C(t, z) tal que

Y(t) = C(t, S(¢))-
Usando a férmula de It6, vem, usando (13.2) e (13.3),
dY(t) _ ac(gf(t”dt'f' BC(favf(t))dS(t‘) + Tl_aQCé;S(t)!(ds(t)P _

(% +8Cr8(t) + L 2£$6252(1)) dt + Lo S(t)dW (2).
(13.7)

Atendendo a (13.5) e (13.6), vem

Y(t) = b(t)B(t) + s(t)S(t) =

b(0)B(0) + 5(0)S(0) + fyb(u)dB(w) + [ys(w)dS(u), (13.8)
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donde resulta

dy (t) =
b(t)(d}B(t) + s(t)dS(t) = b(t)uB(t)dt + s(t) (rS(t)dt + o S(t)dW (t)) =
(b(t)uB(t) + s(t)rS(t)) dt + s(t)aS(t)dW (t).
13.9
Como Y (¢) é um processo de difusao e, portanto, tem um sé coeﬁcier(lte d<)e

tendéncia e um s6 coeficiente de difusao, podemos igualar os coeficientes
entre (13.7) e (13.9). Vem

b(t)uB(t) + s(t)rS(t) = aa—f + a_c rS(t) + la_c a2S8%(t)  (13.10)
s(t)oS(t) = Z—CUS( t). (13.11)

Como S(t) > 0, de (13.11) vem
s(t) = w (13.12)

pelo que C(t,S(t)) = Y({#) = b{)B() + s®t)S(t) = b(t)B(t) +
S(t) a_______C(gf(t)), donde

b(t) = T) (C(t S(t) — wS(tQ (13.13)
Substituindo em (13.10) b(t) e s(t) pelas suas expressdes (13.12) e (13.13),

obtemos, usando x em lugar de S(¢) para simplificar a notagdo, para
t €]0,d) e z > 0, a equagho as derivadas parciais

aC(t,z) _ dC(t.x) 19°C(t.2) ,
R u:1;+2 0 —uC(tz).  (13.14)

A condigao de fronteira é obviamente

C(d,z) = (x— K)*. (13.15)

Se invertermos a ordem do tempo, pondo = = d —te D(T z) =
C(d—r,z) (donde Y (t) = D(d—t, S(¢t))), vem 22 ar ux+,‘,%xoa2x2
pD com condigao terminal D(0,z) = (z— K )+ "Trata-se de um caso par-
ticular da equagéo de Feynman-Kac (10.11) para h(z) = (z— K)™* (ndo é
propriamente de suporte compacto mas pode ser aproximada por fungdes
desse tipo), ¢(xz) = p, um coeficiente de tendéncia puz e um coeficiente
de difusio o2x2. Assim, atendendo a (10.10), a solugao D(, ) sera da
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forma

D(r,) = Ex e~ 45(X (r) - K)*| = B, [e™7(X(r) — K)*],

(13.16)

onde X(t) é um processo de difusdo com valor inicial X(0) = z e os

coeficientes de tendéncia e difusao j4 referidos. Logo dX (¢) = puX (t)dt +

o X (t)dW (t), pelo que vem X (7) = zexp ((u — ¢2/2)7 + oW (7)). Como

T é deterministico e Z(7) = In X (r) ~ N(Inz + (u— 02/2)7,027), vem,

coma=p—o’/2ef=pu+0?/2,

+

D(r,z) = e#"E, (%) - K)

e HT f+00 (EZ o ]{)‘i‘ \/1? exp _(:;}ga‘z_z';a—ﬂ;) dz

e e (eF — K) A exp (—lptzarl ) g =

00 = 1 (z—in 2—ar)?
HT — Y,
Jose € 1€ \/,,_r_ exp 5 dz

2T

—ur (z=Inz—a7)*? _
el ﬁ exp (— S )dz =
(z=Inz—381)°
fan ‘Ca\/%—- exp (— S A

fivkg 7 i exp (gl s =

—u3/ - + —2
thuK hf:—Jt \/Te s zdu Ke “Tflui\'—lu._:-—qr \/EG Y /de

r(l—@(%ﬁ)) K e—w( _q:\('lnl\’—;l\r/x_?—a-r))’

onde ®(u) = [* %ﬂe‘“z/Zdv ¢ a fungdo de distribuicdo de uma v.a.

normal padrao.

Daqui resulta, apés algumas contas,

Ct,z)= z@(6;) — K exp —t)® (6, —ovVd—1t),
9, — ln(:/k)+w+a /2)(d— n (13.17)
L G\/

Esta € a célebre formula de Black-Scholes.

Para obter o valor da opgdo num instante ¢ basta saber o valor z =
S(t) da cotagao da acgdo nesse instante:

Y(@t) = Ct, (), (13.18)
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pelo que

Y(t) = C(t, S(t)) =

In(S2) 4 (u+ 22 )(d—1) —utd—tra [0 (=2 ) (A=)
5(t>q>< Sulhs _ Ke-#d-0g e .

(13.19)
O valor inicial da opgéo facilmente se obtém pondo t = 0.

Note-se que a férmula nao depende da taxa média de rendimento r
das acgoes mas antes da taxa de rendimento p das obrigagdes sem risco,
o que é particularmente importante porque r é um parametro muito
dificil de estimar com precisgo a partir da observacdo das cotagdes da
acgao. Note que C(d, S(d)) = (S(d) — K)*; com efeito, com = = S(d),
fla = 400 [—¢] conforme S(d) > K [< K] e note que, para t = d,
0a — ov/d—1t = 4. pelo que C(d,S(d)) = S(d) — K se S(d) > K e
C(d,S(d)) = 0se S(d) < K.

A validade da férmula de Black-Scholes dependia, porém, da existén-
cia de uma estratégia autofinanciada (b(t),s(t)) tal que Y(T) =
b(T)B(T) + s(T)S(T). Serd que ela existe? A resposta é positiva. E
precisamente a estratégia dada pelas expressdes (13.12) e (13.13), de que
se obtém, utilizando (13.19) e apés alguns calculos,

In (5@ 2°\(d —
s(t) = @ ( il ):\Z;tz -9 (13.20)
. .
In (22 — ) d—t
b(t) = —%Ke_“(d“t)q) " ( LS ) :\EZ_ tz X ) (13.21)

Note-se que s(t) > 0 e b(t) < 0, o que significa que a estratégia autofi-
nanciada referida tem sempre uma posigio longa em accdes e curta em
obrigagdes. O capital da estratégia autofinanciada investido em acgdes
e obrigacdes deve ser, no instante ¢, respectivamente, a primeira e a se-
gunda parcela da segunda linha da expressao (13.19). E fécil ver que a
estratégia € de facto autofinanciada.

Uma conclusao extremamente importante é que existe uma estratégia
autofinanciada dada por (13.20) e (13.21) cujo valor da carteira reproduz,
em cada instante ¢, o valor da opgao Y (t), isto é, reproduz os resultados
que se podem obter com a compra de uma opgéo cujo preco seja calculado
de acordo com a férmula de Black-Scholes. Podemos chami-la estratégia
hedging (a palavra inglesa “hedging” refere-se a colocacéo de uma cerca a
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volta da casa), que poderiamos traduzir por estratégia de protecgdo. Em
principio, a aquisigao de uma opgao europeia de compra com prego dado
pela formula de Black-Scholes é desnecessaria pois o que se iria gastar
com a sua aquisicao pode ser gasto na compra do portfolio (6(0), s(0))
e seguido da adopgéo da estratégia autofinanciada hedging, que resulta
em obter-se no instante d o mesmo beneficio que se obteria com a opgcao,
isto seja qual for o cendrio do mercado. Também o operador financeiro
que venda uma opg¢ao pelo valor determinado pela férmula de Black-
Scholes fica isento de qualquer beneficio ou prejuizo, pois o que recebe da
venda pode ser investido na compra do portfolio (5(0), s(0)) e seguido da
adopgdo da estratégia autofinanciada hedging, resultando na obtencéo
no instante d de resultados financeiros iguais ao beneficio a pagar ao
comprador da opcao.

H4, porém, uma questao relevante, que é a de, sempre que S(t) varia,
variam os valores de b(t) e de s(t), obrigando & compra ou venda de acgdes
e obrigagdes para se manter na estratégia hedging, o que nao é pratico
para operadores individuais. Teoricamente, S(¢) varia continuamente
ao longo do intervalo [0,d], o que significa transacgoes continuas. Tal,
naturalmente, sé é vidvel sem custos de transacgéo (com custos, h que
fazer ajustamentos).

13.3 Um exemplo numérico

Consideremos o exemplo da cotagdo das acgoes do banco BCP entre 8
de Abril de 1991 e 30 de Junho de 1997, cuja trajectéria observada, em
escala logatitmica, aparece na Figura 2.1 (Sec¢do 2.3). Da trajectéria
foi possivel estimar os parametros 6 = 0,1932/,/ano (um intervalo de
confianga a 95% ¢ 0,1932 £ 0,0070) ¢ R = 0,084/ano (um intervalo de
conflanga a 95% é 0,084 £ 0, 152), com R = r — g2/2.

Vamos supor que a taxa instantanea de rendimento das obrigagoes
sem risco é de 4 = 4% ao ano (é um valor um tanto elevado para os
dias de hoje mas néo para aquela época). Suponhamos que, no dia 30
de Junho de 1997, que vamos tomar como o nosso instante 0, alguém
adquiriu uma opgéo europeia de compra de uma accio com data de
exercicio em 30 de Setembro de 1997 (o nosso instante d = 0, 2518 anos)
e valor de exercicio de K = 3500 escudos (a moeda era entdo o escudo).
Note-se que, no dia 30 de Junho de 1997, a cotacao da accéo era de
S(0) = 3350 escudos e o intervalo de confianca a 95% da previsdo do
valor da acgao a 30 de Setembro de 1997 era de 3422 + 732 escudos.
Quem comprou a op¢ao nio podia saber que, no dia 30 de Setembro de
1997, a cotagdo da acgao no mercado seria S(d) = 3720 escudos, pelo
que iria ter um beneficio de 220 escudos (podia mesmo nao ter qualquer
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Figura 13.1: Estratégia hedging para uma opgio de compra europeia de
uma ac¢do do BCP, adquirida em 30 de Junho de 1997 (¢ = 0) com data
de exercicio 30 de Setembro de 1997 (d = 0,2518 anos) e valor de exercicio
K = 3500 escudos. A taxa de rendimento instantdnea das obrigacdes sem
risco é u = 4% ao ano. Na parte superior da figura, encontramos, de cima
para baixo, a evolugéo de:

a) cotagdo S(t) da accdo (S(0) = 3350 escudos, S(d) = 3720 escudos);

b) valor s(t)S(t) da componente em acgdes da estratégia hedging;

c) valor total da estratégia hedging e também valor da opgao Y (t) = b(t) B(t)+
s(t)S(t) (Y(0) = 82,21 escudos e Y (d) = 3720 — 3500 = 220 escudos), que esta
repetido e ampliado na parte inferior da figura;

d) valor b(t)B(t) da componente em obrigacdes da estratégia hedging.
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beneficio se a cotacdo na data de expiragiao da opgao estivesse abaixo de
3500, como até era mais provavel de acordo com as previsdes).

De acordo com a férmula de Black-Scholes, o custo em 30 de Junho
de 1997 da opgao era Y (0) = 82,21 escudos. A Figura 13.1 apresenta
a evolugao da estratégia autofinanciada hedging, dicriminando o valor
global da carteira e o valor em accdes e obrigacdes.

13.4 Obtencao da férmula de Black-Scholes via teo-
rema de Girsanov

Vamos chegar & férmula de Black-Scholes por outra via, que tira par-
tido do teorema de Girsanov e que facilita o tratamento deste problema
quando se utilizam modelos mais complexos que o modelo de Black-
Scholes.

D4 jeito trabalhar com pregos deflaccionados, usando como referéncia
o prego do investimento (neste caso as obrigagdes) sem risco B(t) =
B(0)exp(ut). Os pregos deflaccionados das obrigagdes, das accdes e das
opcoes sao, respectivamente,

B(t) = B(t)/B(t) = 1, (13.22)
S(t) = S(8)/B(t) = S(t) exp(—pt)/B(0) (13.23)
’ Y(t) = Y(t)/B(t). (13.24)
Vem
dS(t) = %0){—#«9(0 exp(—put)dt + exp(—put)dS () + 0(dS ()%},
donde
dS(t) = (r — w)St)dt + o S(t)dW (t), (13.25)
pelo que S’(t) ¢ um processo de difusao homogémeo com coeficiente de
tendéncia
f@) = (r—pe (13.26)
e coeficiente de difusao
9*(z) = (oz). (13.27)

Vamos querer mudar o seu coeficiente de tendéncia para
f(z)=0 (13.28)

por aplicagao do teorema de Girsanov. A fungao (que representa o prego
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de mercado do risco)

0(z) = (13.29)

satisfaz a equagdo (12.4), que neste caso toma a forma ozf(x) =
(r—wz—0
De (12.5) obtemos a martingala

M(t) = exp < Tl - ﬂt) (13.30)

e definimos a nova medida de probabilidade P* através da sua derivada
de Radon-Nikodym

ap*
dP

= M(d) = exp <—"—;‘iW(d) . (T;o,‘;)zd> . (13.31)

De (12.7) obtemos

W*(t) = W(t) + - P, (13.32)

que é um processo de Wiener relativamente & probabilidade P*. De
(12.8) vem

dS(t) = oS(t)dW* (t), (13.33)

cuja solugao é

5(t) = 3(0) + /0 oS dW (). (13.34)

Pelas propriedades do integral estocastico, S(t) é uma martingala
com respeito a P*. Pelo facto de P* transformar em martingala o pro-
cesso das cotagoes da accao desinflaccionadas pelo valor do investimento
sem risco e pelo facto de ser uma medida de probabilidade equivalente a
P, a literatura financeira designa P* por medida martingala equivalente.

Usando o teorema de Itd, vem
dS(t) = d(S(t)B(t)) = uS(t)dt + aS(t)dW*(t). (13.35)

Repare-se que, relativamente a W*(t) (processo de Wiener relativamente
a P*), ou seja relativamente & medida martingala equivalente P*, a taxa
média (aritmética) de rendimento das acges é igual a p, isto é, igual &
taxa de rendimento do investimento sem risco. A nova probabilidade P*
modifica as probabilidades dos cendrios de mercado de maneira a que a
economia parega neutral ao risco.
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Se houver uma estratégia hedging (b(t), s(t)), isto é, uma estratégia
autofinanciada que reproduza o valor Y (t) da opcéo, entdo
Y (t) = b(t)B(t) + s(t)S(t) =
b(0)B(0) + s(0)S(0) + f; b(u)dB(w) + [y s(u)dS(w).

Logo
dY (t) = b(t)dB(t) + s(t)dS(t) =

b(t)uB(t)dt + s(t) (uS(t)dt + oS(t)dW*(t)) =
ub(t)B(t) + s(t)S(t)) + os(t)S( )dW*(t) =
1Y (t)dt + as(t)S(t)dW*(t)

) dY (t) = Td (e™#Y (1) =
Boy (e MY (t)dt + e™#dY (t) + 0(dY (1))?) =
% (—pY (t)dt +dY (t)) =
B— (=pY (t) + pY (t)dt + os(t)S(E)dW* (1)) =

s(t)S(t)dW* (¢).

Daqui resulta que

Y(t)=Y(0)+ /0 os(u)S(u)dW* (u) (13.36)

¢ uma martingala relativamente a P*.

Logo temos, para 0 <t < d,
Y (t) = EX" [V (d)| M) (13.37)
“Traduzindo” directamente (13.37) vem, pondo Y (t) = C(t, S(t)),

C(t.S(t)) _ pp | (S(d) = K\T
Boer [(W) 5@}

donde

C(t,z) = EF [(S(d)e_“(d‘t) . Ke_“(d_t))+l S(t) = :c} . (13.38)

De (13.35), vem
dIn S(t) = (u - 02/2)dt + cdW*(2) (13.39)
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e, portanto,
InS(d) = InS(t) + (1 — 02/2)(d — t) + o(W*(d) — W*(t)).

Logo, condicionalmente a S(t) = z e relativamente & probabilidade P*,
av.a Z =1nS(d) tem distribuigdo

N (nz+ (u— 0?/2)(d—t),0%(d - t)),

a v.a.

Z—Inz— (u—0?/2)(d—1t)
ovd—1

U —
é normal padrao e vem

(S(d)e=#(@=t) — Ke—n(d-0)*
(xe—ag(d—t)/2+a\/_d—t U _ Ke—u(d—t))+

Logo, de (13.38), resulta que C(t, z) é a esperanga matemética de
(xe—oz(d—t)/2+o\/d—t v _ Keu(d—t))+

com U v.a. normal padrao. Logo, pondo

_InK—-Inz—(p—0%/2)(d—1t)
- ovd—t ' s

vem

(f .’E) f+: (xe"’ (d—t)/24+oVd=T u Ke—u(d—t))+ #e—uz/Zdu =
f+x (:Ee_a (d—t)/2+ovd—t u _ K'e—u(d—t)) \/%e_uz/zdu —

~

-Tf exp( (u—a\/za—t)g) du — Ke—#(d—1) f,7+°° J;Q_ﬂe—uzﬂdu:
+o0 —v2 —pla— o —u? B
z [ a\/—\/— 12dy — Ke (@ t)fv ‘/LQ—ﬂe 12duy =

z(1-®(y—0oVd—1t)) — Ke *d D (1-d(y)) =

In(e/K)+(uto? /(A=) _ 1 —u(d—t) g (Inlz/K)+(u—c?/2)(d—t)
z® ( aVid—t ) Ke#d™0g ( ovd—t

Obtivémos por outra via a férmula de Black-Scholes (13.17).

A dedugéo anterior pressuponha a existéncia da estratégia hedging.
Da expressdo de C(t,z) podemos obter essa estratégia e mostrar que
reproduz o valor ca opgao pelos mesmos métodos que usémos na Secgao
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13.2. Noutros modelos mais complexos do que o de Black-Scholes em
que nao seja possivel obter a expressio explicita de C(t.s), a prova da
existéncia e a determinagdo da estratégia hedging poders ter de recor-
rer ao teorema da representacdo de Yor, que est4 fora do ambito deste
texto. Nesses modelos mais complexos, é possivel obter valores aproxi-
mados de Y(t), calculando aproximadamente CO(t, z) por simulacio de
Monte Carlo, uma vez que a esperanca matemadtica de (13.38) pode ser
simulada. Essa a vantagem deste método do teorema de Girsanov.

Vamos na préxima Secgao ver um método numérico alternativo para
obter aproximadamente C'(t.x), baseado na aproximacio pelo modelo
binomial.

13.5 O modelo binomial

O modelo binomial, também conhecido como  modelo de Coz-Ross-
Rubinstein ou modelo CRR, é uma, discretiza¢ao no tempo e no espago de
estados para o processo In S(t), trabalhando com a medida martingala
equivalente P*, que nesta técnica é, em cada passo, aproximada por
uma v.a. de Bernoulli. Esta técnica pode também ajudar o leitor a
compreender melhor o que se estd a passar. Mas o seu objectivo é o
de fazer simulagbes dos fenémenos de uma forma muito rapida e obter
aproximagdes das quantidades de interesse, como seja o valor de uma
opgao. Vamos exemplificar com o modelo de Black-Scholes, usando o
exemplo da Seccdo 13.2, mas a técnica aplica-se, com as necessérias
adaptagdes, a qualquer outro modelo. Pela sua flexibilidade e rapidez,
trata-se de um instrumento muito Gtil.

Partamos da equagao (13.39), em que vemos que o processo In S(t)
€, relativamente & medida martingala equivalente P*, um processo de
difusao com coefciente de tendéncia y — o2 /2 ¢ coeficiente de difusdo
o?. A ideia é substituir este processo por um passeio aleatério adequado
In S(t), que é um processo em tempo discreto e com espacos de estados
discreto tal que, em cada passo do tempo, o0 processo se move para um dos
dois estados imediatamente contiguos aquele em que estava. O intervalo
de tempo [0, d] € discretizado em n passos de igual duragio At = d/n.

Note-se que In S(t+A¢)—In S(t) = l”'“(y—ﬁ/?)ds—:—_]}”““ adV(s)
= (u—0*/2)At + cAW (t) ~ N((u — 02/2)At, o?At), isto é, no passo
temporal que vai de ¢ para ¢t + At, o processo original é incrementado de
uma quantidade aleatdria com distribuigao normal de média (u—o?/2) At

e desvio-padrao ovVAt. 1 O que se faz é, em cada passo temporal, apro-

1Para outros modelos, a distribuigdo seria aproximadamente normal com média
igual ao coeficiente de tendéncia multiplicado por At e desvio-padrao igual a raiz
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ximar a distribuigdo normal por uma distribuicdo de Bernoulli aproxi-
madamente com a mesma média e desvio-padrao. Suponhamos que, no
instante ¢, o processo In S(t) esta no estado 2 e seja Az = o/At. Entio
ele pode, no passo temporal discreto que vai de ¢ para ¢t + At, transitar
para o estado z + Az ou z — Az, com probabilidades p* e ¢* = 1 — p*,
respectivamente. Se p* fosse igual a 1/2, o salto médio seria 0, diferente
do pretendido, e o desvio padrio seria Az = ov/At, precisamente o pre-
tendido. Ha portanto que fazer uma pequena correcgao do valor de p+
de modo a acertar a média sem, no entanto, alterar significativamente
o desvio-padrao. Como o salto médio é p*Az — ¢*Az = (2p* — 1)Az,
obtém-se exactamente a média desejada (1 — o2/2)At escolhendo

L 1 (n—c?/2)At
Pr=3 (1 M ) . (13.40)
O desvio-padrao, porém, vem agora = o/ At-+termos de ordem inferior,
0 que € uma aproximacao satisfatéria. Claro que, ao im de alguns saltos,
o incremento global terd (neste exemplo) distribuicio binomial (soma
de v.a. de Bernoulli i.i.d.). Facilmente se reconhece que, para t =
0,At.2A¢,...,d = nAt, a distribuicao binomial de In S(t) se aproxima,
quando n — +a¢, da distribuigio normal (relativamente & medida de
probabilidade P*) de In S(¢).

A Figura 13.2 ilustra uma trajectéria do modelo binomial.

Apliquemos o método no caso do exemplo da Seccao 13.3. onde
S(0) = 3350, o = 0,1932/\/ano (estimativa), u = 0,04 por ano, d =
0,2518 anos. Para simplificar as contas, e porque se trata s6 de uma ilus-
tragao, vamos por n = 1, mas seria desejavel um n relativamente grande
para que a aproximacao fosse razodvel. Logo At = d/n = 0,2518 anos
e Az = gV/At = 0,09695. Pode-se entiio saltar de In 5(0) = 8,116716
para 8, 116716 + 0,09695 = 8,213666 (a que corresponde 5(0 + At) =
S(d) = 3691, 05 escudos) ou para 8, 116716 — 0, 09695 = 8. 019766 (a que
corresponde S(0+ At) = S(d) = 3040, 47 escudos). As probabilidades
de cada salto sdo, respectivamente, p+ = 0,52771 (usou-se (13.40)) e
g% = 0,47229.

Note-se que como se usou K = 3500 escudos, se fosse S (d) = 3040,47
viria ¥'(d) = 0 e, se fosse S(d) = 3691, 05 escudos, viria ¥ (d) = 191,05
escudos. Supondo que cada obrigagao vale 1 escudo no instante ¢ = 0,
ela vale B(d) = B(0) exp(ud) = exp(0,04 x 0, 2518) = 1,010123 no ins-
tante d e o valor desinflaccionado da opgéo serd Y (d) = Y'(d)/1, 010123,
ou seja, serd 0 ou 189, 14. O valor esperado de Y (d) com a informagao
disponivel no instante 0 dependerd da probabilidade p*. Usando o valor

quadrada do coeficiente de difusao multiplicado por VAt.
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In :?(t)

(;)
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i ; : —
At 2At d=nAt

Figura 13.2: Ilustragdo do modelo binomial. Note-se que Az = oAt
e que o numero de intervalos n em que ¢ partido o intervalo [0, d] deve ser
relativamente elevado (nesta ilustragdo, pés-se n = 3). Ilustra-se uma possivel
trajectéria do processo In S(t), que aproxima In S (t). As probabilidades de, em
cada passo temporal, se mover para cima ou para baixo 580, respectivamente,
p* (dada por (13.40)) eq" =1 — p*.

aproximado p* = 0,52271 acima obtido, o valor esperado (que aproxi-
ma o valor esperado segundo a medida martingala equivalente) de Y (d)
€ 0,52271 x 189,14 4 0,47229 x 0 = 98,87. Esse deveria ser aproxi-
madamente o valor de Y(0), que, como B(0) = 1, seria também Y (0).
Comio vimos na Secgéo 13.3, o valor exacto de Y (0) é de 82,21 escu-
dos. A aproximagdo néo é famosa mas, tendo usado um sé passo, nio
estariamos a espera de milagres.

Como obter aproximadamente a estratégia hedging? Neste caso,
como s6 ha um passo temporal que comega em 0, a estratégia con-
siste na Unica transaccdo que se faz no infcio para constituir a carteira.
Se houvesse véarios passos temporais, em cada um deles haveria com-
pras e vendas apropriadas de accdes e obrigacdes. Neste exemplo com
um s6 passo temporal, indicar a estratégia é indicar o nimero de obri-
gagoes b = b(0) = b(d) e o numero de acgdes s = s(0) = s(d) a incluir
inicialmente na carteira. Se, no tnico passo temporal deste exemplo,
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saltarmos para In S(d) = 3691, 05 escudos, vem que o valor da carteira
no instante d é b x B(d) + s x 3691,05 = bexp(0,04 x 0,2518) + s x
3691,05 = 1,010123b + 3691, 05s, mas este valor deve igualar o benefi-
cio de 191, 05 escudos do detentor da opgao, pelo que temos a equacgio
1,010123b+ 3691, 05s = 191, 05. Caso saltemos para S(d) = 3040, 47 es-
cudos, obtemos semelhantemente a equacao 1,010123b+ 3040,47s = 0.
Resolvendo o sistema das duas equagdes, vemos que a estratégia serd
adquirir s = 0,29366 acgdes e b = —883,92 obrigacdes. Claro que
bB(0) + sS(0) = —883,92 + 0,29366 x 3350 = 98,84 d4 (& parte um
pequeno erro de célculo) o valor ja obtido de Y(0). Claro que esta
estratégia em um sé acto, em que nao se d4 oportunidade de ir transac-
cionando ao longo do tempo, dard uma aproximacao muito crua.

Naturalmente, obterfamos aproximagdes muito melhores de Y (0) (e
de Y (t) para valores de ¢ pertencentes & grelha temporal considerada na
discretizacdo) e também melhores aproximagoes da estratégia hedging
(agora com varios periodos de transacgdo em vez de um sé) se tivessemos
usado um n elevado em vez de n = 1.

13.6 Opcoes europeias de venda

Uma op¢do europeia de venda com data de ezpiragdo d > 0 (instante
deterministico) e walor de exercicio K > 0 d4 ao seu detentor o direito,
mas nao a obrigagao, de vender uma acgdo no instante d pelo prego de
exercicio K. Caso a cotagdo S(d) no instante d seja inferior a K, o de-
tentor da opgdo exercé-la-4 vendendo uma acgao ao preco K e ficando
com um beneficio K — S(d) > 0. Caso S(d) seja superior a K, o deten-
tor da opgao nao ird obviamente exercé-la e o seu beneficio seré nulo.
Conclui-se que uma opcéo de venda dé ao seu detentor um beneficio

(K — S(d))" := max(K — S(d),0).

O tratamento destas opgoes reduz-se ao tratamento ja feito das opcdes
de compra mediante férmulas simples que permitem passar de um caso
para outro, as quais vamos apresentar de seguida.

Seja Yp(t) (usamos o indice “P” para indicar que é uma opcio de
venda, que, em inglés, se diz “put option”) o valor de uma opgao de venda
no instante t e seja (bp(t), sp(t)) (¢t € [0, d]) uma estratégia hedging, isto
€ uma estratégia autofinanciada que reproduza o valor Yp(d) da opgio
no instante d (e, portanto, pelo principio da nao-arbitragem, também
reproduza o valor da opgéo em todos os instantes ¢ € [0, d]). Facilmente
se vé que, sendo Y (¢) o valor de uma opgao de compra com a mesma
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data e valor de exercicio, vem

K

Yp(d) ~Y(d) = -S(d) + K = —S(d) + B(0) exp(ud)

B(d).

Logo, um portfolio com 1 op¢ao de venda e —1 opgao de compra tem, no
instante d, o mesmo valor que um portfolio com —~1 acgio e B0) exo(ad)

obrigagdes. Pelo principio da nao-arbitragem, os dois portfolios devem
ter o mesmo valor em qualquer instante ¢ € [0,d], pelo que vem
Yp()-Y(t) = -St)+ K= —S@t)+ Bojasnn B0 =
—S(t) + Ke#ld=t)_

donde
Yp(t) =Y () - S(t) + W:P(M)B(t) =Y (t) - S(t) + Ke #d=),

(13.41)

Seja (b(t),s(t)) a estratégia hedging da opgéo de compra. Entio

temos b(t) B(t) + s(t)S(t) = Y (t) e bp(t)B(t)+sp(t)S(t) = Yp(t), o que,
substituido em (13.41), d4

(bp(t) —b(t) — W\{P(ud)) B(t) + (sp(t) — s(t) + 1) S(t) = 0.

Isso sugere que a estratégia hedging para a opgdo de venda seja dada
por

bp(t) = b(t) + Wip(m
s E (13.42)

E trivial verificar que a sugestao est4 correcta, o que fica como exercicio
para o leitor.

J4 as opgdes americanas de compra e venda sao de mais dificil trata-
mento.

13.7  Outros modelos e opcaoes

O que se fez nas Secgdes anteriores pode ser consideravelmente gene-
ralizado. Para comecar, podem existir varias ac¢des ol activos finan-
ceiros (até taxas de juro. taxas de cambio, etc.) com cotagdes/valores
Si(t), Sa(t). .... 8 (t). Estes activos podem seguir modelos diferentes
(com outros comportamentos da taxa média de rendimento e da volati-
lidade) do modelo de Black-Scholes, o investimento sem risco pode ser
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agora apenas um investimento seguro com uma taxa de rendimento va-
ridvel e podem considerar-se outros tipos de opcdes mais complicadas.

Daqui em diante, supomos que ¢ varia no intervalo [0.d]. com d real
positivo. Consideremos um processo de Wiener a m dimensdes Wi(t) =
[Wi(2). ... Wi ()] num espago de probabilidade (Q,F.P) e seja My a
sua filtragao natural.

Em vez de B(t), vamos designar por Sy(t) o valor do investimento
seguro e supor que ele satisfaz

dSo(t) = p(t,w)So(t)dt

com condigdo inicial S5(0) deterministica e com a taxa de rendimento “
funcao limitada e adaptada & filtracdo M.
Parai=1,...,n, vamos supor que S;(t) satisfaz

das; (t) = E(t,w)dt + zm: Gij(t, w)de (t)

=1

com S;(0) deterministico. Se designarmos por F o vector coluna dos Fy;
por G a matriz n x m dos Gj; e por G; a sua i-ésima linha, podemos
escrever dS; = Fidt + G;dW;(t) (i = 1,...,n). Supomos que F e G sio
adaptadas & filtracio M, e satisfazem as condigoes para que o vector
coluna

S(t) = [So(t), S1(t), .., Sn()]T

seja um processo de Ité. Claro que, se, em particular, se tiver (s w) =
(t. So(t.w), S1(t,w), ..., Sn(t.w)) e semelhantemente para os F; e os Gij.
temos uma EDE multidimensional mas em que Sy(t) =

So(0) exp ( fot p(u,w)du) nao € impulsionado pelo processo de Wiener.
A S(t) chama-se um mercado. Chamamos mercado normalizado

S(t) = 150(t), 51(1), -+ Sn(®)]T = [1, 51(t)/S0(2), .., Sa(t)/ So(®)]T

ao que resulta de usar como deflactor o processo Sy(t). Vem

dS(t) = #(t)(dS(t) — u(®S@)dt).

Um portfolio s(t,w) (t € [0, d]), que abreviamos para s(t), é um vector

linha
s(t) = [so(t), s1(2), ..., 8n(t)]

adaptado a filtragdo M,, que representa a quantidade de cada um dos
n + 1 activos financeiros detidos em cada momento por um investidor.
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O seu valor é

n

V() = Va(t,w) = s(S(t) = 3 si(8)Si(2).

=0

O portfolio diz-se autofinanciado se

V(t) = V(0) +/O s(u)dS(u),

ou seja dV (t) = s(t)dS(t), além de satisfazer uma condicio técnica ade-
quada para que a expressao definidora faga sentido (por exemplo, em-
bora nao seja precisa condigao tao forte, que p, F, G, s e S estejam em
M?[0,¢]). Um portfolio autofinanciado diz-se um portfolio admissivel se
o seu valor for limitado inferiormente (isso impede endividamentos sem
limite, evitando situagdes semelhantes & da estratégia sempre ganhadora
em jogos de azar que consiste em duplicar a aposta até ganhar).

Um portfolio diz-se uma arbitragem se for admissivel, se o seu valor
for nulo no instante 0 e ndo-negativo no instante d e se houver uma pro-
babilidade positiva de ter valor positivo no instante d. Isto significa que,
com um investimento nulo e sem qualquer risco, h4 uma probabilidade
positiva de lucro. A hipdtese habitual de trabalho é a de que o mercado
nao permite a existéncia de arbitragens.

Uma medida de probabilidade P* definida em (Q, M) equivalente a
P diz-se uma medida martingala equivalente se o mercado normalizado
S(t) for uma martingala relativamente a P* (com respeito & filtracio
My).

Um resultado importante, que ndo demonstramos aqui (pode ver, por
exemplo, [51]) é o de que, se existe uma medida martingala equivalente,
entao nao hd arbitragens no mercado. O reciproco nao é verdadeiro; é
precisa uma propriedade um pouco mais forte que a auséncia de arbi-
tragem para garantir a existéncia de medida martingala equivalente. O
teorema de Girsanov dé-nos condigées suficientes para isso.

Embora ainda se possa generalizar mais, referimos aqui o caso de uma
opgao europeia mais geral, que pode ser qualquer v.a. C mensuravel- M,
limitada inferiormente, correspondente ao beneficio a que o seu detentor
tem direito na data de expiragao d. Ela diz-se atingivel no mercado S(t)
se existir pelo menos um portfolio hedging, isto é, um portfolio admissivel
s(t) tal que C' = z—i—fod s(t)dS(t) para algum niimero real z. Aqui z repre-
senta a riqueza inicial e o integral representa a valorizacao do portfolio.
O mercado diz-se completo se todas as opcdes acima consideradas forem
atingiveis. Pode provar-se que, para saber se uma opgao é atingivel é
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indiferente trabalhar com o mercado original ou com o mercado normali-
zado, pelo que o mercado original é completo sse 0 mercado normalizado
também for.

Em [51] pode ver-se que, se existir um vector coluna m-dimensional
0(t,w) em H?[0,d] tal que ?

G()8(t) = F(t) — u(t)[51(8), ... Sa(t)]

e se verifique a condicdo de Novikov EF [exp (% fod BT(u)B(u)duM < 00,

entdo o mercado é completo sse a matriz G(t) tiver caracteristica m para
quase todo o par de valores (t,w). Claro que sé podemos ter um mer-
cado completo se n > m. O numero de fontes de ruido independentes
€ a dimensao m do processo de Wiener. O facto de a caracteristica de
G(t) ser m significa que, entre os n activos nao-seguros do mercado que
podem ser utilizados para fazer hedging, hd m activos financeiros sem
redundancias. Consideramos que haverd redundancia entre virios ac-
tivos nao-seguros se o valor de um deles depender apenas do valor dos
restantes e do do activo seguro. Por exemplo, uma acgao e uma opgao
europeia de compra sobre ela formam um conjunto redundante de ac-
tivos, porque o valor da opgao é fungao da cotagdo da acgao e do valor
da obrigacao sem risco. Também, um conjunto fixo de 20 acg¢bes e um
indice bolsista baseado na média das suas cotagoes é necessariamente re-
dundante, pois a informacgao contida no indice estd ja contida nas acgGes
componentes.

Ao leitor interessado nestas e noutras questoes relacionadas, recomen-
damos a leitura de [38]. ’

2Corresponde a (12.4) com f* escothido de modo a que o processo normalizado
tenha tendéncia nula.






Capitulo 14

Sintese

Fagamos uma breve sintese dos principais aspectos tratados neste texto,
com uma certa informalidade que leva a ndao mencionar as questdes mais
técnicas.

As equagdes diferenciais estocasticas (EDE) sdo uteis nos mais diver-
sos ramos da Ciéncia e da Tecnologia para modelar fenémenos dinami-
cos que seriam descritos por equagoes diferenciais ordinérias nio fora o
facto de a sua dinamica ser perturbada por um ruido. O ruido, pro-
cesso estocédstico em tempo continuo, serd, por razées de comodidade
matematica, aproximado por um ruido branco =(t) = e(t,w), que é um
processo estocdstico generalizado gaussiano estacionario em que os va-
lores do processo em instantes distintos sao independentes. Ele serd a
derivada (no sentido das fungées generalizadas. ja que a derivada or-
dindria nao existe) do processo de Wiener (também conhecido por movi-
mento browniano) W(t,w) (¢t > 0). E costume abreviar para W (t), isto
é, nao referir explicitamente a dependéncia do acaso w.

O processo de Wiener, que supomos definido num espago de pro-
babilidade (€2, F, P), é um processo estocdstico (propriamente dito) em
tempo continuo com valores em R. com trajectérias quase certamente
(q.c.) continuas, com incrementos independentes, com X (0) =0 e tal
que o incremento W(t) — W(s) (s < ¢) tem distribuicdo N(0,t — s)
(distribuicao normal com média 0 e varidncia ¢ — s). Ele foi usado
inicialmente por Bachelier em 1900 para decrever a cotagao de uma
acgao na bolsa e (na versao multidimensional) por Einstein em 1905
para descrever o movimento browniano de uma particula suspensa num
flufdo (a primeira EDE, cuja solucéo é o processo de Ornstein-Uhlenbeck,
surge precisamente para melhorar este modelo do movimento browni-
ano). Wiener e Lévy sdo responsaveis pela teoria matematica. O pro-
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cesso de Wiener é um processo de Markov, isto é, conhecido o valor
presente, o futuro é independente do passado. E até um processo de
Markov forte, isto €, a propriedade de Markov funciona mesmo quando
se toma para instante presente um instante aleatério, desde que seja um
tempo de Markov 7, isto é, desde que seja possivel determinar se 7 < ¢,
com ¢ fixo, apenas conhecendo os valores do processo até ao instante
t, inclusivé. A f.d.p. de transi¢do do processo de Wiener, isto ¢, para
s <t afdp de W(t) dado W(s) = x é N(z.t —s). O processo de
Wiener ¢ também uma martingala (com repeito & sua filtragao natural),
isto ¢, para s < t, E[W(t)[W(u) : 0 < u < s] = W(s). As suas trajec-
térias sdo continuas mas muito irregulares, de variagao ilimitada q.c. e,
portanto, q.c. sem derivada.

Estudaram-se EDE da forma

PO _ 16, X0) + o X<, X0)= KXo, ted]

onde a condigao inicial Xy é uma v.a. independente do processo de
Wiener (que pode ser degenerada numa constante deterministica). E
habitual escrevé-las na forma

dX(t) = f(t, X(8))dt + g(t, X ())dW (), X(0) = Xo, te€[0,d],

ou, para lhe dar verdadeiramente significado, na forma integral (abrevi-
amos, como usualmente. X (t,w) para X (t))

X(t) :Xo—i—/o f(s,X(s))ds—i—/O 9(s, X(s))dW(s), telo,d).

O primeiro integral pode ser definido para cada w (isto é para cada
trajectdria) como integral de Riemann ou de Lebesgue, mas o segundo
integral nao pode ser definido como integral de Riemann-Stieltjes porque
a variagao ilimitada da fungéo integradora W (t) provoca (salvo nos ca-
sos mais simples) que os limites (por exemplo, em média quadratica)
das somas de Riemann-Stieltjes dependam da escolha dos pontos in-
termédios da fungdo integranda. E, portanto, necessario, definir os in-
tegrais estocdsticos. S6 vamos considerar fungdes integrandas G(s,w)
nao-antecipativas, que sdo fungées que, além de conjuntamente men-
surdveis nas suas duas varidveis, ndo “adivinham” o futuro, isto &, sdo
independentes dos futuros valores do ruido perturbador, o mesmo é dizer
independentes dos incrementos futuros do processo de Wiener. Embo-
ra a definigdo seja um pouco mais complexa para fungdes integrandas
G(s,w) mais gerais, no caso de elas serem nao-antecipativas e continuas
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em média quadratica, o integral estocdstico pode definir-se por

o G()dW (s) = [ G(s,w)dW (t,w) =
l.i.m.n_.+oo ZZ:I G(tn,k—l)(W<tn,k) . W(tn,k—l)'

Aqui 0 =t, 0 <tp1 <..<tpn=t(n=1,2..) sio decomposicdes do
intervalo de integracdo com didmetro a tender para zero quando n — +co
e l.i.m. representa o limite em média quadratica. Este integral, em que
se faz a escolha nao-antecipativa para os pontos intermédios da funcéo
integranda, é o integral de It6. A escolha nao-antecipativa traduz a ideia
de “nao adivinhag&o” do futuro e dd ao integral boas propriedades pro-
babilisticas. Porém, ele ndo segue as regras usuais de célculo. Outras
escolhas ou combinagdes de escolhas dos pontos intermédios d&o outros
integrais estocdsticos, entre os quais se destaca o de Stratonovich, que
se representa por (S) fot G(s)dW(s) ou fot G(s) o dW (s) e que segue as
regras usuais de calculo, embora néo tenha tdo boas propriedades pro-
babilisticas.

Trabalhdmos com o integral de Itd e estendemos a definicao para
fungdes integrandas pertencentes ao espago de Hilbert H2[0, ¢] de fungoes
nao-antecipativas tais que (||G/l2)? = fOtIE[Gz]ds < 400 (|| Jlo« € a
norma). O integral é uma v.a. e estd no espaco de Hilbert L? das v.a.
com norma finita (em L? a norma de uma v.a. X é E[X?])1/2). Verifics-
mos que o integral tem esperanga matemdtica nula e preserva a norma,

2
isto é E {(fot G(s)dW(s)) } = fgIE[GZ(s)]ds. Também vericdmos, que

como fungao do limite superior de integracao, o integral de It6 é uma
fungé@o continua e uma martingala. No caso de G ser deterministica, o
integral f; G(s)dW (s) tem distribuicao A(0, f(f G?(s)ds).

O integral de It foi depois estendido a fungdes da classe M?2[0,1],
isto é, fungbes nao-antecipativas tais que fot G(s)ds < +oo q.c., mas
para estas fungoes j4 ndo hd garantia de ele ter momentos nem de
ser martingala. Definiu-se um processo de Ité6 como um processo da
forma X (t) = Xo+ fot F(s.w)ds + fot G(s.w)dW (s,w) (ou seja, dX (t) =
F(t)dt + G(t)dW (t) em notagdo diferencial) com F nao-antecipativa tal
que fod]F(s)lds < 4+ qc. e G € M?[0,d]. O integral de Itd segue
regras especiais de célculo, o célculo de 1td, que sao consubstanciadas no
teorema/férmula de Ité. Esta diz que, se h(t,z) for uma funcio real de
classe C'2, e se X (t) for o processo de [t6 acima, entdo Y (t) = h(t, X )
é um processo de Itd e vem

An(t, X (t)) Ah(t, X (1))
5 dt + Oz

dx(t) + %—a'h’g’z‘f(t)) (dX (8))2,

dY (t) =
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onde (dX (t))? deve ser calculado usando as regras (dt)? = dtdW (t) = 0
e (dW(t)) = dt (esta ultima é que fura as regras usuais).

Definido o integral estocdstico, a forma integral da EDE tem sentido
e podemos procurar condigdes para a existéncia e unicidade de solucdo.
Apresentdmos um teorema de existéncia e unicidade de solucao para a
EDE dX (t) = f(t, X(t))dt + g(t, X (¢))dW () (¢ € [0,d]) com X (0) = Xo
independente do processo de Wiener tal que E[XZ] < +o0, que exige que
f(t,z) e g(t,x) satisfacam, relativamente a x, uma condigio de Lips-
chitz e uma restrigao ao crescimento. Nestas condigdes verificimos que a
solucao estd em H2[0, d], é continua e continua em média quadréatica, tem
média e variancia finitas e é um processo de Markov. Verificdmos ainda
que, se f e g forem continuas em ¢, a solugao é também um processo de
difusao com coeficiente de tendéncia a(s,x) = f(s,z) e coeficiente de di-
fusao b(t, z) = ¢*(t, z), isto é, um processo de Markov de trajectérias q.c
continuas que verifica as propriedades (5.1), (5.2) e (5.3). Os coeficientes
de tendéncia e difusdo caracterizam o processo de difusao e dio-nos as
velocidades com que variam a média e a variancia do processo, respecti-
vamente. A vantagem € que, para estes processos sao validas as equacdes
de Kolmogorov (ver Secgdo 5.2).

No caso particular das EDE auténomas, aquelas em que f(¢,z) =
f(z) e g(t,z) = g(z) nao dependem do tempo ¢, a condicio de Lipschitz
¢ suficiente pois implica a restricio ao crescimento e a solugao é um
processo de difusao homogéneo (os coeficientes de tendéncia e difusio
também nao dependem do tempo) com coeficiente de tendéncia a(zx) =
f(z) e coeficiente de difusao b(x) = g?(x). Neste caso, quando a condicao
inicial X = x é deterministica, chamamos & sua solucdo difusdo de Ité.
Neste caso, a equacio de Kolmogorov regressiva para funcionais u(, x) =
E.[h(X(t))] := E[h(X(¢))| X (0) = ], com h(z) fungao mensuravel-Borel
continua limitada, toma a forma ¥ = Du, com limy o u(t.z) = h(z).
Aqui D = a(ac)% + %b(x)a%zg é o operador de difusao.

Para as EDE auténomas, no caso unidimensional (isto é, nio pode-
mos extrapolar quando generalizarmos a sistemas de EDE), basta até
que f e g sejam de classe C! para existir solucdo tnica até um instante
de explosdo e, sempre que seja possivel mostrar (por outras técnicas) que
o instante de explosao é g.c. infinito, pode concluir-se que existe solugio
Unica para todo o ¢t > 0.

Se usarmos integrais de Stratonovich em vez de integrais de Ité na
forma integral da EDE, teremos EDE de Stratonovich, que representa-
mos por

(S) dX(t) = f(t, X())dt + g(t, X (£))dW (), X(0) = Xo.
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Na forma integral é

X(t)=Xo—|—/0 f(s, X(s))ds + (S)/Og(s,X(s))dW(s),

onde podemos, sob condigdes de regularidade adequadas, definir o inte-
gral de Stratonovich por

() fy 9(s. X ())aW (s) = [ 9(s, X (5)) 0 dW (s) =
Lim. SRoy g (tn o, KUt PEXOat)) (172, 1) — Wt i)

Entao conclui-se que a EDE de Stratonovich referida é equivalente (tem
a mesma solucao) que a EDE de Itd

dX(t) = ( FEX@) + %wg@,xo)) dt + g(t, X (£))dW (1),

A férmula, usada em sentido inverso, permite reduzir uma EDE de It6
a uma de Stratonovich com a mesma solugdo, o que é muito 1til pois,
para resolver esta, podemos usar as regras de célculo a que estamos
habituados em vez do célculo de It que nos é estranho.

Tudo isto pode ser generalizado ao caso multidimensional, o que per-
mite tratar sistemas de EDE.

No Capitulo 8, tratdmos com algum detalhe o modelo de Black-
Scholes dX(t) = rX(t)dt + c X (t)dW(t), com X (0) = zy determinis-
tico. Ele é usado para modelar a dindmica da cotagio de uma ac¢ao na
bolsa e a dindmica de crescimento de uma populagdo sem restricao de
recursos em ambiente aleatério. Aqui o acaso w representa um cendrio
do mercado ou um estado da natureza escolhido ao acaso no conjunto
Q de todos os possiveis cendrios do mercado ou estados da natureza.
O modelo pode escrever-se na forma dX(t)/dt = (r + oe(t)) X (t) que
traduz a ideia de que a taxa de rendimento r, em vez de ser constante,
é perturbada por um ruido branco. O pardmetro r pode interpretar-se
agora como uma taxa média de rendimento. O parametro o, que mede
a intensidade das flutuacoes aleatdrias, é conhecido por volatilidade na
literatura financeira. A solugdo X (t) = zgexp ((r —o?/2)t +aW (t)) foi
facilmente obtida, quer recorrendo a férmula de It6 aplicada a In X (¢),
quer convertendo-a numa EDE de Stratonovich equivalente e resolvendo-
a pelas regras usuais de célculo.

EDE idénticas dao solugoes diferentes conforme se adopte o célculo
de Itd ou o de Stratonovich e isso tem dado controvérsias na literatura.
As diferengas podem mesmo ser de caracter qualitativo. Por exemplo,
no modelo de Black-Scholes aplicado ao crescimento de uma populacio,
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o cdlculo de Stratonovich garante que a populacdo néo se extingue se a
taxa média de crescimento per capita r for positiva, mas no célculo de
Itd ela extingue-se para r < ¢2/2, o que inclui valores positivos de r.
E habitual dar-se a receita, baseada em certos teoremas limite, de que,
se o processo decorre intinsecamente em tempo continuo na natureza e
o ruido perturbador é colorido, quando nés o aproximamos pela ficgdo
matematica de um ruido branco, o célculo que dé4 melhor aproximagao
é o de Stratonovich. Em contrapartida, se o processo decorre intrinse-
camente em tempo discreto (com um ruido branco em tempo discreto,
que é um processo estocéstico propriamente dito) e nés aproximamos
a equacgao as diferengas estocédstica por uma EDE (agora com a ficgdo
matematica de ruido branco em tempo continuo), a melhor aproximacao
¢é o calculo de It6. Porém, em muitas aplicagoes, é duvidoso qual das
situacoes se aplica.

A controvérsia fol por nds resolvida (ver Capitulo 9) notando que o
parametro r, ao contrério do que implicitamente se supGe na literatura,
tem significados diferentes em termos da dindmica populacional, signifi-
cando diferentes tipos de média. De facto, se usarmos o célculo de It6, r
significa a taxa média aritmética e, se usarmos o célculo de Stratonovich,
significa a taxa média geométrica (rigorosamente, nao deverfamos usar a
mesma letra para quantidades com significados diferentes) e, se atender-
mos & diferenga 0/2 entre as duas médias, os dois célculos coincidem
completamente nos seus resultados. E isso é uma situagdo mais geral
que se aplica a uma ampla classe de modelos.

Estudédmos (Secgdo 11.1) o modelo de Ornstein-Uhlenbeck e uma sua
variante, o modelo de Vasicek, verificando nestes dois casos a existéncia
de densidade estaciondria. Isto é, nestes casos a solugdo X (t) da EDE
tem distribuicdo de probabilidade que converge quando ¢ — +o0o para
uma distribuicao limite cuja f.d.p. é a densidade estacionéria. Esta veri-
ficagao foi possivel porque conseguimos resolver explicitamente a EDE, o
que nem sempre sucede. Para processos de difusao unidimensionais regu-
lares (todos os estados do interior do espago de estados comunicam entre
si) com coeficientes de tendéncia a(z) e de difusdo b(z) continuos em que
o coeficiente de difusao é positivo no interior do espaco de estados, exis-
tem métodos de verificacao de existéncia e determinacdo da densidade
estaciondria que nao exigem a resolucao explicita da EDE correspon-
dente. Esses métodos baseiam-se na classificagdo das duas fronteiras
r1 > —o0 ey < 400 (com 71 < rg) do espago de estados.

Para tal usam-se as densidades de escala s(£) = exp (— f;o 22(—(”'”0177) e
de velocidade m(€) = m, onde &y € um ponto arbitrario do interior
do espaco de estados, pelo que estas fungoes estao definidas a menos
de uma constante multiplicativa. As fungoes de escala e de velocidade,
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definidas a menos de constantes aditiva e multiplicativa. sdo S(z) =

f s(&)d€ e M(z) = ffo m(€)dE, com zg escolhido arbitrariamente no
1nterlor do espaco de estados. Elas definem as medidas de escala e de
velocidade S(c,d] = S(d) — S(c) e M(c,d] = M(d) — M(c). Verifica-se

que, se h(z) ¢é de classe C2, vem Dh(z) = %d}\f(z) (%)

Ser, < a <z <b<ryepartirmosde X (0) = z, obtemos (ver Seccao
11.2) equagdes diferenciais ordinérias para certos funcionais do tempo de
Markov Tg , = min{Tg, Ty} (tempo de primeira saida do intervalo (a, b),
onde T, = inf{t > 0 : X(t) = y} é o tempo de primeira passagem por
y). Em particular, resolvendo a equagdo apropriada, mostrdmos que

u(z) = Po[Ty < Tu] := P[Ty < Ta|X(0) = 2] = Z5=24 (probabilidade

de a primeira saida de (a,b) ser no ponto b). Daqui resulta que, para
r <z <b<ry vem P[T,, < Tp] =0, isto &, a fronteira r; é nao-
atractiva, sse S(r1,b] = +oo (ou seja, sse s(z) é nio integravel numa
vizinhaga de 71). Conclusio semelhante pode tirar-se para a fronteira
ry. Pode provar-se que as fronteiras nao-atractivas néo sdo atingiveis
nem em tempo finito nem no limite quando t — +o00.

Caso ambas as fronteiras sejam nao-atractivas, a probabilidade é “em-
purrada” para o interior do espago de estados e ha esperanca de que exista
densidade estaciondria. De facto assim sucede desde que também m(z)
seja integravel, isto é M = f " m(€)d€ < +o¢. vindo para densidade esta-
ciondria p(y) = m(y)/M (r1 < y < r2), expressio que se obtém usando
a equacao de Kolmogorov progressiva. Neste caso, o processo é tam-
bém ergédico, isto é certos momentos da solugdo podem ser estimados
usando os correspondentes momentos amostrais ao longo de uma tnica
trajectéria do processo, o que é extremamente itil pois, em muitas apli-
cagoes, como as financeiras, sé temos uma trajectéria observada e nao
podemos fazer o tempo andar para trds e repetir a “experiéncia” com
outros cendrios de mercado.

O estudo que fizémos na Secgdo 11.2 sobre tempos de primeira pas-
sagem foi utilizado num exemplo para estudar a extingio de populagdes
(ver Secgdo 11.4).

O teorema de Girsanov foi tratado no Capitulo 12 e permite mudar o
coeficiente de tendéncia numa EDE dX (t) = f(X (t))dt + g(X (t))dW(t)
(t € [0,d]) para outro coeficiente f*. Isso tem particular vantagem
quando se muda para um coeficiente nulo, pois uma EDE da forma
dY (t) = 0dt+g(Y ))dW (t) (¢t € [0,d]) com Y(O) = z tem como solugao
Y(t) =z + fo Y'(t))dW (t), que, se a funcdo integranda estiver em
H?(0,d], é, devido &s propriedades do integral estocéstico, uma martin-
gala. A vantagem de uma martingala é que o seu valor em qualquer
instante pode ser obtido como uma esperanca matemética condicional
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do seu valor no instante terminal d e hé aplicagoes financeiras em que isso
¢ muito util. Para mudar o coeficiente de tendéncia de f para f* sem
alterar a solugao precisamos de alterar o processo de Wiener. Porém,
ao fazé-lo, este deixa de ser processo de Wiener relativamente & proba-
bilidade inicial P, mas existe uma outra probabilidade P* equivalente
a P relativamente & qual o processo alterado passa a ser um processo
de Wiener. Temos uma nova EDE com respeito a um novo processo de
Wiener num novo espago de probabilidade. O leitor deverd consultar
o enunciado do Teorema da Secg¢do 12.2 para ver os pormenores deste
procedimento.

No Capitulo 13 estuda-se a célebre férmula de Black-Scholes para
uma opgao europeia de compra, mas julgamos preferivel nao apresentar
aqui um resumo e remeter o leitor para a leitura do préprio Capitulo.
QOutras aplicacoes financeiras sao também mencionadas, embora muito
sucintamente.

Ao longo deste texto fomos dando indicagoes para o leitor interessado
noutros topicos importantes que a natureza introdutéria deste trabalho
nao permite tratar. Mas outras dreas como o calculo de Malliavin ou as
equacoes as derivadas parciais estocasticas sao desenvolvimentos relativa-
mente recentes extremamente promissores. As EDE tém também grande
importancia no estudo tedrico de certas equagoes diferenciais parciais.

Em termos de aplicagoes, demos apenas alguns exemplos em &reas
cientificas nuito delimitadas, principalmente nas dreas financeiras e de
dindmica de populagoes, mas é rara a area cientifica e tecnolégica onde
modelos baseados em EDE nao tenham sido aplicados. Mesmo nas
areas focadas, apenas aborddmos algumas das muitas questoes que tém
sido tratadas. Por exemplo, a nivel financeiro, ndo tratdmos as opgoes
americanas, nao consideramos a influéncia de dividendos e custos de
transacgao, nem o caso em que a volatilidade (e, portanto, o coeficiente
de difusdo) pode ser ela prépria perturbada por um ruido. O caso de
processos nao continuos, em que se admitem também saltos poissonianos
para modelar ocasionais “catdstrofes”, nao foi aqui estudado, embora
tenha bastante interesse em diversas aplicagoes.

O estudo que fizémos das EDE é de carédcter introdutério, mas procura
proporcionar ao leitor uma entrada neste mundo, fornecendo-lhe alguns
dos instrumentos mais relevantes para a utilizagdo das EDE em mode-
lagéo.
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